ETH Thermodynamik HS 09
Prof. G. Blatter

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich

L]
Swiss Federal Institute of Technology Zurich S erle ]_ 2

Aufgabe 12.1 Verbesserte barometrische Héhenformel

Wir berechnen die barometrische Hohenformel unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass
die Temperatur in der Atmosphére von der Hohe abhéngt. Verwende die ideale Gasglei-
chung, um die Atmosphére zu beschreiben, benutze die Zustandsgleichung fiir adiabatische
Zustandsidnderungen des idealen Gases
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mit 7 = ¢,/c,. Die Bedingung fiir das hydrostatische Gleichgewicht lautet
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mit F' der Gravitationskraft, p dem Druck und p der Dichte.
Schreibe die Gleichungen so um, dass das Potential an Stelle der Kraft verwendet werden

kann, setze die Randbedingung p(0) = po, p(0) = pg wobei z = 0 die Erdoberfliche ist.
Berechne Druck, Dichte und Temperatur als Funktion der Hoéhe z.

Aufgabe 12.2 Polytrope Sterne

Wir befassen uns mit einem Stern, fiir den eine polytrope Zustandsgleichung der Form

p=Kp" (1)

gilt, wobei z. Bsp. v = 5/3 der nichtrelativistische und v = 4/3 der ultrarelativisti-
sche Grenzfall eines Elektronengases bei 7' = 0 ist. Dies beschreibt einen weissen Zwerg,
in dem der Druck durch das Pauli-Prinzip fiir die Elektronen entsteht, die Masse aber
hauptséchlich von den Nukleonen herriihrt.

e Berechne die Beziehung zwischen Masse und Radius eines polytropen Sterns. Die
Bedingung der mechanischen Stabilitét (aus der Hydrostatik) lautet p/(r) = —1/r%-
GM(r)p(r), die Masse bis zum Radius r ist gegeben durch M'(r) = 47r?p(r). Die
Randbedingungen sind die Dichte des Sterns im Zentrum p(0) = pp und (begriinde
dies) p/(0) = 0.
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zu erhalten. Leite nun die Beziehung zwischen Masse und Radius des Sterns her,
von der Losung der Differentialgleichung brauchen wir nur die erste Nullstelle &;
und die Ableitung an diesem Punkt, 6'(&;).



e Die Stabilitdt eines Sterns ist nicht einfach zu berechnen, wir nehmen darum nun
vereinfachend eine konstante Dichte p zusammen mit der Zustandsgleichung (1) an.
Der Zusammenhang zwischen der kinetischen Energiedichte und dem Druck soll von

der Form .
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sein, wobei 7/ = 5/3 gilt fiir ein beliebiges nichtrelativistisches Gas, 7' = 4/3 fiir ein
Gas aus effektiv masselosen Teilchen (insbesondere ein Photonengas). Die Beziehung
zwischen u und p hat nicht diese Form fiir ein Gas, dessen Ruheenergie vergleichbar
ist mit der kinetischen Energie. Wir nehmen hier an, dass 7/ = ~ gilt.

Berechne die kinetische Energie 7' = fOR 4r?u(r)dr und die potentielle Energie
V= fOR(—l/r)GM(r)(47rr2pdr) des Sterns und iiberpriife, ob die Energie £ = T+V
ein stabiles Extremum beziiglich der Dichte p aufweist.

Unsere Betrachtungen setzen implizit voraus:

e Die Entropie pro Nukleon soll im ganzen Stern gleich sein. Dies ist in der Realitét
(ndherungsweise) der Fall fiir weisse Zwerge oder Neutronensterne und fiir Sterne,
in denen Energie am effizientesten durch Konvektion transportiert wird .

e Die chemische Zusammensetzung des Sterns soll homogen sein.

Unter diesen Voraussetzungen ist der Druck p(r) = p(p(r)) eine Funktion der Dichte und
hat keine explizite Ortsabhingigkeit.



