ETH Quantenmechanik I HS 09
Edgengssche echische ol Zirich Losungsblatt 1 Prof. J. Frohlich

Exercise 1.1 Hohlraumstrahlung

(a) Die Maxwell-Gleichungen im Vacuum (p = 0, 7 = 0) lauten

homogen:
6XE+%§ =0
V-B = 0, (1)
inhomogen:
VxB-"E = 0
V-E = 0. (2)

Mit (1) sehen wir, dass wir B und E ausdriicken konnen als B = V x A und

E = —ﬁgzﬁ — %/T, mit dem Vektorpotenzial A und dem Skalarpotenzial ¢. Aus (2)
folgt nun eine Wellengleichung fiir A,

1 = -
SA-AL=0 (3)

Fiir einen Kubus mit den Dimensionen 0 < z; < L, @ = 1,2,3 folgen somit die
Randbedingungen

—

(07:C27'r37t> = A<L7:C27x37t)
(x1707x37t> = g<x17 L7I37t)
fT(ZEl,IQ, O,t) = 14)($1,ZE27 L,t)

A
A
Wir konnen nun A in eine Fourierreihe entwickeln,

At =33 ok, 053, B)e, (4)

kek =1
wobel

K= {%(nl,ng,ngﬂni c Z} (5)

und ¥ bilden ein VONS fiir jedes k € K (5(3,k) = k, (1, k) und S(2, k) L 5(3,k)
und orthogonal zueinander). Aus der Coulomb-Eichung (V - A = 0) folgt nun

VoA@ ) =YY a(R O[S E) - V]eR =0 (6)

kek =1
3 — —, -, —
& Y ok )[E0Gk) k=0 VkeK (7)
Jj=1
& az(kt)=0 VEkeK, k#0 (8)



(Daher auch der Name ’transversale Eichung’).
Damit folgt fiir A nun die Wellengleichung

—A AA = ZZ oz]kt ) + K2, (K, 0)]S(, K)e™ =0

T =12 ©
womit wir fiir jedes k einen harmonischen Oszillator 16sen miissen,

ai; (k. t) + w,%aj(/;, ) wp=clk] und j=1,2.

(10)

Um die spektrale Dichte der Oszillatoren zu berechnen, betrachten wir zuerst die

Anzahl Moden, die in einer Kugel mit Radius |k| = w/c sind,

Nw) = {Fp|IF <2, j=1,2} = 2-%” (%)Sm

Der Faktor (27/L)? entspricht dem Volumen eines einzelnen &'s.

(11)

Die Dichte der Oszillatoren mit der Frequenz w findet man leicht durch Ableiten

des obigen Ausdrucks,

ey — LIVE) i(uﬁ):w{

13 dw dw \ 3m2c3 w23

(12)

(b) Fiir konstantes T findet man die Frequenz w,, die die spektrale Energiedichte max-

imiert mit
ou(w,T)
Ow

Dies konnen wir noch umschreiben zu

0=31(5) + 7' (55) = 3/ (6) + b/ (b).

= 3u2f (=2 )+ f( )—

W=Wx

(13)

(14)

Vorausgesetzt diese Gleichung besitzt eine Losung, die v maximiert, diese ist uni-
versell und damit gilt fiir jede Temperatur 7', dass die zugehorige Frequenz w, = bT'.

Exercise 1.2 Stefan-Boltzmann Gesetz

Die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes ist

]_ -, -
= 5(32 + B%)
und der Maxwell’sche Spannungstensor

1
Ty = {5(E* + B0 — EiEy — BibBi}
lasst sich zerlegen in
zk - p(szk + T

Hier ist p der Strahlungsdruck und SpT® = 0. Damit finden wir fiir dir Spur

SpT:§

2(E2+]~32)—E2—1§2:u:3p.

(15)

(16)

(17)

(18)



Aus dem 1. und 2. Hauptsatz folgt

dU = 6Q — pdV =TdS — pdV

T T oV orT

dS:dU+pdv:3d(pV)+pdv:(§) dV+(§) .
T 174

Koeffizientenvergleich ergibt nun

05\ _yp (0S\ _,Vop
o), T or), ~ToT
Aus der Integrabilitat (3‘97,2—35;/ = aaVQ—aST) folgt damit
a p, 30p dp 4
o) = Tor 7 or = 1
Nach Integration beider Seiten finden wir damit

p(T) o< T* = u(T) oc T*.

Exercise 1.3 Compton Effekt

Kollision zwischen einem Photon und einem Elektron:

Y

7 q
Vor der Kollision:
- Photon: Ezhuzhw,pz%zhk,w:ck
- Elektron ist in Ruhe, p, = p, = 0.
Aus der Impulserhaltung folgt
h h 1 cosf
Y= Qm+y0089=>qz=h(x— Y )
h . sin 0
0 = qy—i—ysmgéqy = —hT
und aus der Energieerhaltung
hc hc
2 77 2 2 24 -
me” + c\/(mc) R R TRvE

(19)

(21)

(22)

(23)

(24)



Damit finden wir

1 1
[me + h(X - y)] = (me)*+4;+q,
1 cosf
= (me)? + hz(x Y
und schliesslich NI . 9
meh>——2 — p2 — o8 =0.

AN AN
Mit Hilfe der Identitéit 1 — cosf = —2sin? g folgt die Beziehung
2 sin? g

N—=A=A\=h .

mc

2+ h

2
,sin” 0

)\/2




