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Exercise 6.1 Gebundene Zustinde im Potentialkasten

Gegeben sei der kastenférmige Potentialverlauf

V(z) = {—V0<0 fir—a<z<a
0 sonst.

-V

Wir suchen ¢ € L?(R), welche die zeitunabhiingige Schrodingergleichung

2 2
I D @) + V() = Bo@), (1)

2m dz?

fiir z # +a und E < 0 16sen.

1. Argumentiere, weshalb sowohl v (x) als auch %1&(9}) auf ganz R stetig sind.

2. Zeige unter Verwendung der Stetigkeitsbedingungen aus der ersten Teilaufgabe, dass das
Eigenwertproblem (1) mindestens eine Losung hat, d.h. es gibt ein E' < 0 mit zugehorigem
Eigenvektor ¢ € L%(R).

Exercise 6.2 Gebundene Zustinde im ¢-Potential

Gegeben sei das Deltapotential

wobei g > 0 und §(z) die Delta-"Funktion” darstelle. Wir suchen nach ¢ € L?(R), welche die
zeitunabhéngige Schrodingergleichung (cf. (1)) fiir z # 0 und E < 0 16sen.

1. Argumentiere, dass 1 (z) auf ganz R stetig ist, die Ableitung %1/}(33) jedoch bei z = 0
einen Sprung macht. Wie gross ist dieser Sprung?

2. Zeige unter Verwendung der Stetigkeitsbedingungen aus der ersten Teilaufgabe, dass es
fiir eine bestimmte Energie E < 0 ein ¢ € L?(R) gibt, welches das Eigenwertproblem (1)
16st. Wie sieht es aus?

Bemerkung zu Aufgabe 2: Allgemein kann man zeigen, dass ein Teilchen in 4 und mehr Dimen-
sionen ein §-Potential nicht ”sieht”.

Moral der Aufgaben 1 und 2: Man kann beweisen, dass ein beliebig schwaches Potential in
einer und zwei Dimensionen immer einen gebundenen Zustand zu erzeugen vermag.



Exercise 6.3 Instabilitit eines Teilchens im Zentralpotential

Wir betrachten ein Teilchen in R3, welches sich im Potential

9
V(r)= s (s>2)
(r =z|, g > 0) bewegt. In dieser Aufgabe wollen wir untersuchen, unter welchen Umsténden
der dadurch definierte Hamiltonoperator H = —%A + V nach unten unbeschrankt ist.

1.

. Sei nun s > 2. Wir definieren ¢ (z) :=

Zeige, dass sich das Spektrum eines beliebigen Hamiltonoperators A unter unitiren Trans-
formationen U nicht dndert: o(A) = o(UAU)

. Beweise, dass Up : L2(R3) — L2(R3), (Upt)(z) := 0~ 24(0~ '), fiir ¥ € L2(R3) eine

unitére Transformation definiert und berechne Uj.

. Zeige, dass

h2 93—2
(U HU ) (@) = 0%~ 5~ Ap(w) — g——(x)}.

Sei nun s = 2. Man kann zeigen, dass es ein g, gibt, sodass fiir ¢ < gi,i, unser H nach
unten beschrinkt ist. Zeige, dass die untere Schranke gerade gleich 0 ist.

2

¢ 2€ . Berechne (e, Hipe) und zeige, dass H

é%ﬂ'%
nach unten unbeschrankt ist.



