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Exercise 6.1 Gebundene Zustinde im Potentialkasten

1. Eine mogliche Argumentation ist wie folgt: Die physikalische Situation sollte sich bloss
geringfiigig éndern, wenn wir die Kanten von V' etwas glédtten, also z.B. durch ein glattes
0 > V) > V ersetzen mit limy_,o Vi(z) = V() fiir alle z € R und V)(x) = V(x) ausser
auf kleinen Umgebungen (—a — A, —a+ A) und (a — A\, a+ \) der Sprungstellen. In diesem
Fall ist ¢\(x) (die Losung der Schrodingergleichung abhingig vom Parameter ) iiberall
zweimal stetig differenzierbar und fiir A > 0 kriegen wir:
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Der zweite Integrand auf der linken Seite und der erste Integrand auf der rechten Seite
verschwinden fiir A — 0!, daher lautet die verniinftige Randbedingung (A — 0):

L) = o),

wobei ¢(a™) := limy_.q,2>q¢ ¥ () und 1 (a~) analog definiert ist. Die analoge Rechnung fiir
x = —a zeigt, dass %w(a:) auf ganz R stetig ist. Indem man nochmals integriert kann man
diese Argumentation wiederholen, um die Stetigkeit von 1 (x) zu zeigen. Die Forderung,
dass ¥ (x) stetig ist, entspricht der Stetigkeit der Wahrscheinlichkeitsdichte, die Forderung
fiir die Ableitung entspricht der Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsstromes.

Natiirlich ergeben sich diese Bedingungen auch einfach, indem man formal die zeitun-
abhéngige Schrodingergleichung iiber die Sprungstellen integriert.

Fine andere Argumentation wire zu verifizieren, dass Losungen, die stetig differenzierbar
zusammengeklebt werden, gerade die zeitunabhéngige Schrodingergleichung im Sinne von
Distributionen erfiillen.

2. Es geniigt anzunehmen, dass £ > —V; (z.B. weil nur dann die Randbedingungen erfiillt

werden konnen oder allgemeiner, weil H = — ﬁ %—%V(az) durch —Vj nach unten beschrénkt
ist). Wir definieren k; := ¥ _%mE und ky 1= w

In Teilgebiet I lautet die allgemeine Losung
Y(x) = AeM® + Be M1,
In Teilgebiet II lautet die allgemeine Losung
Y(x) = C cos(kex) + D sin(kox).

Wir haben aus Bequemlichkeitsgriinden reelle Fundamentallosungen gewihlt. Dies ist
moglich, da H ein reeller Operator ist, also mit komplexer Konjugation vertauscht. Ferner

'2.B. mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf L*(ja — A,a + }A]) und normiertem t)y:
|faa:&A dzVy(z)r(z)| < VovV2A und genau gleich fiir die anderen Terme.



sind diese Fundamentallosungen gerade symmetrisch (cos(kex)) resp. antisymmetrisch
(sin(kax)), was eine Folgerung der Symmetrie des Potentials ist.

In Teilgebiet III lautet die allgemeine Losung
Y(z) = Bef® 4 Fe ke,

Da 1 quadratintegrabel ist, gilt B = E = 0. Die iibrigen Konstanten bestimmen wir aus
der Stetigkeit von ¢ (z) und %1/}(3:):
Ae M = C cos(koa) — D sin(koa)
kiAe 5 = kyO sin(kea) + koD cos(kaa)
Fe "% = O cos(kea) + D sin(kqa)
—k Fe 5% = kO sin(kqa) 4 koD cos(kaa)

Aus den ersten beiden Gleichungen erhalten wir

C'sin(kga) + D cos(kaa)

ki=k
' 7 "2 Ccos(koa) — Dsin(kza)’

aus den letzten beiden

C'sin(ksa) — D cos(kaa)
C cos(kga) + Dsin(kea)

k1 =ko

Gleichsetzen ergibt

Csin(kga) + D cos(kga)  Csin(kza) — D cos(kza)
C cos(koa) — Dsin(koa)  Ccos(kea) + D sin(kga)

und daher CD = 0, d.h. entweder C' = 0 oder D = 0: Wie zu erwarten sind die
Eigenzustinde gerade oder ungerade. Fiir die geraden Losungen (D = 0) erhalten wir

(kf + K5 = 2552)
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tan(y) = tan(kqa) = k—l =
2
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Um die Gleichung zu 16sen, bestimmen wir die

A/ —22

Schnittpunkte der Funktionen y — tan(y) und y — % Dies kann man numerisch /graphisch
tun (explizites Losen geht nicht, da die Gleichungen transzendent sind). Durch scharfes
Hinsehen sieht man aber auch so, dass mindestens ein Schnittpunkt existieren muss. Die
Zahl der Schnittpunkte wird grosser, je grosser die Nullstelle yg = Uy = 7\/272‘/00« von

2
7\/1129 ist.
Fiir die ungeraden Lésungen (C = 0) erhalten wir die Gleichung

[Un — 12
—cot(y) = oTy’

wobei y := aky und Uy :=

welche erst fiir geniigend grosse Werte von Uj reelle Losungen aufweist.
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Figure 1: Die gestrichelte Linie beschreibt @ yy) , die gepunktete % und die durchge-
zogene tan(y).
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Figure 2: Die gestrichelte Linie beschreibt @ yy) , die gepunktete % und die durchge-
zogene — cot(y).

Exercise 6.2 Gebundene Zustinde im J-Potential

1. Analog zur Aufgabe 6.1 stellen wir uns eine &hnliche, jedoch regulirere Situation vor:
Wir ersetzen V durch Vy(z) = —g5¢(%), wobei ¢(x) eine positive, glatte Funktion mit

Jz ¢(z)dx =1 ist mit Tréiger in [—1,1]. Fiir kleine X ist V) also eine gute Approximation
fiir die §-Distribution. Fiir A > 0 kriegen wir

0+ h2 d2 0+ 1 T 0+A
da(— 2 - drg~p(Z - doE . 1
| g - [ e = [ deBan@.
—£2 L@

Das erste Integral auf der rechten Seite verschwindet im Limes A — 0%. Das zweite Integral
auf der linken Seite lésst sich umschreiben:

0+ z 1
/0 | dag (5 nle) = / gl r ()

(2)

Nehmen wir nun noch in (2) den Limes A — 0, dann kriegen wir aus (1) die physikalische

2Cauchy-Schwarz!



Sprungbedingung

d d . 2myg
207~ L0y = -2 (0).

Alternativ integriert man einfach formal die zeitunabhéngige Schriodingergleichung oder
zeigt (wenn man es genau nehmen méchte), dass ein ¢ mit den obigen Randbedingungen
bei x = 0 die zeitunabhéngige Schrodingergleichung im Sinne von Distributionen erfiillt.

Bemerkung: Details zum Limes in (2): Man kann zeigen, dass die Vertauschung von
Integral und Limes in der Tat erlaubt ist, was wir hier aber nicht tun. Dazu muss man
sich iiberlegen, weshalb die 1 in einer Umgebung von 0 gleichméssig in A beschrankt sind.
Wiirden sie explodieren, dann auch die rechts und linksseitigen Ableitungen von 1, das
tun diese aber nicht (man kann sie ausrechnen — Teilaufgabe b)).

2. Seik > 0 mit —k? := Q%E. Fiir negative z ist die allgemeine Lésung von %w(:c) = k% (x)
Y(x) = Aef® + Beh?,

mit A, B € C. Da 1 quadratintegrabel sein muss, gilt B = 0. Fiir positive x lautet die
zuléssige Losung

Y(z) = Ce™ .
Stetigkeit von 1 im Ursprung ergibt C' = A. Die Sprungbedingung der Ableitung ergibt
2mg
ko k=T
mg
“h=T

Die Energie des gebundenen Zustandes ist also gerade

Bemerkung. Als gewdhnliche Differentialgleichung aufgefasst hat die zeitunabhingige
Schrodingergleichung fiir alle Werte von E zwei linear unabhéngige Losungen. Erst die
Forderung, dass diese Losungen in L?(R) liegen miissen, zeichnet ganz bestimmte Werte
von F (Energieeigenwerte) aus.

Exercise 6.3 Instabilitit eines Teilchens im Zentralpotential

1. Das Spektrum eines Hamiltonoperators A ist definiert als 0(A) := {z € C : A—z ist nicht invertierbar}.
Fiir unitare Transformationen gilt:

o(UAU*) ={z € C: UAU" — z ist nicht invertierbar} = {z € C: U(A — 2)U™ ist nicht invertierbar}.

Da der letzte Ausdruck genau dann nicht invertierbar ist, wenn A — z nicht invertierbar
ist, folgt die Behauptung.

2. Uy ist offensichtlich surjektiv und ausserdem isometrisch, denn fiir 1) € L?(R3) gilt:
_ _ =01z
ol = [ do o=@ P E [ ay o) = I
R3 R3
Es folgt, dass Uy unitér ist und daher Uj = (Up) ™! = Up-1.
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. Das ergibt sich aus dem Skalierungsverhalten, das in Teilaufgabe 3 gezeigt wurde: Fiir
jeden Energicerwartungswert ist auch der mit 62 reskalierte Erwartungswert zuléssig. Der
Limes 6 — 0 zeigt, dass die grosste untere Schranke fiir H sicher kleiner als Null ist,
der Limes # — oo schliesst negative Erwartungswerte aus, da wir angenommen haben,
dass H nach unten beschrinkt ist. (Diese Worte paraphrasieren das folgende Argument:
Angenommen a # 0 sei die grosste untere Schranke = Ve > 0: J). € D(H) :

(e, H, ) = (a+e)|[ve]]”
Unter Verwendung von UgD(H) = D(H) kriegen wir
(Ugtpe, HUe) = 0% (e, Hpe) = 0%(a + )| [c| .

Falls a > 0 kriegen wir im Limes § — 0 einen Widerspruch. Falls a < 0 wéhlen wir € so
klein, dass a + & < 0. Der Limes 6 — oo ergibt einen Widerspruch zur Annahme, dass H
nach unten beschriankt ist. )

. Wir iiberpriifen die Normiertheit von :

1 _a2 1
lellP = —5 | dPee™ @ = —5 | dPyPe™¥ =1.
537'(2 R3 637-‘-2 R3

Der Erwartungswert beziiglich ¢ lautet:

1 3 2 h2 g 2
Hpe) = Bre 2 {—— A~ T e 27
(e, Hie) = /R dte i (oA - Ty
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wobei C1, C zwei von £ unabhéngige positive Konstanten sind. Fiir s > 2 strebt dieser
Ausdruck nach —oo, wenn unser Zustand stérker und stiarker im Ursprung konzentriert ist

(&—0).



