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1 Die frithe Quantentheorie

1.1 Das Plancksche Strahlungsgesetz (1900)

Nach klassischer Vorstellung ist ein Teilchen (z.B. ein Elektron oder ein Atom) charakte-
risiert durch Ort und Geschwindigkeit, deren Angabe beliebig genau sein kann; eine Welle
hat eine bestimmte Frequenz und Wellenzahl, oder ist eine Superposition von solchen. Ein
(elementares) Teilchen ist unteilbar und verlduft auf einer Bahn; eine Welle ist teilbar und
die Teile kénnen miteinander interferieren. Licht besteht aus elektromagnetischen Wellen
und Materie aus Teilchen. Die beiden wechselwirken miteinander und gelangen, in einem
verspiegelten Hohlraum eingeschlossen, zu einem thermischen Gleichgewicht, das Planck
untersuchte.

Das zunéchst freie elektromagnetische (e.m.) Feld geniigt auf Grund der Maxwell-Gleich-
ungen der Wellengleichung

~ 1 02
OF=0 mit O=———-A

und der Nebenbedingung .
divE =0, (1.1)

(analog fiir E) Der Separationsansatz

fiithrt auf

und weiter ,

f=-w?f., -AE=ZE (1.2)

c
fiir eine Konstante w? (> 0): Dies sind die Bewegungleichung eines harmonischen Os-
zillators, bzw. die Eigenwertgleichung fiir —A. Auf dem Rand des Hohlraums soll die
Randbedingung
Eyj=0

ideal leitender Winde gelten. Wahlt man diesen einfachheitshalber als den Wiirfel 0 <
z; <L, (i=1,2,3), so lauten die Eigenschwingungen (Moden)

EZ(ZL_") = El COS(k’i$i) sin(ki+1:v,~+1) sin(ki+2xi+2) . (13)
Die Randbedingungen (E; = 0 fiir z; = 0, L (j # )) sind erfiillt, falls

ki = —n; , n; ganz, > 0, hochstens ein n; = 0. (1.4)

Mit E = (E1, By, E5) und k= (k1, ka2, k3) verlangt (L) E -k = 0: zu jedem k gibt es
zwei linear unabhéingige Eigenschwingungen mit Eigenfrequenzen w = ¢ - |k|. Die Zahl
der Eigenschwingungen < w ist nach (L4]) asymptotisch fiir grosse w (w > ¢/L)

1 4n (wL>3_ VoWl

mC w23 3



wobei V = L3, bzw.
AN w?
dw w23’
Planck stellt sich die Materie vor als bestehend aus Oszillatoren (“Resonatoren”) verschie-
dener Frequenzen wy, welche die sonst unabhéingigen e.m. Schwingungen ins Gleichgewicht
bringen. Er geht dabei in zwei Schritten vor:

(1.5)

i) Die Resonatoren der Frequenz wy werden durch das e.m. Feld angeregt und strah-
len auch zuriick. Das resultierende dynamische Gleichgewicht zwischen mittlerer
Energie der Eigenschwingung, U, und das Resonators, E,,, ist ( : Zeitmittel)

Uwo = Ewo . (16)

ii) Danach wird E, im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur 7' bestimmt
(und damit auch U,).

Die Energieverteilung kann dann durch die spektrale Energiedichte u(w,T) beschrie-
ben werden:

V-u(w, T)dw = U, - dN
ist die Energie aller Moden mit Frequenzen in |[w,w + dw); also

w? -

U(W,T) = WUM .

(1.7)

w

i) Die Schwingung eines Resonators, be !, geniigt der Differentialgleichung (Newtonsche
Gleichung)

mb + vb + mwib = eSe T (1.8)

falls sie durch eine Mode e ! des elektrischen Felds angeregt wird. Dabei sind m, e
die Masse, bzw. die Ladung des Resonators und v = e2w2/(6mc?) ist eine summarische
Beschreibung der Strahlungsverluste (s. Elektrodynamik). Also ist

b — €€ 1
T2 2w oy — w — AL
wi—w? =T 2mwy wy —w — 5%

fiir w &~ wp, mit entsprechender (ungestorter) Energie

By =5 (@ + )b = maf b ~ 7

(5)°
)2

(wo —w)*+ (3)*

2m

(1.9)

Statistisch betrachtet sind die Phasen der verschiedenen Moden (Amplituden &,) unkor-
reliert und ihre Beitriage E,,(w) aus (L9) im Mittel additiv. Die Gesamtenergie eines
Resonators ist damit

E’wo = /o E'wo(w)dN(w) =3V, |? = Uwo

unter Verwendung von (LH) und von (2% 4+ a®)~! ~ Z6(x). Die letzte Gleichung folgt aus
der Isotropie der Strahlung: 3V[E,, |2 = V|EL,|? = Ul,.
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ii) Folgende Uberlegung, die Planck nicht machte, dréingt sich hier auf. Die Wahrschein-
lichkeit, ein Hamiltonsches System mit Phasenkoordinaten p, ¢ in dpdq zu finden, ist bei
der Temperatur 7" nach Boltzmann

Z(P)

wobei H die Hamiltonfunktion ist, 8 = (kT)~! die inverse Temperatur, k die Boltzmann-
Konstante und

w(p, q)dpdg = dpdq , (1.10)

Z(B) = / dpdg e~ PHPa) (1.11)
die sogenannte Zustandssumme. Die mittlere Energie ist damit

E= /dpqu(p, Q)w(p,q) = —%IOgZ(ﬁ) :

Fiir einen 1-dimensionalen harmonischen Oszillator,

2
P 1
H = o + Emwgqg ,
ist (LI]) ein Gausssches Integral,
2m
Z ﬂ = 5 >
B) = 3es
und damit )
E = E:k;T, (1.12)

was unabhéngig von wy ist. Wendet man dies auf die Resonatoren an und, indirekt iiber
(C4), auf U,, (oder, wie Rayleigh, direkt auf die Feldoszillatoren (L2]), ohne auf die
Einstellung des Gleichgewichts einzugehen), so folgt aus (L7

w2

w(w,T) = kT, (1.13)

w2c3
(Rayleigh 1900, berichtigt durch Jeans 1905). Dieses Verhalten fiihrt auf die Energie pro
Volumeneinheit

/OOO ww, Tdw =00 (1)

(“Ultraviolettkatastrophe”) und steht im Widerspruch zum experimentellen Verhalten

3 hw

u(w,T) ox w’e™ kT (1.14)

fiir grosse w, bzw. kleine T' (Wien, 1896). Die hier gewéhlte Notation i/k fiir die damals
anders bennante Konstante eilt derem spéateren Bezug zu den Planck- und Boltzmann-
Konstanten h und k voraus. Planck bemerkte jedoch, dass h/k und die Proportiona-
litdtskonstante in (II4) Naturkonstanten sein mussten (s. Ubungen). Er folgerte iiber

()

— hw

U, = hwe *t (1.15)



Rayleigh-Jeans
___._Planck

Wien

w

und sodann E,, = hwe ™+ iiber (L.6), wobei hier die zweite Konstante ebenso vorauseilend
mit A bezeichnet wird. Am 7. Oktober 1900 erfuhr Planck von Messungen, die eine
Abweichung vom Wienschen Gesetz zeigten. Noch am selben Tag dnderte er den Ausdruck
fiir £, ab und gelangte so zum Strahlungsgesetz

w? hw

hw

u(w,T) = =3 —eﬁ —

(1.16)

(s. Ubungen fiir Details). Es interpoliert zwischen (II4)) und (ICT3)), letzteres wenn man k
mit der Boltzmann-Konstanten identifiziert. Dies tat Planck etwas spéter, wenn auch aus
anderen Griinden (s. unten). Aus dem Vergleich mit der neuen experimentellen Kurve
fand er so

h=1,04(1,05549) - 1073 J - s,
k=1,34(1,3807)- 107 J.K!
(in Klammern die heutigen Werte) und auch den damals besten Wert fiir die Avogadro
Zahl R
Na=— =617 (6,022) - 10** mol " .
Die grossartigste Bestétigung fand das Plancksche Gesetz (L16]) in der gemessenen Spek-

tralverteilung der kosmischen Hintergrundstrahlung bei 7' = 2, 73K (COBE 1992, WMAP
2003, Planck 2013).

Nachtréglich (14. Dez. 1900) begriindet Planck (LI6]) so:
“Wir betrachten aber — und dies ist der wesentlichste Punkt der ganzen Berech-
nung — F als zusammengesetzt aus einer ganz bestimmten Anzahl endlicher
Teile und bedienen uns dazu der Naturconstanten i = 6,55 - 10727 [erg- sec].”
(hier ist £ die Energie eines Resonators und h = 27h).

Die gleichen Teile setzt er dann gleich hwy, d.h. die moglichen Energien eines Resonators
sind quantisiert:

E, = nhwy , (n=0,1,2,...) . (1.17)
Dies bedingt die Ersetzung von (ILI0) durch
efﬁnhwo o0 1
_ _ —Bnhwy __
=Tz 2B) =3 e = T

n=0



und damit
hw

0
E=——-logZ(8) = o _ 1

op
was iiber (L6, [L7) auf (ILI6) fithrt. (s. Ubungen fiir Plancks dquivalente Uberlegung).

Beachte, dass Planck die Feldoszillatoren nicht quantisierte. Als Einstein dies tat (s. un-
ten), erschien ihm der Schritt zu radikal. Umgekehrt beméangelte Einstein, dass die Quan-
tisierungshypothese ([LI7)) im Widerspruch zum kontinuierlichen Energieaustausch steht,
wie er in ([§)) zum Ausdruck kommt.

1.2 Licht als Teilchen (Einstein 1905)

Der 1. und 2. Hauptsatz der Thermodynamik besagen in knapper Form dU = T'dS —pdV
d.h.

1 D
dS = —dU + L4 1.1
S = dU + ZdV, (1.18)

wobei S: Entropie, U: innere Energie, V: Volumen, p: Druck, T: Temperatur sich auf
Gleichgewichtszusténde eines physikalischen Systems beziehen. Diese sollen durch Angabe
zweier Zustandsvariablen, z.B. U und V, bestimmt sein. So legt (II8)) die partiellen
Ableitungen von S(U, V) fest:

95y _ L 95y _»
ou), T’ o), T
e Fiir ein ideales Gas aus NN Teilchen ist nach dem idealen Gasgesetz

95) _p _ Nk
o), T V'

v oS
v OV

also

v v\"
S(U,V)—=S(U, V) = —dV = Nklogv—k:log : (1.19)

Vo

e Ein Oszillator hat nur eine unabhéngige Zustandvariable, z.B. v oder T'. Im Wien-
schen Grenzfall hat ein Feldoszillator der Frequenz w nach (ILIH]) die (mittlere)

Energie
(T) = hwe™ k7
so dass
ds 1 k | U
=—=——Io
T 8 T

/—du— ——(1og%—1> (1.20)

(verwende [logz dr = z(logx — 1); die Wahl der Integrationskonstanten ist unwe-
sentlich).



e Einstein betrachtet als System das e.m. Feld im Hohlraum im Frequenzbereich
[w,w + Aw) (monochromatische Strahlung). Dessen Entropie und Energie sind

S(U,V)=AN -s(u) , U=AN - u,

wobei )

AN = V- Aw

m2c3

die Anzahl Oszillatoren ist. Also, mit (.20,

kU U
— 2 (1og [ ——=—) —1
SOV =% (Og (hw3AwV) )
und

k o

Nun vergleicht dies Einstein mit (LL.I9) und schliesst:

“Monochromatische Strahlung geringer Dichte (innerhalb des Giiltigkeitsbe-
reich der Wienschen Strahlungsformel) verhilt sich in wérmetheoretischer Be-
ziehung so, wie wenn sie aus voneinander unabhéngigen Energiequanten von
der Grosse hw bestiinde.”

Als Gleichung:
E=hw. (1.21)

Durch diesen “heuristichen Gesichtspunkt” gewinnt er ein unabhéngiges Fundament fiir
das Strahlungsgesetz (LI6): Es folgt nun aus der Quantisierung der Energie der Eigen-
schwingungen des Felds; der Umweg iiber die Resonatoren in Plancks Uberlegung wird
iiberfliissig.

Ferner wendet Einstein (L2]]) an, um “zu untersuchen, ob auch die Gesetze der Erzeugung
und Verwandlung des Lichts so beschaffen sind, wie wenn das Licht aus derartigen Licht-
quanten bestiinde”. Eine Anwendung ist auf den photoelektrischen Effekt (entdeckt
1887, Hertz).

. ]
Beobachtung (Lenard 1902): Die Ener- Licht der Frequenz w
gie T' der emittierten Elektronen hiangt
-~ 7 ~——
(monoton wachsend) nur von der Fre-
quenz, nicht aber von der Intensitét Metall _
der einfallenden Strahlung ab, entge-
gen der klassischen Vorstellung. Davon E'lekt‘ronen der )
e . o kinetischen Energie T’
abhéngig ist hingegen die Emissionsra- =

te.

Deutung (Einstein 1905): ein Lichtquant fw wird an ein einziges Elektron tibergeben,
das dann aus dem Metall mit der Energie

T=hw—-W (1.22)
(W: Austrittsarbeit) entweicht. (Erst um 1915 waren die experimentellen Daten gut
genug, um (L.22)) zu bestatigen.)



1.3 Die Bohrsche Quantenhypothese (1913)

Atome weisen diskrete Lichtemissionsspektren (Spektrallinien) auf. Fiir das Wasserstoff-
Atom gilt die empirisch hergeleitete Formel fiir die Frequenzen

wnm:R(%—%), nm=12 ..., n>m, (1.23)
(Balmer 1885, aus den 4 Linien m = 2, n = 3,4,5,6). Zur spéteren Verwendung sei
hier das fiir ein beliebiges Atom oder Molekiil geltende Kombinationsprinzip (Ritz 1908)
erwahnt. Es bezieht sich auf die Frequenzen der Spektrallinien und besagt, dass gewisse
Summen von solchen selbst wieder im Spektrum liegen. Genauer: Die Frequenzen kénnen
mit zwei Indizes n # n’ versehen werden (nicht unbedingt blosse Zahlen), derart dass

Wnn! + Wnin = Wop! - (1.24)

Diese Eigenschaft ist gleichbedeutend damit (s. Ubungen), dass die Frequenzen als Dif-
ferenzen zweier Terme, wy, = w, — wy,, geschrieben werden kénnen. Gl. ([L23]) ist ein
explizites Beispiel dafiir.

Bohr nimmt an (analog zur Planckschen Quantisierung des Resonators, aber gegen klassi-
sche Vorstellungen), dass das Atom nur in Zustdnden mit diskreten Energien E,, existieren
kann. Strahlung (n&hmlich ein Lichtquant) der Frequenz

1
Wnm = 7_1<En — En) (1.25)
wird emittiert beim Ubergang n — m, E,, < E,. Auch der Ubergang m — n ist maglich
unter Absorption eines Lichtquants gleicher Frequenz (Bohrsche Frequenzbedingung).
Mit diesem Ansatz wird der spektroskopische Befund (L.23)) als Energiebilanz erklart. Fir

das H-Atom ergibt sich

1
E,=-Ry—. n=12.. (1.26)

mit Ry = R - h.

Als Modell des Atoms verwendet Bohr das von Rutherford (1911): Ein Elektron (Masse
m, Ladung —e) im Feld eines viel schwereren Kerns (Ladung e), den wir zunéchst als
fest annehmen. Léngs klassischen Bahnen wiirde das Elektron strahlen und so dem Kern
stets ndher kommen. Bohr wihlt die Quantenzustinde unter den Kreisbahnen (Radius r,
Winkelgeschwindigkeit w, Drehimpuls L, Energie F). Fiir diese gilt

o2 12 o2
mrw? = — | L=mr’w, E = - —
2 2
r 2mr r
Daraus folgt
L? me? met
r=na PeEoagme e=Tm

Nach (26]) muss L  n sein. Bohr setzt als Quantenbedingung;:

L, =hn, (n=1,2,...) (1.27)



und findet

h2
= aon? , ag = — (Bohr-Radius) ,
me
1 met
E,=-Ry-—, Ry = T (Rydbergkonstante) , (1.28)
2Ry

mit den heutigen Werten
ap = 0,529177-10"m | Ry = 13,6058 eV .

Beriicksichtigt man die Mitbewegung des Kerns der Masse M, so ist m durch die reduzierte
Masse zu ersetzen; ebenso seine Ladung e durch Ze bei wasserstoffahnlichen Ionen wie

He™; also Ry in (IL.28)) durch

Z2M

Ry .
.M—l—my

Grosse Erfolge der Bohrschen Theorie waren u.A.:

— Der richtige Wert von R.
— ag als richtige Grossenordnung der Atome
— Die Erklarung des Verhéltnisses Ry .+ : Ry = 4, 0016.

Bemerkung. Die Wahl von # als Proportionalitdtsfaktor in (IL27) ist zwingend, falls
man die Giiltigkeit der klassischen Strahlungstheorie fiir grosse n fordert: beim Ubergang
n — n — 1 soll dann Licht der klassischen Umlaufsfrequenz w, ausgestrahlt werden. In
der Tat stimmt

@((; 1>~@ (n = 00)

Wnn—1 = - 5 ) ~
h \(n—1)2 n? hn3 "’

mit (L29) tiberein. Spéter (1923) erhebt Bohr dies zum Korrespondenzprinzip: Die
Quantentheorie reproduziert die klassische Physik im Grenzfall grosser Quantenzahlen.
Riickblickend ist es schon im Zusammenhang mit der Strahlungsgesetzformel (LLI0) er-
sichtlich: Der Grenzfall kT > hw fiihrt sowohl auf das klassische Gesetz (LI3) wie auf
grosse mittlere Quantenzahlen n in (LI7).

1.4 Die Quantisierung der Wirkung (Sommerfeld 1915)

Sommerfeld verallgemeinert die Bohrsche Bedingung (L27). Die Quantisierung der ge-
bundenen Bahnen eines Hamiltonschen System mit einem Freiheitsgrad ist die Quan-
tisierung der Wirkung:

%pdq = 2mnh =nh , (n ganz) , (1.30)

wobei das Integral sich {iber eine Bahnkurve erstreckt. Die mdglichen Werte der Quan-
tenzahl n sind ferner eingeschrinkt durch die, die die Wirkung auf der linken Seite
iiberhaupt annehmen kann. Fiir Bahnkurven etwa, die (zwei) Umkehrpunkte aufweisen,

8



ist n > 0 oder auch n > 1 (die spitere Quantenmechanik wiirde in diesem Fall n halbganz
vorziehen, s. Abschnitt 3.4, was wir hier ignorieren). Auch andere Typen von Bahnkurven
sind moglich, wie das néchste Beispiel zeigt.

Beispiele. 1. Das ebene Pendel (Masse m, W Pe
Léange 1) mit Hamiltonfunktion

2

p
H(p,p,) = 277;72 — mgl cos ¢ i .

26

hat je eine Bahnkurve bei Energien £ < mgl,
aber je zwei, falls £ > mgl. Nur im zweiten
Fall kann n auch negativ sein.

2. Harmonischer Oszillator. Die Bahnkurve der Energie

£, p
P o1, A
% + §mw0q =LK ) o _,; \‘-'\\/ 2mE
ist eine Ellipse im Phasenraum, also A \\\
! [ \ -
"\ % q
2E 27TE S ~-L-- 7N
dg =7V2mE -\ —wy' = —— N
?{p I m " Wo V2B [muwy

und ([L30) liefert
En:nhwo, (n:O,l,)

was iiberraschend mit Plancks Postulat (LI7) iibereinstimmt.

3. Ein Teilchen, dass sich frei lings einem Kreis bewegt (Phasenkoordinaten (¢, p,),
0 < ¢ < 2m). Der Drehimpuls p, = L ist erhalten. Also ist

]{p¢dgp =2nL

und (L30) ist (L27), allerdings mit n =0, £1, .. ..

Die Bedingung ([L30) ldsst sich auf vollstindig separable Systeme (s. Allgemeine Me-
chanik) mit f Freiheitsgraden erweitern: Solche, fiir welche die zeitunabhéngige Hamilton-

Jacobi Gleichung
oS oS
H o — ..., — | =FE=
(Q7 »qf, aql ; ) aqf) 651

(H(q,p): Hamiltonfunktion in passenden Koordinaten) eine vollstéindige Losung der Form

S(qlv"'an7a17"'7af): Sk‘(qk’aah"'aaf)

]~

k=1
besitzt. Dabei sind (ay,...,ar) = a Erhaltungsgrossen. Im 2f-dimensionalen Phasen-
raum verlauft die Bewegung auf dem Schnitt von f durch « bestimmte Flichen
oS 0Sk
Pk aqk (qv Oé) 8Qk (Qka O{) ) ( ’ ) f) ( )



Fiir festes k definiert die Gleichung einen (topologischen) Kreis in der (g, px)-Ebene,
falls die Bewegung beschriankt ist (wie fiir f = 1 die Kreise in der Figur). Die f-
dimensionale Schnittfliche ist deren kartesisches Produkt und somit ein Torus. Die
Sommerfeld-Bedingung ist anwendbar: Sie zeichnet als erlaubt diejenigen Tori (und nicht
spezielle, darin verlaufende Bahnen) aus, fiir welche

Wk(Oé) = Y{pkqu = 27mkh s (nk ganz) . (132)

furallek = 1,... f, wo pj durch (L31]) gegeben ist. Dies bestimmt (cv, . .. ay) als Funktion
der nj und insbesondere die moglichen Energien E,, ., ;e

Beispiel. Das 2-Kérperproblem (s. Allgemeine Mecha-
nik). Nach Separation der Schwerpunktsbewegung und
Verwendung von Polarkoordinaten (r, 0, ¢) fiir die Rela-
tivbewegung,

T=re , T =re, +rhey + r(sinf)pe, ,

lautet deren kinetische Energie

T= %(7‘2 + 720 + 1 sin” 0¢?)

mit kanonischen Impulsen
. . . 2/ o 2 .. 9 .
pr=mr, po = mrl , P = mr-sin® 0 .

Der Drehimpuls ist

-

L=mZAZ=mr0c. Aé+ mr?(sin 0)pe,. A €p = Py —

—

£ cy
sinf '’
so dass )

v
sin?6 -

[_;-e_;?,:pw, 52:p3+ (1.33)

Die Hamiltonfunktion lautet
2

1 p2 P
H=—pP+=2 4 1%
2m (p + 72 + r2 sin? 9) V()

und die Hamilton-Jacobi Gleichung

il (50) +5(3) +a(52) [} v e

ist vollstdndig separabel. Der Ansatz

S = S,(r) +5p(0) + S, ()

10



fiihrt auf

(%iry £ % om(B V().

Da der zweite Ausdruck nicht negativ ist, wurde die entsprechende Separationskonstante
als aj angesetzt, wobei wir der Eindeutigkeit halber oy > 0 wihlen. Nun kénnen Wy (a),
(k=1,0,¢), in (L.32) berechnet werden:

We(a) = 2may, ,
Wy(a) = 2/91,,in—7r—€max S R 9d9 =27m(vp — |avyl)
also
1
a0 = 5-(Wel + Wa) (1349
Tmax 062
We(a) = / 2m(E -V (r)) — r—gdr : (1.35)

Nach Quantisierung der Wirkungen ([L32)) sind die erlaubten Drehimpulse und Ener-
gien durch die Quantenzahlen n,, n,, ng bestimmt, s. (L33] L34 [35):

L-és=a,=n, h, (n, =0,£1,...),

L? = aj = [([ng| + no)h)* , (ng=0,1,...),
=l

E=E,,.

Die Energien hdngen nur von zwei (statt f = 3) Quantenzahlen ab, dafiir kommt jede 2{+1
mal vor (Entartung), denn |n,| <1 wegen |L - €3] < |L|, also (ny,ng) = (0,1), (1,1 —
1),...,(£l,0).

Spezialfall: Wasserstoff-Atom (Kepler-Problem), d.h. V(r) = —e?/r. Dann ist fiir
E < 0 (damit Bahnen gebunden)

Tmax 2me? a2 me?
) =2 \/ZmE+ 9d7“——27ra —_),
/rmm ( o v —2mE )

(verwende

/m\/ A+2———dr——27r<\/5—%>

min
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fir A, B,C > 0), und damit

nrh=—1h+e2,/%, (ny =1,2,...)

me4

ETI:_W7 (n:nr+l:1727)

Dies stimmt mit (L.26]) iiberein. Die Entartung ist nun

—_

S (20 +1) =n*. (1.36)
l

Il
=)

Die Entartungen sind Ausdruck von Symmetrien: der Rotationen (Drehimpulserhaltung)
beim 2-Korper-Problem und, dariiber hinaus beim Kepler-Problem, der Erhaltung des
Laplace-Lenz-Vektors.

Auf Systeme, die nicht separabel sind (und dies ist der generische Fall), ist Sommerfelds
Bedingung nicht anwendbar.

1.5 Emission und Absorption (Einstein 1917)

Einstein gibt eine neue Herleitung des Planckschen Gesetzes (LI6]). Auch er bestimmt
die spektrale Energiedichte des Strahlungsfelds iiber das Gleichgewicht mit der Materie,
ohne allerdings weder ([L.6) noch ein konkretes Modell der Materie, wie die Resonatoren,
zu verwenden. Die Molekiile, die einfachheitshalber alle von derselben Sorte seien, haben
diskrete Energien FE,, wobei Entartungen (E, = E,, fir n # m) erlaubt sind. Jedes
Molekiil kann folgende Ubergéinge eingehen:

e spontane Emission: Ubergang n — m, (E, > E,,) mit

Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit: A, . (1.37)

e induzierte Emission, bzw. Absorption in Anwesenheit von Strahlung: Ubergang
n—m, (E, > E,, bzw. E, < E,,) mit

Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit: By, u(wpm) - (1.38)

wobei u(w) die spektrale Energiedichte ist und w,,, eine durch n und m festgelegte
Frequenz: wy,;, = Wmnn-

Im thermischen Gleichgewicht (Temperatur 7T') ist die mittlere Anzahl Molekiile im Zu-

stand E,,
—En /KT
e

Nn:N )
Z

wobei N deren Gesamtzahl und Z = Y e E»/*" die Zustandsumme ist. Fiir die Zahl der
Molekiile, die pro Zeiteinheit den Ubergang n — m machen, setzt somit Einstein:

o N BT { BrmW(Wam) + Anm (E, > Ey) |

7 By t(whm) (E, < E,,) . (1.39)

A
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Im Gleichgewicht ist Nnm = Nmn, also fir E,, > E,,
e B (Bi(Wim) + Apm) = e E 5 B (Wi )

und somit

u(wnm, T') =

A B n—Em -1

Bnm Bnme [ A—
mit expliziter T-Abhéangigkeit der rechten Seite! Sodann wird gefordert, dass der Aus-
druck in den Grenzfillen 7" — 0 und T — oo bei festen n, m konsistent mit den Strah-
lungsgesetzen von Wien (ILI4), bzw. von Rayleigh-Jeans (LI3) sein soll. Aus Ersterem
folgt so die Bohrsche Frequenzbedingung (L25). Das Zweite verlangt zunéchst u — oo
fiir T'— o0, also

Bin = Bum (1.41)

und dann weiter

Anm En—Em -1 Anm kT w121m
Bom (55 —1) B iy 230
Daraus folgt die Beziehung
Ay 3
r (1.42)

B, w23
zwischen spontaner und induzierter Emission und ([L40) wird zum Planckschen Strah-
lungsgesetz (LI0) fiir w(wym, 7). Weil darin alle Molekiileigenschaften entfallen, muss es
fiir beliebige Frequenzen w gelten. Die Berechnung der molekularen Grossen E,, A,n,
By bleibt der spiteren Quantenmechanik vorbehalten (s. Kap. [@)). Zum Vergleich mit
ihr ist es zweckmissig, die Wahrscheinlichkeit (L38) fiir induzierte Uberginge auf die
mittlere Anzahl Lichtquanten N, = U, /hw in einer Mode der Frequenz w = wy, zu

beziehen, vgl. (L.7),

mgm >,
Bnmu(wnm) = Bnmmenm = Bnm : anm .
Dann vereinfacht sich (L42) ndmlich zu
Anm = Bnm

und die Raten rechts der Klammer in (L39) sind A,,,,,(N,

Wnm

+ 1), bzw. AN,

nm*

Bemerkenswert ist die Beschreibung (L37)) der spontanen Emission: Selbst im Vakuum
(u = 0) gibt es fiir ein Molekiil in einem bestimmten Quantenzustand nur eine Wahr-
scheinlichkeitsaussage fiir das zukiinftige Verhalten. Dieser prinzipielle Verzicht auf
eine (im klassischen Sinn) kausale Dynamik haftet der ganzen Quantentheorie an.

In derselben Arbeit erweitert Einstein seine Lichtquantenhypothese (L21]) zu einer relati-
vistisch kovarianten Beziehung zwischen dem 4er-Impuls (E/c, p) und dem 4er-Wellenvek-

tor (w/c, k),
< Epzc ) - h( w}éc ) , baw. p=REY, (1.43)

und schliesst somit, dass ein Lichtquant auch einen Impuls p'= hk mit |l§| = w/c tréigt.
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1.6 Licht als Teilchen (Compton 1922)

Der direkte Nachweis der Wellen-Teilchen Dualitdt des Lichts lieferte Compton. Bei
der Streuung von Rontgenstrahlen an (ruhenden) Elektronen dndert sich der Impuls der
Lichtquanten (Teilcheneigenschaft) und wegen ([43]) die Wellenlinge A der Strahlung
(Welleneigenschaft):

vorher: nachher:
hk 7 =0 4
Pe Sl
v e 0 .
Y
Aus der Energie-Impuls-Erhaltung
hkt + p* = Rk + p™*
folgt
4dh 0
N—d= 2 (1.44)
mc 2

Rechnung: Das Minkowski-Quadrat von h(k'* — k#) = pt —p'* ist —R*k*E), = m*c® — pp),
mit

I o 0
kMK, = [K[|K'|(1 — cos ) = 2|k||K'| sin® 5
E' o .
/ ]
P'pl = me— = me(me + hik| = AIK)
also
Pl 6 — —
2[R sin® § = meh([F - [F))
Mit A = 27 /|k| folgt (L44).

1.7 Teilchen als Welle (de Broglie 1923)

De Broglie iibertragt die Wellen-Teilchen Dualitdt von Licht auf Materie: einem Teilchen
mit Impuls p* ist eine Welle (“Materiewelle”) zugeordnet mit Wellenvektor £, wie in
([L43). Aus ptp, = (E/c)? — p? = m?c?* folgt das Dispersionsgesetz dieser Wellen:

mc

—. 2 —
k) = (—) P2
wk)=c :
In nicht-relativistischer N&herung, wo

B(p) = me + 5~ . (1.45)
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lautet es .
mc®  hk?

“h_ ' o2m’

w(k) = (1.46)

wobei die unterstrichenen Terme der Ruheenergie entsprechen. Nicht relativistisch be-
trachtet kann eine solche Konstante in der Energie E(p) weggelassen werden und ebenso
(siehe spéter) bei der Frequenz w(k).

De Broglie vermutet, dass sich Beugungs- und Interferenzerscheinungen auch mit Teil-
chenstrahlen ergeben.

Beispiel. Doppelspaltexperiment

Einzelspalt Schirm Doppelspalt Schirm

I
I
I
I
I
:
.é: Intensitit | .{, Intensitit
I
Quelle : Quelle
I
I
I
I
I
I

Die Intensitédt beim Doppelspalt ist nicht die Summe der Intensitéten von je einem offe-
nen Spalt. Die Interferenz deutet darauf hin, dass stattdessen Amplituden additiv sind.
Das Experiment kann heute mit Elektronen, Neutronen, ja Fulleren-Molekiilen Cgy durch-
gefithrt werden.

Weitere Entwicklungen, auf die wir erst spéter eingehen werden, waren das Ausschluss-
prinzip (Pauli, 1925), welches mit einem weiteren, 2—wertigen Freiheitsgrad im Zusam-
menhang steht (Pauli, 1924); letzterer wurde sodann als Spin des Elektrons gedeutet
(Uhlenbeck, Goudsmit 1925).

Darauf folgte die moderne Form der Quantenmechanik in der Gestalt der Matrizenmecha-
nik (Heisenberg, dann Born und Jordan, sowie Dirac, alle 1925) und der Wellenmechanik
(Schrodinger 1926), auf die im néchsten Kapitel eingegangen wird.
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2 Wellen- und Matrizenmechanik

2.1 Wellenmechanik und Schrédinger-Gleichung

Es soll hier die Bewegungsgleichung der Wellen gesucht werden, die de Broglie postulierte.
Nach ([[43]) ist einem Teilchen mit Impuls p'und Energie E eine Welle

Gpp(Tt) = FT0 (5= Rk E = hw) (2.1)

zugeordnet. Fiir ein freies Teilchen ist F = E(p) und allgemeine Wellen ergeben sich
durch Superposition

w(E,1) = (i) S [ ST Gy

Die Bewegung der Welle erfiillt

1h88_7f _ (27Th)—3/2/ei(ﬁf—E(ﬁ')t)/hE(ﬁ)QZ(md?;p

und, falls das Teilchen nicht-relativistisch (L45) ist,

Lo R

Anders gesagt: Dies erhdlt man aus (L46) durch die Substitution
— i 0 k— —iV (2.2)
w— i —i .
ot’

und Anwendung auf ¢(Z,t). (Fiir ebene Wellen (2.1)) liefern ja die rechten Seiten (2.2))
die linken.)

Fiir ein nicht freies Teilchen mit klassischer Hamiltonfunktion

—2

H:§%+W@ (2.3)

liefert (2:2]) die Schrodinger-Gleichung

ot V(f)>w . (2.4)

Damit ist H auch quantenmechanisch die Erzeugende der Zeitentwicklung: Der Zustand
(@, t) ergibt sich aus jenem (&) zur Zeit ¢t = 0. Fiir Wellen fester Frequenz,

W(T, 1) = p(@)e "

lautet (2.4])
A+ (E-V(@))=0. (2.5)
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Schrodinger (1926) erhielt diese zeitunabhéngige Gleichung als wellenoptische Verallge-
meinerung der Hamilton-Jacobi Gleichung. Hier soll sein Weg skizziert werden: Im sym-

bolischen Verhéltnis
Wellenoptik ~ Wellenmechanik

Strahlenoptik Mechanik

war die Wellenmechanik die unbekannte Theorie inmitten von Bekannten.

Optik. In der skalaren Wellenoptik ist eine Lichtwelle fester Frequenz (%, t) = o (Z)e !
eine Losung der Gleichung (mit Wellenzahl k(%) = wn(Z)/c und Brechungsindex n(z))

A+ k*p=0. (2.6)

Sie kann unter Umstédnden (siehe unten) ein Biindel von Lichtstrahlen beschreiben iiber
die Zerlegung .

U(@) = A
in Amplitude A(Z) und Phase S(Z) (beide reell), und zwar als Schar der Orthogonaltra-
jektorien Z(s) (s: Bogenldnge) der Fldchen konstanter Phase:

%EZI%%' (2.7)
Mit
V(Ae"®) = (VA +iAVS)e! |
A(Ae'®) = div V(Ae™) = (AA+1AAS + 2iVA - VS — A(VS)?)e®
besagt (2.6]) nach Trennung von Real- und Imaginérteil
AA— A(VS)? + AK? =0, (2.8)

AAS +2VA-VS =0.

Die Strahlenoptik ist eine gute Ndherung in Gebieten, wo die Amplitude A(Z) wenig
variiert iiber eine Wellenlédnge 27 /k, oder genauer, wo

AA
7( < k*. (2.10)
Dort wird (2.8)) zur Eikonalgleichung
(VS)? = k2 (2.11)
und [2.7)) zu
P=rt s (2.12)
T ds ' '

Die Losungen Z(s) beschreiben eine Schar von Lichtstrahlen.
Mechanik. Zur Hamiltonfunktion (23] gehort die Hamilton-Jacobi Gleichung
(VS)?

2m

+V(@) =E. (2.13)
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Sie beschreibt iiber p= ma und

7 =VS (2.14)
ein Biindel von Bahnen, denn die kanonischen Bewegungsgleichungen
=L, p=-vvV(@
m

sind erfiillt. In der Tat ist

. %S ~ S 9S oV

bi= — 8%8:61 81’18.%] 8% Oy
wobel die letzte Glelchung durch Ableltung von (m) nach P= Bk = VS

x; entsteht. Die Gleichung (ZI4) steht iiber 7’ = hk in Uber-
einstimmung mit (2.12)), falls S/h als Phase einer Losung von

(25) angesetzt wird. Dann wird (ZI1]) zu
(ﬁS >2 _ 2m
=) =
also zur HJ-Gleichung (Z.13]).
Analog ist die zeitabhéngige HJ-GI. fiir das System (2.3]),

0S5 R oS\
he s —<v%) L V(@) =0

die strahlenoptische Niherung fiir die Phase S/h einer Welle (%,t) = A(Z,t)&s@D/h
die der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung (2.4) gentigt. Anstelle der (noch) nicht
verwendeten Gl. (Z9)) tritt

AAS +2VA-VS = —Qm%? . (2.15)

Schrédinger vollzieht den Ubergang von der Mechanik zur Wellenmechanik auch fiir Ha-
miltonsche Systeme des Typs

1
H= 59” (Q)paps + V(q) -

Wir formulieren die Schrodinger Gleichung aber nur fiir N-Teilchensysteme

N —9
by 5 .
H = E — 4V :
£ ka + (-1'17 7$N)

Die Wellenfunktion ¢ = (&4, ..., Zy,t) erfillt

N
ind% _ <Z SO ,fN)>¢ , (2.16)
k=1

wobei A, der gewthnliche Laplace-Operator im R3 ist, der nur auf die Variable ), wirkt.
Wichtig ist, dass die Wellenfunktion 1/(q) auf dem Konfigurationsraum des klassi-
schen Systems lebt, hier dem R*. Nur im Fall eines Teilchens kann dieser mit dem
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physikalischen R? identifiziert werden. Die Auffassung der Materiewelle als einer Welle
im Raum ist somit nicht haltbar.

Unter (2.4) verhalten sich die Grossen

p(@,t) = [v (2.17)
. | —— h = =
J&, 1) = —Im Ve = = (¥ — Y Ty) (2.18)
wie eine Dichte, bzw. eine Stromdichte, insofern die Kontinuititsgleichung
% +divy=0 (2.19)
gilt. Zum Beweis:
dp -0y o - -

divy= 5= (I(A0) - (A7)

nach Kiirzung von ¢(Ve) = (Vb)i, bzw. Vo - Vi = Voo - Vb Ubrigens ist p =
A% 77 t) = A’V S/m und (2I9) folgt auch aus ([2.I5) nach Multiplikation mit A, also
div (A%2VS) = —mdA?/0t. In integrierter Form:

d

— pd3x:—/ 7 da, (QCRY).
dt Jq o0

Insbesondere ist [o, [¢(Z,)[*d*x konstant in ¢ (falls « fiir |#] — oo abfllt).

Eine Energieverschiebung V (Z) — V(Z) + Ey éndert zwar die Frequenz der Losung, vgl.
([L40), gemiss (7,t) — (T, t)e Fot/h bzw. A — A S — S — Eyt, was aber ohne
Einfluss auf (217, 2.I8) bleibt.

Die Deutung der Zusténde (%) ist statistisch (Born 1926): Man normiere 1 so, dass
/ [Y(Z)PdPz = 1. (2.20)
R3

Dann ist p eine Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h.

| w@pds

ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich das Teilchen in 2 C R? befindet. Ebenso, in
Bezug auf 2.I6), [(Z1,..., TN, t)?d31, ... d*xy die, die N Teilchen der Reihe nach in
d3xq,...,d3xn um T, ..., Ty zu finden.

2.2 Matrizenmechanik und Heisenberg-Gleichung

Nach Sommerfeld, s. (IL30), geniigt das mechanische System mit einem Freiheitsgrad



der Quantisierungsbedingung: Eine gebundene Bahn der Energie F ist quantentheoretisch
zuldssig, falls

1
E)=—
n(E) 2mh

eine ganze Zahl (n = 0,1,2,...) ist. Vorderhand betrachten wir beliebige Bahnen; sie
entsprechen reellen n > 0. Es ist

pdx

n(E) = % /a+ V2m(E — V(z))dz

wobei ay = a4 (F) die Umkehrpunkte der Bahn sind. Die Periode ist, mit & = dz/dt,

re) = a2 T2 v

die Frequenz w = 27 /T also

_1dE

=

Funktionen a(p, z) (Observablen) weisen lings der Bahn, a(t) = a(p(t),z(t)), diese Peri-
ode auf und sind folglich Fourier-Reihen der Form

w(n)

a(t) = i Ay (n)elmet (2.21)

wobel
A_pn(n) = A,n), (2.22)
falls a reell ist. Ebenso
a(t) =iw(n) > mAp(n)em " (2.23)

Observablen kénnen multipliziert werden, ¢(p,q) = a(p, q)b(p, q), bzw. c(t) = a(t)b(t).
Gruppiert man im Produkt die Terme nach ihrer Frequenz, so resultiert die Faltung

Co(n) = Ay () B (1) . (2.24)

Insbesondere gilt (Z21)) fiir das Dipolmoment d(t) = ex(t), welches in drei Dimensionen
die Ausstrahlung

E(rt) = @(F/\ (FAAd))
(r > A > |7]) bestimmt (vgl. Elektrodynamik): Klassisch strahlt das System in der Bahn
n € R mit der Frequenz w(n) und ihren Oberschwingungen mw(n); quantenmechanisch
(n € N) geméss der Bohrschen Frequenzbedingung fiir den Ubergang n — n — m:

klassisch — quantenmechanisch
1dE E(n) — E(n—
mw(n) = e (n) h(n m) . (2.25)
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Fiir grosse n, wo d*E/dn* < dE/dn, sind die beiden Ausdriicke annéhernd gleich, was
das Korrespondenzprinzip auf S. [§ bekréftigt.

Die Quantisierung des klassischen Systems erfordert nach Heisenberg nicht bloss, dass in
(2.21)) die Frequenzen geméss (2.25) ersetzt werden, sondern ebenso

Ap(n) = Appem - (2.26)
was fiir die Phasen recht ist, kann fiir die Amplituden nur billig sein. Insgesamt
Am(n)eimw(n)t N An,n—meiwn’nimt~

Links stehen lauter Eigenschaften der selben Bahn n, unabhéngig von m € Z; rechts
Eigenschaften verschiedener Paare von Zustédnden (n,n — m). So ist links die Summe
([@21) sinnvoll; nicht aber rechts, sozusagen gemiss dem Verbot, Apfel und Birnen zu
addieren (Heisenberg: “nicht ohne Willkiir méglich und deshalb nicht sinnvoll”). Es ist
somit die Gesamtheit

A _ (A /elwnn/t)nn/

als Matrix aufzufassen. Wodurch ist das Produkt (2.24]) zu ersetzen? Nach dem Ritzschen
Kombinationsprinzip (L24)) ist e“nnfe@n/nt = ¢“nnt Tm Matrixprodukt C' = AB, d.h.

//elw“"”t _ E A lel nn’tB , //elw ’ //t

kommt ([24]) zum Tragen (“ergibt sich diese Art der Zusammensetzung nahezu zwangs-
laufig aus der Kombinationsrelation der Frequenzen”).

Im Ubrigen ist die Vorschrift (Z25) nicht eindeutig, denn auf —m angewandt ergibt sie
mw(n) — —Wnn+m = Wn+mn 7& Wnn—m -

Der Unterschied ist aber h~'O(d?E//dn?) und damit von der selben Ungenauigkeit wie die
Néherung, die der Vorschrift (225 zugrundeliegt. Folglich ist auch

Am (n) — An+m,n

ebenso passend wie (220). Die Anwendung beider Regeln auf die Reellitdtsbedingung
(2.22)) liefert eine Gleichung, in der beidseits dasselbe Zustandspaar vorkommt, und zwar

A = Ao s dh A= A"

Die Energie H nimmt unter den Observablen eine Sonderstellung ein, da erhalten. Ihre
Fourier-Entwicklung ist somit H,,(n) = d,,0F(n) und quantenmechanisch entspricht ihr
nach (2.26]) die Diagonalmatrix

Damit ist
A(t)nn’ = A /elwnn/t E(n)t/hAnnle—iE(n’)t/h _ (eth/hAe—th/ﬁ)

nn'

kurz
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A(t) = et/ ge—itt/h (2.28)

Es folgt A(t) = (i/h)e"/"(H A — AH)e "*/" und somit die Heisenberg-Gleichung: die
Bewegungsgleichung .
i

A(t) -

[H, A(t)] (2:29)
einer beliebigen Observablen A(t).

Insbesondere gilt dies fiir den Ort X(¢) und den Impuls P(¢), die anstelle der Bahn
(p(t),z(t)) treten:

i i
h h
Nun gilt es die Nabelschnur zur “halbklassischen” Quantentheorie Sommerfelds zu kappen:
wo in (227) H noch iiber E(n) durch die Quantisierungsbedingung (L32]) bestimmt ist,
soll neu die Energie durch

X=—[H,X], P=_[HP]. (2.30)

2

=1y (2.31)

2m

gegeben sein, wobei P? = P-P und V(X)) (z.B. fiir V(x) = az?+ Bz3) als Matrixprodukte
zu verstehen sind. Die Berechnung der Kommutatoren in (230) verlangt schlussendlich
nach jener von (i/h)[P, X].

Letztere wird durch Heisenberg, Born und Jordan wie folgt mit (L32) in Verbindung
gebracht. Klassisch ist nach 22I) ¢ a(t)dt = (2m/w(n))Ao(n), also nach ([2:23] 2:24)

1 1 i
n r=—— ¢ pidt = i Z mP_,,(n) X, (n) .

= o PP =5

Ableitung nach n liefert
o1 f: m-LP )X (n)
h = dn

Das Korrespondenzprinzip verlangt X,,,(n) = Xytmn, Pom(n) = Py jim; durch Erwei-
terung von (2.25)) auf E(n) ~ P, p1mXnimn verwandelt es den Ausdruck in

1
1= ﬁ zm:(Pn771-}—771AX7L-&-7R,71 - Pn_m,an,n—m)

i

h

i

((PX)nn - (Xp)nn) = A

[P, X -

Die Diagonalelemente von D = (i/h)[P, X| sind damit bestimmt. Insbesondere folgt, dass

die Matrizen P, X nicht von endlicher Ordnung N sein kénnen, denn die Summe iiber n

wiirde N = (i/h)tr [P, X] = 0 liefern. Born vermutete, dass die Ausserdiagonalelemen-

te verschwinden, D,,» = 0, (n # n’), und schloss insgesamt auf die Heisenbergsche

Vertauschungsrelation '
i

S[P.X]=1. (2.32)
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Als Folge davon gilt (s. Ubungen)

SPIX) =7(X), 1l9(P).X]=g(P)
und die Bewegungsgleichungen (2.30)
. , . E
P=-vV(X), X=— (2.33)

sind formal identisch mit den kanonischen Bewegungsleichungen der klassischen Mechanik.

Anstrengungen zur vollen Begriindung von (2.32)) folgten. Born und Jordan postulier-
ten, wenn auch etwas verschliisselt, die Aquivalenz der Bewegungsgleichungen (Z30) und
(233), was als eine Erweiterung des Korrespondenzprinzips angesehen werden kann. Dar-
aus folgt einerseits D = (i/h)[H, D], d.h. Dy = (i/R)(E(n) — E(n')) Dy, und anderer-

seits D = (i/h)([-V"(X), X] + [P, P/m]) = 0; also Dy, = 0, (n # '), da E(n) # E(n').
Anders Dirac, der aus der Korrespondenz zwischen klassischen und quantenmechanischen
Observablen (also zwischen Funktionen auf dem Phasenraum und “Matrizen”) auf die

Regel stosst: Ist a — A, b — B, so auch

{@w—+#ABL (2.34)

wobei {-,-} die Poisson-Klammer ist (s. Allgemeine Mechanik). Gl. ([Z32]) folgt aus
{p.z} =1

Zur Herleitung von (234]) benutzt er statt den Koordinaten p,x die (dimensionslose)
Wirkungsvariable n und die 2m-periodische Winkelvariable w. Klassisch sind nh und w
kanonisch konjugiert, womit

1,0a 0b  Oa Ob
by = ( 2 AP
{a,b} h(anﬁw 8w8n) ’
und Bahnen von der Form ¢ — (n, w+w(n)t). Die Fourier-Entwicklung einer Observablen
lautet

a(n,w) = Z Ap(n)e™

Sie enthalt (2.21)) als Spezialfall, und zwar durch Auswertung langs einer Bahn mit An-
fangswert w = 0. Die Funktion ¢, die C' = (i/h)[A, B] entspricht, ist nach (2.26])

= = +
C(TL, w) § :CnJL—mel v ﬁ E (Amn—an—T,n—r—s - Bn,n—sAn—s,n—r—s)el(r sjw .
m r,8

Die Klammer darin betrégt

(An,nfr - Anfs,nfrfs>anr,nfrfs - (Bn,nfs - anr,nfrfs)Anfs,nfrfs
und davon der erste Term, nach Multiplikation mit e'"+)¥

a irw isw
%(Ar(n)e ) - Bs(n)e

0 o0 .
= —i%(Ar(”)em)a—w(Bs(”)elsw)
bis auf Beitrdge mit hoheren Ableitungen nach r, s, die in Analogie zum Korrespondeprin-
zip ([2:25)) als vernachlissigbar gelten sollen. Desgleichen fiir den zweiten Term. Insgesamt

ergibt sich ¢ = {a, b}, wie behauptet.

Y

(Ar(n) — Ap(n —5))e™ - By(n —r)e""” = s
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3 Die allgemeine Form der Quantenmechanik

3.1 Darstellung im Hilbertraum

Wir fassen die Wellenfunktion ¢(Z) eines Teilchens (zu fester Zeit) auf als ein Vektor
|4) im Hilbertraum H = L?*(R?) der quadratintegrierbaren Funktionen mit dem Skalar-
produkt

(¥]g) = 8 U(@)(x) s . (3.1)

Er soll (Z20) entsprechend normiert sein. Allgemeiner sind Zusténde eines quantenme-
chanischen Systems Vektoren ¢ eines Hilbertraums H iiber C (dim H < oo) mit Skalar-
produkt (¢|¢): Sie sind stets normiert, d.h.

1011 = (¥ly) =1, (3.2)

und stellen bis auf die Aquivalenz

) ~ ), (a€R) (3.3)

die Zustidnde des Systems dar. Diese Identifikation rechtfertigt sich, da keine Messung
(s. unten) die beiden Vektoren (B.3]) zu unterscheiden vermag.

Observablen und Dynamik sind in der Quantenmechanik durch lineare Operatoren dar-
gestellt, d.h. (etwas ungenau) durch lineare Abbildungen A : H — H. Man nennt

(9] Al) == (9| Av)
Matrixelemente. Der zu A adjungierte Operator A* : H — H ist durch
(Pl A™Y) == (Aly),  (|9),[¢) € H) (3.4)
erklirt. Rechenregeln sind (A + B)* = A* + B*, (AA)* = AA*, (A € C).

Den Observablen entsprechen selbstadjungierte Operatoren, A* = A. Wir illustrieren
den Begriff und die Zuordnung anhand eines Beispiels: ein Teilchen in einer Dimension,
also H = L*(R). Das Ereignis P, das Teilchen in  C R zu finden (ja: P = 1, nein:
P = 0) ist durch den orthogonalen Projektor P : H — H, (P = P? = P*),

(PY)(x) = Po(z)¥(z) , (3.5)

(Pq: charakteristische Funktion von ) gegeben, insofern

WIPI) = [ i) Pale)te)ds = [ ()P da
Q
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ist;
e Die Eigenwerte von P, d.h. A = 0, 1, die méglichen Ergebnisse der Messung sind.

e Fiir die entprechenden Eigenvektoren, P|¢) = \|¢), das Ergebnis determini-
stisch ausfillt: (¢|P|y) = 0 oder 1.
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Das Ergebnis der Messung einer physikalischen Grosse (Observable) ist i.A. nicht auf 1, 0
eingeschrénkt, z.B. des Orts x € R des Teilchens. Damit verbunden ist der Ortsoperator
r:H—=H, (x=21")

z:(x) — z(z)

(Multiplikation mit ), im Sinne, dass

(2 = (W|z]) = / 2lop () P (3.6)

der Erwartungswert der Messung ist.

Fiir einen allfdlligen Eigenvektor [¢),

z(x) = M(z) (3.7)

gilt ¥(z) =0, (z # \), also |[¢) = 0 im Sinne von ¢ € L*(R). Formal hat (3.7) die Lésung
Y(x) = 6(x—\), aber ¢ ¢ L?(R). Bezeichnet man diesen uneigentlichen Zustand zum
Eigenwert A = z mit |z), so ist

U(z) = (zly)
und, vgl. B3), (¢|P[Y) = [, o(x)v(x)dx = [,(¢|z)(z|¢)dz, also formal

P = /Qd:v|:v>(x\ (3.8)

Insbesondere ist
(wla) =d@ ), [dele)iel =1,

womit die {|z)} eine uneigentliche Orthonormalbasis bilden (Dirac- statt Kronecker-d,
Integral statt Summe).

Das Schwankungsquadrat der Messung,

(Az)%)y = /(1' — (@)y)* [ (2)'dz = |[(z = (x)y)V[I* > 0, ()

ist zwar stets positiv, da z keine Eigenvektoren hat, kann aber durch | x
passende Wahl von ¢ € L*(R) beliebig klein gemacht werden. Dies (x)
motiviert die auf dim H = oo zugeschnittene Definition:

Das Spektrum o(A) eines selbstadjungierten Operators A : H — H ist erklért durch:

A € 0(A): <= zu jedem £ > 0 existiert ein Zustand ., (||| = 1) so, dass
I(A =] <e. (3.9)

Bemerkungen. 1. Ein Eigenwert A liegt vor, falls (3.9) mit ¢ = 0 gilt; folglich liegt er
in 0(A). Ferner ist A € R, da A(¢|v)) = (AY|y) = (Y| AyY) = AN(|y) wegen A = A*. Es
gilt aber auch o(A) C R (s. Anhang A).

2. Im endlich-dimensionalen Fall, dim H < oo, ist die Einheitskugel {¢) € H||¢|| = 1}
kompakt, also folgt aus B3): [[(A — A\)¢]] = 0 fiir ein ¢» € H mit ||| = 1. Also:
o(A) = {Eigenwerte von A}.
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Fiir den Ortsoperator ist also o(z) = R:
e Das Spektrum von x besteht aus den moéglichen Ergebnisse seiner Messung.

Analog fiir den Impulsoperator. Die (uneigentlichen) Eigenzustdnde sind nach (2.1)
y(a) = (2nh) 26l

mit Eigenwert p, aber ¢, ¢ L?(R). Notation: |p). Fiir allgemeine Zustinde

B(7) = (2nh) 2 / PP p

ist
o /T hd
(pw)(e) = () [ per gy = 5 (3.10)
Der Operator
h d
P=g (3.11)

ist ebenfalls selbstadjungiert (partielle Integration) und (B10) besagt
p=F 'aF, (3.12)
wobei F : L*(R) — L*(R)

(Fo)p) = D) = 2n) P2 [ 7@ = (olv)

die Fouriertransformation ist. JF ist unitér, 7! = F* (Parseval Identitit). Folglich
ist auch o(p) = R und die Zustinde |p) mit Wellenfunktion ¢, bilden eine uneigentliche
Orthonormalbasis,

{plp") =o(p—7'), /dp p)(p| =1,

Bemerkung. Eine allgemeinere, prézise Definition eines uneigentlichen Zustandes wird
sich dank des Spektralsatzes eriibrigen. Trotzdem sei bemerkt: Man konnte vermuten,
dass 1, auch fiir p € C\ R als einen solchen zugelassen werden sollte, da ja nach wie vor
—imp, = p, gilt, obschon ¢, (x) nun exponentiell wachsend statt beschrénkt ist. Dem
ist nicht so, denn nur fiir py € R stellt 1, eine verniinftige Idealisierung von Zusténden
Un € LA(R) dar: (i) “thn — thp,” mit (i) [[¢n[7'|(p — po)hull = 0, (n — o0). Ersteres
gilt (etwa punktweise) fiir die Folge v, (z) = x(z/n)p, () mit x € C°(R) und x(0) = 1;
letzteres bedeutet aber genau py € o(p)(= R).

Die Verallgemeinerung der Wahrscheinlichkeitsinterpretation auf beliebige Observablen
beruht auf dem Spektralsatz, den wir zunéchst im Fall eines endlich-dimensionalen Zu-
standsraums H in Erinnerung rufen: Selbstadjungerte Operatoren besitzen eine ortho-
normierte Eigenbasis {¢;},

A‘¢i> = ai’¢i> )
(6il6) = i Z 0i) (3] = 1,
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und damit die Spektraldarstellung
AZZ%‘@M@’: Z ably
i a€o(A)

wobei P, = 3., _,|9:)(¢i| = P; = P; der Projektor auf den Eigenraum zum Eigenwert
a ist. Sie ermdoglicht es, Funktionen von Operatoren zu definieren,

fA) = > fla)Ps, (3.13)

aco(A)

wobei f : R — C eine Funktion und f(A) : H — H ein Operator ist. Die Zuordnung
f— f(A) hat die Eigenschaften

(alfl + 052f2)(A) = a1f1<A> + a2f2(A> ) (0‘1’ Qo € C) ) (314)
<f1f2)(A) = fl(A>f2(A) ) (3-15)

fA) = 1), (3.16)

(4) (3.17)

sowie Stetigkeit bzgl. f, auf die wir nicht nédher eingehen.

Die Definition (3.13) besitzt eine Verallgemeinerung auf dim H = oo, und zwar den Spek-
tralsatz:

Satz. Sei A = A*. Dann gibt es eine eindeutige Zuordnung
f— f(A) (3.18)
mit den Eigenschaften (B.I4H3.1T).

Beweis. s. Anhang A.

Sei nun / C R eine Teilmenge und Pj(a) deren charakteristi-
sche Funktion. Dann ist P;(A) ein orthogonaler Projektor,

Pr(A) = Pr(A)" = Pi(A)° (3.19)

'(folgt aus (3.15] B.16); spektraler Projektor), und fiir dis- 0] 7
junkte Intervalle I, I gilt

P11UI2 (A) = PII (A) + PI2 (A)
(folgt aus (BI4). Fiir jeden Zustand [¢)) € H ist
Wy (I) = ([ Pr(A)|)
ein Wahrscheinlichkeitsmass auf R:
Wy(I) = ||Pr(A)|]> >0

Wy (I Uy) = Wy(I) + Wy(l) , (LNL=9),
Wy(R)=1.
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Interpretation. W, (I) ist die Wahrscheinlichkeit, dass A im Zustand |¢)) einen Messwert
a € I annimmt. (Dies ist konsistent mit (3.3)).)

Daraus ergeben sich einige Folgerungen:
Messwerte. Allgemein sind nun A € 0(A) die moglichen Messwerte der Observablen A:

A€ U(A) <~ P()\_&)\_;_E)(A) #0, Ve>0, (320)
also: <= Vedy. (||| = 1) mit Wy (A —e,A4+¢) >0.

Zum Beweis bemerken wir zunéchst, dass
fzg9=f(A)=g(4).
Dies folgt aus dem Spezialfall g = 0 (also f = (v/f)? > 0), der seinerseits aus

WIFA) = WIF2A) A ) = (FRAIf2(A)g) 20

folgt.
«: Dann gibt es einen Zustand [¢.) mit Po_c y)(A)[¢0e) = [¢e). Aus (2—X)?>Pp_crte)(2)
< &2 folgt

(A — )‘)@bEHQ = (Ye|(A = )‘)2|¢6> < 52<wa|¢a> )
also A € 0(A) nach (3.9).
=: Aus P_cpie)(A4) = 0 fiir ein e > 0 folgt |¢) = (1 — Po_case)(A))|0) fiir alle [4)).
Wegen (2 — A)*(1 — Pp_epie) (@) = (1 — Pr_cpse)(2)) folgt nun

1A = N9 )* = *|vf?

fiir alle |¢), also A ¢ o(A).

Erwartungswert. Die Wahrscheinlichkeit eines Messwerts in (A, A + dA] ist dWy,((—oo0,
A]). Der Erwartungswert von A im Zustand ¢ folglich

(Ao = [ 2aWy((=50,) = (wl410) 3:21)
da [ AP (x) =z, vgl. (314, BI7).

Schwankungsquadrat. Das mittlere Schwankungsquadrat einer Observablen A im Zu-
stand v ist gegeben als

((AA)%)y = ((A = (A)y)*)s = (A = (A)p)d|1* = (A%)y — (A)], -
Somit ist
(AA)?)y =0 <= A=\ : (3.22)

Die Eigenzustdnde von A sind gerade diejenigen Zusténde, in denen A mit Sicherheit
(Schwankung Null) einen bestimmten Wert annimmt, ndmlich den entsprechenden Eigen-
wert.

Beispiele. 1. Fiir den Ortsoperator x ist f(x) Multiplikation mit der Funktion f(z),
da damit die Eigenschaften (B.I4H3I7) erfiillt werden; somit ist Pq(z) identisch mit (3.5

B.8). Ist f stetig, so ist nach B9) o(f(x)) = f(R).
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2. Fiir den Impulsoperator p ist nach (3.12)

—

fp)=F 1 f@)F, dh fp)wp) = Fp)dp)

bzw.

(f(p))(x) = (2mh) V2 / F@)e Pp)dp (3.23)

Das Ereignis, dass der Messwert des Impuls p in [ liegt, hat die Wahrscheinlichkeit

(WP (D)) = / 13(p)Pdp

3. Die Observable A habe ein Spektrum, dass nur aus Eigenwerten besteht. Dann ist
f(A) durch (BI3) gegeben und damit Pr(A) = ZaEU(A)ﬂI P,. Das Ereignis, dass die
Messung von A den Wert a ergibt, hat die Wahrscheinlichkeit

Wa = (V| Pu[t)) -

Insbesondere, falls a ein einfacher Eigenwert mit Eigenvektor |¢), (||¢|| = 1) ist, so

Wa = [(¢|¥)]? (3.24)
da P, = |¢)(¢|.

Préparation der Zustinde. Ideale Messungen zeichnen sich dadurch aus, dass falls ein
bestimmter Messwert eintritt, so auch erneut bei einer unmittelbar wiederholter Messung.
In der Situation von (B3.24) ist folglich der Zustand nach der ersten Messung |¢). Damit
lassen sich quantenmechanische Systeme in bestimmten Zustédnden praparieren.

Die allgemeine Interpretation der Quantenmechanik auf S. 2§ setzt eine konkrete Zuord-
nung zwischen Observablen (als physikalischer Begriff) und selbstadjungierten Operatoren
voraus, wie sie in den vorangehenden Beispielen zum Ausdruck kommt; durch die soeben
erwahnte Vorschrift erlangen auch Zusténde eine konkrete Bedeutung.

Unschérferelation. Zwei Observablen A, B haben in der Regel keinen gemeinsamen
Eigenvektor, d.h. es gibt keinen Zustand des Systems, in dem A und B scharfe Wer-
te annehmen. Ein quantitativer Ausdruck hierfiir ist die Unschérferelation (Heisenberg
1925):

(AA))((AB)%)y = S [([A, Bl)yl” - (3.25)

|

Beweis. Aus [(¢[¢)] < [[¢][|[¢]] folgt

[(¢[[A, Bl)| = [{(A¢[By) — (By[AP)| < 2| A¢[[|[By|| -

Quadriere und ersetze A - A—(A), , B — B—(B)y (also [A, B]| — [A, B]); es resultiert
B.23).

Bemerkung. Der Beweis beinhaltet zwei Ungleichungen: die Cauchy-Schwarz Unglei-
chung und die Dreicksungleichung in der Form |z — z| < 2|z|. Gleichheit gilt, wenn ¢,
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¢ linear abhéngig sind, bzw. wenn z rein imaginér ist. Daraus folgt: In (3.28) herrscht
Gleichheit, genau dann falls

a(A—a)p+B(B—-0bp =0 (3.26)
mit (o, ) # (0,0) und @f rein imaginér; dann ist a = (A)y und b = (B)y.
Beispiel. Auf H = L*(R?) sind

PO P ae) s ) ot 3.27)
die Komponenten von Ort und Impuls. Es gilt
i[p, 1] = o
und damit )
(Ap(Be)?) 2 o (3.28)

Im analogen 1-dimensionalen Fall, ((Ap)?)((Ax)?) > h?/4, ist das Produkt der Schwan-
kungen minimal genau fiir die Zusténde

¢($) — ./ geiax/he—C’(x—b)Q/Q
™

mit C' > 0. Dies sind in der Tat bis auf die Normierung die Losungen der Differentialglei-
chung ([3.26) mit A = p, B = x. Der Zusatzbedingung entspricht C' reell.

Dynamik. Die Bewegungsgleichung ist die Schrodinger-Gleichung in der allgemeinen
Form

w0 gy (=), (3.29)

geschrieben als gewohnliche Differentialgleichung fiir die vektorwertige Funktion ¢ +—
|¢y) € H. Der Operator H heisst Hamiltonoperator.

Beispiele. 1. Ein Teilchen im Potential V(z) (vgl. (2.4)):

p? 2 p2
H == — p— — T .
otV V(@) (3.30)

k=1

mit g, pr wie in 3.27). Die iiber die Vorschrift (3.27) erzielte Ubersetzung “Hamilton-
funktion — Hamiltonoperator” heisst kanonische Quantisierung.

2. N-Teilchensystem (2.16]):
—— 4+ V(Z4,...,7ZN) (3.31)

auf L?(R3Y). Hier indiziert k = 1,..., N die Teilchen, entsprechend wirkt p? = —h?A,,
auf die Variable 7}, € R® in (74, ..., 7).
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3. Ein Teilchen der Ladung e im elektromagnetischen Feld:

H= (5 CA@.0) + cp(@,t) auf L*(R) (3.32)
2m c
entsteht wie (330) und (B3I) durch kanonische Quantisierung der klassischen Hamil-
tonfunktion, wobei die elektromagnetischen Potentiale Ag(Z,t) und o(Z,t) wieder als
Multiplikationsoperatoren aufzufassen sind. Falls das dussere Feld von ¢ abhéngt, ist das
System nicht autonom. Bekanntlich (vgl. Elektrodynamik) bleiben die elektromagneti-
schen Felder unveréndert unter Eichtransformationen

1 a — — — —
o= = ———X, A—A'=A+Vy,
c Ot
mit einer beliebigen Funktion x = x(&,t); nicht aber der Hamiltonoperator, H — H’,

noch der Zustand. Hingegen erfiillt

W(F,t) = X @D ez 4) (3.33)
die Schrodinger-Gleichung mit Hamiltonoperator H'. Dies folgt aus
. 0 . 0
—iex/hc ih— 1\ plex/fic _ ih— —
e (ing; —ed)e Tor — (3.34)
e—iex/ﬁc(ﬁ_ Z/_(/)eiex/ﬁc _ p’_ Sg

Man unterscheidet zwischen dem kanonischen Impuls p und dem kinematischen Impuls
mi¥ = p— (e/c)A. Letzterer ist wie in der klassischen Mechanik als Begriff eichinvariant,
in dem Sinne dass seine Erwartungswerte es sind, wie alle anderen damit verbundenen
physikalischen Aussagen auch. Allerdings ist der ihm zugeordnete Operator nicht eichin-
variant.

Allgemein wird die Dynamik eines autonomen Systems (H in (3.29) unabhéngig von t)
beschrieben durch den Propagator (Losungsabbildung)

Ut):H—H., o b (3.35)

von (B:29), die den (beliebigen) Anfangszustand )y in den Zustand zur Zeit ¢ abbildet.
Die Operatoren U(t) bilden eine 1-parametrige Gruppe (U(0) = 1, U(t)U(s) = U(t + s)),
die wegen

d i
(o) = = [(Hoddwn) — (6 H)] = 0

(benutze H = H*) unitér ist: (U(t)po|U(t)10) = (¢¢|tr) = (¢o|tho). Die Gruppe geniigt
der Differentialgleichung

dU (t
ih% =HU(t), (3.36)
deren Losung .
U(t) = e H/N (3.37)

ist. Im Fall dimH < oo ist dies iiber die Exponentialreihe erklért; ansonsten und allge-
meiner iiber den Spektralsatz (8.I8]). Umgekehrt hat jede 1-parametrige unitire Gruppe
U(t) eine selbstadjungierte Erzeugende (Satz von Stone). Sie ist bestimmt durch

dU (t)

H=ih————= )
! dt li=0
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Fiir nicht-autonome Systeme tritt anstelle von U(t) eine 2-parametrige unitdre Schar
U(t,s) : s — 1y, die den (beliebigen) Zustand zur Zeit s in den Zustand zur Zeit ¢
abbildet. Entsprechend ist dann U(t,t) = 1, U(t,r)U(r,s) = U(t, s).

Bilder. Erwartungswerte verdndern sich im Laufe der Zeit geméss
(71 pl Ale™ M) = ([N AT ) = (A), . (3.38)

In der Schreibweise links findet wie in (8.35) eine zeitliche Entwicklung der Zusténde statt,
Y — e /M) (Schrodinger-Bild). In jener rechts findet wie in (Z28) eine der Obser-
vablen statt, A(t) = e'ft/"Ae7iH/" (Heisenberg-Bild) und die Bewegungsgleichung ist
die Heisenberg-Gleichung (2:29).

Fiir die Erwartungswerte selbst gilt
d i
A, = (=
=1

Instruktiv ist das Beispiel (330) des Teilchens im Kraftfeld F(Z,¢) = —VV/(&,t): Die
Bewegungsgleichung berechnet sich zu

17.4]),.

d 11 ., 1

% k= _Zmﬁ[p Jfk] = —Dk,
d 1

- — = F

was mit den kanonischen Bewegungsgleichungen formal iibereinstimmt, und fiir die Er-
wartungswerte folgt

d 1 d

£<$k>t = —{(pr)t £<p’f>t = {Fi)e -

Ist nun V(Z,t) ein Polynom in « vom Grad < 2 (Beispiele: freies Teilchen, homogenes
Feld, harmonischer Oszillator), so ist F(Z,¢) (affin) linear in # und deshalb (F}), =
Fi({(x)t,t). Dann erfiillen die Erwartungswerte von Ort und Impuls exakt die klassischen
Bewegungsgleichungen! Néherungsweise gilt dies, solange die Welle (7, t) in Gebieten
lokalisiert ist, in denen F(Z,t) annihernd linear verlduft.

m

Die Aquivalenz der beiden Bilder ist aus (3:38) offensichtlich. Allgemeiner ist die Dar-
stellung eines quantenmechanischen Systems nur bis auf unitire Aquivalenz eindeutig:
Unter einer unitéren Abbildung U : # — H, bei der Zustéinde und Observablen gemiiss
Y — Uy, A — UAU* transformieren, bleiben die physikalischen Aussagen dieselben.
Speziell entspricht (337) dem Ubergang vom Heisenberg- zum Schrédinger-Bild.

3.2 Das freie Teilchen

Der Hamiltonoperator des freien Teilchens, H = p?/2m, hat Spektrum (vgl. Bsp. 1 und

2 auf S. 28))
o(p?) = [0,00) . (3.39)

Die uneigentlichen Eigenzustinde sind die ebenen Wellen ([Z]). Die zeitabhingige Schro-
dinger-Gleichung des freien Teilchens

oy P
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(mit ¥(t) € L*(R?)) 16st man am einfachsten iiber Fouriertransformation, vgl. (8.23),

¥(Z,0) (1)
F o

-~ Multiplikation -~

V(P 0) ——— (Pt

d.h.:
I/J(f, t) _ (27Th)—3/2/e—iﬁQt/2mheiﬁ-f/h{p\(ﬁ7 O)d?’p
= [@yen [ erFen g (3.40)

g

g(ffgvt)

mit k = p/h (Faltung). Mit

/ ol =0k g3, — / TEE P e

[ J/
e

3
(‘a|—1/2 fjooo e—i(sgn a)stS)

und dem bedingt konvergenten (Fresnel-)Integral
/ et ds = /Eir (3.41)

(Hauptzweig der Wurzel, Beweis s. Anhang [C]) findet man

m 3/2 -'ma'c’2
r,t) = < - ) ont |
9(7,t) 2mhit e

Fiir integrable | (3, 0)| folgt damit aus (3.40)

(0] < suplg(@.0)] - [ [(7.0)ldy < koust +[1] ¥
fiir alle #: das Wellenpaket (7, t) zerfliesst. Dies ist ein weiteres Anzeichen, dass |¢(7, t)|?
nicht etwa als Massendichte eines ausgedehnten Teilchens, sondern (vgl. (ZI7)) als Wahr-
scheinlichkeitsdichte fiir das Auffinden bei Z (zur Zeit t) eines punktformigen Teilchens
aufzufassen ist.

Fiir grosse ¢ ldsst sich (3.40) in fiihrender Ordnung ausrechnen: Es ist

.2 3/2 .mT-y .2
V(@ 1) = () (2mh) 2 / e G (7.0)dy
140(j2 /ht)

= @ 2ht

. mz2 <m>3/2/\ mi
it

| R0+ 0.
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gleichméssig in Z, falls |¢%t(y/,0)| integrabel ist. Darin kommt der Zusammenhang von
(340) zur klassischen freien Bewegung

m—= 2 p0),

fiir Erstere ist die Wahrscheinlichkeit, mZ/t in G C R? zu finden, gleich

w=[ | |d3x—+/|w 0)2d%p .

d.h. fiir grosse t durch die Impulsverteilung im Anfangszustand gegeben.

3.3 Der harmonische Oszillator

Die klassische Hamiltonfunktion des 1-dimensionalen Oszillators

2
b L,

H=— 4+ -
2m+2fm

vereinfacht sich nach der kanonischen Transformation

1
T — WSC ) p— (fm)1/4p
71 w
H = 5(192 + %),

wobei w = y/f/m die Oszillatorfrequenz ist. Die Bahnen sind dann Kreise im Phasen-
raum:

x(t) +ip(t) = (x(0) +ip(0))e " . (3.42)

Quantenmechanisch lautet der Hamiltonoperator nach kanonischer Quantisierung

2d2 2 2
H=ml ) e

bzgl. der dimensionslosen Variablen ¢ = x/v/h (oder direkt & = vwmh=—Llz bzgl. der

ersten Variablen x). Niitzlich erweisen sich die Operatoren (Dirac)

d
dé

= _5) (Erzeugungsoperator) .

(£+

(x +ip) = —), (Vernichtungsoperator) ,

%I

(z —ip) = 7
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Damit ist

1.d
l1=2.-]— =1
[a7 a ] 2 I:dé- Y f] Y
1 d> d
N = = (- — —[—
a*a 2(5 e [d€7§]) ;
=1
1
H = hw(N + 5)
Fiir die Eigenwerte £ von H gilt damit
1
wobei n ein Eigenwert von N ist. Wir zeigen gleich: dies sind genau die Zahlen
neN. (3.44)

Folglich ist Ey = hw/2 die Energie des Grundzustands n = 0 (Nullpunktsenergie).
Zunéchst ist n > 0, denn aus N|¢) = n|y) folgt

nl[ ol = (@INJw) = lav|* = 0.

Fiir n = 0 gibt es einen Eigenvektor |iy):

al) =0 < di; +&§1o(§) = (3.45)

= Y(§) = a2 (bis auf ein Vielfaches) .

Die Normierung, |[1o*> = [ |[¢o(€)[*d¢ = 1, und die Wahl der Phase, ¢y(¢) > 0, machen
1 eindeutig. Eigenvektoren [i,) zun =1,2,... (N|,) = n|ty,), ||@Z)n||2 = 1) findet man
rekursiv dank

Na* =a*aa* =a*(a*a+1)=a"(N +1),
Na*W)n—1> = a*(N + 1>|1/)n—1> na |¢n 1> )
Ha*\wm)HQ = anl’@’wnfﬁ n(lbn 1’7% 1>

N+1

als

1 1
vn Vn!
Die [¢,)’s sind orthogonal, da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerte von N = N*.
Die entsprechenden Wellenfunktionen sind

[¥Yn) = —=a"Pn_1) = —=(a")"|tho) - (3.46)

o—1/4

_ Gyng-ey
NI (6 Lyeer,

de’

an(g)e%?/?

J/
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wobei H,,(§) ein Polynom mit fithrendem Term (2€)" ist:

H,(§) = e§2/2( §— dif )ne_gz/2 = e§2(—di€)”e_§2 : (Hermite Polynome) .
——

2/0.d —¢2/9
766/df€66/

Die endlichen Linearkombination der |, )’s sind die Funktionen der Form e ¢*/2P(¢) (P
ein Polynom), und diese sind dicht in L*(R): Steht nidmlich [¢)) € L*(R) orthogonal auf
ihnen allen, so gilt fiir die analytische Funktion

f(2) = / e €2 €) e |

dass o
| = e o,

also f = 0, da f durch ihre Taylorreihe gegeben ist, und ¢ = 0, da e=¢*/ Zp(€) die

Fouriertransformierte von f ist. Insbesondere bilden die [¢,,), (n € N) eine orthonormierte

Basis fiir L?(R) (Besetzungszahlbasis) und das Spektrum von H ist durch (343} [3.44])

ausgeschopft.

2=0

Verschiebungsoperatoren. Die Erzeugende der 1-parametrigen Gruppe der Transla-
tionen

U(s) - ¢(x) = (x — s)

1st
. dy . dy .
kel ) . L
lhds . lhds Y, d U(s)=e
Analog ist €®*/" eine Translation um s im Impulsraum: |p) +— |p + s). Fiir o € C laisst
sich
V(a) = e @ (3.47)
wegen
1
aa* —aa = ——=a(r —ip) — a(z +ip)] = iV2h[(Im o)z — (Rea)p]/h (3.48)

V2h

als Translation im Phasenraum um
(Az,Ap) = V2h(Rea,Im a) , bzw. Az +iAp = V2ha
auffassen. Eigenschaften:
) V(a)' = V(a) = V(-a),
i) V(a)= e e auelol’/2

i) aV(a) = V(a)(a + ).
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(i) folgt aus (3.48); (ii) daraus, dass allgemein gilt
XY _ XY o [X.Y]/2

e =e'e
falls [[X, Y], X] = [[X, Y], Y] = 0, wie wir nun zeigen. Zunéchst folgt
d
E(e—fXYetX) = — Y[X, Y] = -[X,Y], (3.49)
also
e Y =Y —t[X,Y]; (3.50)
damit ist

%(etXet(XJrY)etYetQ [X,Y]/Q)

e—tXYet(X+Y)e—tYet2[X,Y]/2 + e—tXet(X+Y)e—tY<_Y + t[X, Y])etQ[X,Y]/Q =0, (3'51)

da (350) auch fir X + Y anstelle von X gilt. Damit ist die Klammer in ([3.351]) gleich 1
fiir t € R. Die Voraussetzung ist fiir

X =oaa", Y = —aa, [X,Y] = —|a*[a*,a] = |a/?
erfiillt. (iii) folgt aus (B.50) fir X = aa* —a@a, Y =aund t = 1:
V(i) aV(a) =a—ala*,al =a+a.

Die kohédrenten Zustéinde sind definiert als
@) = V()|0) =V()lo),  (xe€C).
Wegen (iii), ([B.45]) ist
aler) = aV(@)|0) = V(e)(a + a)|0) = ala) ,
d.h. |a) ist ein Eigenvektor von a zum Eigenwert .

Bemerkung. a* hat hingegen keine Eigenwerte: wére a*[¢)) = A1), so

Al0) = (nla's) = Gy = { V7

bl

Ist A =0, so folgt ) = 0; ist A # 0, so (|r)) = 0 und damit wieder |¢) = 0.

Insbesondere kennzeichnet o den Erwartungswert von Ort x und Impuls p im Zustand

)

1 .
——((T)og T 1P)a) = Q) = .
(e + i) = (o
Kohérente Zustdnde haben eine klassische Dynamik:

_iwt

e o) =075 |ay) (3.52)

wobei a; = ae ! die klassische Bahn (3.42) ist, die dem Phasenraumpunkt « := (z +
ip)/v/2h entspringt. (Die Phase rechts in (8.52]) kénnte durch Verschiebung des Energie-
nullpunkts eliminiert werden.) Dies folgt mit (ii), (3:45]) aus

0) = olal?2 5 Oy
) ;mw

e—th/h|wn> _ e_iW(n-’_%)tlwn) _ e—iw% (e—iwt)n|wn> )

@) = V(@)[0) = e */ 2
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3.4 Die WKB-Niherung

(Jeffreys 1923; Wentzel, Kramers, Brillouin 1926) Die Eigenwerte (8.43]) des harmonischen
Oszillators stimmen mit den nach (I.30) erlaubten Energien tiberein, bis auf die Ersetzung
n — n+ 1/2. Es soll hier anhand der Wellenmechanik begriindet werden, in welchem
(approximativen) Sinn die Quantisierung nach Sommerfeld (s. Abschnitt [[.4]) richtig ist.
Wir betrachten dazu etwas allgemeiner einen Hamiltonoperator in einer Dimension der
Form

h? d? 9
und suchen Eigenwerte E = E,(h) bei Energi- V()
en < F, fiir welche die klassischen Bahnen ge-
bunden sind; ja wir nehmen an, das klassisch ~
erlaubte Gebiet bestehe aus einem Intervall Er-= \_/
{z[V(z) < B} = (a-(E),a4(E)) , (E<Ep). I |
Die Energie E ist ein Eigenwert, genau dann a_(E) ar(E) @
falls unter den Loésungen von
h2
— (@) + V(@) = Be() (353)

(sie bilden einen 2-dim. Raum, da die Differentialgeichung von 2. Ordnung ist) eine
existiert mit 0 # ¢ € L*(R).

V(z) < E: Sei
k(z) = %(E V@), (o <z<ay).
Der Ansatz ¢(x) = A(z)e®@/". (A, S reell) fiihrt, vgl. (8 29), auf
A" — A(S'/h)* + AK* =0, %(AZS’):O.
Im “strahlenoptischen Gebiet” (2.10])
‘il(f)) < K (z), (3.54)

vereinfacht sich die erste zu S’ = +hk mit Losungen

S(x) = j:h/ k(x')dx'
i

AZ(Q:) = m )

(3.55)

(Integrationskonstanten sind ¢4 und im unbestimmten Integral enthalten). Durch Super-
position der beiden Losungen v ergibt sich die WKB-N&herung

<c+eifz k(x")dz' + C_e—ifx k(m’)dm’) '

() = 0
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Die Konsistenz der Losung verlangt, dass (8.55) die Bedingung (8.54]) erfiillt. Man findet

AT (5, VN2V

Z‘Z(Z(E—v) +E—V> ' (3.56)
Fiir festes © # a4 ist A”(x)/A(x) endlich, also ([B.54]) fiir kleine A (abhéngig von z) erfiillt,
da k(x) — oo fur A — 0. In der Ndhe der Umkehrpunkte, wo

E—-V(z)=-V'(ax)(x —ay),

ist der erste Term (B.50) singulérer als der zweite, so dass (B.54) liefert:

i e 3.57
|x—ai\>>’m =:€ ( )
V(z) > E: Sei nun
' 2m
k(z) = ﬁ(‘/(l‘) —-FE), (x <a_oderx>ay).
Der Ansatz ¢(z) = A(x)e @/ fiihrt auf
1 x , ’ T ’ ’
w(x> _ (cﬁref k(z)dx —I—c'_e_f k(z )dm) :

K(x)

wiederum giiltig unter der Bedingung (8.57)), die eine kleine Umgebung der Umkehrpunkte
ausschliesst. Eine Losung ¢ € L? liegt vor, falls

=0 bezr<a_,
¢, =0 beiz>ay.

Behauptung: Die Anschlussbedingung bei a_ lautet

r—a_ <K —¢ r—a_ > ¢

Ly wao

1 o, (3.58)
NEO) — mcos(/a_ kdx' — Z)

fiir die Losung 1, die fiir x — —oo exponentiell abfillt. Analog fiir a .

Eine Losung, die fiir x — oo abféllt, erfordert somit

cos(/: kdx' — %) = ozcos(/:+ kdx' — %)

fiir ein @ € C und alle x mit x —a_ > ¢, * — a, < —e. Dies ist nur moglich fiir « = £1
und auch dann nur fiir

o T | 2mm, (a=+41),
/a kd$_§_{(2m+1)7r, (a
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d.h. mit n = 2m, 2m + 1 fiir

1
%kdszw(n—l—i), (n=0,1,2,...).

Dies ist die Sommerfeld-Bedingung (L30) mit n ~> n + 1/2.

Zu konstruieren bleibt eine Losung fiir (8.53]), die den Umkehrpunkt a = a_ iiberbriickt
und zwischen den beiden Verhalten (3.58) interpoliert. Dazu verwenden wir die Variable

r—a
Y= 5
€

in welcher der Giiltigkeitsbereiches (B.57) von (3.58))

y< -1, bzw. y>1 (3.59)

lautet. Die Losung soll ergidnzt werden durch eine, die im linearen Bereich von V(x) — E,

V" (a)(z — a)?| < |V'(a)(z — a)]| , (3.60)
d.h. fir -
ly| < 6‘1‘ V,,((Z))‘ : (3.61)

gilt. Da e — 0 fiir A — 0, tiberlappt (B:61]) mit beiden Bereichen (B59). Wegen (B3.60)
darf man k%, k? in x — a linearisieren. Die Behauptung (3.58) lautet dann innerhalb von

(3.6T)

y<<—1 y>>1

1 21,,3/2 1 2 ™
—3lyl _ 2832 1
2|y’1/4e ? 7 Y1/ COS(3y 4)

Ebenfalls darf man V(z) — F in (3.53)) linearisieren,

(@) + V) a(x) = 0

oder, unter Verwendung von V'(a) = —|V’(a)],

b(y) +yp(y) =0
(- =d/dy). Eine Losung davon ist

— ip(t,y) ; — 243 )
U(y) NG /_ooe dt mit ¢(t,y) : 325 yt (3.62)

(ist reell, da der Imaginirteil des Integranden ungerade ist), oder genauer

o0
L lim ei(%tgfyt) e dt

¢(y)=2ﬁ im [

denn

~—

3 = —i(%t?’ —yt) -y

Ply) = 5= /OO( 2 )l (5 ) gt = —yy(y)



nach Integration einer Ableitung.
Die Phase ¢ ist stationér, 0 = dp/dt = t*> — y, bei
)
+iv/lyl (y <0),
ferner 0%p/0t* = 2t.

y > 0: Die quadratische Approximation der Phase um =£,/y ist

o(t,y) = ﬂng?’” + Vult —Vy) -

und fiir y > 1 sind die beiden stationédren Punkte gut getrennt. Damit is ¢ (y) annéhernd
gleich der Summe ihrer beiden Beitréige, vgl. (341]),

1 .
U(y) = We s¥

1 2 s
= WGOS(gy?)/Q — Z) .

e 4+ (1 —i)

y < 0: Die Phase nahe den Sattelpunkten +iy/|y| ist fiir y < —1 gut durch

. 2 .
ip(t,y) = qtglyl?’” F [yt Fivy])?

approximiert. ~ Wir deformieren den Integrationspfad Im >
(—00,00) in (3.62) in die komplexe Ebene, und zwar durch iv/[y]

t = +iy/|y|: dann hat |e*®*¥)| dort ein Maximum lings des /\
Pfades, welches das Integral dominiert:

Rez

L -2

¢(y) = 2|y|1/4e : ¢ —1 |y|

3.5 Symmetrien und Erhaltungssitze

Wir betrachten die durch H = H* (Hamiltonoperator) und A = A* (eine Observable)
erzeugten l-parametrigen unitdren Gruppen

(1)) = e HRahg) : Losung von ih% = H|v¢) zum Anfangszustand [¢y) ,

. d
|p(N)) = e M|y) - Losung von ih% = A|¢) zum Anfangszustand [ig) .

Dann ist

d i i d
SCOOIAR@)| = (ol [H, Allge) = (ol (4, H]lvo) = — (6N HI6(V)

A=0

Folgende Aussagen sind deshalb dquivalent:
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a) A ist eine Erhaltungsgrosse, d.h. (¢(t)|Al(t)) ist fiir jeden Anfangszustand |io)
zeitlich konstant. Oder:
GHE/D g o—iHE/E _ 4

b) [H, A] = 0;
c) (p(N)|H|p(N)) ist unabhéngig von A fiir jeden Anfangszustand |i), oder

NN — | (3.63)

1AN/R

Man nennt dann e~ eine (1-parametrige) Symmetriegruppe von H.

Beispiel. Jede Drehung R € O(3) induziert im Raum L?(R?) eine unitéire Transformation
UR): (@)~ Y(RD). (3.64)

Es gilt U(1) = 1, U(R2)U(Ry) = U(R2Ry), d.h. R +— U(R) ist eine unitédre Darstel-
lung der Drehgruppe O(3). Die Drehungen R(A) um eine feste Achse €, (€] = 1) mit
Drehwinkel A bilden eine 1-parametrige Untergruppe von SO(3) C O(3), und es ist

d

dx
Die zugehorigen U(A\) = U(R(A)) bilden eine 1-parametrige unitére Gruppe. Ihre Erzeu-
gende A ergibt sich aus

d

(AY)(@) = iy (R(=1)T)

ROE| =éent.

A=0

= —ii—= - (ENT)=¢" (TA Ea—w) : (3.65)

i0x

d.h. es ist
A=¢- (& Ap)=é- L= Drehimpulskomponente in Richtung der Drehachse €.

Somit ist &- L genau dann erhalten, wenn U()\) eine Symmetriegruppe von H ist. Fiir

]72
H=—+V(
5 T V(@)
findet man »
- p -
U(R)"'HU(R) = =— + V(R?) .
(R HU(R) = Ly v(ri)
Somit ist &- L erhalten, wenn V (Z) rotationssymmetrisch um die Achse € ist. Bei voller
Rotationssymmetrie, d.h. falls V' = V(|Z|), sind alle Drehimpulskomponenten erhalten:

[H,L]=0. (3.66)
Ebenfalls erhalten ist dann L2 = L2 + L2 + L2, d.h.
[H,[*]=0. (3.67)

Bemerkung. In Polarkoordinaten (r, 0, ) wirkt R(\) : (r,0, ) — (r, 0y, ¢,) nicht auf r
und 6y, ¢, sind davon unabhingig. Wird ¢ = 9 (r, 8, ¢) in diesen Koordinaten dargestellt,
so kann U(\) als unitére Abbildung auf L*(f2), (2 = Einheitskugel) aufgefasst werden;
entsprechend nach (B3.63) die Erzeugenden L;, (i = 1,2,3), und damit L2, als selbst-
adjungierte Operatoren darauf. Beispiel: € = €3, also 0, =0, oy =+ X:
L="2
i0dyp
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4 Das ZweikOrperproblem

4.1 Schwerpunkts- und Relativbewegung

Der Hamiltonoperator ist

o 9
Pi %)

_ br | Py __ 2 (6
H = S + 2s + V(|71 — o) auf L*(R®). (4.1)
Speziell beschreibt
Ze?

die Wechselwirkung eines Elektrons der Ladung —e mit einem Atomkern der Ladung Z -e

(Z = 1: Wasserstoff-Atom). Zunéchst bleiben wir aber bei einem allgemeinen Potential
V(r).

Nach klassischem Muster schreibt man H in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

— 1 5 . . o o
X = M(mlxl + mg.’ll'Q) s r =1 — Ty (43)

und den konjugierten Impulsen

P':_’1+_’27 ﬁ:m(

I

P Py
my mo

wobei M = mj + my und m = myms/M (reduzierte Masse). So wird

P2 p? h O h 0O
denn es ist gleichgiiltig, ob die Quantisiecrung in den Koordinaten (Zy,#,) oder (X,Z)
erfolgt. Beschrinken wir uns auf Wellenfunktionen der Form

U(X) (@)
(die L*(IR%) aufspannen), so ergeben sich zwei unabhingige Schrodingergleichungen:

U ]32 ~9
T AT L (p

=i V(i) (45)

2m
Die erste beschreibt die freie Bewegung des Schwerpunkts (die wir nicht weiter betrach-
ten), die zweite die Relativbewegung: ein Zentralkraftproblem mit dem Hamiltonope-
rator o
H= 5— LV(E)  auf LA(RY). (4.6)
m

Da H rotationssymmetrisch ist, gilt der Erhaltungssatz (3.66). Dadurch wird sich das
Problem weiter auf eine eindimensionale Schrodingergleichung fiir die radiale Bewegung
reduzieren lassen. Aus ([B.67)) folgt, dass H die Eigenrdume von L? in sich abbildet. Wir
untersuchen daher zuerst das Eigenwertproblem von Z2, dann jenes von H.
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Drehimpuls: Wir setzen L = hM, M = —i& A 8/97. Bs ist

3
. 1
M? = M} + Mj + My = —5 > (@0 — x;0,)°

i.j=1

= — Z(,Tl 8j$i 0]- — T 6].@]61)
i ~~~ S——
xﬁj + 5ij &':L'jaj + (1 — (51])81
i,J

In Polarkoordinaten ist Y., z;8; = Z - V = rd/dr, also
M? = —2A + (7"2)2 +B=2)r— = —r2A + ra—Qr
- or ro or? 7
oder o )
1 —
A==-—r— =M*. 4.7
r QTZT r2 (4.7)

Die Eigenvektoren von M2 (als Operator auf L?()) aufgefasst, vgl. Bemerkung auf S. f2)),
sind die Kugelfunktionen Y; (Definition: s. Anhang B):

M?Y, = 1(1+1)Y; .

Weiter gilt der Satz in Anhang B. Als Operator auf L?(Q) hat damit M? das rein diskrete
Spektrum der Eigenwerte {(I + 1), (I =0,1,2,...), die (2] + 1)-fach entartet sind.

Hamiltonoperator: H lasst fiir jedes [ den Unterraum der Wellenfunktionen

w(@) = Uy (4.8)

mit u € L*(0,00), d.h. [;* [u(r)|?dr < oo, invariant. (Beachte: [ |¢(Z)]*d*z = [, |Yi(€)[?

d*e - [77 |u(r)|?dr, da d*z = r?drd®e.) In jedem solchen Unterraum reduziert sich He) =

Ev auf das “radiale Eigenwertproblem”, bzw. auf die radiale Schrédinger-Gleichung

d? 1(l+1)
<_W + 7“2 + V(T))u = Eu (4.9)
in L?(0, 00), wobei wir
2m 2m
V(T) = ﬁV(T) s g = ﬁE

gesetzt haben. Zwar besitzt die Differentialgleichnug (£.9]) ihrer Ordnung entsprechend
zwei linear unabhéngige Losungen fiir jede Energie £, aber nicht jede ist deshalb zwingend
Teil des Spektrums. Wir diskutieren dazu das Verhalten der Lésung beir — 0 und r — oo.
Dabei nehmen wir an, dass V(r) = o(r=2), (r — 0) und V(r) = o(r7'), (r — o0). In
beiden Grenzfillen geht die Differentialgleichung (4.9) in eine Einfachere {iber und wir
gehen davon aus, dass auch die Losungen der beiden asymptotisch iibereinstimmen.

Bei r — 0 reduziert sich (£9) auf
IPIRIES)

u=20
r2
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mit der allgemeinen Losung
u(r) = ar'™ +br .

Falls [ > 0, ist sie bei 7 = 0 quadratintegrierbar, nur falls b = 0. Auch fiir [ = 0 ist
die Losung 7! = 1 zu verwerfen: dann ist nach [@8)) (%) = 1/r, also —Ay = 47§
nicht quadratintegrierbar. Die verbleibende Losung ist bis auf die Konstante a bestimmt.
Damit hat (£9) fiir jedes £ nur eine einzige Losung u(€,r) ~ r'*1 (r — 0): die “reguliire
Losung”.

Bei r — oo reduziert sich (4.9) auf
—u" =Eu

mit der allgemeinen Losung
ae'* + be (k=VE).

Insbesondere ist zu erwarten, dass die regulire Losung w(&,r) von ([£9) fir r — oo die
asymptotische Form

uw(&,r) =~ a(é’)eikr + b(é’)e_ik’" (4.10)
besitzt. Wir unterscheiden:

e £ > 0. Die Wellenfunktion (4I0) ist nicht normierbar, allerdings beschrankt. Die
Energien E € [0, 00) sind Teil des kontinuierlichen Spektrums, wie beim freien Teilchen,
vgl. (339). Die entsprechenden Zustédnde (Streuzustdnde) werden in Kap. B ndher
diskutiert.

e £ < 0. Wir legen k fest durch
k =ik, K=V—-E>0, (4.11)

also %" = " Normierbare Eigenzustéinde u(€, ) € L*(0, 00) (gebundene Zustéinde)
ergeben sich nur fiir 5(€) = 0: Die Eigenwerte £ ergeben sich als diskrete Nullstellen der
Funktion b(€). Dann reduziert sich (AI0) auf

u(&,r) = al)e ™™, (r — o0).

Zusammen ergibt sich folgendes Bild des Spektrums o(H)

@ 00

0

Das diskrete Spektrum kann auch fehlen. Der kontinuierliche Anteil [0,00) kann auch
wie folgt eingesehen werden, vgl. ([39): Man konstruiere zu jedem E > 0 und beliebig
kleinem £ > 0 einen Zustand ¢ mit der Eigenschaft

I(H — E)Y[l <.

Verwende dazu ein approximierter Eigenzustand des freien Teilchens, weit weg vom Kern.
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4.2 Das Wasserstoff-Atom
Wir behandeln nun den Fall (£2) des Coulombpotentials

v 2m 7 e*
V —_ — — , — .
(r)=—- V=0
Die allgemeine Diskussion motiviert den Ansatz
u(r) =e"" Z crr® (4.12)
k=141

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert unter Benutzung von (A.I1]) die einfache Re-

kursion
v — 2Kk

TR — ke + 1)
Falls die Rekursion nicht abbricht (d.h. alle ¢; # 0), so ist fiir k — oo

2K (2K)"

(k=1+1,1+2..). (4.13)

Cha1 & Ckk'——i—l , also ¢, ~C o
was auf
U(T) ~ e hT. Ce2m" = ("
fithrt. Falls (£13) hingegen abbricht, d.h. falls fiir ein n
Cn 7£ 0, Cnt1 = 0,
so ist die Losung eine Eigenfunktion. Die Bedingung dafiir ist
8
n= = =Il+1,1+2,...),
fn = 5o (n=101+11+ )
d.h. 2 70212
1
B, =12 _mZe) (4.14)

2m o2 2
(Schrodinger 1926). Dies ist die von Bohr im Rahmen der “alten Quantentheorie” her-
geleitete Formel ([28) fiir die Energieniveaus. Das Schema der Eigenwerte stellen wir so
dar:

N 1 2 3 .
L l
el & |
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Die Eigenwerte sind aufgetragen in der Einheit 1Ry (Rydberg); die Zahlen in Klammern
sind die Vielfachheiten 2]+ 1 der Eigenwerte zu gegebenem [, entsprechend der Dimension
des Raums der Kugelfunktionen zum Index [. Zu gegebenem n ist die Vielfachheit (oder
Entartung) von FE, gleich

—

n—

(204+1) =n?,

N
Il
o

was mit (L30]) ibereinstimmyt.

Fundamental ist die Existenz eines energetisch tiefsten Zustands (I = 0, n = 1): die
Energie des H-Atom ist nach unten beschrankt und es ist damit stabil! Dies im Gegen-
satz zum klassischen H-Atom, wo das (beschleunigte) Elektron beliebig viel Energie durch
Ausstrahlung abgeben wiirde (vgl. Elektrodynamik). Die Wellenfunktion des Grundzu-
standes ist nach ([AI2l)

Crrr v me
u(r)=e "'r Kl=—==—
( ) ) 1 9 K2 )
also (bis auf Normierung), da Y{ eine Konstante ist,
» K2
7) = o |%l/a —
T)=e , a=—-:.
(@) me?

Der Bohr-Radius a ist der Radius des Atoms in der Bohrschen Theorie. Durch (4.I14)
sind alle Eigenwerte von H (vgl. (4.6 A2])) gefunden (ohne Beweis). Hinzu kommt das
kontinuierliche Spektrum [0, 00).
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5 Streutheorie

5.1 Die Greensche Funktion

Als Vorbereitung zur Streutheorie soll die Helmholtz-Gleichung
(A+ k2= p (5.1)

fiir eine lokalisierte Quelle p(%), z.B. p € L*(R?) gelost werden. Zu beachten ist, dass k* €
o(—A) =[0,00). In welchem Sinn ist die Losung ¢ zu verstehen? Sie ist nicht eindeutig,
zumindest nicht unter beschrinkten Funktionen (die ebene Welle (%) = e*9% (|éy| =
1) ist Losung der homogenen Gleichung); und sie existiert i.A. nicht, falls ¢ € L*(R?)
gefordert wird (es wiirde p(kéy) = 0 folgen). Dazwischen liegen die niitzlichen Losungen

oy (F) = hﬁ)l(A +E +ie) p=(A+E+i0) . (5.2)

Wir zeigen weiter unten: Die Greensche Funktion

Gk, — ) = (F(A + K +10) ]} (53)
ist
. 1 e:l:ilcr ~ A
Gk )= =) (5.4
Damit wird (5.2]) zu
B 1 [ etiklEdl P - -
Ve(@) = - 77 p(F)d”y (5.5)

Fiir grosse r fillt die Losung ab,

1 e:i:ikr

¢:t<f) = /eq:iké‘.gp(g)d?)y + O(T‘_Q) ) (T — 00,6 = f/?“) ) (56)

Cdr v
wenn auch vy ¢ L*(R3). Dies folgt aus |7 — ¢| = |¥] —€- ¢+ O(r71).

Bemerkung. Man erkennt in (5.5]) die retardierten und avancierten Losungen der Wel-
lengleichung

(de)(f? t) = _p(fa t) ) (57>
und zwar (vgl. Elektrodynamik)
. L [ pgtF|Z—gl/c) 4
t)=—— d’y - :

Fiir p(7,t) = p(Z)e“! ist (7, t) = »(Z)e*! und (5.7 E8)) werden zu (51 BE35) mit &k = w/c.
Beweis von (5.4]). Nach (5.3)) ist

Gy (k,T) = (2m) 73 /(—cj? + k2 +10) T T dq .
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In Polarkoordinaten (q,0, ) ist d®q = ¢*dqdpd(cos @) und ¢ - T = qrcosf. Mit cosf = u
ist

e’} 2 27 1
Gk,*:23/dq—.-/d~/ igru
+(k, %) = (27) ; qu—q2+10 ; %) _le U

= 0m)" [ o e )
0 k? — ¢2 +1i0igr
1 [ q )
= (2m) 2= dg————¢'7" .
(2m) ir/_oo T2 _ 210"

Das Integral kann mit dem Residuensatz an-
hand der Contour der Figur berechnet werden.
Der Integrand

Imgq

_1< 1 + 1 )eiqr
2\q— (k+i0) ' ¢+ (k+i0)

hat Pole bei ¢ = =£(k +10) und ist in der obe- k+1i0
ren Halbebene exponentiell abfallend. Somit .
verschwindet der Betrag des Halbkreises fiir —(k+10)
go — oo und der umschlossene Pol ¢ = k£ + 10

hat Residuum —e*” /2. Daraus folgt (5.4)).

9o Regq

5.2 Streuzustinde s

Eine ebene Welle .(k, ) = ek, (k = ké)
der Richtung €, ist eine (nicht normierbare) ]
Losung der freien Schrédinger-Gleichung zur
Energie k? : (—A—k?)1b, = 0. In Anwesenheit
eines Potentials kann nach einer Lésung v von

//\m

(A + V(@)Y = kX (5.9) e

[y e
NN

(mit V wie in (£9)) gesucht werden, die = N
sich von der einfallenden Welle 1), durch ei-
ne Streuwelle 15 unterscheidet:

¢(k’f) = 7vbe(l/”‘wf) + ¢s(k’f) )
bk, ®) = f(k,0)

" +0(r?), (r —o00,6=2/r).

Hier ist f(k,€) die Streuamplitude. Der Abfall ~ r~! der Amplitude der Streuwelle
driickt die zu erwartende Verdiinnung der Wahrscheinlichkeitsdichte auf eine Kugel der
Fliche ~ 72 aus.

Aus (£.9) folgt
(A= E) (¥ —ve) = =V
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Fir & — k + ic ist die Streuwelle 1) = ¢ — ¢, wegen et = ehre=¢" exponentiell
abfallend. So ist im Limes € | 0

Gk, T) — FF = (A + k2 +i0)" Ve

und mit (5.5]) wird daraus die inhomogene, lineare Integralgleichung

ARSI N LN 11
Yk, T) =™ - — y|f_g|V(y)¢( . 9) (5.11)

(Lippmann-Schwinger Gleichung). Nach (&.0]) folgt fiir » — oo das asymptotische
Verhalten (5.10) mit

fl62) = =5 [ @ye @ D). (5.12)

Also: Die Integralgleichung (5.17]) ist dquivalent zur Schrédinger-Gleichung (5.9) inklusive
der asymptotischen Bedingung (5.10) einer auslaufenden Streuwelle.

Durch Iteration von Gl. (BIT]) entsteht die Bornsche Reihe. Die einfachste Néherungslo-
sung derselben entsteht, indem man v (k, ¢) im Bereich des Potentials V(¥) ersetzt durch

die einfallende Welle e*¥. Der entsprechende Ausdruck

1 —ik(E—20) Ty (.
falh,&) = =1 [ Py DY) (5.13)

fiir die Streuamplitude heisst Bornsche Niherung. Bis auf Vorfaktoren ist sie die
Fourier-Transformierte des Potentials beim Impulsiibertrag Ap'= hk(€ — &).

Interpretation. Obschon die Streulosungen ¥ (k, Z) nicht quadratintegrierbar sind, las-
sen sie sich plausibel interpretieren. Fiir jede Losung der zeitabhédngigen Schrédinger-
Gleichung gilt die Kontinuitétsgleichung (219 fiir Wahrscheinlichkeitsdichte p und Wahr-
scheinlichkeits-Stromdichte 7. Fiir stationére Losungen, und insbesondere fiir obige Streu-
l6sung 9 (k, :E')e*ihk%/ 2m - oilt, dabei dp/0t = 0. Zur einfallenden ebenen Welle 1), und zur
Streuwelle 15 gehoren die Stromdichten

2
7 = Ek:go 7Y@ = Ek—wk’f)' e+ 0(r 2.
m m r
Die Streustromdichte ist asymptotisch radial nach aussen gerichtet, und der gesamte
Streustrom durch die Kugel vom Radius r in einem Raumwinkelelement df) wird un-
abhéngig von 7:
§Or2dQ = 5| f)2dQ .

Das Verhaltnis

Streustrom durch df2

do 9
m%’é)) " dQ x einfallende Stromdichte £ (. €) (5.14)

ist der differentielle Streuquerschnitt in Richtung €. Die Notation do/df) riihrt von
der klassischen Mechanik her: Dort stiften die Streubahnen eine Zuordnung do > b —
¢ € d§) zwischen Zielfehler b und Streurichtung €. Dementsprechend ist j(®do = j*)72dS.
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Der totale Streuquerschnitt entsteht daraus durch Integration iiber alle Streurichtun-
gen:

o(k) = /d% f(k, &) . (5.15)

In den Notationen (5.14] 5.15)) nicht explizit widerspiegelt ist die Abhéngigkeit der Grossen
von der einfallenden Richtung €. Fiir ein Zentralpotential V(r) hangt f(k,€) von € nur
iiber den Winkel <((¢€ €y) ab. Dieser Fall wird im iibernéchsten Abschnitt néher behandelt.

5.3 Das optische Theorem

Die Vorwiértsrichtung ist durch die Richtung des einfallenden Strahls €y definiert. Das
optische Theorem bringt die Stromerhaltung zum Ausdruck: Der Wahrscheinlichkeits-
strom, der in alle anderen Richtungen gestreut wird, geht dem Strahl in Vorwértsrichtung

verloren: 4
(k) = %Im F(k, &) . (5.16)

Die rechte Seite entspricht diesem Verlust. Der folgende Beweis bringt zum Ausdruck,
dass er durch Interferenz zwischen den beiden Teilen von (B.10) zustande kommt.

Beweis. Aus (5.10) folgt

ikr

V) = ik 1 ket (k, €)=
T

O(r=?),
B9 = iF + (ke (k, D 1 Bk, )0 9) 114 g 2

woraus sich die Stromdichte Jaus (2I8) ergibt: insbesondere mit k = ké, die Radialkom-
ponente

S T ikr(1-€0-€) | = . =F —ikr(1—&y-8) f(k, &)
%j-e—eo-e%—;lml(f(k,é’)e +ép - €f(k,e)e )+T (5.17)
Das Integral iiber € € S? der linken Seite verschwindet wegen div 7= 0; jenes des ersten
Terms rechts, da dieser ungerade in € ist. Das Integral der Klammer lésst sich fiir grosse
p = kr mit der Methode der stationédren Phase berechnen, wie allgemein in Anhang C
und hier speziell fiir S? dargelegt:

1 Tsen( (0%h)(&;)

2T
[ et = S G @O (o o0l

wobei €; die stationiren Punkte von h : S? — R sind und 0°h die Hesse-Matrix ist. Die
Funktion h(e) = 1 —¢éy-€ =1 —cosl, (0 = <(€,ép)) ist stationér bei € = +¢&; (bzw.
6 = 0,7) mit h(+é) = 0,2 und §?h(+é) = +1. Das Integral des Ausdrucks, dessen
Imaginérteil in (5.17) vorkommt, ist somit

2mi ; N —in/2 F - —ir - i it/2 ¢ >\ ,—2i
7 [(em/Qf(k, €) +e /Qf(k% 60)) + (e /Qf(k?; —&p)e”’ —e /Qf(k> —ép)e 2p)}

= P (k) — Tk, @0)) + (£, ~)e™ + ik, ~)e )]
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Beachte, dass der Beitrag der Riickwértsrichtung —éj reell ist. So folgt aus (B.17) nach
Multiplikation mit r? schliesslich

2w
0= p —(- QImf(k €)) +/d26|f(k,é’)\2,

dh. (5I6).

5.4 Zerlegung in Partialwellen

Die ebene Welle eiF# = eikrcos¢ hat, fiir festes p = kr, eine Zerlegung nach Kugelfunktionen
Yim(0,¢). Da Lzel*rcs% =0, (L3 = —id/0d¢) kommen nur solche mit m = 0 vor oder, was
dasselbe ist, s. (B.10), nur Legendre-Polynome F;(cos6):

- 1 o
ik __
et = - 50 (20 4+ 1)j,(kr)Py(cos ) . (5.18)

Die Faktoren i'(2] + 1) sind Konvention. Die Entwicklung definiert die Partialwellen
J1(p) = 7i(p)/p (sphiirische Besselfunktionen). Da sie der Form (4.8) entsprechen und e'*#
eine Losung der freien Schrédinger-Gleichung zur Energie (hk)?/2m ist, sind die j;(p) im

Ursprung regulére Losungen von

—u"(p) +

u(p) = u(p) . (5.19)

Die Partialwellen kénnen anhand der Orthogonalititsrelation (B.I3) bestimmt werden:

~l(p) _ (__l)l/l eip“Pl(u)du

P 2 —1

—
—

wobei wir cos = u, k - & = pu geschrieben haben. Partielle Integration liefert dann

o) _ (= ' Z:ll - /_11 eipupl/(u)du) ;

— ipup
p 2ip ( 1)

wobei das verbleibende Integral durch nochmalige partielle Integration fiir p — oo ab-

geschitzt werden kann. Es resultiert

(p) = o (~em B+ 00

2i
%(ei@-lﬁ _ e o) 4 0(p ) (5.20)
Im
=sin(p — —) +0(p™),

2
wobei (—i)! = e /2 P(1) = 1, B(—1) = (1) = ™, 5. (B9), verwendet wurde.

Ist das Potential sphirisch symmetrisch, so ist die Streulésung v (k, #) achsialsymme-
trisch (L3y = 0) und hat eine Partialwellenentwicklung der Form

w(k, 7) = % ;# (20 + V)ui(k, ) Py (cos 6) | (5.21)
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wobei die u;(k,r) im Ursprung reguliire Losungen von ([£9) mit £ = k? sind. Auf letzterer
Grundlage ist u;(k, ) nur bis auf einen Faktor bestimmt; immerhin ist «; reell bis auf eine
Phase,

w(k,r) = P ®g,(k,r) .

Der Faktor, und somit die Streuphase §;(k), sind aber durch (5.10]) absolut bestimmt, wie
wir nun zeigen. Fiir r — oo geht u;(k,r) in eine Losung der freien radialen Schrodinger-
Gleichung iiber und ist somit eine Linearkombination von e**":

1 : .
Ul(k, ’I") _ Z(14_‘_81(1~c1”—l7r/2) . A_e—l(kr—lﬂ'/Q)) + O(T_l) ,
wobei A, = A_e?% . Aus (5.10) folgt, dass u;(k,7) denselben einlaufenden Teil (~ e~*7)
hat wie 7;(kr), vgl. (520), also A_ = 1. So ist schliesslich

(/{Z 7,) 21 (ei(krflw/2+2c$l) . efi(krflrr/Q)) + O(Tﬁl)
i
= e sin(kr —Ir/2+ &) +O(r™").
Beachte, dass die Streuphase d; aus einer beliebigen reguléren Losung von (£9) gewonnen

werden kann, da sie unter dem Sinus (und nicht nur als Vorfaktor ') vorkommt. Fiir
die Streuwelle ergibt sich so die asymptotische Darstellung

o ikr
Us(k, Z) = Y(k,T) — 7 = ek:r Z(Ql + )211( 20 _1)Py(cosf) + O(r?)

=0

und damit die Streuamplitude:
1 o0
f(k,0) = =7 ZO (21 + 1)e™ sin &; P(cos 0) . (5.22)

Fiir den totalen Streuquerschnitt erhdlt man daraus unter Benutzung von (B.13]), bzw.
(B.9) die beiden Ausdriicke:

(e 9]

o(k) =5 Z(2z+ 1) sin? §, (5.23)
_ %Im £(k,0) . (5.24)

Die zweite Form reproduziert das Optische Theorem (5.16]) im Fall eines Zentralpotentials.
Zusammenfassend ist das Streuproblem reduziert auf die Berechnung der Streuphasen
0;(k). Dazu braucht man nur die regulire Losung u;(k,r) der radialen Wellengleichung
zu bestimmen.

5.5 Resonanzen
Resonanzen sind Energien £ = k%, bei welchen der (partielle) Streuquerschnitt

Am

o(k) = kQ(

20 + ) SiIl2 5[(1{?)

53



besonders gross ist. Nach (5.14] 5.22)) dussert sich [ in der Verteilung do/dQ < P?(cos )
der gestreuten Teilchen. Wir nehmen fiir V einen kompakten Tréger an: V(r) = 0 fiir
r > Ry. Die Streuphase Sj(k) = e%%*) beschreibt die Beziehung zwischen ein- und
auslaufenden Anteilen in der reguldren Losung u;:

2wy (k,7) = Sy(k)hy(kr) — hy(kr) (r > Ro) , (5.25)
wobei hy(p) die Losung der freien Gleichung (5.19) mit der Asymptotik
hu(p) = "1+ 0(p7))

einer auslaufenden Welle ist. Insbesondere ist hg(p) = e und hy(p) = (p~' — i)e?. Die
Funktionen h;(p) haben analytische Fortsetzungen fiir p € C\ {0} mit

hi(=p) = (=1)'hu(p) -
In der radialen Schrédinger-Gleichung (49) ist die Abhingigkeit nach € = k? analytisch.
Sie wird an die regulire Losung u;(k, 7) vererbt, sofern diese z.B. durch r=(+Dy (k, r) — 1,

(r — 0) eindeutig gemacht wird. Es folgt u;(k,r) = w(—k,r) = w(k,7), da die weiteren
Ausdriicke alle erwéhnten Eigenschaften der Losung w;(k,r) mit ihr teilen. Fir r > Ry
kann wu; nach Losungen der freien Gleichung (5.19) zerlegt werden,

2wy (k,r) = f;F(k)h(kr) — f; (k)h(kr)

wobei die Koeffizienten fi=(k) (Jost-Funktionen) wiederum analytisch sind. Die fiir k > 0
geltende Losung (5.25]) stimmt mit dieser bis auf einen Faktor iiberein, womit Sj(k) =
f;7(k)/ f; (k) eine analytische Fortsetzung bis auf Pole hat mit

Si(—k) = Si(k) ™" = Si(F) . (5.26)

In der Halbebene Rek > 0 steht hy(kr) fiir eine auslaufende Welle; in Imk > 0 fiir
eine exponentiell abfallende. Ein Pol in der oberen Halbebene steht fiir eine Welle ohne
exponentiell anwachsenden Teil, d.h. fiir einen gebundenen Zustand. Solche kann es dort
nur fiir k rein imaginiir geben, da der Eigenwert £ = k? reell ist. Es ergibt sich folgende
allgemeine Lage der Pole.

Imk

.- .gebundene Zusténde

° ° Rek

o o’

... Resonanzen

o . [

. virtuelle gebundene Zusténde
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Nach (5.26]) ist das Bild symmetrisch bzgl. Spiegelung an der imaginédren Achse; jene
an der reellen liefert die Lage der Nullstellen. Eine Resonanz liegt vor, wenn sich ein
Pol-Nullstellen-Paar nahe der reellen Achse befindet. Deren Lage sei £ := E, Fil'/2,
(E;,T' > 0), wenn sie durch E statt k parametrisiert wird. Dann ist

20(E) _ E— (B +11'/2) . o210 (B)

E — (E, —il'/2)

wobei der “Hintergrund” e?9+() eine analytische Funktion ohne Pole noch Nullstellen

nahe der Resonanzenergie ist, also 6.(F) =~ d, fir F ~ E,.

E <K E,
Der Verlauf von o;(F) kann anhand von A

N 62_15*

4sin? §,(E) = |20 _ 12 (5.27) B> E

und des Bilds abgelesen werden: Fiir §, # 0 1
durchliuft (5.27) ein Maximum bei e?%(®) = —1

und ein Minimum bei e?%¥) = 1, wie in der Figur

links (Fano-Feshbach Resonanz).

UZ(E) O'I(E)

E; E
Oft (aber nicht immer) ist aber d, ~ 0 und damit

/2
E.—-FE’

(I'/2)*

tand; =

OZ(E) 2l+ 1)

k2 ( (E—E,)?+(I'/2)?

(Breit-Wigner Resonanz), vgl. Figur rechts. Dabei hat I die Bedeutung der Halb-

wertsbreite.

Ein Wellenpaket der Energie ~ E weist nach der Streuung eine Verzogerung 7 = hdd, JdE
auf gegeniiber einem vor der Streuung gleichen, aber stets freien Wellenpaket (vgl. Ubung-
en). Mit tan’ z = 1 + tan? z ergibt sich hier

s, r/2
dE ~ (E - E.)? + (T/2)?

und mit F ~ F, £ I'/2 liefert dies
T~ h/T

fiir die mittlere Lebensdauer der Resonanz.
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6 Niherungsmethoden

6.1 Storung des Eigenwertproblems

H° = H% habe den vom Rest des Spektrums isolierten Eigenwert E°:

o(H?) o ° ° °
EO

Es sei M? der Eigenraum von H® zum Eigenwert E°, dim M° = n° < oo, und P° die
Projektion auf M°. Dann ist Q° = 1 — P° die Projektion auf M. MO und MO sind
invariant unter H°, und die Teile von H® in M° bzw. M 0+ haben die Spektren {E°},
bzw. o(H°)\ {E}. Insbesondere existiert (E°— H)~! auf M°", d.h. auch die reduzierte

Resolvente
RO — (EO _ H(J)leO — QO(EO _ H(J)leO ) (6.1)
Wir untersuchen nun das Verhalten des Eigenwerts E° unter dem Einfluss einer Stérung

H® ~ H°4eH', (H' = ) (6.2)

fiir kleine Werte des Stérparameters €. Das triviale Beispiel H? = E° - 1 zeigt schon, was
passieren kann: der Eigenwert E° spaltet auf in n° Eigenwerte

E,=E"+¢E], (k=1,...,n°,

wobei die E} die Eigenwerte von H'! sind. Im Allgemeinen nehmen wir an, dass E°
in n° Eigenwerte Fj(¢) mit Eigenvektoren () aufspaltet, und dass Ej(¢) und . (e)
Entwicklungen nach Potenzen von e besitzen. So setzen wir an:

(H'+eH'—E'—cE, —’E; — .. ) (V) +etp + i +...) =0, (k=1,...,n°%

und finden durch Koeffizientenvergleich:

(H°— E°)yp =0, (6.3)
(H° — E%)p + (H' — E)yp =0, .
(H° — E°)yp+ (H' — E)vp — By =0, (6.5)

Nullte Ordnung. Gl. (6.3) bedeutet nur

Q™ =0, (6.6)

dh. 2 € M° Weiter sind die 99 in nullter Ordnung nicht bestimmt. Nur wenn E°
ein einfacher Eigenwert ist, ist 12 (bis auf Vielfache) dadurch bestimmt. Denn anson-
sten héngen sie tatséchlich von der Stérung ab: sie sind die Grenzwerte der gestorten
Eigenvektoren 1y (¢) fiir e — 0.

Die 49 kénnen somit innerhalb von M erst in héherer Ordnung bestimmt werden. Die
Reihe Fj(e) wird sich dann eindeutig ergeben, nicht aber ohne Weiteres die des Eigen-
vektors 14 (¢), denn dieser bleibt einer (mit Grenzwert ¢?) selbst nach Multiplikation mit
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einer beliebigen Reihe der Form 1 + cie + coe? + .. .. Diese Freiheit wird beseitigt durch
die Normierung (¢9|¢x(g)) = 1, d.h.

W) =0,  (I=12..). (6.7)

Erste Ordnung. Wir operieren mit P° auf (6.4). Wegen P°(E° — HY) = 0 und (6.6)
ergibt sich

PYH*PY%)) = Ely? (k=1,...,n%. (6.8)
Die Eigenwertstorungen erster Ordung F;} sind die Eigenwerte des Operators P H! P? auf
MP°: ein n°~dimensionales Eigenwertproblem. Dieses bestimmt die 19 (bis auf Normie-
rung), soweit keine Entartungen auftreten. Praktisch withlt man in M° eine orthonor-

mierte Basis {¢,} ungestorter Eigenvektoren. Dann ist der Operator PYH!PY dargestellt
durch die Matrix

(| H 0s) (r,s=1,...,n% .

Die E} sind die Eigenwerte dieser Matrix, die zugehérigen Eigenvektoren (Spaltenvekto-
ren) die Entwicklungskoeffizienten von 9 in der Basis {¢,}. Im Spezialfall n® = 1 ist bei
Normierung ||4°]| = 1

E' = (°|H ") (6.9)

die Eigenwertverschiebung 1. Ordnung. Wir operieren noch mit Q" auf (6.4) und
finden wegen Q%Y = 0:

(H® — E%)QU} = —QH'Y |
also
Q"y = ROH )y . (6.10)
Im nicht entarteten Fall (n® = 1) folgt mit (6.7)
' =RH'W" . (6.11)

Zweite Ordnung. Wir greifen einen n'-fachen Eigenwert E' von (6.8 heraus mit
Eigenvektoren 99, (k = 1,...n'), welche den zugehérigen Eigenraum M' C M° von
PYH'PY aufspannen (n' < n%). Es sei P! die Projektion auf M!, also P'4Q = 2;
P = P'P% PY(H° — E° = 0 und P'P°(H' — E')P" = 0. Operieren wir mit P! auf
([©3) so ergibt sich damit:

Epyp = P'(H' = E")g, = P'P°(H' — E") (P + Q")
= PLH'Q"y

und aus (6.10):
1771 p0 7l Pl 0 _ 72,0
P H RPH P ¢, = E; . . (6.12)

Dies ist ein n'-dimensionales Eigenwertproblem zur Bestimmung der Eigenwertstérungen
E? und derjenigen 2, die in erster Ordnung noch unbestimmt geblieben sind. Im Fall
n' =1 ist ¢° schon durch (6.8) bestimmt, und fiir |[1/°]] = 1 ist

E* = (W°|H'R°H'[4)°) (6.13)
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die Eigenwertverschiebung 2. Ordnung. Wenn E° der tiefste Eigenwert von H° ist
(Grundzustand), so ist (E° — H%) < 0 auf M°", also R° < 0 und folglich auch E? < 0.
Das Auftreten der reduzierten Resolvente R’ verunméglicht oft die exakte Auswertung
der Storungsformeln 2. Ordnung. Im Fall, dass H° nebst E° rein diskretes Spektrum
besitzt, mit Eigenwerte E: # E° und normierten Eigenvektoren -, so ist

mit entsprechenden Ausdriicke fiir (6111, 613]):

1 11,/,0 1 1,/,0
ZW w\HhM ZWIHWH

9

Beispiel: Stark-Effekt. Wir untersuchen die Stérung des Niveaus n = 2 des Wasser-
stoffatoms

Hozﬁ_ej
2m T

durch ein homogenes elektrisches Feld E = (0,0, E):
H''= —¢Fz; .

Hier spielt E die Rolle des Storparameters. Die 4 Funktionen
L ug(r)
¢le(x) :T}/}m(a s (120,1, m:—l,,l) .

bilden eine orthonormierte Basis im Raum der Eigenfunktionen von H° zur Energie Ey =
—1/4Ry. Allgemein ist
(Unim |23 Ynim) =0, (6.14)

falls m # m/, da M3 mit x3 vertauscht. Ebenso gilt (614]) falls [ = ', da dann die beiden
Faktoren des Skalarprodukts ungleiche Paritit haben. Die 4 x 4-Matrix (Vopn| H|{oym)
hat also die sehr einfache Form:

Yoo Y210 You1 Yor1
Pago | 0 € 0 0
210
o1y
o141

e = —eE (ogo|T3|th210) = —eE/ dr uso (1) rus (1) /dQ Yoo cos(0) Yo
A 0 N

(6.15)

o O M)

0 0 0
0 0 0
0 0 0

J/

73\75(10 1/‘\,/5
= 3eapE , (ap = Bohr-Radius) .

Diese Werte erhélt man durch Berechnung der normierten radialen Eigenfunktionen ugg(r)
und ug; () unter Benutzung von (L13). Ausgedriickt durch das Feld des Kerns

Epon = 5 = 5.14 - 10" Volt - m™!
a4y
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im Abstand eines Bohr-Radius schreibt sich

FE 4 E
: FJ’Bohrao6 =06 e 6 Ry 5

=3 —
© EBohr 2h2 EBohr

EBohr

ist also praktisch sehr klein gegen die Bindungsenergie des H—Atoms. Aus der Losung
des Eigenwertproblems fiir die Matrix (6.15]) ergibt sich folgendes Bild:

Aufspaltung: Eigenfunktionen nullter Ordnung:

g i %(¢200+¢210)
T y m==+1
- ; V11, Ya1-1
g,
— %(1/1200 — 210)

6.2 Variationsmethoden

Es sei H = H* nach unten beschrénkt, I, das Intervall (—oo, \) und I,(H) der spektrale
Projektor (3.19) von H fiir dieses Intervall. Definition:

Exy =inf{\ |dim I, (H) > N}, (N=1,2,...), (6.16)
wobei dim P fiir die Dimension des Bildraumes des Projektors P steht. Typischer Fall:

dlmf)\ o0

Ey Ey = Ej Ey Es=FEs=...=Ey

Esist Fy < Fy < FEj3. .., also existiert limy_ .o En = F, wobei auch E,, = oo moglich
ist. Die Zahlen Ey < F., bilden die Folge der aufsteigend geordneten, endlich entarteten
Eigenwerte von H unterhalb E,, wobei mehrfache Eigenwerte entsprechend oft auftreten.

Satz 1. (Min—Max Prinzip)

Ey = inf max(y|H[Y), (6.17)

dim M=N peM

wobel das Infimum iiber alle Unterraume M der Dimension N zu nehmen ist und stets
||| = 1 vorausgesetzt wird. Im Fall Ey < E ist das Infimum ein Minimum.
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Bemerkung. Das Beispiel H = 2 (kinetische Energie eines Teilchens) zeigt, warum die
Unterscheidung von Infimum und Minimum nétig ist. Hier ist

00, (A>0),
0, (A<0),

dimIA(H):{ also Ei=FEy,=...=E,=0,

aber es gibt keinen Zustand 1 mit (¢|H ) = 0.

Beweis von Satz 1. Die Eigenvektoren von H zu allen Eigenwerten < Ey spannen
einen Raum der Dimension < N auf. Jeder N-dimensionale Unterraum M enthélt also
einen Zustand v, der zu all diesen Eigenvektoren orthogonal ist, so dass

Ex < (WH ) < max(v|H|y) .

Da dies fiir jeden Unterraum M der Dimension N gilt, ist auch

Exy < inf max(y|H|¢Y) .

dim M=N yeM

Sei nun A > Ey. Dann ist dim I\(H) > N. Der Bildraum von I)(H) enthélt also einen
N-dimensionalen Unterraum M und es ist

max(y[Hi) < A

Somit ist
inf max(y|H|y) <

dim M=N yeM

fiir alle A > Ey, also auch fiir A = Ey. Falls Ey < E, so wahlen wir M aufgespannt
durch N Eigenvektoren vy, ...1¥y zu den Eigenwerten Fjy,..., Ey. Dann ist

Ey = max(s|H|Y)

fiir dieses M, und
Eny <m H
N = we&}\)j(lﬂ |¢>

fiir alle M der Dimension N, also das Infimum in (6.17) ein Minimum.
Satz 2. Sei HM) < H® | beide beschrinkt nach unten. Dann gilt fiir die entsprechenden
Folgen
EV<EY, (N=12..). (6.18)
Beweis. Sei dim M = N. Fiir alle ¢y € M ist
(WIHM ) < (WIH ) < max([HP|)

also "
EW < m H®
N = wg@}@’ V)

fiir alle M der Dimension N und folglich E](\}) < Ej(\?)
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Satz 3. Sei M ein m—dimensionaler Unterraum (m < oo) und 1, ..., eine ortho-
normierte Basis in M. Dann ist

Ev<Ey, (N=1,....m), (6.19)

wobei die E}, die aufsteigend geordneten Eigenwerte der Matrix (1;|H|v%) sind.

Beweis. Die E}, (N = 1,...,m) sind die Eigenwerte des Operators PHP auf M,
P=Projektion auf M. Es sei N < m und My der Unterraum, aufgespannt durch Eigen-
vektoren 1y, ...¢¥x von PHP zu den Eigenwerten Ei, ..., E. Dann ist

Ey = max (Y|H|¢Y) > . inf max(y|H|Y) = Ey .

YEMN im M=N peM

Beispiel.

B B B

In dieser Situation kann man nur schliessen, dass H mindestens zwei Eigenwerte F; < E]
und Fy < F) besitzt — die E\y > E4 geben keine Information. Ein wichtiger Spezialfall
ist

Satz 4. (Grundzustand) Sei (|H|¢) < Eu fiir irgend ein v, (||¢|| = 1). Dann hat H

einen endlich entarteten Grundzustand der Energie

Ey < (PlH[y) - (6.20)

6.3 Helium als Beispiel

Das Helium-Atom besteht aus einem Kern (Z = 2) und zwei Elektronen, deren Wechsel-
wirkung wir als Stérung auffassen: H = HY + H! auf L?(R%) mit

h? 1 1 2
ILTNUN ST S
m T1 T2 T12
wobei 1, = |Zg| und 2 = |Z1 — Z3]. Der Kern ist fest bei & = 0 angenommen. H

vertauscht mit
U: Q/J(fl,fg) — w(fQ, fl)
und lasst daher die beiden Eigenrdume von U (Symmetrie-Sektoren) invariant, ndmlich

H={y | Uy =1}, (¢ symmetrisch) ,

H ={¢|U¢p=—y}, (¢ antisymmetrisch) . (6:21)

Dies gilt auch fiir H°, man kann daher das Stérungsproblem in H* und H~ getrennt
betrachten. Die entsprechenden Spektren von H? sind:
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HY —e oo

Hi . '_"

-8 Ry -5 Ry —4 Ry 0

mit den normierten Eigenfunktionen

Vo0 (T1, T2) = P100(Z1) Pr00(72) (n=1),

UE (@, ) = %(%m(fl)cﬁwo(@) L bum(@)b100(@) s (> 1),

zu den isolierten Eigenwerten

4
0o me 1
E°= 4. 2_712<1 + ﬁ> . (6.22)

Dabei sind die ¢y, die Wasserstoff-Zustéinde fiir die Kernladung Z = 2 (He™—Ion).
Im Intervall (—4 Ry, 0) hat H® noch oo viele Eigenwerte, die im Kontinuum eingebettet
sind — diese betrachten wir hier nicht. Unter dem Einfluss der positiven Stérung H'*
werden die Eigenwerte (6.22)) nach oben verschoben, s. (6.I8]). Die Schwelle —4 Ry zum
Kontinuum bleibt jedoch unverindert, da der Grundzustand von Het von der Abstossung
der Elektronen nicht beriihrt wird.

Der Grundzustand. Im normierten Zustand

W) = F) ). F) = (ra®) e (0> 0)
wird

(@) = (a0) = = [ #2917 = =ar [ ar P\ = a2,

(1) = (") = am [ drrlp =t

o) =2 [dn e [ dnrdre)

T
_, / dey 2 (r)dmry / dra 12 2(rs)
0

:al/ dxxez/ dy y?e ™Y
0 0

L 83 [e%} x
— _ d -0z d —PY
a aaapQ /0 I e /0 ye

Bei der Berechnung von (ry;) wurde verwendet, dass das Coulombpotential einer ku-
gelsymmetrischen Ladungsverteilung ausserhalb von ihr so ist, als ob sich die gesamte

5
= ga_l .

o=p=1
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Ladung in ihrem Mittelpunkt befdnde. Insgesamt:

5
<H0>:2Ry~(a2—4a), (H1>:2Ry'§a,
4 h2
Ry = % , o = % , ag = @ = BOhr—RadiuS .

e Stérungsrechnung 1. Ordnung. Hier wihlt man 1 als Grundzustand von H° (f =
Grundzustand von He™), d.h. a so dass (H°) minimal wird:

(H%) = EY = —8Ry
(H') = +2.5Ry \H)=—55Ry,

entsprechend einer Energiedifferenz (Ionisierungsenergie) von 1.5 Ry zur Grundzustands-
energie des He™.

e Variationsrechnung. Hier wihlt man « so dass

27
(H) = 2Ry - (o = L)
minimal wird: )
27 27
= — H) = -2 — ] = —b5. )
a=1g (H) Ry <16> 5.695 Ry

Da die Eigenwerte in H~ > —5 Ry sind, liegt der Grundzustand von Helium in H™, mit
einer lonisierungsenergie > 1.695 Ry. Das Resultat kann als Abschirmung interpretiert
werden: Die Anziehung auf ein Elektron entspricht nicht der vollen Kernladung, o = 2,
sondern effektiv nur o = 27/16 = 1.687.

Ein verbesserter Variationszustand (Hylleraas, 1929) liefert die Energie (H) = —5.807 Ry.
Sie stimmt bis auf hier nicht behandelte relativistische Korrekturen (Feinstruktur) mit
dem experimentellen Wert der Grundzustandsenergie iiberein.

Angeregte Zustinde. In erster Ordung Storungsrechnung ist die Verschiebung der

Eigenwerte in H*:
2
e
unabhéngig von m. (Dies ist eine Folge des auf Seite [RI behandelten Satzes von Wigner—
Eckart.) Die [-Entartung hingegen wird aufgehoben, ebenso die Entartung zwischen H*

und AH~: man findet
AE;S - Dnl =+ Anl )

1 - -
D, = ez/d3x1d3x2r—’¢100(371)¢n1m(332)’2 )

12

1 =N — =\ /=N
An = 62/d3561d3372r—ﬁbwo(l’l)<Z5nzm(561)¢1oo($2)¢nzm(l’2) )

12

beide unabhéngig von m. Nebst dem direkten Integral D, ist auch das Austauschin-
tegral A, positiv, denn A,; ist von der Form

— — 1 . —
A, = 33M:_/3E4,E4 K
. /dmyW—zﬂ o | P E@) - E@) >0, (6.23)
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wobei — in Analogie zur Elektrostatik — £(Z) das von der komplexen Dichte p(7) erzeug-

te elektrische Feld ist. Das Austauschintegral sorgt also fiir die Authebung der Entartung
zwischen H' und H~, und zwar so, dass die entsprechenden Eigenwerte in H~ tiefer

liegen als in H™T.

HF H™
(BB T AT B ad 4]
3 : - E ag =3,
Esl 2 : =2
5 II|||II E i
st ] :
|IIIIIIII ; Hydrogen Experimentell findet man 2 Termsche-
I i levdle mata, zwischen denen es keine (oder
| i . .
1ok ,'III,' ; nur sehr schwache) Ubergéinge gibt.
|'I|'II|' bahoim | orhonalun Denn: Augh die Stérung durch gin elek-
eV ||'||'|I =0 : S=1 o tromagnetisches Feld erhilt die Sym-
L ,l_[.'% : " metrie beziiglich Vertauschung der bei-
20 i ' Helium den Elektronen.
l.'ll'l,l' : energy
119 : levels
5 A !
2 3 0 1 2 3

0 1
Orbital angular momentum [
Quelle: hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/quantum/helium.html
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7 Drehimpuls und Spin

7.1 Symmetrien im Hilbertraum

Bevor wir zum eigentlichen Thema des Kapitels gelangen, soll der Zustandsbegriff und
insbesondere (3.3]) nochmals erértert werden. Dem folgenden Satz gehen zwei Definitionen
voran.

Der Zustandsraum eines quantenmechanischen Systems ist ein Hilbertraum H iiber C.
Ein (reiner) Zustand ist ein Strahl: {\¢}, wobei ¢ € H, ||| = 1 fest und A € C, [N\ =1
beliebig ist, und umgekehrt. Eindeutig sind reine Zustdnde gegeben durch 1-dimensio-
nale orthogonale Projektoren II auf H:

L = ) (o)
(bzw. II = |¢)(¢]). Sei II(#H) die Menge aller solcher Projektoren.

Definition. Eine Symmetrie ist eine Abbildung S : TI(H) — TI(H), IT — IT', derart
dass
tr (I 11,) = tr (TT7115) . (7.1)

Durch Strahlen ausgedriickt:
[(alea) = (w1 lvs)1*

d.h. invariant sind die Wahrscheinlichkeiten, deren Bedeutung aus (3.24)) erhellt. Auch
der Erwartungswert einer Observablen A lésst sich durch IT ausdriicken:

(A)n = tr(AIl) = (¢[A]¢) .
Definition. Ein antilinearer Operator A : H — H ist eine Abbildung mit
ANi[ihr) + Xaliha)) = MA[n) + Mo Ala) . (N €C,|ihi) € H) .

Sein adjungierter Operator ist durch

(Pl A™) = (WlAd),  ([¢),|¢) € H)

definiert (beachte den Unterschied zu (3.4]). Eine antilineare Isometrie liegt vor, falls

(Ad|AY) = (¥]0) ,

d.h. A*A = 1. Ist ferner A invertierbar oder, dquivalent dazu, AA* = 1, so heisst A
antiunitar.

Es gelten die Regeln wie im linearen Fall. Beachte allerdings

(AA)* = A"X = AA" . (7.2)

Satz. (Wigner) Jede Symmetrie ist dargestellt als
S(II) = unu- (7.3)
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(d.h. ¢ = Uv) mit U einer entweder linearen oder antilinearen Isometrie. Dabei ist U
eindeutig bis auf Multiplikation mit einer Phase ¢ € C, |¢| = 1.

Beweis. s. Anhang D.
Bemerkung. Ist die Symmetrie umkehrbar, so ist U unitédr oder antiunitér.

Diskrete Symmetrien. Wir betrachten zunéchst ein klassisches Teilchen im Raum
(oder stillschweigend mehrere), bei dem dynamischer und kinematischer Impuls {iberein-
stimmen: p'= mZ. Die diskreten Symmetrien Raumspiegelung P und Zeitumkehr T
sind

P:(Zp)— (=%, -p),
T (f7ﬁ> — (fv _ﬁ) :
Sollen P,T" auch Symmetrien im Sinne obiger quantenmechanischer Definition sein, so

ist ihrer Bedeutung entsprechend zu fordern, dass die Erwartungswerte (z;)r, (pi)m so
transformieren. Fiir die Operatoren Up, Ur aus Gl. ([3]) bedeutet dies

UpxUp = —x; , UppiUp = —p; ,
UrziUr = x; , UrpiUr = —pi .
Insbesondere ist Up[p;, z;)Up = [pi, x;], Urlpi, ;]Ur = —[ps, x;]. Vergleich mit [p;, z;] =

—ihd;; zeigt, dass Up linear und U antilinear sein muss.

Fiir eine Symmetrie S mit S? = 1 folgt aus (.3) fiir das entsprechende U
U? =c

mit |¢| = 1. Im linearen Fall kann durch Wahl der (unbestimmten) Phase von U erreicht
werden, dass ¢ = 1. Im antilinearen bringt dies nichts; hingegen folgt aus U?U = UU?,

dass ¢ = ¢. Also
U = 1, (linear),
+1, (antilinear),

wobei das Vorzeichen eindeutig durch S bestimmt ist. Insbesondere folgt aus P2 = T% =1
Uz =1, UZ=cr==1.

Beispiel. Fiir ein Teilchen im R® ohne weitere Freiheitsgrade (Spin), also H = L?*(IR3),
erfiillen die Abbildungen

Upy)(@) = (=2),  (Ur)(Z) = $(2)

alle obigen Vorgaben und zwar mit ¢y = 41. Spiter (s. Ubungen): Fiir ein Teilchen mit
Spin j ist e = (—1)%.

Allgemein ist S eine Symmetrie des Hamiltonoperators H, falls fiir das entsprechende
U gilt

Ue—iHt/ _ Ty (unitar), (7.4)
eHHL/AT (antiunitér), |
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Aquivalent zu (Z4)), und zwar in beiden Fillen, ist [U, H] = 0, wie man durch Ableitung
nach t sieht; also auch
U*HU = H ,

was die gewihlte Bezeichnung erklart, vgl. (8.63). Insbesonders beinhaltet eine solche
Symmetrie eine Zeitumkehr, genau dann falls sie antiunitar ist. (Dies gilt somit auch fiir
Systeme, bei welchen ¥, p keine Observablen sind.)

Bemerkung. Die umgekehrte Zuordnung in (7.4]) wiirde auf U*HU = — H fiihren. Nicht
nur ist das keine Symmetrie von H, sondern sein Spektrum miisste symmetrisch bzgl.
A — —X sein. Diese an sich schon restriktive Bedingung steht im Widerspruch zum
Spektrum typischer Hamiltonoperatoren, welches nach unten beschrinkt, nach oben aber
unbeschrankt ist.

Kontinuierliche Symmetrien. Sei GG eine zusammenhédngende Lie-Gruppe. Eine pro-
jektive Darstellung von G in H ist eine (umkehrbare) Symmetrie S, : II(H) — II(#H)
fiir g € G mit

Sy 0 Sh=Sgn , S,(I1) stetig in g. (7.5)
Nach dem Satz entspricht der Symmetrie S, eine (bis auf eine Phase eindeutigen) Abbil-
dung U, : H — H mit

Sy(IT) = U,IIU;
und (ZH) bedeutet
UgUh — W(g, h)Ugh

mit w(g,h) € U(l) = {z € C| |z| =1}. (g — U, heisst ebenfalls projektive Darstellung

von (). Insbesondere ist U, unitédr (und nicht antiunitér), da jedes ¢ € G von der Form
g = h? ist. Durch Betrachtung von U,U,U, folgt

w(f; 9)w(fg,h) = w(f, gh)w(g, h) (7.6)

und speziell w(g,e) = w(e,g) = w(e,e), (e: Einheit in G). Die Phase w(g, h) ist nicht
eindeutig: Unter der “Eichtransformation” U, — A(g)U, mit A\(g) € U(1) geht sie {iber in
die dquivalente Phase

wW'(g,h) = w(g, Ag)A (M)A (gh) ™ . (7.7)

Insbesondere ist U, dquivalent zu einer (iiblichen) Darstellung, falls w'(g, h) = 1 erzielt
werden kann.

Satz. Betrachte die Listen von zusammenhéngenden Lie-Gruppen:

(i) SO(n), Euklidische Bewegungsgruppe, A(4) (Lorentz-Gruppe), P(4) (inhomogene Lo-
rentz-Gruppe); )
(i) R (bzgl. +), SU(n), Spin(n) (n > 2), universelle Uberlagerungsgruppen aus (i).

In einer geniigend kleinen Umgebung von e € G kann w(g, h) = 1 gew#hlt werden. Fiir
die einfach zusammenhingenden unter ihnen (Liste (ii)) gilt dies global. Dann ist
jede projektive Darstellung von G zu einer (iiblichen) unitdren Darstellung dquivalent.

Nicht in die Liste aufgenommen werden diirfen R™ (n > 2), sowie die Galilei-Gruppe.
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7.2 Drehungen

Unter einer Drehung R € SO(3), ¥ — RZ eines quantenmechanischen Systems adndern
sich seine Zusténde ¢ € H geméss ¢ — U(R)v, wobei U(R) eine unitire Darstellung
von SO(3) ist, d.h.

U :SO(3) — L(H) = {lineare Abbildungen H — H} ,
R U(R) (7.8)

cin Homomorphismus ist,
U(R))U(R2) =U(RyRs) , Ul =1,
der unitér ist: U(R)™' = U(R)*.
Beispiel. Vgl. ([8.64):
H=L'RY),  (Uo(R)Y)(@) =v(R'7). (7.9)

Bemerkung. Nach dem vorigen Abschnitt erfordert die Quantenmechanik bloss, dass
die Darstellung der SO(3) eine projektive ist. Wir iibersehen dies zunéchst, kommen aber
spater auf Seite [[7] darauf zuriick.

Infinitesimale Drehungen sind Elemente €2 des Tangentialraums an SO(3) im Punkt

1,
d
QO =—R(t
dtR( ) =0

wobei t — R(t) eine differenzierbare Kurve in SO(3) durch R(0) = 1 ist. Mit €; und
sind dann auch

(7.10)

d
04191 + (IQQQ = aRl(alt)Rg(Olgt) o s (Ojl,ag € R) s
d
RQlRil - aRRla)Ril 5 (R S SO(B)) 5 (711)
=0
d
[, Q] = ERl(t)QQR1 (t)~* .
infinitesimale Drehungen: Diese bilden mit der Klammer [-, -] die Lie-Algebra so(3) von
SO(3). Wegen
RT(H)R(t) =1 = Q'+a=0,
0T +0=0 N (em)T<th> — T+t _ g

besteht so(3) aus allen antisymmetrischen 3 x 3-Matrizen. Jede solche Matrix ist von der
Form

0 —Ws3 0%)
Q((Ij) = Ws 0 —Ww1 )
—W9 w1 0

d.h.
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&l

Q@)T=FAT (7.12)

mit & = (wy, ws, ws) € R3. So ist dimg so(3) = 3, z.B. mit Basisvektoren
Q; :=Q(é) , (i=1,2,3),

wobei {¢;} die Standardbasis fiir R? ist. Fiir & = we, (|¢] = 1) ist @ = R(€,wt) die
Drehung um Achse € und Winkel wt. Es gilt:

RUG R = Q(R) (R €S0(3)) ,
also [Q(dy), Q(da)] = Q(&) A Wp) und insbesondere
[, Q] = Q3 (und zyklisch). (7.13)

Jeder unitdren Darstellung (8)) der SO(3) auf #H entspricht nun eine Darstellung der
s0(3): .

UQ) := dtU(R(t)) o (7.14)
mit , R(t) wie in (TI0). (1. Genau: falls dim H < oo; ansonsten ist U(§2) ein unbe-
schrénkter Operator mit ¢» € D(U(Q)) genau dann, falls U(R(t))y differenzierbar ist. 2.
U(Q) ist eindeutig durch © bestimmt, obschon es R(¢) in (.I0) nicht ist.) Die Abbildung

Q — U(Q) ist ndmlich ein Homomorphismus der so(3):

U(Oqu -+ OéQQQ) = 011U<91) + OégU(QQ) , (Oél, Qo € R) ,

(10, 2]) = [U(2),U()] )
wobei letzteres aus
URQR™Y) =URUQU(R) ™, (R € SO(3))
folgt. Dass die Darstellung unitér ist, bedeutet nun
UQ) =-U(Q)
Fiir jedes & € R? definieren wir den selbstadjungierten Drehimpulsoperator
M (@) = iU(Q(d)) , (7.16)
also ;
M(&) = Mw; ,
i=1
wobei die Vertauschungsrelationen der M; = M (é;)
[M;, Ms] = iM; (und zyklisch) (7.17)

lauten.
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7.3 Irreduzible Darstellungen

Eine Darstellung auf H heisst irreduzibel, falls {0}, H ihre einzigen invarianten Teil-
rdume sind. Jede Darstellung zerfallt in eine direkte Summe irreduzibler, so dass es
geniigt, Letztere zu klassifizieren. Wir tun dies fiir so(3), denn damit erfasst man wegen
(CI4) auch die von SO(3). Ferner setzen wir voraus, dass die Darstellung unitér ist
(M} = M;,i=1,2,3). Sei

My =M, £iM, ,

(Auf- und Absteigeoperatoren), sodann ([Z.I7)) gleichbedeutend ist mit
(M3, My] = +My , [My,M_] =2Mj, (7.18)
wobei sich Ersteres auch als MsMy = My (Mj + 1) schreibt. Ferner ist
M?:= M2+ M2+ M2 = My My + Ms(Ms +1),  [M?, M;]=0
und die Unitaritdt bedeutet M} = My, M3 = M;.

Sei A ein Eigenwert von M?2. Da sein Eigenraum invariant ist unter M = M;, (i = 1,2, 3)
und sowieso # {0}, folgt aus der Irreduzibilitdt der Darstellung, dass M? = Al. Sei nun
1 ein Eigenvektor von Msj:

M3 = map (7.19)

fiir ein m € R. Damit ist auch m £ 1 ein Eigenwert, sofern M1 # 0:

MsMatp = My (M £ 1) = (m £ 1)Mot) . (7.20)
MMy =(A—m(m=x1))y (7.21)

Die so sukzessiv gebildeten Vektoren M1 spannen einen invarianten Teilraum auf, der
somit ganz H ausmacht. Da (|MzMytp) = ||Mytp|® > 0, folgt aus (Z2I), dass nur
endlich viele Werte von m auftreten, also dimH < oco. Es gibt folglich einen Eigenwert
J € R mit Eigenvektor ¢;, derart dass

Ms; = j; | Mi; =0 (7.22)
und |[¢;]|> = 1. Insbesondere ist A = j(j + 1) und (Z2I)) wird zu
MMt = pmtp i = GG+ 1) —=m(m—1) =(G+m)j+1-m).  (7.23)
Wir setzen rekursiv und soweit mdéglich

M—¢m = memfl (724)

fir m = 5,7 — 1,..., womit M3z, = ma,,; dabei ist ¢,, > 0 so, dass 1,1 normiert ist.
Nach ([Z23) ist ¢2, = ||M_tpn||* = pt und die Rekursion ist moglich, solange es nicht zum
Abbruch p,,, = 0 kommt: m = —j (die andere Losung, m = j + 1 > j, ist zu verwerfen).
Wir schliessen: Die Zahlen j,j — 1,...,—7 liegen in Schritten von 1; deren Anzahl ist
2j+1€{1,2,...}, also

3
1,2, .. 2
7727 (7 5)



Satz. Die unitéren irreduziblen Darstellungen D; der so(3), s. (T.13]), sind parametrisiert
durch (Z25) mit dimD; = 2j + 1. Es gilt

M*%p=j(j+1)%, (peD)). (7.26)

Wir halten noch fest: Die Vektoren 1), bilden eine orthonormierte Basis (Normalbasis),
iiblicherweise notiert als

{‘.]7 TTL> "Z'n:—j
Diesbeziiglich ist
M?|j,m) = (G + 1)lj,m) |
Melj,m) =+/7(j +1) —m(m £ 1)|j,m 1) .

Die Normalbasis ist fiir eine gegebene irreduzible Darstellung eindeutig bis auf eine ge-
meinsame Phase.

Beispiele. 1. Die 1-dim. Darstellung Dy ist trivial: M; = 0.

2. Die fundamentale Darstellung ist auf H = R3 (besser: C?) mit U(R) = R, bzw.
U(Q) = Q. Sie ist irreduzibel, hat Dimension 3 und ist somit isomorph zu D;. Dasselbe
gilt fiir die adjungierte Darstellung auf H = so(3) (besser: die Komplexifizierung so(3)c)

wmit, s. (11} (1),
U(R)Q = RQR™', U(1)2 = [, Q] .

Fiir spiteren Gebrauch sei hier die Normalbasis {|1,m)}! _ ,der Darstellung D; auf C?

angegeben:

Lo i — =@ i@ (= LD
11,1) = E(el‘i’leZ) ) 1,0) = —¢3, 1, -1) \/5( 1 2)( 1,1)) . (7.28)

Es ist ndmlich M;7 = ie; AZ, also M7 = i(€] +iey) AZ. Offenbar geniigt der erste Vektor
(1,1]1,1) = 1 und M;|1,1) = 0, und die restlichen beiden folgen durch Anwendung von
M_. Damit ist (Z.27) erfiillt.

3. Der Raum ), der Kugelfunktionen zum Index [ = 0,1,2,... (s. Anhang B) tragt die
Darstellung D;, da M? = (I + 1) und dim Y, = 2[ + 1.

Bemerkungen. 1. Fiir jede Darstellung D;, die aus SO(3) stammt, ist j ganzzahlig,
dh. j =0,1,2,..., denn wegen U(R(é3,¢)) = e M? und R(é3,27) = 1 ist [j,m) =
e 2™m|j m), also m € Z.

2. Im Satz kann “unitdren” durch “endlich dimensionalen” ersetzt werden. Die (linear
unabhéngige) Vektoren, die sukzessive aus (.20)) entstehen, sind nach wie vor endlich
viele, da nun dimH < oo postuliert wird. Auch gelten (.19 [[.22) nach wie vor, wenn

auch vorderhand mit m,j € C. Die Rekursion (.24)), nun mit ¢, := 1, muss abbrechen,
d.h. es gibt ein k£ € N, so dass

Vik#0, M9, =0. (7.29)
Aus (7.23) folgt p;—j, = 0, also 2j = k und damit (7Z.25) wie vorher.

3. Es gibt co-dimensionale irreduzible Darstellungen der so(3), die nicht unitér sind.
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7.4 Einschub: Zusammengesetzte Quantensysteme

Wie baut man zwei Teilsysteme zu einem Gesamtsystem zusammen? Beispiel: der Hil-
bertraum L?(R®) der 2-Teilchen-Wellenfunktionen (7}, #;) wird aufgespannt durch die
(Tensor)produkte:

PO (@)@ (7) = (v @ ) (&, 1)

von 1-Teilchen Wellenfunktionen 1) € L2(R?). Allgemein: der Hilbertraum des Gesamt-
systems ist das Tensorprodukt der Hilbertraume der Teilsysteme:

H=HDoH? . (7.30)

Die Definition davon ist durch folgenden Satz gegeben:

Satz. Das Tensorprodukt H ® H® zweier Vektorrdume, H, (i = 1,2), und eine
Abbildung ® : HY x H® — HWY @ HP sind (bis auf Isomorphie) durch folgende
Eigenschaft bestimmt: Zu jeder Bilinearform b : H" x H® — C gibt es genau eine
Linearform  : HM ® H® — C mit

(W @u®) =bW o), (P en),  dh

3@ L

b

HY o HO

HD
1
Sind H@ Hilbertraume, so auch M @ H®, und zwar mit Skalarprodukt bestimmt durch

WD 0@, w® @ w®) = (O, WD) . (@, w®) |

Eine konkrete Implementierung des Tensorprodukts ist: Sind {eg,? Y, (ng = dimH®),
Basen fiir H¥, so ist die Produktbasis
1 2)n1,m
() o ety

ma Jmi,ma=1

eine fiir HW @ H?.

Eine Motivation des Postulats (7.30) ist: Der Raum der Zustédnde des zusammengesetz-
ten Systems enthélt solche die durch Angabe der Zusténde der Teilsysteme gegeben sind,
P @ @ (reine Tensoren), sowie auch deren linearen Superpositionen. Man beachte
den Unterschied zu klassischen Systemen, wo es beim kartesischen Produkt 2; x 2 der
Zustandsrdume der Teilsysteme bleibt. Der Unterschied ist weniger eklatant, wenn auf
der klassischen Seite nicht Zustédnde, sondern Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber diesen
herangezogen werden. Solche Verteilungen werden ebenfalls {iber das Tensorprodukt aus
denjenigen der Teilsystemen erzeugt: M () x Qy) = M(Qy) ® M(Qy), wobei M(£2) der
Raum der Masse iiber €2 bezeichnet. Dadurch entstehen mehr Superpositionen als aus
den Teilsystemen selbst. (Diese Tatsache widerspiegelt sich in der Moglichkeit von Korre-
lationen zwischen den Teilsystemen.) In Anbetracht der probabilistischen Interpretation
der Quantemechanik ist letzterer Vergleich eher berechtigt, wenn auch die Superposition
anders geartet ist.
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7.5 Addition von Drehimpulsen

Drehungen eines zusammengesetzten Systems sind durch die Tensorproduktdarstel-

lun
© UR) =UDR)@UPR), (ReSO(3)) (7.31)

gegeben, wobei das Tensorprodukt von Operatoren A® auf H (i = 1,2), erklirt ist
durch
(AW & AD) (pD) @ @) = AYD g AG

auf HV @ HP. Aus (TI4) folgt fiir die Drehimpulsoperatoren (Z.I6))
Mi=MY@1+10M? | (i=1,2,3), (7.32)

und dies soll auch die Definition des Produkts zweier Darstellungen der so(3) sein, die
nicht notwendigerweise von SO(3) stammen.

Das Produkt von zwei irreduziblen Darstellungen D; zerféllt geméss der Clebsch-Gor-
dan Reihe
Djl ® Djz - Dj1+j2 @ Dleer,l @ e @ D|j1*j2| . (733)

Beweis. Die Vektoren der Produktbasis sind Eigenvektoren von Ms, vel. (.27, [7.32]),

Ms|j1,m1) @ |j2, ma) = (M1 + ma)|ji, m1) ® |2, ma) .

Aus der Figur ersieht man: Die Vielfachheiten des Eigenwertes m = my + my ist

fir m =714+ Jj2 o1

fir m:jl +j2—1 : 2

P o S 7.34
fir m = |j; — Ja : 2min(j1, j2) + 1 ( )
fir m = [j1 —jof =1 : 2min(jy, j2) +1

falls m > 0 und gleich unter m — —m. Daraus folgt: Keine irreduzible Darstellung D;
mit j > ji + jo kommt in D;, ® D;, vor; D; mit j = j; + jo kommt einmal vor und enthélt
je einen Eigenvektor mit Eigenwert mit m = —j,...,j. Der verbleibende Eigenvektor mit
m = j1 + j2 — 1 bedingt eine Darstellung Dj, 1,1, und so weiter bis Dy, _j,|. O
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Bemerkung. Im Fall j; = j, = j kann man auf D; ® D; die Vertauschung F;) :
1 ® g > Py ® 1Py definieren. Dadurch wird (T33) préazisiert zu

D;®D;=D;;&Dy; &...8D; (7.35)

wobei + (—) fiir symmetrische (Pug)? = 9), (bzw. antisymmetrische (Puoyy) = —v))
Zustinde unter Vertauschung steht, und & = (—1)%. Dies folgt als Nachtrag zu obigem
Beweis. Da [P12), M;] = 0, sind die Teilrdume der symmetrischen, bzw. antisymmetri-
schen Zusténde invariant unter der Darstellung und die Zerlegung nach Irreduziblen erfolgt
separat, also mit separaten Dimensionen (7.34)) der Eigenrdume M;zy) = ma). Zusténde
|7, m1) & |j, mg) mit m; = my sind symmetrisch; solche mit m; # my liefern zusammen
mit ihren Vertauschten je einen Zustand beider Sorten als Summe und Differenz. Dies
und die Figur zeigen: Bei m ~ m — 1 wachsen die erwidhnten Dimensionen alternierend
(bis zu m = 0). Die Behauptung folgt induktiv.

Belsplel Es ist D; ® D1 = Dy & Dy mit Tensorproduktbasis {13,3): 13, -3, -3

1
2/
——)} Ba51svekt0ren fur die Teildarstellung D; (Triplettzusténde) sind |1, 1) = |1,

)=
1

1,

da M;l3,3) = (3 +3)|3,3), sowie die weiteren durch M_ erzeugten Vektoren
L1 =13.3)
1.0 = 75— +1-£3), (730
L-1)=]-3-3):

fiir die Teildarstellung Dy (Singlett) einer zu ([7.36]) orthogonaler Vektor |0, 0) mit M3|0,0) =

0:
I

S5 -D-1-41). (737

Die Symmetrieeigenschaften von Triplett— und Singlettzustédnden sind evident.

10,0) =

7.6 Die quantenmechanische Drehgruppe SU(2)
SU(2) ist die Gruppe der komplexen 2 x 2-Matrizen V' mit

V'V =1, detV=1.

Infinitesimale Elemente
av(t)
dt li=o
(V(t) differenzierbar, V' (0) = 1) sind komplexe Matrizen mit

A= (7.38)
A"+ A=0, trA=0,
(verwende log det V'(t) = tr log V/(¢)). Sie bilden die Lie-Algebra su(2), versehen mit
[Ah AQ] = AIAQ - A2A1 )
vgl. (ZII)). Wieder enthélt sie ndmlich mit A auch

A =VAV*, (VeSu®). (7.39)
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Die Elemente A € su(2) sind von der Form

. . .3
. o1 as ap — 1a9 __iz o
A= A@) = 2(a1+ia2 —as )_ 2,1%@]
]:

(@ = (ay,as,a3) € R?) mit Pauli-Matrizen

01—<(1)é), 02_(?Bi>, 0—3_((1) _01) (7.40)

Insbesondere ist dimg su(2) = 3 und eine Basis ist

—

o-da

D | =

.0j
A =i

J E? (j:17273)

Die Matrizen (Z40) erfiillen
0i0; = 51]]1 -+ igz‘jko'k
(€123 = +1 und ¢;j; total antisymmetrisch), d.h.

—, -,

(G- @) (G-B) = (@ b)1+i5-(GND). (7.41)

Damit ist .
[A(d), A(b)] = A(@AD), (7.42)

bzw.

[Ay, As] = As (und zyklisch).
Die Lie-Algebren su(2) und so(3), s. (ZI3), sind isomorph iiber
R :su(2) —so(3), A(D) — Q&) , (7.43)
d.h. A; — Q;,(j =1,2,3). Die Abbildung R : A —  ist durch
[A, A(a)] = A(Qa) (7.44)

charakterisiert, wie man mit A = A(J), 2 = Q(&) aus (TI12] [[42) sieht. Die irreduziblen
Darstellungen der su(2) sind damit die D; aus dem Satz auf Seite [71]

Jede Darstellung U (V') der SU(2) liefert eine der su(2) durch, vgl. (ZI4, [T.15]),

U(A) = %U(V(t)) . (7.45)

mit A, V(t) wie in (38)). Diese bestimmt U (V') wegen
U(eAt) _ eU(A)t )

Beispiele. 1. Die fundamentale Darstellung der SU(2) ist auf H = C? mit U(V) =V,
bzw. U(A) = A. Sie ist irreduzibel, hat Dimension 2 und ist somit isomorph zu D 1

2. Die adjungierte Darstellung der SU(2) auf H = su(2) (oder H = su(2)c) ist, s. (.39),

UV)A=VAV ", (V € SU(2)) .

75



Als Darstellung der su(2), U(A)B = [A, B], ist sie wegen ((.42]) isomorph zur fundamen-
talen Darstellung D; der so(3). Insbesondere hat sie Dimension 3.

Im Unterschied zum Fall von SO(3) gilt hier auch die Umkehrung von (7.43]):

Satz. Jeder Darstellung D;, (j = 0, 2
Dabei gilt

.), der su(2) entspricht eine, U;, der SU(2).

) 27 7 A
Uj(=V) = (=1D)%T;(V) . (7.46)
Beweis: induktiv nach j. Die Behauptung gilt fiir j = 0, % Gilt sie fiir j, so ist

Uv) = U;(V)®V eine Darstellung auf D, ®Dy =D; 18D, 1,s. ([33), mit U(-V) =
(=1)¥**U(V). Dies gilt auch fiir die irreduzible Teildarstellung D, L O

Notation. Die entsprechenden Darstellungsmatrizen bzgl. der Normalbasis bezeichnen

wir mit Uf,{,)m(V):

Vlg,m Z U (V)lim'y ;. (V €SU(2) (7.47)

m/=—j

(Normalform der Darstellung).

Nach dem Satz lasst sich die Darstellung (.43]) zu einer von SU(2) heben. So erscheint
SO(3) als Darstellung der SU(2):

R:SU2) —>S0(B), Ve R=R(YV) (7.48)

mit
V =A@ R = @t (7.49)
Die Abbildung ist charakterisiert durch

VA@V! = A(Rd) (7.50)

denn infinitesimal ist dies ((C44]), vgl. Bsp. 2. Der Homomorphismus ([48)) ist surjektiv
(da jedes R € SO(3) von der Form (7.49) ist), nicht aber injektiv, da

R(V)=R(-V), (7.51)
s. (T50); ja es ist VAV ™! = A fiir alle A € su(2) genau dann, wenn V = +1. Also:
SO(3) = SU(2)/{£1}. (7.52)

Die Zuordnung (7.48)) kann anhand zweier Vollkugeln der Radien 27 und 7 veranschaulicht
werden:

R € 50(3)




e Durch R = R(€,¢p) = %) ist jede Drehung eindeutig durch einen Punkt el
der Vollkugel vom Radius 7, {€p | |e] = 1,0 < ¢ < 7}, gegeben, bis auf die
Identifikation der Diametralpunkte (4€, 7) wegen

fir ¢ = m. Insbesondere ist SO(3) nicht einfach zusammenhéngend. Eine zwei-
mal durchlaufene, nicht zusammenziehbare Schleife wird es aber. (Genauer: die 1.
Homotopiegruppe ist 7 (SO(3)) = Z mod 2, vgl. (I0.25)).)

e Wegen (7 - €)* = 1 fiir |e] = 1 ist durch Summation der Exponentialreihe
@) = ¢ 27 e — ]lcosg —i(d - €) sing ;

damit ist jedes V = ¢4(@ ¢ SU(2) eindeutig durch einen Punkt éyp der Vollkugel
vom Radius 27 gegeben, bis auf die Identifikation aller Punkte des Randes wegen
e?7) = 1. Insbesondere ist SU(2) einfach zusammenhingend.

Bemerkung. Mit (Z51] [740) liefert jede Darstellung D; mit j halbzahlig, d.h. j =
1/2,3/2,..., eine projektive Darstellung der SO(3). Umgekehrt sind die D,’s alle solche
Darstellungen der SO(3), denn sie stiften ebensolche der SU(2), also nach dem Satz auf
Seite [67] Darstellungen im engeren Sinn.

7.7 Der Spin des Elektrons

In einer Theorie ohne Spin wire ein Atom mit festem Kern (bei # = 0) und N Elektronen
in einem &usseren homogenen Magnetfeld (in 3-Richtung B = Béj) beschrieben durch

H=3" (5 — (/) A#))* + V(F0,.. . 7x) ff(f):%(é/\f). (7.53)

Hier ist m die Masse eines Elektrons und V' das Coulomb-Potential der Wechselwirkung
der Elektronen zum Kern sowie untereinander. Es ist rotationssymmetrisch:

V(RZy,... RZy) =V (&,...2N), (R €S0O(3)) .
Behélt man nur die in B linearen Glieder, so ist
—(e/Q)A)? = — (e/) 7+ A+ A-P) + (e)) A2 = 72 — (/) B - (F A §) + O(BY),
da p'- A= (1/2)eikpiBijrr = (1/2)eijuBjrips = /Tﬁ, und folglich
leln

H = Hy+ ugBMsj (up = v = Bohrsches Magneton) , (7.54)
mce
wobei Hj das ungestorte Atom beschreibt und
N
> EAp;=L=hM (7.55)

i=1
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der Gesamtdrehimpuls ist. Im Unterschied zu H ist Hj invariant unter Drehungen
(Us(R)Y)(Z4,...TN) = Y(RZY, ... RTN) , (R €S0(3)) .

Sei Ejy ein endlich entarteter Eigenwert von Hy. Der zugehorige Eigenraum ist eben-
falls invariant unter Uy und triagt somit eine Darstellung der SO(3). In der Regel ist
diese irreduzibel, denn die Wechselwirkungen zwischen den Elektronen heben allfallige
Entartungen zwischen verschiedenen Darstellungen auf, vgl. Abschnitt Bl Jeder sol-
che “einfache Term” FEy von Hj tragt eine Drehimpulsquantenzahl j = 0,1,... und die
natiirliche Vielfachheit 25 + 1. Diese Entartung kann erst durch eine nicht rotationssym-
metrische Storung des Hamiltonoperators aufgehoben werden, wie z.B. jene in (.54]). In
diesem Fall ist

wobei |7, m) die durch D; begriindete Normalbasis des Eigenraums von Ej ist. Demnach
wire die Aufspaltung AFE,, = ugBm proportional zu B und ansonsten universell, d.h.
unabhéngig von N und FEj.

}2 J+1

ohne Storung mit Storung

Aus der Beobachtung der Spektren (Zeeman-Effekt) findet man hingegen

e 27 + 1 gerade, also 5 halbganz, fiir N ungerade;

e die Aufspaltung ist nicht universell.

Die theoretische Méglichkeit, dass die Drehimpulsquantenzahl j eines Systems halbzahlig
ist, wird offenbar durch das Elektron verwirklicht. Zu ihrer Implementierung soll der
Hilbertraum eines einzelnen Elektrons nicht L?(R?), sondern (Pauli 1927)

H — L2(R3) ® C2
sein. Darauf wirkt V' € SU(2) gemaéss
UV)=U(R(V)) @V,

wobei Uy(R) die Darstellung von R € SO(3), s. (Z9), in der Theorie ohne Spin ist und
R(V) der Abbildung (7.4]) entspricht. Der Freiheitsgrad mit Hilbertraum C? und Dar-
stellung D% heisst Spin

S=hM (7.57)
des Elektrons. In der (fundamentalen) Darstellung D, ist M; = iU (A;) gegeben durch

Mj:%.
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Damit ist

0 1 0 0
v=(aa) = (Vo)

und die Basis (7.27) ist gerade die Standardbasis fiir C2,

= (o) =t He-p=(7)=1-a: (7.58

Spin nach oben, bzw. unten beziiglich der Quantisierungsrichtung €3. Eigenbasen fiir M;
bzw. My sind

. e*iﬂ/4 1 . ei7r/4 -1
() et

. ei7'r/4 1 . e*iﬂ/4 i
e =5 (1) ma= (1)

Der Gesamtdrehimpuls des Elektrons ist nun, vgl. (7.32)),

5

N |=

J=L®1+1®5, (7.59)
wobei L = & A p neu als Bahndrehimpuls bezeichnet wird.

Fiir die Zustinde ¢ € L*(R3) @ C? gibt es verschiedene Schreibweisen. In der Spinor-
schreibweise wird ¢ : R® — C? 7 — (Z) aufgefasst als 2-komponentige Wellenfunktion
von ¥ mit dem Skalarprodukt

<M@—/fﬂwﬂw@%y

In der Basis (7.58) wird man also ¢(Z) darstellen durch den Spaltenvektor

(T) = < 77Z’+1/2(? > : bzw. (E) = i1/2(T)|3, 2) + Vo12(D)|5, —3)

auf den die Spinoperatoren in offensichtlicher Weise wirken. Alternativ ldsst sich 1 auf-
fassen als komplexe Funktion von zwei Variablen ¥, s:

YR x {-1/2,1/2} = C, (Z,8) = (T, ), (7.60)

mit dem Skalarprodukt

Wl = 3 [ @ TE o).

s=%£1/2

Der Zusammenhang mit der Spinorschreibweise ist ¥(%,s) = ¥(Z), und die Bedeutung
der Spinvariablen s erhellt aus

(531/))(977 5) = hsqu)(f’ S) .

Zur Beschreibung der Zustéinde mehrerer Elektronen wird sich diese zweite Form besser
eignen.
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7.8 Der Satz von Wigner—Eckart

Sei H ein Hilbertraum mit Darstellung U(V) der SU(2) > V. Definition: Ein Vekto-
roperator W = 25:1 W;€; hat Operatoren W; als kartesische Komponenten mit dem
Transformationsverhalten

UWVYW;U(V) ™= R, W, (7.61)

=1

wobei R = R(V) € SO(3) wie in (TZR). Durch die Skalarprodukte W - &, (¢ € R3)
ausgedriickt bedeutet dies

UVYW-UWV) ' =W - Re (7.62)

wegen Re; = Z?:l R;;é;. Interpretation: Die Messung der Komponenten von W in der
gedrehten Richtung Ré lauft auf jene in Richtung € hinaus nach inverser Drehung des
Systems (U(V)™1).

Beispiele. 1. Der Drehimpulsoperator M einer Darstellung U(V), vgl. (ZI6). Seine
Komponenten M - & = iU (§2(dJ)) erfillen (7.62)). Denn: Mit (7.45) folgt

UVYUAUV) P =UVAV ), (A €su(2))

und daraus mit (.43], [7.50)

U(WV)U(Q@)U(V)™ = U(QRD)) ,
wie behauptet. Beispiele: Drehimpulsoperator L der Darstellung (7.9) auf H = L?(R3);
Spin S auf C2.

2. Der Ortsoperator & auf H = L?(R?). Denn mit (R™'Z); = 3.7, Rz, folgt (Z6I) aus
9.
Die Normalkomponenten W, := W - |1,m) bzgl. der Basis (7.28)) sind

1 1

V2 V2

Falls, wie in den Beispielen, W; = W}, so A (—1)mW£1,7)1*. Beachte das lineare (statt
antilineare) Skalarprodukt von W mit der Normalbasis. So transformieren die Wy’ nach

(C41) gemiiss

W = — (i), W =Wy, W = (W i) . (7.63)

UWVWPUW) = 3 U, (VW)
m/=—1
Vektoroperatoren entsprechen dem Spezialfall £ = 1 folgender Verallgemeinerung des

Begriffs: Allgemein heissen 2k + 1 Operatoren T, (m = —k,..., k) auf H Normalkom-
ponenten eines irreduziblen Tensoroperators vom Typ k, falls

k
vv)TRUW) = S ol (vTs (7.64)

m/=—k
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wobei Ufnk/)m(V) die Normalform der Darstellung Dy der SU(2) ist. Im selbstadjungierten
Fall ist T, = (—1)mT%*)*,

Satz (Wigner-Eckart). Sei U(V') eine unitidre Darstellung von SU(2) auf H; ferner H,, Hs
C H invariante Teilrdume, in denen U auf die irreduziblen Darstellungen D;,, D;, redu-
ziert, und |7y, my), |j2, ms) die entsprechenden Normalbasen. Seien T®), T®) irreduzible
Tensoroperatoren vom selben Typ. Dann gilt:

)\(]27m2\T \]1,m1> )\<J27m2\T |]17m1> (7-65)

mit A, A nicht beide Null und unabhéngig von m my, ms. Weiter gelten die Auswahl-
regeln: Notwendige Bedingungen fiir (s, m2|T |j1, my) # 0 sind

jQE {|j1—k|,|j1—]€‘+1,7]1+k}, m2:m1+m. (766)

Kurz: Die Matrixelemente eines Tensoroperators vom Typ k sind bis auf ein gemeinsames
Vielfaches eindeutig bestimmt.

Beweis. Zuerst der skalare Fall £ = 0: hier ist [TO(O) ,U(A)] = 0 und folglich [TO(O), M;| =
0. Da die |ji,m1), |j2, ms) Eigenvektoren von M2 und Ms sind, verschwinden beide
Matrixelemente (.63, ausser es gilt (7.66). Es bleibt also der Fall m; = ms = m zu
behandeln. Das Verhiltnis (7.65]) fir ein m vererbt sich auf m £ 1 dank (.27) und

[TO(O), M.] = 0. Nun betrachten wir den allgemeinen Fall. Nach (.47, [7.64]) ist
Ui, m) = UWTOUV)U W) rma) = Uyl (V) U, (VT )
d.h. die Vektoren Ty(f)|j1,m1> transformieren unter U(V) wie die Vektoren |k,m) ®
|j1,m1) = |k, m;j1,m1) der Produktbasis fiir die Darstellung Dy ® Dj,. Seien P, die
orthogonalen Projektoren auf die irreduziblen Teildarstellungen D; der Clebsch Gordan

Reihe (7.33) und {]i, m)}l __, die entsprechende Normalbasen. Dann ist BT, \ J1,my) =

1l,m 4+ mq){l,m + m1|T |j1,m1> wobei die Matrixelemente bis auf ein (bzgl. m, m;)
gemeinsames Vielfaches gleich (I, m + mq|k, m; j1, m;) sind. Ferner ist

Jitk
(2 ma| T |1, M) = Z (2, ma BT |j1, ma) = (2, ma| P, TS |1, ma)
I=|j1—kl|

falls jo (C60]) erfiillt, und = 0 sonst. Zum Zweck des Beweises kann so die rechte Seite
durch (ja, ms|j1, m + my) ersetzt werden. Die Behauptung folgt nun aus dem skalaren
Fall. Entscheidend war, dass jede irreduzible Darstellung in (7.33)) mit Vielfachheit 1
vorkommt.

7.9 Der anomale Zeeman—Effekt

Der Zeeman—Effekt besteht in einer Aufspaltung der Energieniveaus infolge eines Magnet-
felds und folglich auch der Spektrallinien, die den Ubergéingen zwischen diesen entspre-
chen. “Anomal” bezieht sich darauf, dass die Aufspaltung nicht universell ist, vgl. S. [[8]
Der Spin erklédrt, nebst dem Auftreten halbganzer j, auch diesen Sachverhalt.
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Der Atombau wird in Kap. [[3] behandelt. Hier reicht: Energieniveaus (Terme) tragen
u.A. die Quantenzahlen [, s fiir den Bahndrehlmpuls L s. (C53), und den Spin S aller
Elektronen; sowie j fiir den Gesamtdrehimpuls J = L+ S mit j = [[—s|,...,I4+s—1,1+s
nach (IBEI) Die Energien sind bzgl. j nicht entartet (Feinstruktur), sondern bloss bzgl.
der weiteren Quantenzahl m = —j,... 7 fiir Js.

Die semi-empirische Beschreibung (Landé 1921) des Effekts lautet:

e Die Aufspaltung eines Terms im Magnetfeld ist
AE,, = gupBm
mit gyromagnetischem Faktor

JU+1) —11+1)+s(s+1)

g=1+ -~ 7.67
2j(7+1) (7.67)

e Die Uberginge geniigen den Auswahlregeln
j= =10+, m—ommEl (7.68)

Bemerkungen. 1. Historisch richtig: Die Regel wurde anhand von Atomen mit einem
Leuchtelektron aufgestellt (Na, Mg™, ...), also fiir s = 1/2. Dort besteht die Feinstruktur
nur aus den Termen j =1/2, (1 =0), baw. j =1+1/2, (I > 0) und (Z.67) lautet

27 +1
2041

g= (7.69)

2. Falls s =0, s0 g =1, vgl. (Z50). Falls I =0, s0 g =2.
3. Fiir zwei Terme mit ungestorten Energien E; < E, sind die méglichen Ubergangsener-
gien
Ernimy, = By — By + pupB(gama — gima) -
In der Regel sind die E,,, ., fiir alle zuldssigen Ubergéinge (T.67) verschieden. Z.B. fiir

Jo = 71 + 1 sind dies 3(2j; + 1) verschiedene Werte. Falls aber g; = g2 = ¢ (“normaler”
Zeeman-Effekt) liefert E,,,m, = Fo — By + ppBg(ms — my) bloss 3 Werte.

Die dynamische Wirkung des Spins beruht auf einem magnetischen Moment
= 90—5

bzw. nach Abspaltung S~ hS .

fi=—gopBS ,
wobei gy der (postulierte) gyromagnetische Faktor des Elektrons ist. (Der klassische Wert
ist go = 1, insofern dieser einer rotierenden Kugel mit zueinander proportionalen Massen-
und Ladungsdichten entspricht.) Das magnetische Moment gibt Anlass zur Wechselwir-
kungsenergie ~B- i1 im Magnetfeld.
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Im Folgenden beziehen sich E, S , J wieder auf alle Elektronen. Der Zeeman-Effekt wird
nun beschrieben durch H = Hy + H;, wobei H rotationssymmetrisch ist,

[H07 ﬂ =0 ) (770)
die Feinstruktur bereits beriicksichtigt und

Hy = pupB - (L+ gS) =pup B - (J+ (90— 1)5) . (7.71)

- -

Hingegen gelten [Hy, L] = 0, [Ho, S] = 0 nur, falls Hy unter separaten Drehungen in
Orts- und Spinraum invariant ist. Wegen der Spin-Bahn-Kopplung (einer relativistischen
Storung, s. unten) gilt dies zwar nicht; immerhin wird aber

— —

[Hy, L?] =~ 0, [Hy, S?] ~0 (7.72)

in guter Ndherung zutreffen. Insbesondere tragen Eigenzustdnde von H, die erwihnten
Quantenzahlen [, s, j.

Storungsrechnung: Sei Py der Eigenprojektor eines Terms von Hy. Seine Aufspaltung ist
nach (6.8)) durch die Eigenwerte von PyH; Py gegeben. Nun ist

Pogp():/ipojpo,

denn nach dem Satz von Wigner—Eckart sind die Matrixelemente eines Vektoroperators
im Unterraum einer irreduziblen Darstellung D; bis auf einen Faktor bestimmt. Wegen

([T70) ist auch [J, Py] = 0, also
PyJ - SPy = PyJPy- PySPy = kPyJ?*Py = kj(j + 1) Py . (7.73)

Nun beniitzen wir die Operatoridentitéiten

P)S?Py~s(s+1)Py,  PL*Py~I(+1)P,,

wobei die erste aus L = J— S folgt und die Niiherung auf (Z72) basiert. Aus (7.73) ergibt

sich so o
CJUH D) +s(s+1)—1(1+1)

N 2j(j +1)
und mit B = (0,0, B) die Zeeman—Aufspaltung: Die Eigenvektoren von PyH; P, sind die
von PyJ3 Py, d.h. |7, m), mit Eigenwerten

AEm = (1 + (go — 1)%)#337’)7, .
Daraus folgt (7.67)) sofern
9o =2, (7.74)

was bereits fiir den Spezialfall (T.69) erforderlich ist. Der Grund fiir (7.74) liegt in im
relativistischen Ersatz der Schrodinger—Gleichung (2.4]), der Dirac—Gleichung. Diese be-
griindet auch die Spin—-Bahn—Kopplung, womit sich auch die Feinstruktur als relativisti-
scher Effekt quantitativ erkldren lasst. In der Ndherung, in welcher die Elektronen einem
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Zentralfeld V(r) unterliegen (die Wechselwirkung zum Kern ist von dieser Form, jene
zwischen den Elektronen grundsétzlich nicht) lautet die Storung fiir ein Elektron
R 1dV -
Hsgg=———=-——L-S. 7.75
BT om2e2y dr (7.75)
Da [f(r),L;] =0, (i = 1,2,3) fiir jede radiale Funktion f, vertauscht diese Stérung mit
L? und S? (nicht aber mit L;, S;). In dieser Niherung ist (7.72)) exakt.

7.10 Einschub: Gemischte Zustinde

Ein Stern-Gerlach Analysator lenkt durch N?
cin inhomogenes Magnetfeld B (neutrale) @
Spin %—Teilchen je nach Wert von S . & unter- N
schiedlich ab; er bildet zusammen mit dem ' B
Schirm die Messapparatur fiir diese Obser-

vable. Thre Spektraldarstellung ist

\

Schirm

/

h h
6'€:_PJ’_—_P_

S.é=
¢ 2 2

DO | St

mit

Py =|+é) (el =P; =P}, (7.76)
e ké)=4|%8). (7.77)

QL

Teilchen im Zustand |¢)) treten nach der Wahrscheinlichkeitsinterpretation auf Seite
an je einer den beiden Stellen des Schirms mit Wahrscheinlichkeiten

wy = (Y| Pe|y) = [(elv)[? (7.78)

auf. Dasselbe Ergebnis (fiir dieses Experiment) wiirde ein Strahl liefern, in dem Teilchen
mit Zustédnden | + €) und | — €) in den Anteilen w, bzw. w_ vorhanden wiren. Es wére
aber falsch, eine solche statistische Mischung mit irgend einem (reinen) Zustand |¢) zu
identifizieren, denn andere Experimente vermogen sie zu unterscheiden. Beispiel: Besteht

die Mischung je zur Hailfte aus Zustédnden | 4 €3) und | — é5), so betragen die beiden
Wahrscheinlichkeiten
| o, 1 1
we = LEAR + L[ - ) = L (k28 = L

unabhéngig von der Richtung € des Analysators. Fiir jeden reinen Zustand [¢) ist aber
(C18) von € abhingig.

Statistische Mischungen, die der klassischen Vorstellung von Wahrscheinlichkeit als un-
vollstdndige Information {iber den reinen Zustand des Einzelfalls entsprechen, gibt es
offenbar auch in der Quantenmechanik (gemischte Zusténde). Sie sind gegeben durch
Dichtematrizen, d.h. durch Operatoren P : H — H mit

P=P">0, (7.79)
trP=1. (7.80)
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Bei derer Spektraldarstellung

gilt wegen (.79, [.80)
wg >0, Z w =1,
k
was ihre Interpretation stiftet: P ist eine Mischung der reinen Zusténden |¢y) mit Wahr-
scheinlichkeiten wy. Reine Zustédnde entsprechen dem Spezialfall, wo ein wy = 1 ist und

die restlichen = 0 sind, d.h. wo P = P? ein Projektor ist (der wegen (7.80) 1-dimensional
ist). Der Erwartungswert der Observablen A im gemischten Zustand P ist

(A) =trPA= Zwktr(lsok)(@klfl) = Zwk<90k|f4|80k> :

d.h. gleich dem gewichteten Mittelwert der Erwartungswerte von A in den beteiligten
reinen Zustdnden |pg). Gemischte Zustdnde konnen “konvex kombiniert” werden: mit
P, (1 =1,2), ist

P = IU1P1 + w2P2 (781)

(w; > 0,wy + we = 1) auch einer, vgl. (79 [[.80). Falls Systeme in den Zustdnden P,
vorliegen, so prapariert man P dadurch, dass man zufillig mit Wahrscheinlichkeiten w;
eines aus der beiden Sorten wéhlt.

Sie nun H = C?, wie im Fall eines Spins % Der reelle Vektorraum
{komplexe 2 x 2-Matrizen P | P = P*}
ist 4-dimensional. Eine beziiglich des Skalarprodukts
(P, Py) = 5tr (AP

orthonormierte Basis ist

10 0 1 0 —i 10
O CR DR C) B S R O D

Damit ist
1< 1
P=: ;pm =51+ 5) (7.82)
mit
pi = tr(o:P) . (7.83)

Satz. Die Menge der gemischten Zustinden P iiber H = C? entspricht der Vollkugel
{peR?||p] <1} (Bloch-Kugel) mittels

1
P=S(1+47-5). (7.84)

Dabei gilt
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e Der konvexen Kombination (Z.81]) entspricht
p'= wip + waps . (7.85)

e Die reinen Zustinde P = |¢){p| bilden die Kugelflache {p'| [p] = 1}.

e Zwei reine Zustinde |¢;), (i = 1,2), sind orthogonal genau dann, falls py, p» Dia-
metralpunkte sind.

Beweis. Wegen (p- ) = p?, s. (L41), und tr (p- &) = 0 sind die beiden Eigenwerte von
P+ & gleich %[p], die von P also 1(py =+ [p]). Die Bedingungen (.79, [7.80) bedeuten somit
po=1und 3(1+|p]) >0, d.h. (Z8) mit [p] < 1. Gleichung (Z.85) ist klar. Rein ist der

Zustand, falls $(1 £ [p]) = 0,1, d.h. falls |[p] = 1. Falls zwei davon orthogonal sind, so

bilden sie eine orthonormierte Basis:

1= |p1){p1] + [p2){p2| = P+ P, .

Mit tro; =0, (i = 1,2,3), und ([Z83) folgt 0 = p) + po. O

Bemerkung. Im Fall cines Spins 3 sind die Zusténde | & €), wo der Spin bzgl. € nach

oben bzw. unten zeigt, vgl. (Z.71), identisch mit den reinen Zusténden (7.84)) mit p’'= +é:
1
|ié}<ié]:§(1i€-5). (7.86)

Beide Seiten sind namlich gleich den spektralen Projektoren P., s. (IL70), von & - €.
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8 Zeitabhingige Storungsrechnung

8.1 Das Wechselwirkungs—Bild

Die Schrodinger-Gleichung

o d|y)
157 = (Ho + Hl(t)) )

wird durch den Ansatz ]
i ~
[0(1)) = exp(~ - Hot) (1)

transformiert auf

cdlY) =
=== Hy(t)|(1)) , (8.1)

Hy(t) = exp(iﬁHot)Hl(t) exp(—%Hot) :

Man nennt dies das Wechselwirkungs—Bild, da sich |¢) nur dank der Stérung H,(¢)
zeitlich dndert. Zusammen mit einer Anfangsbedingung schreibt sich (81]) als Integral-
gleichung

9() = [5(t0) — 5 [ s (et

to

mit der formalen Iterationslosung:

D) = \{z}(tomg (—%)n/t:dtl /: dtg.../t:nl it By (1) - Hy (b)) (t0) - (8.2)

Wir nehmen an, dass H;(t) — 0 fiir t — 400, und wir wihlen als Anfangszustand fiir
t = —oo einen stationédren Zustand von Hy:

[(—00)) = [tho) ,  Holte) = Eoltho) -
Es sei |J(t)> die Losung von (81]) zu diesem Anfangszustand. Weiter sei
Holthr) = Erlthr) , Ey # Ey
mit einem einfachen Eigenwert E;. Dann ist
Wio = ([ (+00))

die Wahrscheinlichkeit, dass das System fiir ¢ = +oo die Energie E; hat (Ubergangs-
Wahrscheinlichkeit). Wegen (11 |1)y) = 0 ergibt sich aus (8.2)) in erster Ordnung Stérungs-
rechnung (n = 1):

Wig = % /_: dt (| Hy (t) 1)
:% /_: dt eXp(%(El — Eo)t) (Vi Hy(8)|vho)| - (8.3)
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Massgebend fiir Wy ist die Fourier-Transformierte der Anregung (i1|H(t)|1o) zur Fre-

quenz
1
(B~ o) (349)
Nur wenn die Fourier—Transformierte bei dieser Frequenz wesentlich # 0 ist, ergibt sich

eine merkliche Ubergangswahrscheinlichkeit, entsprechend der Bohrschen Frequenzbedin-

gung (L.25).
Bemerkung. Das Integral (82) (ohne |1(¢y))) wird auch geschrieben als

Wi =

ﬁjﬁ@t/ﬁTmn (1)
wobei T(...) fiir das zeitgeordnete Produkt steht: In

T(H(t1) ... Hi(t,))) := Hi(t:)) ... Hi(t;,)

sind die Faktoren so permutiert, dass t;, > ...t; . Der Wiirfel [to, t]" besteht dann aus n!
Simplices, die gleich dem in [82), t > t; > ...t, > to, zum Integral beitragen. Ebenso
gelaufig ist die Notation

U(t, to) = Texp(—(i/h) /t H,(t)dt') (8.5)

fiir den Propagator von (81), wobei die Anwendung von T innerhalb der Integrale der
Exponentialreihe zu verstehen ist.

8.2 Atomare Ubergiinge

Als Beispiel untersuchen wir Ubergiinge in einem Atom unter dem Einfluss einer (end-
lichen) klassischen Lichtwelle. In der Coulomb-Eichung (divA = 0, ¢ = 0) lautet das
elektromagnetische Feld

L 104 . .
E:_—a—, B =rotA,
c ot
und damit der Hamiltonoperator fiir ein System geladener Teilchen:
o e
Ht) =Y —— (e — ~A(Z, 1)) + V(&,... T) = Ho + H (¢
(t) ;ka(m . (Zp,t))” + V(Ey, ... Zn) o+ Hi(t),
|
Hy = — etV T 8.6
0 ;kapk+ (Z1,...Zn) , (8.6)
Y oe Mg
Hi(#) = -3 2 A(#,1) - pr + b A7, 1),
1(t) ; kc(k)pk ;kaCQ(k)

(beachte 37 [pi, Al = —ih Y2, ;A = div A = 0).

Dipolndherung. Atom bei #y = 0. Die Wellenldnge des Lichts sei gross gegen den
Atomdurchmesser:

A(Zy, O)0o(Z1, ... ) ~ A0, )ho(T1, . .. Tn)



Dann ist der letzte Term in H; (t) ein nur von t abhéngiges Vielfaches der 1 und trigt zu
|4(t)) bloss einen Phasenfaktor bei, der in Wy herausfillt. Es bleibt

1 ekﬁk 1 1 =
Hi(t)=—-A(0,1) - — = ——A(0,t) - =|Ho, D 8.7
1) =~ 0.0 30 = = 2A00)- 310D, (5.7)
N
D= Z erlh (Elektrisches Dipolmoment) ,
k=1
unter Benutzung von .
1 - Pk
—[H =—.
h[ 07'rk] my,

Mit (1 |[Ho, D][tho) = hwio(th1|D|1bo) und partieller Integration wird

+oo ) +o0 ) 1 - .
[ et o) = [ dee (<L 2(0,0) - wiolvr Blin)

o —0o0 c

e 104 }
= —/Oo dtelwlot(_za(o,t» . <¢1|D|¢0>

= —E(wlo) : <w1|5|¢0> )

wobel

~ +o0o
E(w) :/ dt E(t)e™"

o0

die Fourier-Transformierte des elektrischen Feldes E(t) = E(0,t) an der Stelle Z = 0 ist.
So ergibt sich:

Wio = o Elwo) - (| Blvo) (88)

Da E (t) reell ist, gilt

E(w) = E(-w)
und somit durch Fourier—Umkehr:
- 1 > > . > .
Bty = - / do(B(w)e ™ + B(w)e™!) .
2m Jo

Das physikalische Feld ist im Wesentlichen der Realteil des komplexen Felds E (w)e ™t mit
w > 0. Auf solche Frequenzen beziechen wir nun die Ubergangswahrscheinlichkeiten (8.8]).

Wir erértern den Fall einer festen Polarisation & € C3, (|¢] = 1). Dann ist E(w) = F(w)é
und E(—w) = E(w)é. Bei Absorption ist E; > Ey, also wig > 0, und

1,5 2 = 2
Wio = E‘E@ho)‘ |<¢1|D : 511/10>’ ; (8.9)
bei Emission ist F; < Ej, also wy; = —wy9 > 0, und
1, ~ Lo
Wio = 5| Elwon) | ] 5 - o) (8.10)
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Der erste Faktor in diesen Formeln hdngt mit der Intensitdt der Strahlung zusammen,
oder besser mit der Energie F' pro Flicheneinheit (senkrecht zum Strahl), die ein Puls
endlicher Dauer mitfithrt: Einerseits ist

[e.e]

F:/dt|§(t)|:%/dt|ﬁ(t)|2 ¢ 7 o |Ew)?

Q.2
81 J_ o

c o0

~ 42
A7? J,

dw |E)I?,

wobei S der Poynting-Vektor ist. Betrachte andererseits Strahlung der spektralen Ener-
giedichte u(w) (insbesondere nicht monochromatische Strahlung) der Dauer 7. Dann
ist

F = c/ dw u(w)T" .
0
Der Vergleich liefert u(w)T = |E(w)|?/472 und zeigt, dass die Ubergangswahrscheinlich-

keiten proportional zur Zeit 7" sind: W = I'T" mit Raten

472

o = u(wio) - —‘(@Dﬂﬁ : 611/10)}2 =: u(wi9)Bo1 , (Absorption), (8.11)
2
T = u(wor) - %\(@bllﬁ - bo)|” = w(wo1)Bor ,  (Emission). (8.12)

Sie liefern Ausdriicke fiir die Einstein-Koeffizienten aus (IL38)) (beachte die umgekehrte
Reihenfolge der Indizes in B und I') und bestétigen (LL41l), d.h. By = Bio, da (1| Alto) =
(10| A*|)1). Die Beschreibung der spontanen Emission (ohne Anregung durch ein dus-
seres Feld) erfordert die Quantisierung des elektromagnetischen Felds, s. Kap.

Es sei €], . . . € eine positiv orientierte kartesische Basis im R3. Wir unterscheiden folgende
Polarisationen ¢ einer Welle der Fortpflanzungsrichtung é:

e Rechts/-linkszirkulare Polarisation & = (&) i¢5)/v/2 fiir &, = és;

e Lineare Polarisation € = e3 fiir ¢, L €3.

Die fiir den Ubergang [o) — |¢1) massgebenden Matrixelemente (t;]A|), bzw. Ope-
ratoren A sind somit:

rechts zirkular links zirkular linear
Absorption: Fy < E; \%(Dl +1Ds) \%(Dl —1iDy) Ds
mog—mi=mog+1 mog—mi=mg—1 myg— myg
Emission: Ey > E) \%(Dl —1Ds) \%(Dl +1iDy) D3
mog—mp=mg—1 mog—>mi=mo+1 mg— mg

Ebenfalls angegeben sind die Auswahlregeln fiir einen Ubergang [1o) = |jomo) — [¢1) =
|71m1): Notwendig dafiir, dass das Matrixelement nicht verschwindet, ist

Jo = j1=|jo — 1|, Jo, Jo + 1

und mg — my wie in der Tabelle. Dies folgt aus (763, [Z.66). Uberginge, die demnach
verboten sind, kénnen aber in héher Ordnung der Storungsrechnung auftreten.
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Bemerkung. In den Gl. (8I1] BI2]) bezieht sich die spektrale Energiedichte u(w) auf
eine bestimmte Polarisation € und Einfallsrichtung éj. Ist sie unabhéngig davon und steht
sie bereits fiir die Summe iiber € und éjy, so ist das Matrixelement diesbeziiglich zu mitteln.
Das Resultat ist

472 = 2
I' = u(lwiol) - ﬁ‘WﬂDWo)‘ (8.13)

in beiden Féallen. Denn: fiir jeden Vektor d e C3 ist
2
1 s 1 Z > 9

da die Summe gleich |d[2 — |d - &]? ist.

—

jdf*

W —

8.3 Die Goldene Regel
Als Vorbereitung berechnen wir die Ubergangswahrscheinlichkeit (83]) innerhalb einer
Zeit 0 <t < T bei

(i) stationdrer Storung H,(t) = Hy = H{;

(i) monochromatischer Stérung H,(t) = Hie ! + Hye“! (w > 0).

Wir fithren die Rechnung zunéchst fiir H,(t) = Hye ! Dann ist die Zeitabhingigkeit in
(83) proportional zu el@10=w? = et Mit

T T _ o
/ ol gy — € . L eia}T/Qsm(wT/Z) (8.14)
0

193] w/2
st
(8.15)

| 2

sin (wyo — w)T/2> 2

1 2
= gl (Fe

Wio = |(¢1[4(T))

Der Verlauf des letzten Faktors ist wie folgt:

T2

—An/T—-27x/T 0 2x/T 47T/T7 w — w1
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Fiir grosse T finden Ubergénge [o) — |¢1) im Wesentlichen nur fiir

2mh
h|w10—w| = |(E1—E0)—7:LCU| < T (816)

statt. Im Fall (i) geniigt es w = 0 zu setzen. Im Fall (ii) kommt ein weiterer Beitrag
mit Hy ~ H, w ~ —w hinzu, sowie vernachléssigbare Interferenzterme, falls die beiden
Intervalle (8I6]) disjunkt sind, also fiir w7 2 27.

Nun zum eigentlichen Thema, und zwar zu den Ubergingen nach Kontinuumszustéanden:

hw

//\

o), Eo |W(E)), E €A

Sei A C R ein Intervall im kontinuerlichen Spektrum von H, mit spektralem Projektor

B.19)
Pa(Ho) = [ 4B [W(EN (D)
und Kontinuumseigenzusténden | (E)): (Y (E)|Y(E")) = 6(E—E") (wir sehen vorderhand

von entartetem Spektrum ab). Die Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs von [t/y) nach

W(E)), (E € A)ist
W = (4(T)|Pa(Ho)[t(T)) = /AdE (W ()T

Aus (BI5) erhilt man

1

W= [ Bl (=)

(w10 —w)/2

wobei E — Ey = hwi, also weiter unten 6(wig — w) = hd(E — Ey — hw). Als Distribution
ist

< sinwT'/2

w/2
Zum Beweis sei bemerkt, dass wegen (8.10) nur der Vorfaktor der -Funktion zu bestatigen
ist: Nach (8I4]) und der Parseval-Identitét ist

[o.¢] : "’T 2 2 oo
/ (%) dd/:27r/ P25y (t) dt = 27T,

o0

)2 N UTSG), (T — o0)

wobei Py 7 die charakteristische Funktion des Intervalls [0, 7] ist. So ergibt sich, dass W
proportional zu 7" ist mit Rate

oo = 2| (o + i) s o) (8.17)

(Goldene Regel, Dirac 1927). Voraussetzung ist 7' 2 27h/|Al, I'T < 1.
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Im Fall (ii) ist dies die Ubergangsrate Tops fiir Absorption Ey — E ~ E, + hw. Hinzu
kommt jene fiir Emission Fy — E ~ Fy — hw.

| (Eo — hw)|Hi¢0)| (8.18)

Im Fall (i) ist lediglich w = 0 in (8I7) zu setzen. Hier ist der Eigenwert Ey im Kontinuum
A eingebettet.

Die folgenden alternativen Schreibweisen fiir I" beziehen sich auf den Fall (i). Die Raten
Lapsy Lem fiir (ii) gewinnt man daraus durch die Ersetzung Ey ~ Ey £ fw.

e Mit dem spektralen Projektor des kontinuierlichen Spektrums

A
Pewe(to) = [ dE|0(E)w(E)
ist or d
T
I = =2 (ol Py (Ho) oy,
ohne Bezug auf Kontinuumszusténde.
* 2
T
I = - dE|(¢(E)|Hy|to) ] §(E — Ey)) .

Oft werden Kontinuumseigenzustande nicht durch E selbst, sondern durch eine andere
Quantenzahl (z.B. Impuls k) gekennzeichnet, insbesondere bei Entartung. Zudem kann
selektiv nach Ubergingen mit k € K (z.B. der Kegel zu einem bestimmten Raumwinkel—

element) gefragt werden. Es ist Ho|to(k)) = E(k)|tho(k)) mit (¢ (k)[Lo(K)) = 6@ (k—K).

Es ist
(B (W(E)dE = [y (k) (v (k)| d*k

fir E=F (E), wobei E stillschweigend weitere Quantenzahlen beinhaltet, die infolge der
Entartung des Energiespektrums erforderlich sind (hier £ = (F,€), dE = dFEd*e mit
€ € S?). So folgt

2
U= | @HWE ) 3(BF) - 5.

e Sofern das Matrixelement M = (4 (k)| H|1ho) unabhingig von k € K N{E(k) = Eo} ist
(z.B. weil diese Schnittmenge sehr klein ist), so wird

2
I' = f‘MlZpK(EO)
mit der Zustandsdsdichte

M@mzﬁfmw®—%w

Zusammenfassend: Die Rate erhélt man durch Integration von
2m 2
f|<¢1|H1|1/)0>| 6(Er — Ep) (8.19)
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iiber alle gewéhlten Endzusténde |¢)) eines Kontinuums. Es sei hier noch ein (grund-
satzlich vermeidbarer) Kunstgriff erwéhnt, um die Tiicken der Kontinuumszustiande zu
vermeiden: Man ersetzt zuerst die Distribution 0 durch eine approximierende Funktion
de, (— ¢ fiir ¢ — 0), was ohne Einfluss auf das Resultat bleibt. Dann sperrt man das
physikalische System in ein grosses, aber endliches Quantisierungsvolumen V| womit das
Spektrum von Hj diskret wird (Quasi-Kontinuum) und die (gewéahlten) Eigenvektoren
|91) = [1a) entsprechend orthonomiert sind ((¢,|t)g) = dap). Die Summe der Ausdriicke
(BI9) bleibt fiir £ # 0 sinnvoll,

I'= 2% > (el Hilto0)[*0:(Eo — Eo) = 2%|M|2p(EO) , (8.20)

wobei sich die zweite Fassung wieder auf den Fall bezieht, wo M = (¢,|H1|1)) unabhéngig
von « ist. Darin ist

p(Eo) =Y 0.(Eoa — Eg) =& '#{a | |E. — Eo| <&/2} . (8.21)

Erst nach V — oo lasst man € — 0.
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9 Quantentheorie der Hohlraumstrahlung

9.1 Das klassische Feld

Das elektromagnetische Feld in einem Hohlraum V' C R3 mit ideal leitender Wand 9V
wird in der Coulomb-Eichung beschrieben durch

, 104 q .
EFE=—— B =rot A 1
pr rot (9.1)
mit der Nebenbedingung .
divA=0. (9.2)
A ist bestimmt bis auf Eichtransformationen
A(Z 1) = AT 1)+ Vx(Z), Ax(@)=0. (9.3)

Die Randbedingungen E|| =0, B, =0 auf dV sind dquivalent zu
A =0 (9.4)

in passender Eichung. Zum Beweis wendet man den Satz von Stokes an auf beliebige

Teilflichen F' C OV:
}’{ ff”-ds?:/éi-da.
oF F

Aus /YH = 0 folgt damit B, =0. Umgekehrt folgt aus B = 0, dass fY” ein Gradientenfeld
auf OV ist: ~ .
A =-Vxo

fiir eine Funktion xo(Z) auf V. Durch Losung des Randwertproblems Ay = 0 mit x = xo
auf OV und nachfolgende Eichtransformation (@.3) wird Aj auf Null transformiert.

Die Bewegungsgleichung des Feldes ist die Wellengleichung

- 1 9 -
nA(z,t) = <?@ . A)A(az, t)=0. (9.5)

Thre Aquivalenz mit den Maxwell-Gleichungen ergibt sich aus
— AA =rotrot A (9.6)
fiir div A = 0. Die Eigenschwingungen
Ay (T)etiwat (9.7)
ergeben sich als Losungen des Eigenwertproblems
—AA(D) = K2AL(T), wa = cky (9.8)

mit Nebenbedingung ([@:2) und Randbedingung (@.4]). Dies fassen wir auf als Eigenwert-
problem im Hilbertraum der transversalen (divergenzfreien) Vektorfelder A(Z) auf V' mit
dem Skalarprodukt

—

(A, Ay) = /V P A (T) - Ay(T) . (9.9)
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Fiir zwei solche Felder mit Randwerten (9.4)) ist nach (0.6)

(A}, —AAy) = (A, rot By) = (By, Bs) . (9.10)

Die zweite Gleichung ergibt sich dabei aus der Identitét
A, -tot By — By - 1ot A, = div (Eg/\/fﬁ , (9.11)
denn wegen (Eg A /_fl) 1 = 0 verschwindet das Volumenintegral iiber diese Divergenz.

(O.I0) zeigt dass —A selbstadjungiert und > 0 ist. Wie fiir den Laplace-Operator auf
L*(V) mit Dirichlet— Randbedingung lisst sich zeigen, dass A ein rein diskretes Spektrum
besitzt. Somit gibt es ein vollstdndiges Orthogonalsystem von Eigenschwingungen /Ta(f)
zu Eigenwerten k2 > 0, die wir normieren durch

(Ay, Ag) = 4mc?6,5 . (9.12)

Die Eigenschwingungen konnen reell gewéhlt werden, da —A mitsamt Randbedingungen
reell ist. Ferner gilt sogar k2 > 0, falls 8V # @. Aus (A, —AA) = 0 und (@I0) folgt
némlich B = 0, also A= ﬁx mit Ay = 0 und x = xo = konstant auf 9V. Die einzige
Losung ist x = xo, also A=0.

Beispiele. 1. Eine Losung von (0.8)) fur den Wiirfel 0 < x; < L ist, vgl. (L3)

Al(f> = €; COS(/{ZiIZ’) Sin(ki+1$i+1) sin(k,;+2xi+2) y (913)
falls
T -
ki = Zyi ) Vi ganz (AH = O) )

> eki=é-k=0, (divA=0).

Ein vollstédndiges Orthogonalsystem entsteht durch Wahl der Wellenvektoren

k= %(V1;V27V3) ) v; ganz > ()
(hochstens ein v; = 0), und fiir jedes k durch Wahl von zwei orthogonalen Polari-

sationsvektoren eA(/Z) 1 k, A = 1,2. Diese Eigenschwingungen sind charakterisiert durch
das Paar @ = (k,\) und haben die Eigenfrequenzen w, = c|k|. Die Zahl N(w) der
Eigenschwingungen mit Frequenzen < w ist asymptotisch fiir w > ¢/L:

1 4r [(wL\® WV
N — 2 ..... R = — 914
@) 8 3 ( cm ) 3m2e3 (9.14)
also die Dichte der Eigenfrequenzen auf der w—Skala:
dN WV
— = . 9.15
dw w23 (9.15)

2. Versieht man den Wiirfel stattdessen mit periodischen Randbedingungen (also 0V =
@), so sind die normierten Losungen

2 .
T Ame? iz 7

A7) = efig (o= (k@) (9.16)




mit k; = (2r/L)v;, (v; € Z), €= & oder & = &, wobei & -k =0, (i = 1,2) und & - & = 0.
In (©.I4) entfillt nun der Faktor 1/8, aber 7 ist in der Klammer durch 27 zu ersetzen,
was das Resultat nicht veréndert.

Die asymptotische Formel (@.I4]) gilt auch bei allgemeiner Form des Hohlraums (Weyl
1911).

Entwicklung nach Eigenschwingungen. Wir gehen zunéchst von reellen Eigenschwin-
gungen A, aus. In der Entwicklung

A& 1) = qa(t) Au(E) (9.17)
wird ([@.3]) dquivalent zu

(o +w2qa =0, (9.18)

also das Strahlungsfeld abgebildet auf ein System von oo vielen ungekoppelten harmoni-
schen Ostzillatoren. Dies ist ein Hamiltonsches System mit

1
H= g 5 (P +wig) (9.19)
und den Bewegungsgleichungen
0H OH 9
.a:—: oy .Oé:__:_aa' 920
T e P 0ga (9-20)

Die Bedeutung der p, erhellt aus
E(f7 t) = _EE = = Zpa(t)ga(f) : (921)

Die Erhaltungsgrosse H ist dank der (deshalb so gewihlten) Normierung (0.12) gerade
die Feldenergie:

1 L 1. L
U=— | @z(E?+B? = — (a “ (A, L) + g, BaB).
87T/V x (E*+ B?) 871_&2[;1717&02( , A3) + Gaqs(Ba, Bp)
Nach (@.I0) und ([@.12) ist
1 - - . .
C—2(Aa, 5) = 47T(5a5 , (Ba, Bﬁ) = (Aa, —AAQ) = 4WC2]€3(S&5 y
und somit )
U= §(p§ +w’?)=H . (9.22)

Bemerkung. Im allgemeineren Fall komplexer Eigenschwingungen A, ist_ATa auch eine.

Wir konnen deshalb von einer Zuordnung o — & ausgehen, derart dass A, = A, (Im
Bsp. 2, wo o = (k, &), ist @ = (—k, &); bei reellen Eigenschwingungen ist o = a.) Die
Entwicklung (@.I7) gilt nach wie vor, allerdings ist i.A. g, nicht reell. Da das Feld es
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ist, gilt stattdessen G, = ¢s; ebenso p, = ps in (@O2I). Gl ([@22) gilt dann mit den
Ersetzungen ¢2 ~ ¢oqa, P2 ~ DaPa:

1 1
H = Z §<papo7 + wiQan) = Z Elwa(ﬁx lpa’2

«

Atomare Uberginge. Wir halten Riickblick auf die Ubergangsraten bei klassischer
Strahlung (Abschnitt B2]) und nehmen so den Fall quantisierter Strahlung zumindest
andeutungsweise vorweg (Abschnitt [@0.4]). Konkret soll gezeigt werden, dass die Absorp-
tionsrate (8I1]) alternativ (aber nicht besser) aus der Goldenen Regel (819) gewonnen
werden kann. Dies mag iiberraschen, da die (diskrete) Energie £ des Endzustandes |¢)
nicht Teil eines Kontinuums ist. Das erforderliche Quasi-Kontinuum wird stattdessen
durch die Frequenzen w, der Moden beigesteuert, sozusagen durch Rollentausch von E;
und fw, in 6(Fy — (Eo + hw,)) = A '8(wig — wa). Folglich ist die Zustandsdichte durch
Modendichte (mal i~') zu ersetzen. Wir wihlen die Moden (Q0.16).

Die Strahlung soll wieder eine bestimmte Polarisation € aufweisen und durch eine spektrale
Energiedichte u(w) beschreibbar sein: Vu(w)Aw = (1/2)|waqa + ipa|*AN, (wa € [w,w +
Awl], V — 00), d.h.

1 dN
|waqa + ipa? __w — u(w) . (9.23)

Die Bewegung der Mode « ist

sinwqt _ Wala + 1pa o—iwat + Wala — 1Pa piwat
We, 2We 2We '

Ga (t> = (o COS wWet + Pa

Die Storung (B7) ist Hy(t) = >, Hine @t + Hi €' wobei g,(t) zu Hi, beitrigt (und
¢a(t) zu HY,):

1 Walao + ipoc e 1 ~
H,=——A,0)-—=|Hy, D] .
! c 20, (0) h[ 0, D]
Das relevante Matrixelement ist
2 C 2
2 W Wala + 1Pa 47rc
[ Eral)| = 20 [ate LIl AR 5 g
c 4dw?2
2m w10 |waQOz + lpal = 2
 2r(oylente il 5
und die Modendichte AN
FE |
p( 1) dw Ww=w10

So betrigt die Rate (820) wegen (9.23))

[0 = u(wio) - h2 ‘ (1| D - é1¢0>|2 ;

wie in (8IT]). Desgleichen fiir die Emissionsrate.
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9.2 Quantisierung des Strahlungsfeldes

(Dirac 1927) Wir kehren vorderhand zuriick zu reellen Eigenschwingungen. Ausgangs-
punkt sind die kanonischen Vertauschungsrelationen

h

[Pas Ps] = [qarq5] = 0, [Pas 8] = 7

6045 ) (924)

wobei p, und ¢, selbstadjungierte Operatoren auf einem Hilbertraum H (= Hstrahlung) S€in
sollen. Aquivalent dazu sind die Vertauschungsrelationen

[aa’ a’ﬁ] = [azﬁ a’;}] =0, [aaa CLE] = 6@5 (925)
fiir . '
o = 2—M<wath + ipa) A = Q—M(WQQa —ipa) - (9.26)

Als Operatoren werden die a, nun definiert durch die Fock—Darstellung: Es gibt einen
ausgezeichneten Zustand, das Vakuum |0), mit

ao|0) =0,

und H wird aufgespannt durch die orthonormierten Zustédnde

1

TL1!’I'L2! e

(@)™ (a3)™--10) . (ng ganz >0, ng <oo), (9.27)

«

|n1,n2, .. > =

wobei av = 1,2, ... eine willkiirliche Abzahlung der Eigenschwingungen ist. Die Operato-
ren a, und a;, wirken dann geméss

any...ng...)y=vVna+1ni...ng+1...), (9.28)
Ao M1 Moo ) =N 1. — 1.0 ), (9.29)

analog zu (3.46). Speziell ist
araq|ny,na, . ..) =nglng,ne. ..,

d.h. ala, liefert die Zahl der Anregungen (Photonen) der Eigenschwingung «. Aus

[@.240) folgt
1 1
aha, = T (P2 +wiql) — 5

also

H=>" hwaa}aq (9.30)

unter Weglassung der divergenten Nullpunktsenergie
S e
(03 2 N '
Dies entspricht einer Renormierung der Vakuum-Energie auf Null. Damit ist

Hlny,ny,...) = (D hwana)|ni,na,...) . (9.31)
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Man erkennt darin die Lichtquantenhypothese (L21]) wieder.

Bemerkung. Im Fall komplexer Eigenschwingungen ist zur Quantisierung (@.24]), die fiir
selbstadjungierte Operatoren gedacht ist, auf die reellen, orthonormierten Eigenschwin-
gungen v2Re A,, v/2Im A, auszuweichen (mit Koeffizienten v2Re q,, —v2Imgq,). Es
folgt ([©.24)), bis auf die letzte Gleichung, die durch

h
[P 48] = 0ap
zu ersetzen ist. Daraus folgt (@.25)) fiir a, wie in (@.26]) und
a, — Wala — 1Pa ) -
o = or—Watla — i)

Q

Insbesondere gilt ([@.30).

9.3 Der Feldoperator

Wir gehen von moglicherweise komplexen Eigenschwingungen aus. Durch Einsetzen von

h
2wg
in die klassische Entwicklung (O.I7) zur Zeit ¢ = 0 erhélt man den Feldoperator im

Schrodinger—Bild:
A7) = Z,/Q% 0 A (7) + at AL (7)) (9.32)

formal eine operatorwertige Funktion von & € V. Tatséchlich ist dieses Objekt singulér,

denn damit z.B.
TR h — s
A(l’)|0> = E w/ ﬂAa(lE)CL 0

ein Vektor im Fockraum ist, miisste

ho o
ZHA 0P =7 5@ < o0

«

Qo = (a’a + az)

sein, was aber in den Belsplelen offensichtlich nicht der Fall ist. (Das Feld erweist sich
als eine operatorwertige Distribution in #.) In der folgenden Anwendung (1. Ordnung
Storungstheorie) wird sich diese Problematik allerdings nicht bemerkbar machen. Fiir
den Feldoperator im Heisenberg—Bild ergibt sich:

A(Z,t) = MM A(7)e N = Z aa e Wal 4 (T) + ate“t A, (T)) . (9.33)

Diese Formel gilt auch fiir das klassische Feld A(Z,t), wenn a, und a’ analog zu (3.20)
als klassische, konjugiert komplexe Amplituden definiert werden. Aufgrund von (@.20)
erfiillen sie dann die Differentialgleichungen erster Ordung;:

(g = —1Wadqy , ay, = +iwaa, -

Formal dieselben Gleichungen ergeben sich fiir die Heisenberg—Operatoren a,(t) und a (¢),
so dass auch dann . .
aq(t) = e “a, ai(t) = ety (9.34)

«
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9.4 Das Atom im Strahlungsfeld

Der Feldoperator (0.32]) dient zur korrespondenzmaéssigen Einfithrung der Wechselwirkung
geladener Teilchen mit dem quantisierten Strahlungsfeld nach dem Schema

Dk — Dk — ?A(%) .

Ausgehend von einem Atommodell wie etwa (86]) mit festem Kern an der Stelle #y = 0 €
V erhalten wir in der Dipolnéherung analog zu Abschnitt

H = HAtorn + HStrahlung + Hl = HO + Hl ’

1 * e 1 i
Hy = =—A(0)- > —pi = ——A(0) - ¢

H aom, D 9.35
— . h[ At ] (9.35)

auf dem Hilbertraum
H = Hatom @ %Strahlung .

Dabei ist Hgtrahiung der Hamiltonoperator (0.30) des freien Strahlungsfeldes. Formal sind
die Ausdriicke wie in (86); allerdings ist das klassische, dussere Feld A(Z,¢) durch den

quantemechanischen, dynamischen Feldoperator A(Z) aus ([0.32) ersetzt. Wir betrachten
nun Ubergénge zwischen zwei stationdren Zustédnden von H:

[Y0) = |¢o) @ [n1,ng,...), H aom|®0) = €0l0) ,
W1> = |¢1> ® |n/17nl27 .- > ) HAtom‘¢1> = 51‘¢1> )

mit g9 # &7 und folglich (¢;|¢9) = 0, sowie Bestzungszahlen n,, die sich auf die Moden
([@I6) beziehen. Die zugehorigen Energien sind

Eozeo—i-Zhwana, E1:81+Zhwan’a.

Das System sei anfianglich im Zustand [¢y). Die Strahlung soll zudem eine bestimmte
Polarisation € haben (ng = 0 fiir § = (k,€”) mit €’ # €); sowie durch eine spektrale
Energiedichte u(w) beschreibbar sein: Vu(w)Aw = hwgngAN, (ws € [w,w + Aw], V —
o0), d.h.

Gesucht ist die Ubergangsrate nach den Zusténden [t;) mit festem |¢;) aber beliebigem
Iny,nb,...). Fir grosse V ist E; Teil eines Quasi-Kontinuums von Eigenwerten. Da A(0)
die Photonenzahl nur um =+1 verdndert, ist (¢ |Hi|¢) # 0 nur, falls

, ng—1, (Absorption)
Ny =
g ng+1, (Emission)

fiir eine Mode 8 und n), = n,, (a # ). Dabei ist

Ei — EO =&1 — &0 F hwg = h(ww + u)g) . (937)
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Die beiden Félle unterscheiden sich durch € 2 £¢; in beiden ist das auftretende (vektori-
elle) atomare Matrixelement

%<¢1|[HAM, DJ|do) = iwio(d1|Dldo) | (9.38)

Absorption. Nach (0.32 0.29) ist

(n1,n9,...,n5—1,...|A(0)|ny,ng, ..., ng,...) = 2—A5(0) : (9.39)
wp
Zusammen mit (Q.10) ist
2
2 wiy hng 4dmc 2 27 (wip)? = 2
| (1| Hlo)|” = @,V [(¢1|D - élgo)|” = 7<w—ﬂ> hwana|(¢1] D - € do)|
Mit (@.31) folgt die Zustandsdichte (821))
dN
Ey) = h ' —
p< O> dw w:ww’

und dann mit (@.30) die Rate (820)

472

Pas = - uleio)] (6115 - o) *

Das Ergebnis stimmt mit der klassischen Behandlung des elektromagnetischen Felds,
Gl. (8II)), tiberein. Bezieht sich die spektrale Energiedichte hingegen auf unpolarisierte
Strahlung, so folgt wie in (813))

42 =
Las = zzu(wio) {11 Dlgo)|* (9.40)

Emission. An die Stelle von (@.39) tritt nach (9.28)

h(ng + 1)=—

(ny,na,...,ng+1,...|A0)|n1,na, ..., ng,...) = Az(0) .

2&)5
Nebst ([@36]) braucht man deshalb auch die aus ([@I5]) folgende Beziehung (unpolarisiert)

1 dN hwd,
AV dw m2e3

So ergibt sich statt (0.40):

4qr? hws . 9
- ﬁ(u(wm) + =) [(@1Dgo)|” . (9.41)
Das Ergebnis weicht diesmal von (8I3) ab. Neu sind angeregte Zustinde |¢y) des Atoms

auch fiir u(w) = 0 (Vakuum) instabil: es gibt Ubergéinge in energetisch tiefere Zusténde
|¢1) unter spontaner Emission eines Photons:

Fem

m2c

= 5|1l Dlgo)”
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Gl. ([@41)) beinhaltet die Einsteinsche Beziehung (L.42).

Beispiel. Ubergang 2p — 1s beim H-Atom. Man findet |(1s|ﬁ|2p>’2 >~ ().55a3€?, (aq:
Bohr-Radius), hwp = (3/4)Ry und damit

2

4 e*  sworap\?2 3 e \3 B
Fspern:§'§'< - )WO1055:E<FL—C> WO1'0.55:9.7'10881

Dies fithrt auf eine Zerfallszeit I\, = 107" s und zu einer Verbreiterung der Absorpti-

onslinie wy; durch spontane Zerfille. Sie ist aber sehr klein:

FS em —
ZShem o 4.1078 .
Wo1
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10 Identische Teilchen

10.1 Die Permutationsgruppe

Permutationen ¢ von N Elementen sind bijektive Abbildungen auf der Menge {1, ...
N},
o: i o(i), (t=1,...N).

Sie bilden die Permutationsgruppe Sy, wobei das Produkt die Zusammensetzung ist. Das
Neutralelement ist die identische Abbildung, id. Transpositionen, d.h. Vertauschungen
zweier Elemente i # j, werden mit (ij) notiert. Sie erzeugen die Gruppe; ja bereits die
Transpositionen benachbarter Elemente, (i3 + 1), tun es.

Fiir gegebenes o bezeichnet man als Inversion ein Paar i < j mit o(i) > o(j). Die Paritét
von o, notiert sgno = 41, ist die Paritit der Anzahl Inversionen. Es gilt

sgn7o = (sgn)(sgno) ,

denn, verfolgt man ein Paar ¢ < j unter ¢ und anschliessend unter 7, so resultiert eine
Inversion fiir 7o, genau dann falls das Paar ein, aber nicht zweimal invertiert wird. So ist
die Anzahl Inversionen additiv modulo 2. Nebenbei ist sgn (ij) = —1.

Sei x eine Funktion Sy — C mit x(70) = x(7)x(c) und x # 0. Dann ist entweder
x(c)=1 oder x(o)=sgno. (10.1)

Denn: Aus o = o -1id folgt x(o) = x(0)x(id), also x(id) = 1. Fiir eine Transposition
(i7) ist (15)% = id, also x((ij)) = £1. Die Alternative (I0T) trifft so zumindest fiir jede
Transposition (i7) einzeln zu; aber auch gemeinsam, da 7-(ij) = (7(¢)7(j))-7. Sie vererbt
sich dann auf alle o. Eine Lesart von ([0.1]) ist iibrigens: Sy hat (bis auf Aquivalenz)
genau zwei 1-dimensionale Darstellungen. Als solche sind sie irreduzibel.

Sei H ein abstrakter Hilbertraum (physikalisch: 1-Teilchen Hilbertraum). Nach bisheriger
Auffassung wire das Tensorprodukt

NH=H...0H (10.2)

der Hilbertraum der Zustinde N identischer Teilchen. Auf ®"H operiert die Gruppe
Sy D o mittels
Po:th ®...QUn — Yo1(1) ® ... ® Yp-1(n) (10.3)

und Linearitdat. Es handelt sich um eine unitédre Darstellung:

Pqa=1, P,P. =P, Pr=PFP, 1. (10.4)

g

Beispiel. Teilchen mit Spin j, s. (Z.60). Der 1-Teilchen Hilbertraum ist H = L*(R3) ®
C%+1, Wir benutzen die verkiirzte Notation

(€)= 6e),  €=(@s), TR, se{j...,—j},
wlo) = [dgueoe . [de. =3 [do. (10.5)
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Entsprechend sind Zustéinde [¢)) € ®¥H durch Wellenfunktionen (&, ... £y) gegeben.
Dann ist

(Pob) (61, -+ En) = V(o) -+ Eaa)) - (10.6)

Dies folgt aus (I0.3), und zwar zunichst fiir reine Tensorprodukte 1 = [ (&) dank
der Substitution 7 = o(j), bei der 1,-1;(&) = ¥;(&s()). Der Vergleich zeigt: Teilchen
permutieren nach o, Zustinde nach o~ 1.

Der Ausdruck identische Teilchen bedeutet, dass die Teilchen der betrachteten Sorte
prinzipiell ununterscheidbar sind: Es gibt keine Observable, welche den Zustand P,|t)
vom Zustand [1) zu unterscheiden vermag. Die zuléssigen Observablen A auf dem Raum
(I02) sind demnach charakterisiert durch die Bedingung

(Pop| Al Porp) = (| A[)
fiir alle o, |¢), also durch die Invarianz
P 'AP,=A dh. [AP]=0, (10.7)
fiir alle 0 € Sy. Abstrakte Beispiele sind Observablen der Form
N
A= Zak , oder A= Z ik (10.8)
k=1 1<i<k<N

wobei alle ¢; = 1®...®a®...1 (mit dem Faktor a an i-ter Stelle) durch einen 1-Teilchen-
Operator a bestimmt sind; ebenso ist a;; ein selber 2-Teilchenoperator wirkend auf dem
Tensorprodukt der Faktoren ¢ und k in (I0.2)). Konkreter sind sie im Rahmen des obigen
Beispiels:

k=1 k=1
N 2
k=1 2m |7 1<i<k<N |75 — T

Die einzelnen Summanden sind hingegen nicht invariant, da P, 'a; P, = ag-13;)- Weitere
Beispiele zu ([0.7) sind die Anzahl Teilchen in Q € R3, némlich 35| Pqo(#}), und das Er-
eignis, dass mindestens ein Teilchen in 2 liegt, P5(Z4, ..., Zn), wobei Q= {(Z1,...,2N) |
7; € § fiir ein i}.

10.2 Das Pauli—Prinzip

Ganz allgemein sind Vektoren [¢) und x|¢), (]x| = 1) ununterscheidbar und definieren
deshalb nach (B3] ja auch den selben Zustand. In Umkehrung davon sei postuliert:
Zustéinde [1) € @"VH sind nur dann zulissig, falls

Folp) = x(o)|4)
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fiir ein |y(o)| = 1. Es folgt x(70) = x(7)x(c) und somit (I0.I). In ®¥H betrachten wir
folglich die Unterrdume der total symmetrischen bzw. antisymmetrischen Zusténden:

HY = {|) | P,|y) = |v), Vo € Sy},

10.9
H = { ) | P,|v) =sgnolp), Vo € Sy} . (109)

Fiir Wellenfunktionen ist

W> € HgN) — w(gb s 751\7) = w<£o(1)7 s 750(N)> )
W) € HIY) = 0(&, ... &n) = (sgn o) (&oqy. - - o)) -

Die orthogonalen Projektoren auf HgN), bzw. HY sind die Operatoren auf @VH

1 1
S=15 PR, A= i > (sgno)p, . (10.10)

gESN oeSN

Denn: S lisst Vektoren aus H™ fest; ebenso bildet es Beliebige nach H) ab, da P,S =
S. Letzteres impliziert auch §* = S und folgt selbst aus (I0.4]), wie auch §* = S.

Nach (I07) bildet jede Observable A diese Unterrdume in sich ab. Dies gilt auch fiir die
Bewegungsabbildung 1y +— 1, da auch der Hamiltonoperator (I0.7) erfiillen muss.

Das Pauli—Prinzip — in der Form des sogenannten Spin-Statistik Zusammenhangs
— lautet:

Der Hilbertraum eines Systems von N identischen Teilchen vom Spin j ist
nicht @NH, sondern

HN falls j€{0,1,2...} (Bosonen),

s

HN falls  je{i 3.} (Fermionen).

“Statistik” steht fiir die Unterscheidung Bosonen/Fermionen. (Der Grund der Wortwahl
wird aus Kap. [[3] erhellen.)

Bemerkungen 1. Das Pauli-Prinzip fiir Elektronen wurde von Pauli (1925) noch im
Rahmen der Bohr-Sommerfeldschen Quantentheorie aufgestellt. Die wellenmechanische
Fassung und die Verallgemeinerung auf Teilchen vom Spin j stammt von Dirac (1926)
und Heisenberg (1926). Begriindet werden kann der Zusammenhang erst im Rahmen der
relativistischen Quantenfeldtheorie (Pauli 1940 fiir freie Felder, Jost 1957).

2. Fiir Systeme aus mehreren Teilchensorten gilt die entsprechende Symmetriebedingung
bei Permutationen von Teilchen der selben Sorte.

3. Ein zusammengesetzes Teilchen ist, soweit seine Bestandteile nicht einzeln beobachtbar
sind, ein Fermion, falls es eine ungerade Anzahl Fermionen enthélt; und sonst ein Boson.
Diese Regel ist konsistent mit dem Zusammenhang aufgrund der Clebsch-Gordan Reihe
(T33). Beispiel: Proton p, Neutron n und Elektron e sind Fermionen; 3He=2p-+n+2e ist
ein Fermion, *He=2p+2n+2e ein Boson.
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10.3 Unabhingige Fermionen oder Bosonen

Als Beispiel betrachten wir Teilchen, etwa Elektronen, in einem Potential V(Z). Der
1-Teilchen Hamiltonoperator ist

=2

h:p——l—V() auf H.

2m

N voneinander unabhingige identische Teilchen sind beschrieben durch

H= Z( —|—ka) th auf %55“.

Hier wirkt hj, nur auf die Variablen des k—ten Teilchens, bzw. auf den k-ten Faktor im
Tensorprodukt (I0.2). Das Eigenwertproblem von h besitze in H die Losungen

h|¢a> = 50&|¢a> ) <¢o¢|¢,3> = 5046 .

Dabei steht « fiir irgendwelche Quantenzahlen der 1-Teilchenzusténde. Fiir die folgende
Betrachtung setzen wir a = 0,1, 2, ..., mit der Ordnung

oL <<l

Im Hilbertraum ®Y# (d.h. ohne Pauli-Prinzip) hat das Eigenwertproblem von H die
entsprechenden Losungen:

H|¢041~-01N> = E|¢a1...aN> , E = €a; T .- T Eay >
|¢Ot1---04N> - |¢a1 Q- ¢aN> s

bzw.

walnﬂN (517 ce 7§N) = ¢a1 (51) T QbaN (&V) : (10'11)

Fermionen: Durch Ant1symmetr1s1erung dleser Produktzustidnde erhalten wir die dem
Pauli—Prinzip geniigenden Losungen in HN)

’w{al--'OéN}> = (N!)1/2«4\¢a1 - ® ¢a1v> )
Uiaran) (€15 En) = (N) T2 (sgn0) ¢, (Eow) -+ Pa (Eo() (10.12)
geSN
Gar(&1) -+ Day (&)
= (N)72 : (10.13)

¢Oé1 (gN) o ¢01N (SN)

(Slater—Determinante). Offensichtlich hangt dieser Zustand nur von der Menge {a;,

.,an} ab — denn eine Permutation der a’s dndert hochstens das Vorzeichen. Ferner ist
die Determinante nur dann # 0 wenn die a’s alle verschieden sind. Dann sind die Sum-
manden in (I0.I2)) paarweise orthogonale Einheitsvektoren, was den Normierungsfaktor
(N~'/2 erklsrt. Leicht anders gesagt: In

<A(¢a1 & ¢aw>|-’4(¢a1 Q& ¢0¢N>> = <¢a1 Q- ® ¢CYN|A|¢O¢1 Q& ¢ozzv> = ﬁ
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tragt nur o = id aus (I0I0) bei. Statt durch {a4,...,ax} beschreiben wir nun diese
Zusténde durch eine Folge (ng, ny,...) von Besetzungszahlen,

|¢{a1---aN}> = |’I’L0, ny,.. > . (1014)
N ist die Vielfachheit von « in {aq, ..., ay}, also
ne €{0,1}  und > na=N. (10.15)

Im Fall unabhéingiger Fermionen gilt also das Pauli—Prinzip in der urspriinglichen Fas-
sung: Jeder 1-Teilchenzustand kann hdchstens einfach besetzt werden. Mit der Bezeich-

nung [Y{a,--ax}) = |10, 71, ..) ist nun:

Hlng,ni,...) = Elng,my,...),  E=) naa. (10.16)
Im Grundzustand ist E minimal unter der Bedingung > n, = N, also fiir die Besetzung
ng=mn1=...=ny_1=1,n,=0, (¢ > N). Die Grundzustandsenergie ist
N-1
Ey=>) ca. (10.17)
a=0

Die grosste 1-Teilchenenergie eines besetzten Zustands, ey_1, heisst Fermi—Energie.

Bosonen: Durch Symmetrisierung erhélt man aus (I0.IT]) die Eigenvektoren von H in

QNH,:
¢{0¢1"'06N}(£17 SR ?&V) - (N'nﬁlnl' T )71/2 Z gZSCV1 (50(1)) T ¢0¢N (gg(N)) ) (1018)
ocESN
wobei jetzt in der Menge {ay,...,an} derselbe Index a mehrfach auftreten kann: die
Besetzungszahlen in (I0.I4]) sind hier
ne €{0,1,2,...}, > na=N. (10.19)

Der Normierungsfaktor in (I0.I8)) ergibt sich, weil die Summanden orthogonal oder gleich
sind, und zwar zu je ng!ny!---. Dies ist ndmlich die Anzahl Permutationen o, die nur
Teilchen in einem selben Zustand permutieren. Oder auch, weil in

n0!n1! cee

<¢a1®"'®¢QN’S‘¢041®H'®¢O‘N>: NI

und (I0.I0) nur die erwihnten o beitragen.

Der Grundzustand entspricht der Besetzung ng = N und n, = 0 fiir a > 0, entsprechend
der symmetrischen Wellenfunktion ¢g(&1) - - - ¢o(€n). Seine Energie ist

EO == N€0 . (1020)

Dies ist auch der tiefste Eigenwert von H in ®VH, d.h. ohne Beriicksichtigung des Pauli—
Prinzips.
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Beispiel. Freie Teilchen in einem Gefiss vom Volumen V' (Quantengas). Das Gefiss
sei der Wiirfel 0 < z; < L (i = 1,2,3). Bei der Randbedingung ¢ = 0 sind die (nicht
normierten) Eigenfunktionen eines freien Teilchens vom Spin j:

3

O o (T,5) = 0 [ [sin(kizs) . (FeVise{j....—j}),
=1
EERB, k:,-:%yi, v; ganz >0, oced{j,...,—j}.

Die oben beniitzte Quantenzahl « fiir die 1-Teilchenzusténde ist hier das Paar (E, m).
Die 1-Teilchen Energie ist

27,2 232 3
km 2m 2mL? &~ """
=1
mit dem minimalen Wert fiir v; = 15 = 13 = 1.

Bosonen: Daraus ergibt sich die Grundzustandsenergie von N Bosonen im Volumen
V=L 2252
Ey= 2" Ny-3, (10.21)
2m
Insbesondere verschwindet die Energie pro Teilchen im Limes V' — oo, und, falls dieser

bei fester Teilchendichte N/V erfolgt, auch die pro Volumeneinheit:

E Ey

W—>0, V—>O, (V= 0) .

Fermionen: Auf jeden Gitterpunkt (kq, ko, k3) entfallen 2j + 1 1-Teilchenzustéinde. We-
gen € ~ Y k? ergibt sich der Grundzustand durch Besetzung aller Gitterpunkte im Ok-
tanten k; > 0 innerhalb einer Kugel (mit je 2j + 1 Teilchen). Fiir N > 1 ist der Radius
kg dieser Kugel (Fermi-Wellenzahl) bestimmt durch

1/L\3 *r 25 + 1
N:(2j+1)§<—) -47/ dk k? = ‘76:2
0

™

Also ist kp durch die Dichte n = N/V bestimmt,

6732n \ 1/3
k :( ) , 10.22
P2+ 1 (10.22)

und so ist die Fermi-Energie ep = h*k2/2m. Die Energie des Grundzustandes ist

1/L\3 h2k? R 2j+13
Ey = (27 1—(—) 4 2 =V =
0=(27+ )8 T 7r/0 di k 2m V2m 672 5kF

Daraus folgt:

2 _ 2 10.23
% 2m<2j—|—1> 50 (10-23)
Ey 3

N 5F°
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Bemerkungen. 1. Das freie Fermi—Gas beschreibt ein Metall in grober Approximation,
inklusive seines Grundzustandes.

2. Die Wirkung des Pauli-Prinzips zeigt sich im Vergleich von (I0.21]) mit (I0.23): Bei
gleichem V und N > 1 ist die fermionische Grundzustandsenergie um rund einen Faktor
N?/3 grosser als die bosonische!

10.4 Die Zopfgruppe und die Anyonen

Zopfe b aus N Stringen sind Diagramme der beispielhaften Form

1 2 3 4 N

) )

l \ (10.24)
> 3 4 \

1 N

Gemeint sind N stets nach oben verlaufende Kurven, die die Punkte {1,..., N} bijektiv
verbinden und die bis auf Uberschneidungen eben sind. Zopfe, die durch Deformationen
auseinander hervorgehen, werden nicht unterschieden:

N N
\ = \ (10.25)
h h

)L

(10.26)
\

;

Sie bilden die Zopfgruppe By, wobei das Produkt 0'd” die Zusammensetzung ist (b’
liegt tiber b”). Das Neutralelement, id, besteht aus lauter geraden Stréngen; das inverse
Element b~! ist die Spiegelung von b an einer horizontalen Geraden. Elementare Zopfe
b;=1i,i+1] (i=1,...,N —1) bestehen aus geraden Stringen, ausser zweien: i — i + 1,
der eine Uberfithrung von i + 1 — ¢ bildet. Sie erzeugen die Gruppe.

Sei x eine Funktion By — U(1) = {z € C | |z| = 1} mit x(b'b") = x(b')x(b”). Dann gibt
es ein @ € R mod 27 so, dass .

x(b) = e (10.27)
fiir alle elementaren Zopfe b. Umgekehrt begriindet Gl. (I0.27)) bereits eine solche Funk-
tion Y.

Denn: aus Fig. (I0.28) mit Strangen 4, i + 1, ¢ + 2 folgt bbi11b; = bbby (i =
1,...,N —2), und daraus x(b;) = x(bi+1). Die Umkehrung folgt daraus, dass nebst
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der erwihnten Relation b;b; = b;b;, (|i — j| > 2) die Einzige weitere ist. Anders gesagt:
Die 1-dimensionalen unitédren Darstellungen der Gruppe By sind (bis auf Aquivalenz)
parametrisiert durch o € R mod 27 und durch (I0.27) bestimmt.

Jedem Zopf ist auf offensichtliche Weise eine Permutation zugeordnet, By — Sy, b — 0.
Die Abbildung ist zwar surjektiv, aber nicht injektiv, da [i,4 + 1], [1,4 + 1] = (4,7 + 1),
vgl. (I020). Sie induziert ferner eine Weitere, Y — x, von Darstellungen der Sy nach
solchen der By, und zwar x(b) := x (o). Die zweite Abbildung ist folglich injektiv, so dass
die ersteren Darstellungen als Spezialfélle der letzteren aufgefasst werden kénnen. Es gilt
(i,7 4+ 1)* = id, aber [i,i + 1]* # id. Dies steht im Einklang damit, dass in (I0.1]) nur
a = 0,7 vorkommen.

Weiter benotigen wir die (erste) Homotopiegruppe eines (topologischen) Raums M >
Zp, wobei xq ein ausgezeichneter Punkt ist. Schleifen in xq sind stetige, orientierte Kurven
in M, die dort beginnen und enden. Solche, die durch Deformation in M auseinander
hervorgehen, heissen homotop zueinander und werden nicht unterschieden. Dann ist

(M, zo) = {7 | Schleifen in zq} . (10.28)

Die Menge ist eine Gruppe, wobei das Produkt durch die Zusammensetzung der Kur-
ven gegeben ist. Neutralelement und inverses Element sind evident. Falls M zusam-
menhéngend ist, so ist m (M, z) = m (M, xy), notiert als m(M). Die Eigenschaft “M
einfach zusammenhéngend” ist gleichbedeutend mit “m; (M) trivial”.

Die Behandlung identischer Teilchen aus Abschnitt [[0.1l verlangt, dass Eigenschaften un-
abhéngig von der Nummerierung der Teilchen zu sein haben. Einzuwenden ist, dass bereits
die Moglichkeit einer intrinsischen (wenn auch willkiirlichen) Nummerierung der Unun-
terscheidbarkeit zuwiderlauft. Moglich bleibt indessen eine Unterscheidung der Teilchen
durch extrinsische Eigenschaften, etwa durch ihren Ort. Dann hat aber dieser explizit in
die Behandlung einzufliessen (Leinaas, Myrheim 1977).

Klassische Konfigurationen von N identischen Teilchen in R? sind Teilmengen  C R?,
die aus N Elementen bestehen, wobei Wiederholungen erlaubt sind; ihr Raum sei als M
notiert. (Diese Auffassung 16st das Rétsel des Gibbs’schen Paradoxons, s. Theorie der
Wirme). Konfigurationen x € A,

A = {z | z hat Wiederholungen} C M ,

verunmoglichen es, Teilchen auch nur extrinsisch zu unterscheiden. Wir betrachten die
Differenzmenge

My=M\A,

so dass © € M, keine Koinzidenzen mehr aufweist. Beachte, dass M, fiir alle d > 1
zusammenhéngend ist, aber nur fiir d = 1 auch einfach zusammenhéngend. Um jeden
Punkt xy € M, kann lokal eine Karte K eingefiihrt werden: Es gibt eine Umgebung
xg € U C My und eine bijektive Abbildung

Usaz (Th,...,Zn) € K CRY

Sie entsteht etwa indem man die Teilchen in x so nummeriert, dass €- 71 < ... < €Ty
fiir eine passende Richtung €. FEine solche findet sich lokal immer. Die Willkiir der
Nummerierung ist somit die Willkiir der Karte.
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Ein quantenmechanischer Zustand |¢), der in U lokalisiert ist, ist dargestellt als

|¢>:/da:l...dez/;(fl,...,fN)|a?1,...,oZ-N> :
K

Zwar hangt |¢) nicht von der Karte ab, wohl aber 1(Z1,...,Zy) und |Z,...,Zx). Sei 7
eine Schleife in M (z.B. ein Polygonzug, falls zweckméssig), die in z( basiert ist:

Zo - vl

Diesem entlang soll |¢)) “parallel transportiert” werden. Am besten liesse sich dies mittels
Faserbiindeln erkldren und in Ermangelung derer wie folgt.

M

In einer Karte sind die Teilchen unterscheidbar, 1 () € L?*(RY)®N. Eine Translation der
Teilchen um (51, . ,SN) ist gegeben durch ¢¥(Zy,...,Zy) — ¥(&; — 51, TN — gN)
Allerdings kann 7 i.A. nicht durch eine einzige Karte abgedeckt werden. Folglich sind
zwischen den Ziigen von ~ allenfalls Kartenwechsel (K, #;,v) — (K, &, @) einzulegen:

—

T = fﬂ'(l) ’

zﬁ(fl, L @) = 2T, BN) = 2Ty, - D)
mit geeigneten 7 € Sy, z € U(1). Diese Gréssen sind i.A. fiir jede Zusammenhangskom-
ponente von K N K andere.

Das Ergebnis bei vollzogener Schleife ist

1) = x(V)[¥)

wobei die Phase x(v) € U(1) (i.A. x() # 1) nur von « € m(M,) abhéngt, da die Trans-
lationen lokal (aber nicht global) kommutieren. Zusammenfassend: Identische Teilchen
begriinden vorab eine 1-dimensionale Darstellung der Homotopiegruppe,

x:m(Mo) = UML), v=x(v) .

Nun wird endlich die Rolle der Dimension des Raums R? ersichtlich:

7-‘_1(]\40) = SN ) (d Z 3) )

1 (Mo) = By | (d=2) (10.29)
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wie weiter unten gezeigt. Im ersten Fall sind identische Teilchen Bosonen oder Fermionen.
In d = 2 sind sie hingegen Anyonen, charakterisiert durch die Darstellung (I0.27) mit
a € R mod 27.

Beweis von ([I0.29). Eine Schleife v induziert bei ge-

gebener Karte eine Permutation o, indem die Num-
merierung langs v fortgesetzt wird, und so einen (sur-
jektiven) Homomorphismus \ /

7T1(M()) — Sy , Y= 0. (1030)

T2
Wird die Schleife etwa durch ¢ € [0, 1] parametrisiert, / \ 3
so steht sie fir N “Weltlinien” in [0, 1] x R?, welche

je die beiden festen Punkte (0, ;) und (1, Z5(), (1 = t=0
1,...N) miteinander verbinden (s. Figur fiir N = 3,

d=2).

Fir d + 1 > 4 kann die eine Weltlinie die Deformation einer anderen ebenso wenig be-
hindern, wie ein Punkt in d > 3 die einer Linie mit festen Endpunkten. Also sind die
Schleifen v, und 5 homotop, sobald o(v;) = o(72). Damit ist (I0.30) ein Isomorphismus.

T11 To1 T31 T1

Fiir d = 2 ist hingegen m(My) = By, denn: Ist v ein Schleife in M, so betrachte die
Weltlinien der Teilchen (z.B. anfénglich z1; < ... < zy1). Die Projektion (in 2-Richtung)
liefert einen Zopf b, s. Fig. (I0.24]). Die Zuordnung « + b ist injektiv, also m;(My) = By.

Il

Invertiert man die Orientierung der Ebene, bzw. der 2-Achse, so wird b durch den Zopf
b mit invertierten Uberschneidungen ersetzt. Da [i,7 + 1] = [i,7 + 1]7!, entspricht dem
a — —a. In diesem Sinne ist der Parameterbereich der Anyonen auch bloss a € [0, 7].

Bemerkung. Beim fraktiondren Quanten-Hall-Effekt, auf den hier nicht ndher eingegan-
gen werden kann (d = 2), betrigt die Hall-Leitfahigkeit im Grundzustand
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mit v € Q einer rationalen Zahl. Fiir v = 1/m, (m ganz) sind die Anregungen anyonische
Quasi-Teilchen mit o = 7 (Laughlin, Halperin, Wilczek).
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11 Das Thomas—Fermi Atom

11.1 Das Atommodell

Einheiten: fir Elektronen setzen wir
h2
2m

=le| =1 (11.1)

Die Einheiten von Liange und Energie sind dann:

h? 2me?

=1, 4 Rydberg = 2 =1.

%Bohr—Radius =

me?

Das Atom (oder Ion) besteht aus einem festen Kern der Ladung Z bei & = 0 und einer
Hiille aus N Elektronen, die als geladenes Fermi-Gas der Teilchendichte n(Z) aufgefasst
wird (Thomas, Fermi 1927). Die gesuchte Dichte n(Z) soll die Energie

nl = 3, §nf5/3— 3xnf£ 1 3. 3 n(Z)n(y) — (372)2/3
Blo] = [ o @ — [ doeni) g [aeay L g <3>(>)
11.2

minimieren unter den Nebenbedingungen
n(%) >0, /d?’:c n(%¥) = N . (11.3)

Der letzte Term in (I1.2)) beschreibt die elektrostatische Energie der Wechselwirkung
zwischen den Elektronen in der Ndherung, dass die Dichten bei & und gy unkorreliert
sind. Der mittlere Term beschreibt die Anziehung zum Kern exakt. Der erste Term in
(IT2) beschreibt die kinetische Energie der Elektronen und folgt aus (I0.23)) unter der
Néherung, dass der dort gefundene Zusammenhang zwischen (kinetischer) Energiedichte
und Teilchendichte auch lokal gilt. Das Thomas—Fermi Modell beschreibt also nur den
Grundzustand, und dabei geht iiber ([0.23)) das Pauli-Prinzip wesentlich ein.

11.2 Die Thomas—Fermi Gleichung

Die Menge der Dichten (I13]) ist konvex, und auf dieser Menge ist das Thomas—Fermi
Funktional E[n] strikt konvex:

E[oqnl + OéQﬂQ] < ozlE[nl] + OZQE[TLQ] (114)

fﬁrnl#ng, ozi>0, a1 +ag = 1.

Beweis. Der erste Term (I1.2)) ist strikt konvex, da n +— n®/3 es ist fiir n > 0; der letzte
wegen

Z(Jémz T)ni(y Z@ i )Z&mi(ﬁ) = oz (ny (F) = n2 (7)) (n1(4) — na2(¥)) ,
zusammen mit (6.23)).
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Es gibt daher hochstens eine minimierende Dichte n(Z), bestimmt durch

d

t=0

:/d%én(f) <7n( 7)%/% — % —I—/d?’y%) >0 (11.5)

fir alle mit (IT.3]) vertriglichen Variationen én(Z):
on(€) >0 falls n(¥) =0, /d?’x on(¥)=0. (11.6)

Anschaulich: eine konvexe Funktion E(n) auf 0 < n < oo kann ein Minimum im Innern
dieses Gebietes haben (E’(n) = 0) oder auf dem Rand bei n = 0 (E’(0) > 0). Wéhlen wir
zuerst on(Z) mit Trager im Gebiet n(Z) > 0 so ist nur die zweite der Bedingungen (I1.6)
relevant und die Integrationen iiber d®z konnen entsprechend eingeschriinkt werden. In
diesem Gebiet ist also

yn(Z)*? 4 ®(F) = konst = p , (11.7)

wobei p der Lagrangesche Multiplikator zur verbleibenden Nebenbedingung ist, und

O(F) = -2 4 /di”yﬂ (11.8)

7] |7 = 7]

die potentielle Energie eines Elektrons im Feld des Atoms. Damit und unter Beriicksich-
tigung von (ILG) schreibt sich (IT.5]) wieder allgemein als

OF = /(ﬁ)>0d zon(Z)u + /n(a':’):od x on(T)P(7)
=~ [, dwon@—e@) 0.

Im Gebiet des letzten Integral ist die Variation nun beliebig bis auf dn(Z) > 0, also ist
dort p — ®(7) < 0. Insgesamt gilt also die Thomas—Fermi Gleichung

Y@ = (1 — (7)) (11.9)

wobei t; = max(t,0) der positive Teil von ¢ € R ist. Dies ist die notwendige und hinrei-
chende Bedingung fiir die minimierende Dichte n(Z). Der vorerst unbekannte “Lagrange-
sche Multiplikator” ;i ergibt sich aus der Nebenbedingung [ d*zn(Z) = N. Ohne Bezug
auf das Funktional zu nehmen, kénnen die beiden Gleichungen (1.8 IT.9]) wie folgt be-
griindet werden: Bei Fermi-Energie p ist die maximale kinetische Energie eines Elektrons
im Feld (IT.8)) durch (u — ®(Z)) gegeben. Thr entspricht nach (I0.22]) die Dichte (I1.9]).
Das Gleichungspaar driickt so die Selbstkonsistenz der Dichte n(Z) aus.

Wir zeigen nun, dass (I19)) fiir N < Z eine sphérisch-symmetrische Losung besitzt, was
wegen der Eindeutigkeit geniigt. Ansatz:

(14— B(r)). = Zx(r) (11.10)
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mit x(r) > 0 und x(0) = 1, weil ®(r) fiir r — 0 die Coulomb-Singularitit —Z/r ha-
ben muss. (Fiir u=0 kann y(r) als die Abschirmung des Coulomb-Potentials angesehen
werden.) Aus der Poisson-Gleichung —A®(7) = —4nZ§(Z) + 4mn(Z) folgt fiir r > 0

n(r) = —Aj;y) = %x”(r} (11.11)

solange x(r) > 0, und damit aus (IL9)) die Thomas—Fermi Differentialgleichung

4
X'(r) = g 2 ) (1112)
™

Fasst man x auf als Funktion der skalierten Variablen
§= <i>2/3 AR
3T
so nimmt diese Gleichung eine von Z unabhéngige Form an:

X'(&) = 2 ()2 . (11.13)

Der typische Radius von Atomen ist deshalb fest auf der &-Skala, d.h. ~ Z7'/3 auf
der r—Skala. Die Losungen der TF-Differentialgleichung mit x(0) = 1 sind durch x/(0)
parametrisiert. Sie sind konvex und definiert soweit x(r) > 0. In (III0) sind sie dann
gegebenenfalls durch y(r) = 0 fortgesetzt.

R r

Brauchbar sind nur Losungen x(r) mit einer Nullstelle, x(R) = 0, oder mit x(r) — 0
fiir r — oo. Alle anderen divergieren fiir r — oo (folglich N = 00). Im ersten Fall ist
X'(R) <0, denn x'(R) = 0 wiirde y = 0 implizieren.

11.3 Positive Ionen

Fiir hinreichend negatives x’(0) hat x(r) eine Nullstelle R, die als Funktion dieser Ablei-
tung das Intervall R € (0, 00) durchlduft. Dann ist nach (ILIT]):

R
N = Z/ drrx"(r) = Z(ry —X)|§ =ZRX'(R)+ Z ,
0
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also
-7

A

Die Losung beschreibt ein positives Ton (0 < N < Z). Umgekehrt gibt es fiir jedes solche
Ion eine entsprechende Losung x = xg, denn es gilt Rxz(R) — 0, (R — o0). Dies folgt
iiber die Konvexitét (s. Figur) aus

X(R)=0, RY'(R) = N <0 : (11.14)

Xool1) 2 Xa(r) = Xa(R) + XR(B)(r = ) = ~Rxp(R) (1= ), ("< R)

im Limes R — oo bei festem r/R < 1.  Wegen n(r) = 0, (r > R) ist nach (I17)
p = ®(R), andererseits ®(r) = —(Z — N)/r fir r > R nach (IL8). Insbesondere ist
1 < 0. Das elektrische Potential des Ions ist somit:

—o(r) = {Zfﬂm’ E:ig; (11.15)

T

11.4 Das neutrale Atom

Fir N — Z wandert R — oo: man erhélt die “neutrale” Losung x(r), die iiberall > 0 ist
und im oo verschwindet. Tatséchlich besitzt (ILI13) eine explizite Losung

f(§) = 144672 (11.16)

Diese erfiillt zwar nicht f(0) = 1, ist aber eine obere Schranke fiir jede beschrinkte Losung
X(&) (ohne Beweis). Fiir die neutrale Losung x(§) ist numerisch:

dx
dg

Ferner ist ®(r) — 0 fiir r — oo, also nach (IT.7) p = 0. Aus (I1.5) folgt damit

(0) = —1.588... . (11.17)

0F = /d% on () (yn(Z)*? + () =0 (11.18)

fiir beliebige Variationen der neutralen Dichte n(Z). Dies niitzen wir aus zur Berechnung
der Energie des neutralen Atoms. Wir schreiben

E[n] = T[n]| — V[n] + Dn|,

wobei T', V, D der Reihe nach die Integrale in (IT.2]) bezeichnen. Es sei nun n die neutrale
Dichte und

ny(r) = tn(r) , (t>0),
En = t*3T[n] — tV[n] + t*D[n] .

Nach (I1.I8)) gilt
0=—FEMn]|l = gT[n] —Vi[n]+2DIn] . (11.19)
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Analog findet man fiir n; = t3n(tr):

0= p E[ny] = 2T'[n| — V[n] + Din] , (11.20)

und aus diesen beiden Gleichungen das Verhéltnis
T:V :D=3:7:1 (11.21)

fiir das neutrale Atom. Am einfachsten berechnet sich
V= Z47r/ drrn(r) = Z2/ drx"(r) = —Z*\'(0)
0 0

(A
=7 3(37r> dg(o)'

Aus (II2I) und mit dem Zahlenwert (II.I7) ergibt sich so die Energie des neutralen
Atoms der Kernladung Z (in Einheiten 4 Rydberg):

3 3/ 4\"*d
Erp(Z) = -V = 73 - (37) d—?(@) = —0.3844 773 . (11.22)

Bemerkungen. 1. Keine Losung von (ITI2) mit N < oo entspricht einem negativen
Ion N > Z. FEine Ladung Ze schirmt den Kern gegen (weit) aussen elektrostatisch ab.
Genauer: Das Funktional E[n] ist dann zwar immer noch nach unten beschriankt, hat

aber keinen Minimierer n mehr. Bei einer minimierenden Folge von Dichten n wandert
die Uberschussladung N — Z ins rdumliche Unendliche ab.

2. Die TF-Theorie beschreibt die quantenmechanische Grundzustandsenergie Ej asym-
ptotisch korrekt (Lieb, Simon 1977): Fiir neutrale Atome (N = Z) gilt (vgl. (I1.22))

Eo(Z) = Ere(Z)1+0(Z7Y3), (Z = ).

3. Es gibt viele Varianten der Thomas—Fermi Theorie, z.B. die von Dirac:

3\1/3 3

T
Der zuséatzliche Austauschterm soll die in D[n] vernachldssigten Korrelationen teilweise
beriicksichtigen. Er wird in Abs. [I4.7 begriindet. Nachteilig ist, dass das Funktional nicht
mehr konvex ist.
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12 Die Hartree—Fock Niherung

(Hartree 1928, Fock, Slater 1935) Die HF—Approximation spielt eine wichtige Rolle in der
Atom— und Molekiilphysik.

12.1 Das Atommodell

In Einheiten A =2m =e =1 ist
N 7 1..N 1
H = (ﬁ}f - T|) +> i HM (12.1)
Tk i
k=1

Es lésst sich zeigen, dass H fir N < Z ein Spektrum o(H) folgender Art besitzt:

L @ @

by 0

o(H) besteht aus einem Kontinuum [¥, c0) (X = Grundzustandsenergie des Ions mit N —1
Elektronen), und unterhalb davon aus oo vielen Eigenwerten endlicher Vielfachheit, die
sich nur bei Y h&ufen. Insbesondere besitzt H einen Grundzustand der Energie

Ey = min(u|H]1) (12.2)
wobei das Minimierende 1 nicht eindeutig sein muss (Entartung).

12.2 Die Hartree—Fock Niherung

Das Ziel ist eine approximative Bestimmung von Ejy und eines Grundzustandes . Dazu
wird (I2.2) ersetzt durch

Eyp = w{%%(WHW) g (12.3)

wobel das Minimum tiber alle Slater—Determinanten

) = (N)2Alpr @ -+ @ ¢n) =: SD(¢1, - .., bn) (12.4)

von N orthonormierten 1-Teilchenzustédnden ¢, € H (Orbitale) zu nehmen ist. Beachte,

dass nicht jeder Zustand aus HN) cine Slater-Determinante ist, so wenig wie jeder Vektor
aus @"VH ein reiner Tensor |¢; @ - - - @ ¢y) ist. Sicher ist also

Ey < Eyr ,

und hoffentlich Fyr ~ Fj in guter Naherung. Fiir N < Z ist wieder bekannt, dass das Mi-
nimum (I23)) tatséchlich existiert, wobei die minimierende Slater—Determinante v nicht
eindeutig zu sein braucht. Nicht eindeutig sind auf jeden Fall die Orbitale (¢1, ..., ¢n).
Es sei ndmlich

o ="Uas 03 (12.5)
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eine unitére Transformation auf neue Orbitale (¢, ..., ¢y), die Linearkombinationen der
Alten sind, und ¢’ = SD(¢),...,¢y). Dann ist

P =det(U) 1 . (12.6)
Wegen |det(U)| = 1 stellen ¢ und ¢’ denselben Zustand dar: insbesonders ist (¢|H|[y) =

(W|H|Y"). Als Zustand ist also eine Slater-Determinante génzlich bestimmt durch den
N-dimensionalen Unterraum

M=[¢,....on] CH, (12.7)

der durch (¢4, ..., ¢n) aufgespannt wird (lineare Hiille): Die Wahl der Orbitale entspricht
bloss der Wahl einer beliebigen orthonormierten Basis in M. Zur Berechnung der Ener-
gieerwartungswerte schreiben wir (DI[D in offensichtlicher Notation als

H= Zh;ﬁ— Zwu. (12.8)

i#]
Aus der Definition (I2.4]) der Slater—Determinante ergibt sich mit (I0.10, T0.7):

N N
W1 i) = NUA(G1 @ -+ @ on)| Y i1 @ -+ ® )
k=1 h=1

N

ZZ Z SE1.0)(Bo1(1) @ - .. ® b1y | k|01 @ -+ @ D)
k=1 oceSy
N

k:l
(] Zwij‘w> = Z Z (g 0){Po-1(1) @ . .. @ Po-1(m)|Wij|P1 @ -+ @ D)
1#] 1£j o€ESN

:§}@®@mm®@%w@®mmw®@% (12.9)

denn zur ersten Summe iiber Sy trigt nur o = id und zur Zweiten auch o = (ij); ferner
wurden die (verschwindenden) Terme i = j zur letzten Summe hinzugefiigt. Zusammen

ist
wwwm=§:/da%@ﬁcﬁ ,40¢4&>

+—Z/%%%&W@)_w%@%@

E
5% [T e 0210

Der letzte Term heisst Austauschenergie; in ihr treten wie schon frither beim He-Atom
die Austauschintegrale auf, die stets positiv sind. Auch aus (IZI0) ist ersichtlich, dass
(¥|H |¢) nicht von der Wahl der Orbitale in M abhéngt, denn

> ba(€)da(n) (12.11)

ist invariant unter den unitéren Transformationen (I2.5]).
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12.3 Die Hartree—Fock Gleichungen
Notwendig fiir ein Minimum v in (I23) ist das Verschwinden der ersten Variation:
S| H[y) =0 (12.12)

fiir beliebige Variationen der Slater-Determinante ¢/. Diese ergeben sich durch Variationen
d¢, der Orbitale unter den Nebenbedingungen

0= {¢aldp) = (6dalPs) + (¢aldds) - (12.13)

Da sich (¢)|H|v¢) nicht dndert unter Variationen der ¢, innerhalb M, kénnen wir sogar
die stiarkere Bedingung

S¢a LM, (a=1,...N) (12.14)
stellen. Bei Variation eines einzigen Orbitals ¢,, folgt aus (I2.10):
OV H|¢p) = (0alhlPa) + (Palhldda) , (12.15)

der allgemeine Fall ergibt sich durch Summation tiber a. Dabei ist h = h(¢; ... ¢n) ein
Operator auf H,

(o)(6) = (5 = 2)0(6) + 2 [ d5(60) == (0161)0n(62) — 65(E)0162)
B

(12.16)

den wir den Hartree—Fock Operator h nennen. Er ist selbstadjungiert und héngt auch
wieder nur vom Unterraum M ab, nicht von der Wahl der (¢, ...,¢x). Da dp, € M+
beliebig ist und auch id¢, € M+, folgt aus (I2.15)

S(WHY) =0 <> hpo €M, (a=1,...N). (12.17)

Das heisst einfach: der N-dimensionale Unterraum M C H muss so bestimmt werden,
dass er durch h = h(M) in sich abgebildet wird. Dann kann man die Orbitale als Eigen-
vektoren von h wéhlen und erhélt eine Losung der Hartree—Fock Gleichungen:

h(o1,. .., ON)ba = Eada » (a=1,...N);. (12.18)

Umgekehrt bestimmt jede orthonormierte Losung (¢, ..., ¢n) dieses nicht-linearen Fi-
genwertproblems eine Slater-Determinante v, fiir die §(¢|H|¢) = 0 ist. Fiir jede solche

Losung ist nach (IZ.I6) und (IZI0)
A

Y ca= (Salhlda) = 2(LIH[Y) = Y (¢al (5® ~ ’x‘)!%) :
und damit die zur Losung gehérende HF-Energie:
1 o Z
Enr = (V|H[Y) = 5 ;((%!(p - ﬁ)!d)@ + ea) : (12.19)
Auch in der HF—N&herung gilt der Virialsatz:
2'+V =0 bzw. Egyp = T, (12.20)
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wobei T' und V' die Erwartungswerte der kinetischen und der potentiellen Energie im
Zustand 1) sind. Zum Beweis skaliert man die Orbitale: ¢, (Z,s) — t3/2¢4(tZ,s) und
beniitzt §(|H|¢) = 0 fiir die entsprechende Variation von .

Bemerkungen. 1. Die Losung der Hartree-Fock Gleichungen geschieht numerisch nach
Reduktion der sphérischen Symmetrie, auf die wir nicht néher eingehen. Ein Schritt im
Iterationsverfahren umfasst grob gesprochen folgende Teilschritte:

Input: orthonormierte Orbitale ¢,.

Berechnung von A(¢y, ..., ¢nN).

Losung des linearen Eigenwertproblems h(¢q, . . . ,ng)%a = 5a$a.

Die (orthogonalen) Lésungen aa werden normiert. Sie dienen dann als Input fiir
den néchsten Iterationsschritt.

2. Die HF-Theorie beschreibt die quantenmechanische Grundzustandsenergie E; asym-
ptotisch korrekt (Fefferman, Seco 1990) und sogar besser als die TF-Theorie:

Eo(Z) = Eup(Z) (1 +0(Z723)),  (Z — o).
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13 Schalenmodell und Periodensystem

13.1 Das Atommodell

Das Atommodell ist

N Z 1...N 1

H= i— —_ 13.1
Z(pk rm) Dy (13.1)
k=1 i<k

auf HY). Die Spins der N Elektronen gehen zwar nicht in den Ausdruck fiir H ein,
wohl aber in die Diskussion seines Spektrums, und zwar iiber das Pauli-Prinzip. Die
Symmetrien von H sind:

(i) gemeinsame Drehungen aller Elektronen, jedoch separat fiir Ort und Spin. Die
Symmetriegruppe SO(3) x SU(2) besteht aus den Paaren (R,V), R € SO(3), V €
SU(2), und ist auf HN) unitdr dargestellt durch

(UR, V) (&1, 81, Tn,58) = Vayst -+ Vays, W(R™'Z1,8,... R 2y, sly) -

(13.2)
Die entsprechenden Erhaltungsgrossen sind Bahndrehimpuls und Spin
N N
L:;fk/\ﬁk, S:;§ﬁk; (133)

(ii) Raumspiegelung und Zeitumkehr, s. S. [66}

(iii) Permutation der Teilchen. Die Symmetriegruppe ist Sy.

Typischerweise, aber nicht ausnahmslos, sind Entartungen alleinige Konsequenz der Sym-
metrien. So triagt ein Eigenraum von H nur eine irreduzible Darstellung der Symmetrie-
gruppe des Hamiltonoperators. Hier ist dies das Produkt der Gruppen (i-iii) und die
Darstellung ein Tensorprodukt von Irreduziblen der einzelnen Gruppen. Jene von (i) sind
von der Form D ® Dg. Was (ii) angeht, sind sie 1-dimensional sowohl fiir die Raumspie-
gelung (Paritdt p = 41) wie fiir die (zweimalige) Zeitumkehr, (—1)", s. S. 66l Letztere
kann als Vielfaches der Eins ignoriert werden. Das Pauli-Prinzip ldsst nur die antisym-
metrische Darstellung von (iii) zu. So liefert auch (iii) nur 1-dimensionale irreduzible
Darstellungen, die nicht zur Dimension der Tensorproduktdarstellung beitragen. Jeder
Eigenraum tragt folglich bloss eine irreduzible Darstellung Dy ® Dg der SO(3) x SU(2).
In diesem Kapitel soll diejenige des Grundzustands bestimmt werden.

Es lohnt sich ferner, die Diskussion auch ohne das Pauli-Prinzip zu beginnen. Der Hamil-
tonoperator wird auf ®VH = (@VHp) ® (N Hs) betrachtet, wobei H = Hp ® Hs und
Hp = L*(R?), Hs = C? die Hilbertriume der Bahn- und Spinzustiinde eines Elektrons
sind. Dann tritt anstelle von (iii):

(iii)” separate Permutationen der Bahn— bzw. Spinzustinde der Elektronen. Die Sym-
metriegruppe ist S](VB) X S](\}g).
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Die irreduziblen Darstellungen F der Sy sind i.A. mehrdimensional. Bezogen auf @V Hg,
d.h. ohne Beriicksichtigung des Spins, trégt ein Eigenraum von H eine irreduzible Dar-
stellung Dy ® F der SO(3) x S](f). Der Spin verleiht ihm dann zunéchst eine (zusétzliche)
Entartung iiber das Tensorprodukt mit ®"V#Hg; dieser Raum zerfillt in irreduzible Dar-
stellungen Dg ® F' der SU(2) x S](\}g). Schliesslich ist zu (iii) zuriickzukehren, also die
Darstellung F ® F’ auf die (diagonale) Untergruppe Sy C S](\?) X S](\}g) einzuschrianken
und als Darstellung dieser zu zerlegen. Dabei gilt (ohne Beweis):

e (Schur-Weyl Dualit#t) Jedes Dg @ F' kommt héchstens einmal in @VHg vor; in
diesen Féllen bestimmen sich Dg, F' gegenseitig.

e (Pauli-Prinzip) Die antisymmetrische Darstellung von Sy kommt hochstens einmal
in F ® F' vor; in diesen Fillen bestimmen sich F, F’ gegenseitig.

(Zu beiden s. Ubungen fiir Spezialfille). So enthélt der Eigenraum von H nur eine (anti-
symmetrische) irreduzible Darstellung Dy, ® Dg , denn dies gilt fiir (D, ® F) ® (Dg ® F'),
wobei F zuerst F' und dann Dg bestimmt. Bei Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips

schrumpft somit die Entartung der Eigenwerte wieder auf den durch (i-iii) begriindeten
Grad.

In Abschnitt [3.4 wird eine Ergdnzung des Hamiltonoperators (I3.1]) untersucht, die eine
geringere Symmetrie aufweist.

13.2 Das Schalenmodell und seine Konfigurationen

Eine erste Nidherung ist das Schalenmodell. Es entspricht dem Hamiltonoperator

N N
k=1 k=1
mit r, = |Z|. Elektronen sind hier unabhéingige Teilchen im Zentralpotential ®(r),

welches eine summarische Beschreibung der Wechselwirkung eines Elektrons mit dem
Kern und den anderen Elektronen darstellt. Konkret ist ® das Potential (I1.§]), worin
n die minimierende Dichte von N — 1 Elektronen geméss der Thomas—Fermi oder TF—
Dirac—Theorie ist. Der Operator Hgy; weist eine hohere Symmetrie auf als H und folglich
seine Eigenwerte in der Regel eine grossere Entartung, da er invariant ist unter Drehungen
einzelner Elektronen (auf @ Hp betrachtet).

Der 1-Teilchenoperator h = p? + ®(r) hat Eigenwerte ¢,,;. Die entsprechenden Eigenvek-
toren |nlms) bilden zusammen eine Schale. Die Quantenzahlen sind

n=I1+1,1+2,... radiale Quantenzahl
[=0,1,... Drehimpulsquantenzahl

m=—l,...1 magnetische Quantenzahl
s==+1/2 Spinquantenzahl

und folglich die Entartung der Schale gleich 2(2] 4 1). Die spektroskopische Bezeichnung
der Schalen ist

124



Schale nl | Bezeichnung  Entartung
=0 |ns(n=12..) 2
=1 |np(n=2,3...) 6
=2 d(n=3,4...) 10
=3 (n=4,5...) 14

Der Grundzustand von Hgyr ergibt sich nach (I0I7) durch Besetzung der N = Z kleinsten
Eigenwerte ¢,; unter Einbezug ihrer Entartung. Die entsprechenden N-Teilchenzustinde

bilden eine Konfiguration.

Empirisch (Janet 1927, Madelung 1936) und numerisch (Latter 1955) ist die Reihenfolge
der &,; duch folgende Regeln gegeben (Ausnahmen vorbehalten):

e ¢, wichst mit n + [;

e bei gleichem n + [ wichst €,; mit n.

o0

W7

T T T 1T T T 1 1 F I

T T T I

100

LS B

T 1T T 10T

LI T B |

‘h
4

5s,
Sp

4

Td

616g-6h

“Bg-6h

4 T W T 1% I | L [ ES RO T T W I

0. : L |

Fic. 7. The square root of the term values of Table I for the
Thomas-Fermi atom is shown as a function of Z.

100

Fis YS The square root of the term values of Table II for the
Thomas-Fermi-Dirac atom is shown as a function of Z.

v/ —€n als Funktion von Z (links TF, rechts TFD).
Quelle: R. Latter, Phys. Rev. 99, 510-519 (1955).

Demzufolge sind gewisse Schalen voll (geschlossen Schalen) und eine weitere allenfalls

teilweise gefiillt (offene Schale).

Genau genommen trifft die Regel nur auf die jeweils

offene Schale zu, d.h. die Reihenfolge unter den bereits geschlossenen Schalen kann davon
abweichen, vgl. die Kreuzungen von Eigenwerten in der Figur.
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Die Reihenfolge ist graphisch wie folgt dargestellt:

2214+1) =2 6 10 14 18 22
(=10 1 2 3 4 5)
s p d f g h
n=1|e
2| e °
v
3|e ° .
v v
4] e ° ° °
i Ve Ve Ve
) e v vd vd

Die Schalen fiillen sich dann gemiss der Tabelle:

Schale # Zustinde +# Zustdnde (kumulativ) ‘ Periodennummer

1s 2 2 1
2s 2 4 2
2p 6 10
3s 2 12 3
3p 6 18
4s 2 20 4
3d 10 30
4p 6 36
s 2 38 5

Jede Periodennnummer entspricht einer Zeile der periodischen Tafel: Sie beginnt defini-
tionshalber damit, dass eine s-Schale neu besetzt wird (horizontale Unterteilung der Tabel-
le). Offensichtlich haben die Zeilen wachsende Liangen und enthalten (ausser anfinglich)
Schalen zu verschiedenen Quantenzahlen n. Atome in einer selben Spalte der Tafel ent-
sprechen Konfigurationen, die in der offenen Schale gleich sind. Diese Anordnung ist
durch die dhnlichen chemischen und physikalischen Eigenschaften motiviert.

Beispiele. 1. Z = 6 (Kohlenstoff C). Die Konfiguration ist (1s)?(2s)?(2p)?. Die Entar-

tung ist
6
(2) =15. (13.5)

Letzteres gilt auch fiir Z = 14 (Silizium Si), denn in (1s)?(2s)?(2p)®(3s)?(3p)? ist die offene
Schale ebenfalls p2.

2. Z =7 (Stickstoff N). Konfiguration (1s)?(2s)?(2p)*. Entartung

<§) =20 . (13.6)
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Die Paritiit von |nlms) ist die einer Kugelfunktion zum Index [, also p = (—1)!, und somit
die einer Konfiguration (—1)¥, wobei nun N die Anzahl Elektronen der offenen Schale
bezeichnet. Da die Entartung einer Schale gerade ist, konnen Geschlossene weggelassen
werden.

13.3 Multipletts

Wir fassen H als Stérung von Hgyp auf:

HZHSM+W
mit
LN N ()
W=y /3 )
; |7 — T ; T — 4
1 2oz — &) —n(T “0(Z; — ) —n(y 1 7
:—/dgxd?’y (227 o ) (2)(;; (% — 7)) () _ /d3xd3 n(f) ()7
2 |7 — 7 2 |7 — 7]

wobei * bedeutet, dass bei Ausmultiplikation die Terme i = j (Selbstwechselwirkung)
wegzulassen sind. Der letzte Term berichtigt die doppelte Zahlung der Wechselwirkung
zwischen den Elektronen in Hgy. Da er o< 1 ist, verschiebt er alle Eigenwerte gleicher-
massen und kann im Folgenden ignoriert werden. Die Storung W ist als Operator nicht
klein gegeniiber Hgyy, kann aber einen kleinen Erwartungswert (¢)|WW|¢) haben, und zwar

sofern
(WY 6(& — 8)o(T; — §)|v) ~ (Y Z 8(& — D))l > o(F — ¢
i#j } J
wlZa — D)) = n(Z)

d.h. falls im im Grundzustand [¢) die Teilchenpaare annéhernd unkorreliert sind und
die Teilchendichte gut durch n(#) approximiert ist. Letzteres war genau der Grund, die
TF(D)-Dichte einzufiihren.

Die Entartungen von Hgy werden durch die geringere Symmetrie von W teilweise auf-
gehoben. Die Eigenrdume von H tragen irreduziblen Darstellungen der SO(3) x SU(2),
genannt Multipletts. Notation: D; ® Dg = 21L, wobei S, P, D, ...statt L =0,1,2,. ..
geschrieben wird.

Beispiel. Zerlegung einer p?-Konfiguration in Multipletts (C, Si). Der Bahndrehimpuls
der beiden Elektronen ist
D, ®Dy, =Dy & D; & Dy

wobei + wie in (Z.30) fiir Zusténde steht, die symmetrisch, bzw. antisymmetrisch unter
Vertauschung sind. Der Spin ist

D, ® Dy =Df D .

Die Anti-Symmetrie der Gesamtwellenfunktion (Pauli-Prinzip) ldsst aus dem Produkt der
Bahn— und Spinwellenfunktionen folgende iibrig:

=(Dy ®Dy)® (Dy @D @ (Df @Dy) ="Da*Pa'S.
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Zur Kontrolle: Die Anzahl Zustdnde 5-1+3-3 + 11 = 15 stimmt mit (I3.5) iiberein.
Es zeigt sich, dass das Multiplett 3P die niedrigste Energie hat.

Das Verfahren im Beispiel eignet sich bloss bei 2 Elektronen in der offenen Schale. Das
folgende, alternative Verfahren ist allgemein, obschon ebenfalls an einem Beispiel illu-
striert.

Beispiel. Zerlegung einer p3-Konfiguration in Multipletts (N). Die Konfiguration besteht
aus einer Anzahl abgeschlossener Schalen und aus einer offenen p—Schale mit 3 Elektronen.
Jede aus Orbitalen |LM ® SMg) gebildete Slater-Determinante ist Eigenvektor von Ls,
S3 zu Eigenwerten

M=) my, Ms=) o, (13.7)
k k

wobei die Summen iiber die jeweils besetzten Orbitale laufen. Dabei tragen volle Schalen
nichts bei. In der offenen p-Schale stehen 6 Orbitale mit m = 1,0,—1 und ¢ = £1/2 zur
Besetzung frei, die wir mit Symbolen 1%, 0%, —1% bezeichnen. Die zuliissigen Besetzungen
(3—Teilchenzustianden) notieren wir mit daraus gebildeten Tripeln (Symbolreihen), wobei
kein Symbol zweimal vorkommt und es auf die Ordnung nicht ankommt: Wir ordnen sie
nach den Werten von (M, Mg):

Symbolreihen M; Mg | Anzahl

17170" 2 1/2 4
11— —1* 1 1/2 4

1+0*0~ 1 1/2| 4
1tot — 1+ 0 3/2 2
170t —1- 0 1/2 2
170~ —1* 0 1/2 2
170t —1* 0 1/2 2

Nicht aufgefiihrt sind Symbolreihen mit My < 0 oder Mg < 0. Sie sind dennoch in der
letzten Spalte beriicksichtigt, welche die Zustiande mit (+Mp, +Mg) zihlt. Die Z&hlung
dient der Kontrolle: Die Anzahl Zustande (20) stimmt mit (I3.6]) iiberein. Fiir die Viel-
fachheiten der (M Mg)-Paare ergibt sich daraus das Diagramm

My,
" 2110
3/2 001
1/2 123

Ausgehend vom grossten Wert von M, (oder Mg) wird eine Normalbasis einer Darstellung
D1, ®Dg erzeugt durch Anwendung der kommutierenden Absteigeoperatoren L_ und M_.
Diese Vektoren bringt man im Diagramm in Abzug und féhrt gleichermassen weiter. So
erkennt man

p’=(D;®D1) @ (D1 ®Dy) @ (Dy®Ds) =*DO°P B 'S .

Hier hat das Multiplett %S die niedrigste Energie.
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Beispiel. Zerlegung einer d>-Konfiguration (vgl. Ubungen)
I =Po’Fa'Se'Da'G.
Das Multiplett 3F hat die niedrigste Energie.

Die drei Beispiele illustrieren die allgemeinen, empirischen Hundschen Regeln:

1. Das LS—-Multiplett mit dem gréssten S hat die kleinste Energie.

2. Falls mehrere L mit dem selben S wvorkommen, so hat das Multiplett mit dem
grossten L die kleinste Energie.

Die Regeln erlauben es, L und S des Grundzustandes zu bestimmen und nicht bloss aus
mehreren Multipletts auszuwéhlen, wie aus folgenden Bemerkungen hervorgeht.

Bemerkungen. 1. Geschlossene Schalen konnen weggelassen werden. Mit N ist im
Folgenden die Anzahl Elektronen der offenen Schale gemeint.

2. Fiir hochstens halb gefiillte Schalen (N < 2] + 1) ist
S=N/2, L=N@+1-N)/2. (13.8)
In der Tat: Die Symbolreihe
FU—1)*.. (- N+1)* (13.9)

ist wegen [ — N + 1 > —[ zulédssig. Sie hat Mg = N/2. Da kein grosserer Wert moglich
ist, folgt S = N/2. Unter solchen Multipletts liefert sie auch den grossten Wert von M,
und zwar M = Z,ivzl(l +1—-k)=NQ2l+1-N)/2.

3. Es gilt Aquivalenz von Elektronen und Lochern, bzw. einer Konfiguration und ih-
rer komplementérer: Jede Symbolreihe (besetzter Zusténde) definiert eine unbesetzter
Zustdnde. Dabei gilt M ~ —Mj, Mg ~ —Mg; an der Zerlegung der Konfiguration
nach Multipletts dndert sich nichts. Beispiel: p* & p?.

13.4 Terme
Ein besseres Atommodell als (I3]) beriicksichtigt die Spin-Bahn-Kopplung (7.75)

H=H+ Hgp ,

Die Symmetrie (i) auf S. verringert sich auf gemeinsame Drehungen von Ort und
Spin. Die Eigenwerte von H spalten auf (Feinstruktur) und die Eigenrdume von H ,
genannt Terme, tragen nur noch Darstellungen der Gruppe SU(2) > V, aufgefasst als
die diagonale Untergruppe der Elemente (R(V), V) € SO(3) x SU(2). Anstelle von (I3.3)
verbleibt als Erhaltungsgrosse J=L+8S.
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Die vorkommenden Terme sind durch das Multiplett LS anhand der Clebsch-Gordan
Reihe (733)) bestimmt: J =|L —S|,..., L+ S. Notation: 25*1[ ;.

Beispiel. Die Zerlegung des Multiplett 3P aus p? ist
P =Py & °P; &°P, .

Die niedrigste Energie hat der Term 3P,. Diesclbe Zerlegung hat 3P aus p*; allerdings
hat hier P, die niedrigste Energie. Keine Zerlegung hat *S aus p*: *S = *S; 5.

Das Beispiel illustriert eine weitere Hundsche Regel:

3. Die kleinste Energie hat der Term

7 |L — S| bei hochstens halb gefiillten Schalen,
" |L+S  bei mindestens halb gefiillten Schalen.

Bemerkung. Bei halbgefiillten Schalen greifen beide Varianten; sie stimmen iiberein,

denn nach (I3.8)) ist L =0, also J = S.

Zusammenfassung: Die Aufspaltung der Eigenwerte erfolgt nach dem Schema auf der
folgenden Seite. Es ist aber nicht immer gerechtfertigt. Abgesehen von der beschriankten
Giiltigkeit der Storungsrechnung erster Ordnung gilt es zu beriicksichtigen:

Hagy H H

7 ~ 10716\/

n
(AN

L <1072V

(Konfigurationen) (Multipletts) (Terme)

(i) Bei nahezu entarteten Konfigurationen (Konkurrenz mehrerer Schalen) muss H im
Unterraum diagonalisiert werden, der durch alle beteiligten Schalen aufgespannt
wird.

(ii) Schon im Raum einer Konfiguration kénnen mehrere Multipletts mit gleichen (L.S)—
Werten auftreten, wenn auch nicht solche, die den Hundschen Regeln entsprechen.
Dann fiihrt die Diagonalisierung von H auf ein Eigenwertproblem entsprechender
Dimension.

(iii) Nur fiir leichte Atome ist die Spin—Bahn Kopplung klein gegen die Coulomb Wechsel-

wirkung der Elektronen. Fiir schwere Atome miissen beide Stérungen im Raum einer
Konfiguration gleichzeitig behandelt werden.
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13.5 Begriindung der Hundschen Regeln

Wir behandeln nur die dritte Regel. Die Spin—Bahn Kopplung ist

N
Hgp = Z By - Sy
k=1

mit

= > R? 1dd

By = €(r)L - -7
k g(Tk) k> 5(7") om2e2 r dr
Dass &(r) > 0, wird von Bedeutung sein und folgt aus x' < 0 in (ITI0). Hier sind
By = (Bk1, Bre, Brs) und Sy = (Sk1, Sk2, Sks) Vektoroperatoren beziiglich SO(3), bzw.
SU(2). Betrachte

N
qu = Z kaSkq :
k=1
Fiir ¢ fest ist (T,)3_, ein Vektoroperator bezgl. SO(3); fiir p fest, (T,q)3_, einer bezgl.
SU(2). Nach (6.8]) gilt es, Hsp = 22:1 T,, im Raum des Multipletts LS zu diagonalisieren.
Die Basisvektoren |MpMgs) = |LMp) ® |SMg) bilden fiir M, = —L,...L und festes S
eine Normalbasis bezgl. SO(3); fir Mg = —S,...S und festes L eine bezgl. SU(2).

Anwendung des Satzes von Wigner—Eckart auf S. BRIl auf die beiden Gruppen liefert
(M} Mg|Tpg| M1 Ms) = a(q, Mg, Ms)(Mp|Ly|My) = B(p, M1, Mp){Mg|Sy|Ms)
also zusammen
(M Mg|Toq| ML Ms) = r{Mp|Ly| M) {Mg|Sq| Ms) = r(MMg|LpSe| ML Ms) .
Die Diagonalbasis fiir Hsg ist somit die fiir

3

T . -
ZLPSP:L~S:§(J2—L2—SQ)
p=1

und die Eigenwerte der Terme relativ zum ungestorten Multiplett sind

E; = g(J(JJrl) —L(L+1)—S(S+1)). (13.10)

Eine Folge davon ist die Intervallregel von Landé fiir die beobachtbaren Energiedifferenzen:
E J E J—1— kdJ .

Ferner ist £; monoton in J, womit fiir den Grundzustand nur J = |L — S| oder J = L+ S
in Frage kommen. Es gilt also zu zeigen, dass die beiden Félle der Regel x > 0, bzw.
k < 0 zur Folge haben. Betrachte vorderhand einen N-Teilchenzustand der Schale nl zu
einer beliebigen Symbolreihe (my, oy )Y_ ;. Es ist



wobei u,,; die radiale Wellenfunktion der Schale ist; sowie (Ek . §k> = my0oy, denn in
- 1
Ly - Sk = §<Lk+Sk7 + Li—Sk+) + L3 Sis

tragen wegen (0%|Sk+|ox) = 0 die ersten beiden Terme nicht zum Erwartungswert bei. Es
folgt (Hsp) = (£) Zszl myo. Bei einer hochstens halb gefiillten Schale ist die Symbol-
reihe (I39)) fiir den Grundzustand relevant. Darin ist o, = +1/2, also

L

<HSB> = 5(@ :

Ebenso folgt aus
oL
L-S= §(L+S_ + L_S,)+ L3Ss

dass im selben Zustand (L - S) = (L3S;) = LS. Die in (I310) unbestimmte Konstan-
te x hat also den Wert k = (£)/2S > 0. Bei einer mindestens halb gefiillten Schale
bleibt der Zustand (I3.9) relevant, falls er als Besetzung der Locher im Grundzustand
aufgefasst wird. Einerseits ist Zi(jiﬂ) myoy = 0 (volle Schale), also (Hsp) = —(L/2)(¢);
andererseits ist mit L — —L, S — —S weiterhin (L - §) = LS. So folgt x < 0.
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14 Zweite Quantisierung

14.1 Der Fock—Raum

“Zweite Quantisierung” ist die gelaufige aber unprézise Bezeichnung eines Formalismus
zur Beschreibung von Systemen mit beliebiger (endlicher) Teilchenzahl. Der Fockraum
ist der Hilbertraum der entsprechenden Zustédnde. Der Formalismus ist niitzlich selbst
bei Systeme fester Teilchenzahl, z.B. einem Atom mit N Elektronen. Dariiber hinaus
dient er zur kanonischen Quantisierung von Systemen mit oo vielen Freiheitsgraden und
verallgemeinert die des elektromagnetischen Feldes, s. Kap. Dort verdndert sich die
Teilchenzahl durch Erzeugungs- und Vernichtungsprozesse, z.B. durch Emission und Ab-
sorption von Photonen.

Fiir eine bestimmte Teilchensorte (Bosonen oder Fermionen) sei H der 1-Teilchen Hil-
bertraum, H™ der n-Teilchen Hilbertraum (0.9), d.h. H'"” oder H{"”. Insbesondere ist
HD = H. Weiter sei H® = C der Hilbertraum der komplexen Zahlen. Der Fockraum
ist

F=PHn". (14.1)
n=0
Das heisst: Vektoren W € F sind Folgen
U= (0t %) (14.2)
mit 1" € H™ und mit endlicher Norm entsprechend dem Skalarprodukt
(@T) = (¢" ") pe0m - (14.3)
n=0

Im Beispiel auf S.[104] das von identischen Spin—% Teilchen handelt, ist H = L*(R?) @ C2.
Das Skalarprodukt lautet dann

@)= [ds . de, TG G0 6. (14.4)
n=0
Der Teilchenzahloperator N auf F ist definiert durch
(NU)" = nyp™ . (14.5)
N = N* hat die Eigenrdume H™ zu den Eigenwerten n = 0,1... . Der Eigenvektor

(1,0,0,...) =10)

zum Eigenwert 0 heisst Vakuum.

14.2 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Fiir jedes f € H ist der Vernichtungsoperator a(f) : 7 — F, und genauer H™ —
HY (n > 1) und = 0 fiir n = 0, erkldrt. Im Rahmen des Beispiels ist die Definition

(V)" (... &) = v / d&, TEW" (61 .. .62) (14.6)
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Insbesondere ist

a(f)|0) =0, (feHt). (14.7)
Diese Aussage charakterisiert das Vakuum als Einheitsvektor (bis auf die Phase). Der
adjungierte Operator a*(f) := a(f)* ist der Erzeugungsoperator a*(f) : H"~ D — H™)

o) IR o VY g
(@ (N))" (& .. &) = ﬁ;&n FEY" (& &) (14.8)

« 0
(a*(/)T) =0.
Hier und im Folgenden gilt + fiir Bosonen / Fermionen, und 5} bedeutet, dass die Variable

& fehlt. Speziell ist
a*(f)|0> = (07 f(fl)v O’ . ) )

und durch Induktion ergibt sich, dass
U =a"(fr)a"(f2) ... a"(fa)]0) (14.9)

der n—Teilchenzustand ist mit Wellenfunktion
1 1

Mg LLLE) = — o)) -+ fn(&otm)) - 14.10

(6 6) mggj{w b o) ol (14.10)

Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren lassen sich auch auf dem Fockraum iiber be-
liebigem H definieren. Der Vernichtungsoperator kann zunéchst ohne Beriicksichtigung
des Pauli-Prinzips definiert werden, d.h. als Operator a(f) : @"H — ®@" 'H, und zwar
durch

a(f)(e1®...®pn) = Vn{fler)p2 ® ... ® ¢,

a(H|0) = 0. (14.11)

Sein Adjungiertes ist

A(flro=vn(fey), @Wea"'H),
denn fiir [¢p) = |p1 ® ... ® ¢,) ist

(dla”(£)v) = (a(f)ol) = V(o {2 @ ... @ eulth) = Vn(glf @ ¥) .

Der Operator «(f) bewahrt die (Anti-)Symmetrie der Zusténde und wir setzen a(f) :=
aff) I H™. Allerdings lisst o*(f) die (anti-)symmetrischen Unterrdume nicht invariant.
Damit gilt a*(f) = P,a*(f) | H™ Y, wobei P, = S, A die Projektoren (I0.I0) sind. Es
gilt

n

Py =~ > F)PL Py (14.12)

n
k=1
wobei ' = (k,1,2,...,k — 1) (mit m, = id) eine zyklische Permutation ist und S,,_; C
S, aus den Permutationen 7 mit 7(1) = 1 besteht. In der Tat ist jede Permutation
o € S, von der Form o = 7 - 7 fiir ein eindeutiges k, wobei sgno = (—1)*"lsgn7 und

P,(f @) = Py, (f ® P). Mit P,_1a*(f) = o*(f)Pn_1 folgt dann

U = S ED P ()0 = = D P (9 0)

k=1
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Im Fall H = L*(R%®) ® C* stimmen diese Ausdriicke fiir a(f), a*(f) mit (1486, I4])
iiberein. Allgemein verringert a(f) die Teilchenzahl um 1 und a*(f) erhoht sie, was sich
iiber Na(f) = a(f)(N — 1) auch durch

[N, a(f)] = =a(f),  [N,a’(f)] = a*(f) -
ausdriickt. Man beachte, dass a*(f) linearist in f, a(f) entprechend antilinear.

Die Klammer
[A, B

[A, B]+ := AB ¥ BA = {{A, 5

bezeichnet den Kommutator (Bosonen), bzw. den Anti-Kommutator (Fermionen). Es
gelten die kanonischen Vertauschungsrelationen: Fiir alle f, g € H ist

[a(f),a(g)l+ =0, [a*(f),a*(9)]+ =0, [a(f),a"(9)l= = (flg) - (14.13)

Beweis. Die erste Gleichung folgt aus o(f)a(g9) = a(g)a(f)Pag auf @"H und aus
Py = 1 auf H(™): die Mittlere durch Adjunktion. Was die Letzte angeht, ist Py, (¢ ®
P1R .. D Pp1) =01 @ ... Pp1 R GRD Q... D pn_1 und damit auf H"

1 1

Sl Pra’(g) = —— Pr_a7(g)alf),  (R#1),

sowie a f)a*(g) = n(f|g). Mit (IZI12) folgt so

a(f)a*(g) = = S ED o) Pra®(9) = (flg) + = S (D a%(g)alf)
k=1 k=2
= (flg) £ a"(g)a(f)
nach Substitution k& = £’ + 1 in der letzten Summe. O

Die Eigenschaften (I4.7) und (IZI3) legen die Konstruktion des Fockraums und der
Operatoren a(f) und a*(f) im Wesentlichen eindeutig fest: Thre Wirkung auf die Zustéinde
(I4.9)) ist dadurch erklért. Dies reicht, da sie den Fockraum aufspannen. Insbesondere gilt
im fermionischen Fall a*( f)? = 0, was das Pauli-Prinzip zum Ausdruck bringt, vgl. S.[I08l
14.3 Besetzungszahl-Basis

Sei |fi), (i = 1,2,...) eine orthonormierte Basis fiir H: (fi|f;) = dij, >_; [f;)(f;] = 1. Wir
setzen ag := a(fy). Aquivalent zu (IZI3) sind dann die Vertauschungsrelationen

[ai, ax]s = [a7, ar]5 = 0, [ai, ax]s = 0w (14.14)
und das Vakuum ist charakterisiert als Einheitsvektor |0) mit
a0y =0, (k=1,2,...). (14.15)

Beachte die Ubereinstimmung zwischen (IZI4) im bosonischen Fall und den Vertau-
schungsrelationen (0.26) harmonischer Oszillatoren: Die Photonen erweisen sich als Bo-
sonen.
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Sei |f;) eine weitere orthonormierte Basis mit Basiswechsel
REDIINIOR
J
Aus der Linearitiat von a*(f) folgen

ai =Y a{filfy,  a= a{filf) (14.16)

Wir betrachten die Folgen von Besetzungszahlen ny,n,, ... mit
0,1,2... (Bosonen)
ng = n= nE < 00) . 14.17
g {0, L. (Fermionen) ( Zk: g ) ( )

Die entsprechenden Vektoren (Teilchenzahlzustinde)
Iy ng, ...y = (malng! .. )Y (a)™ (a3)™2 ... |0) (14.18)

bilden eine orthonormierte Basis fiir F; solche mit festem n eine fiir den Unterraum #H™,
vgl. (I0.I4). (Insbesondere handelt es sich im fermionischen Fall um Slater—Determinanten.)
In dieser Basis ist die Darstellung der ay, aj im bosonischen Fall durch (0.28 [0.29]) gegeben

und im fermionischen geméss

aplng...mg..) = (=) (T —my)|ng.oong + 1.0, (14.19)
apng...ong.) = (=DM g ng coon — 100 (14.20)

14.4 Observablen in der Fock-Darstellung

Beliebigen 1- und 2-Teilchenoperatoren entsprechen auf natiirliche Weise Operatoren auf
F. Dies geschieht in Erweiterung von (I0.8)) und ist ebenfalls durch die dortigen Beispiele
motiviert, wie im Folgenden dargelegt. Sei weiterhin |f;) (i = 1,2, ...) eine orthonormierte
Basis fiir H.

Gegeben ein 1-Teilchenoperator b auf H ist seine zweite Quantisierung dI'(b) auf F

definiert als
dU ()T = (0, 6Dt (b 4+ pP)?, ) |

mit ¥ wie in (I£2); d.h. auf n—Teilchenzustdnden ¢™ durch
dL(b)e" =Y bWy (14.21)
i=1

Die Fock—Darstellung von dI'(b) lautet:

dr(b) = apbuar , (14.22)
kl

wobei by, = (fx|b| fi) die Matrixelemente von b sind.
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Beachte den Unterschied zwischen (I4.21)) und (I4.22): dI'(b) ergibt sich in der einten
Schreibweise als Summe iiber Teilchen 7, in der anderen iiber 1-Teilchenzustdnde k, [.
Fiir das Beispiel b = 1 auf H ist by = dx; und somit

dr(1) =N = aja . (14.23)

Der Projektor b = | f)(fx| steht nach (3:24)) fiir das Ereignis “das Teilchen ist im Zustand
| fx)”; sein einziges nicht verschwindendes Matrixelement ist by, = 1. Folglich steht der
Operator dU'(|fx)(fx|) fiir die Anzahl Teilchen im Zustand |f;) und dU'(| fx)(fx|) = ajax

erhellt (I4.23).

Beweis von ([I4.22). Der 1-Teilchenoperator b lasst sich schreiben als b =", | fx)bri(fil.
Wegen der Linearitét in b beider Seiten von ([4.22)) geniigt es,

dU(|g){f]) = a*(g)a(f)

zu zeigen. Da dI'(b) mit N kommutiert, geniigt es ferner, Matrixelemente beider Seiten
zwischen Zusténden fester Teilchenzahl n zu vergleichen:

n

(6" dT(lg) (FDIE™) = D (" (gD ") = ndg™ (1) (DD ]")

i=1

= (a(g)d"[a(f)Y") = (¢"]a*(9)a()[¢") ,

wobei im zweiten Schritt die Symmetrie von ¢", ¥™ verwendet wurde; und (I£I1]) im
Dritten. U

Analog lisst sich einem 2—Teilchenoperator b auf H ® H, der mit der Permutation der
Faktoren vertauscht (bPn2) = Pi2)b), ein Operator dI'(b) auf F zuordnen:

AL (D)W = (0,0, P¢?, (512 4+ @3 4 pU3)y3 ) |

d.h.

are) = 3 b = %me '

1<i<j<n i£]

auf n—Teilchenzustédnden. Seine Fock—Darstellung lautet:

1
dP(b) = = Z az2azlbklk21112alla12 (1424)

et kil b
mit den Matrixelementen by, k1,1, = (fry ® fro |01ty @ f1,)-

Beweis. Analog wie oben oder alternativ wie folgt. Es geniigt, den Fall b = d ® d fiir
einen 1-Teilchenoperator d zu betrachten, da ein allgemeines b Linearkombination von
solchen ist. Dann ist

dr'(b) = %Zd(i)d(j) - %(Z d®D gl _ Z(dQ)(i)) _
]

i#]

(dr(d)? — dr(d?))

DN | —

7
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und somit nach (14.22)

* * 2 * k%
2dr(b) = E dkllla’klall § dk2l2ak2al2 - § (d )k1l2akla’l2 = E dk1lldk212ak2ak1al1al2 )

kyly kalo kylo kikalilz
wobei
* * * * * * *
ay, ay, Ay, Q, = g, (Fag,an + Opyr, ), = g, ag, ay, ar, + Opyr, @,
verwendet wurde. Das Resultat folgt mit bg, k1,0, = dky1y ity - U

14.5 Der Feldoperator

Anstelle der orthonormierten Basis {|f;)}; kann man auch eine Uneigentliche wéhlen,
etwa {|Z)}zer im Fall von H = L?(R®), vgl. S. 25 Es ist iiblich die entsprechenden
Vernichtungsoperatoren a(|Z)) mit W(Z) zu bezeichnen (in Abweichung zu ¥ in (I4.2]))
und Feldoperator zu nennen. Sie erfiillen nach (I413]) die Vertauschungsrelationen

(W(@), V(@) = 0=[V"Z), ¥ (G)]s, V@),V (H]s =0T - 7).
Einen 1-Teilchenoperator b, dessen Erwartungswert in ¢ € H sich als
(W[bly) = / dPad® s’ P(F)b(Z, 7)Y () (14.25)
mit b(Z, ¥') = (Z|b|Z") schreibt, entspricht nach (14.22])
dl(b) = / drd®s’ UV (2)b(Z, 2") V() . (14.26)
Die rein formale Ahnlichkeit von (IZ25) zu (IZ20) ist der Grund der Wortwahl “zweite

Quantisierung”: Die komplexwertige Wellenfunktion (%) wird ersetzt durch die opera-
torwertige Distribution W (). Ahnliches gilt fiir 2-Teilchenoperatoren b. Anhand von

(Wbl = / Pody SE PO, §: 7, )@ §)

mit b(Z, 7, 7', 7)) = (¥ @ §]b|7’' @ §') wird aus ([I£24)

W) = [ dadyds'dy W@V @HE T TV

Beispiele. Wir schreiben b = dT'(b) zur Abkiirzung.

1. Dichte bei Zy: 1-Teilchenoperator p(Zy) = §(Z — ¥y) mit Erwartungswert
(Wlp(Eo)[9) = | (F0)* = P (Fo)v(To) ,

vgl. (2I7). Folglich ist

plEo) = D 0(0; = To) = W (i) ¥ (7o) (14.27)



2. Stromdichte bei xy: 1-Teilchenoperator

F(E0) = (3 — ) - 5+ 5 0(7 — )
mit Erwartungswert
WTE) = 5= (BETH)(E) — (TH@W(@)
Folglich .
7() = 5 = (U (@(T)(@) — (FO) (D) V(@)

3. Kinetische Energie: 1-Teilchenoperator T' = p?/2m = —h*A/2m,

—h 3, 7T - h’ 3, (TN . (Tl (
Wit = 5 [ o 0@ = 5 [ 2 (T0)@) - (F0)@).

Folglich

P e e @) - (S

T'=g— | da(VI)(@) - (V)(@).
4. Dichte der Paare bei Z, 1 : 2-Teilchenoperator

I I Y S neim
p(Z,9) = 5(5(901 — £)0(Z2 — §) + 6(Z1 — §)6(7> — T))

mit Erwartungswert in ¢ € 7—[22/)8

(Wlo(@, 9)lv) = [W(@ P

Folglich

p(E,g) = U (g) V™ (7)W(Z)V(Y) - (14.28)
Ebenso fiir ein dusseres Potential V' (Z) (1-Teilchenoperator) und fiir ein Paarpotential
W (Z—1) (2-Teilchenoperator). Insgesamt schreibt sich ein Vielteilchenoperator wie (I31])

1= ) + > oW - )
_ / P (5 VU (7) - VU + ¥ @)V ()0 (7)

Fiir Teilchen mit Spin passen wir die Notation an: Der Feldoperator zu |7, s) ist W, (Z).

14.6 Korrelationsfunktionen

Sei b ein 1-Teilchenoperator. Erwartungswerte von dI'(b) in einem Zustand |¢) € F lassen
sich nach (I422]) auf die 1-Teilchenkorrelationsfunktion

G = (¢lagai|p)
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zurtickfithren:

(@ldT(b)|6) = bu(Blaga) - (14.29)

Ebenso, fiir b einen 2—Teilchenoperator, auf die 2—Teilchenkorrelationsfunktion

Gk2k1l112 = <¢|al:2a;::1al1al2|¢> )

und zwar

(GATD)|@) = Y brykatsin(Dlag, ar, a1, |0) - (14.30)

kikal1l2

Im wichtigen Spezialfall der Teilchenzahlzusténde (I4.I8), d.h. |¢) = |nine,...), ist die
zweite Korrelationsfunktion durch die Erste bestimmt. Wir unterscheiden:

Bosonen: Es gilt

(Plag, ar, ar,ai,|0) =(Play,a,|d)(lag, ai, |6) + (dlag,ar, [9) (Plag, a,|¢)
- 6191115’62125761162 <¢|a;::1ak1 |¢><<¢‘azlak1 ’¢> + 1) . (1431)

Fermionen: Es gilt

(Dla, ak, a, a1, |0) = (Plag, a1, |0)(dlag, a|9) — (blar,an, |9)(Play, a,|d) - (14.32)

Beachte das Fehlen des letzten Terms aus (I4.31]). Dies impliziert die Verallgemeinerung

(pla”(g2)a™(g1)a(hr)a(hs)| o)
= (¢la”(g2)al(ha)|@)(dla™(gr)a(h1)|¢) — (Pla"(g2)alh)|d){(Pla*(g1)alhs)|d) ,  (14.33)

aufgrund der Linearitéit beider Seiten in gy, g2, bzw. Antilinearitéit in hq, hs.

Beweis von (I4.31114.32]). Alle Erwartungswerte verlangen, damit sie nicht verschwinden,
dass in jedem Zustand gleich viele Teilchen erzeugt wie vernichtet werden. Beide Seiten
beider Gleichungen verschwinden somit nur in den folgenden Fillen (allenfalls) nicht:

L (k1,]€2) = (51752), ky 7é ko o (klqu) = (52751), ky 7é ky o ki=k=10=1I.

Sie lauten dann
o (Blay,ab anar|0) = (Plaj,an,|0)(Slag, ar, o)
o (dla],af, arar,|d) = £(|a},ar,|0)(dla}, ar o)
{<¢Iazak|¢>(<¢lazakl¢> —1)
0.

o (Plajajarax|d) =

Beachte, dass ajai|p) = ni|¢), sowie (ILI4)). Der erste Fall folgt nun aus aj,aj ax, ar, =
2 % * : * ok _ * * :
(£1)%ay,ar,ay, ax,, der zweite aus aj, aj ap,ar, = aj, ap,a; ay, und der dritte aus

{a,’;a};akak = aj(axaj — 1)ay = (afar)?* — ajay ,

2 _
ap =0.
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Bemerkung. Die Slater—Determinante der Orbitale |f;), (i = 1,...N) entspricht der
Besetzung

|¢> :SD(flafN) = |171707> :
So ist le = 5kla (1 < k,l < N) und = 0 SOHSt; ebenso szkllllz = 5k2l25k111 — 5k2115k1l2

dank (I4.32). Damit wird (I4.29)

(¢]dL'(b) Zbkk Z (fulblfr) 5
ebenso wird (14.30)

N

(@lATB)|6) =D brskokiks — Dkrhakoks
k1,k2
N

=) (fra @ fralblfis @ fro) = (fis © frolblfro ® fir) -

k1,k2

Beide Gleichungen zusammen reproduzieren (I2.9).

14.7 Korrelationsfunktionen fiir Fermionen

Wir betrachten N freie Fermionen mit Spin % in einem Wiirfel, wie auf S.[109 Im Unter-
schied dazu wihlen wir periodische Randbedingungen. Die normierten 1-Teilchenzustédnde
sind

- 1 = 1
- (Z,8) = (T, s|k,0) = —=0,,e*7 reV, s==4-),
¢k,a< ) < | > \/V ( )
27

1
ki:fni, niEZ, U::t§

Die entsprechenden Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, a};g und ag_, erfiillen nach

(I416)
1 -
U (%) = Za]w(x s|k, o) Z ik U Z) = — Ze_m'za}zs . (14.34)
ko \/_ vV k

Der Grundzustand der N Teilchen ist der Fermi-See

60) = J[ azlo),

|k|<kp,s

wobei kp durch (I0.22)) bestimmt ist: k3 = 37°n, (n = N/V). Wir untersuchen zunéchst
die 1-Teilchenkorrelationsfunktion. Im Impulsraum ist sie

GES,E/SI = <¢0‘a25a"€',5,‘¢0> = 535’”]}’5
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mit Besetzungszahlen

Im Ortsraum ist

G (£,7") = (ol V(@)W (T)]go) = L7 Y e FE5,.6,.,

k.o
K| <kp
dank (I£34), und im Limes L — oo
G/(ff/): O, B (3#5’)
| @) e T PR, (5=

Insbesondere ist nach (I4.27) die Dichte der Teilchen der Spineinstellung s

(6ol (E) T4 () o) = (27) / P S

N 2
|E|<ke 6= 2

3

was wie erwartet unabhéngig von Z, s ist. Allgemein ist

oL n L. sinx — xcosx
Gs(Z,2") =: §g(kzp|m - 7', g(z) =3—Fg——.
x
In der Tat: In Polarkoordinaten (k,6, ) ist d®k = k*dkded(cosf) und k - (Z — &) =
krcosf. Mit cosf = u ist

n ke L 1 kg 13 x
—g(kpr) = (27?)_2/ dk k2/ e ki dy = / dk ksinkr = —= / dr' 2’ sinz’ |
2 0 4 2w2r J, 223 J,

wobel © = kpr.

Die Paarkorrelationsfunktion ist der Erwartungswert von (I4.28]) und damit gleich der
2-Teilchenkorrelationsfunktion bei paarweise gleichen Argumenten:

GONT,T') = (o WL(F) U5 (T) Vg (Z) W (T)| o) -

(sinz — x cosz)?

93 (@) = 1-g*(r) =1 - 92222
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9?(x)

14.8 Korrelationsfunktionen fiir Bosonen
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15 Quantenstatistik

15.1 Zustinde und Gesamtheiten

Reine Zusténde eines quantenmechanischen Systems sind gegeben durch Vektoren

ven, =1

eines Hilbertraums H (bis auf die Phase: ¢ — ¢, |¢| = 1). Gemischte Zusténde sind
Dichtematrizen iiber ‘H

Die Spektraldarstellung davon ist
P=> wP, (15.1)
k

WO

wp =@ >0, > wp=1,
k

die Eigenwerte von P sind und

ev€M,  lall=1;  P.=|er){ex]

die Eigenvektoren und Eigenprojektoren. Insbesondere ist jeder gemischte Zustand eine
konvexe Kombination von reinen Zustinden P, = [¢)(¢|. Erwartungswerte einer belie-
bigen Observablen A = A* in einem reinen oder gemischten Zustand sind durch (v, Aw),
bzw. tr(PA) gegeben.

Wir betrachten ein System mit rein diskretem Energiespektrum (typisch: Teilchen
in einem Kasten). Dann gibt es eine orthonormierte Basis von Eigenvektoren des Hamil-
tonoperators H:

H¢n = nq/)n 5 (¢na¢m) = 5nm .
Jede Bewegung lésst sich darstellen durch
V() = cneT M, (15.2)
Die (zeitlich konstante) Energieverteilung ist gegeben durch

’2 = Wahrscheinlichkeit, dass H den Wert E,, annimmt.

Pn = |Cn

In Analogie zum klassischen Wiederkehrsatz von Poincaré gilt: Zu jedem #(0) und jedem
e > 0 gibt es beliebig grosse t so, dass

[(t) = ()] <&

d.h. das System kehrt immer wieder beliebig genau in den Anfangszustand zuriick.
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Beweis. Approximiere in (8.2) ¢(0) durch eine endliche Summe (und damit auch v (t), gleichmissig in
t) und beniitze die Kompaktheit der Einheitskugel in diesem endlich-dimensionalen Hilbertraum: ) (¢)
enthilt eine konvergente Teilfolge ¥(t,), t, — oo und somit [|(t,) — ¥(tm)|| < € fiir n,m — oo. Da
e /M unitir ist, gilt auch |[1(t, — t,) — ¥(0)]| < e.

Auch der Erwartungswert
(A)e = (v(1), Ap(1))

irgendeiner Observablen A kommt daher seinem Anfangswert (A), immer wieder beliebig
nahe. Wie im klassischen Fall kann daher die Einstellung des Gleichgewichts nicht im
Sinn der Konvergenz von (A4); im Limes ¢ — oo verstanden werden: Erwartungswerte
schwanken um ihren Zeitmittelwert

T—o0

(A) := lim %/0 dt(A), ,

den wir wie in der klassischen Statistischen Mechanik als Erwartungswert im thermo-
dynamischen Gleichgewicht auffassen. Nach (I5.J) ist

I
A) = Cutn (n, Aty) Tim — [ dtllenmeomlt
{4) nmCC(w,w)ngoT/O e /

Anm

0 falls FE, # E,,
1 falls E,=F,,

Wenn die Eigenwerte F, alle einfach sind (vgl. Ergodenhypothese: nur ein invarianter
Zustand pro Energieflache), so ergibt sich

(A) =D pnAun (15.3)
d.h. das thermodynamische Gleichgewicht ist alleine durch die Energieverteilung be-
stimmt. Man kann (I5.3]) auch schreiben als

(A) =tr P A,

wobei P, die Dichtematrix

ist (diagonal in der Eigenbasis {¢,} der Energie). Es ist [Py, H] = 0, d.h. Py ist
stationdr.

Entropie: In Anlehnung an die Definition im klassischen Fall sei

S(P) = —ktr(PlogP) (15.4)
die Entropie des Zustandes P.
Eigenschaften

1) S(P) > 0, und = 0 nur fiir reine Zusténde P = P, (denn: 0 < w; < 1 in (I5J), also —w; logw; > 0,
und 0 nur fiir w; = 0,1).
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2) S ist strikt konkav in P: Fiir P = AP; + (1 — A\)P, 0 < XA <1 (P12: Zusténde) gilt
S(P) > AS(P1) + (1= X)S(P) (15.5)
mit “=" nur fiir A =0,1 oder P, = P,.

Beweis. Allgemein, fiir eine konvexe Funktion f : D — R und selbstadjungierte Operatoren A, B mit
Spektrum in D C R, gilt:

t F(B) > tr[f(A) + £/(A)- (B - A)] (15.6)
(falls f strikt konvex: “=” nur fiir B = A). Denn sei {1),} eine o.n. Eigenbasis fir B, By; = b;¢;. Dann
gilt fiir ¢ mit ||¢|| =1
(W, F(BYY) =D e P () = F(D IesPby) = F(w, BY)) (15.7)
J J

da ), lej|? =1 fiir ¢; = (¢j,9). Durch nochmalige Anwendung der Konvexitét ist

F((, BY)) = (&, AY)) + f' (¥, AY)) - (1, (B — A)y)
und fiir einen Eigenvektor 1 von A ist die rechte Seite gleich
(W, [f(A) + f/(A) - (B-A)y). (15.8)

Summation von (57 [[5.8) iiber eine Eigenbasis von A liefert (I5.6]). Eine Anwendung davon ist (0 <
A<1)
tr f()\B1 + (1 - )\)Bg) < Atr f(Bl) + (1 - )\) tr f(BQ) (159)

(falls f strikt konvex: “=" nur A = 0,1 oder By = Bs). Mit A = AB; + (1 — A\)B; ist ndmlich
Bi=A—-(1-X\)(B2—By), By =A+XBy—By),
also

tr f(By) = tr f(A) = (1 = A) tr[f(A)(Bz2 — B1)] ,
tr f(Ba) > tr f(A) + X tr[f'(A)(B2 — By)] -

Die gewichtete Summe davon ist (I59]). Der Spezialfall f(z) = xlogx ist (I50). Fiir diesen Fall halten
wir noch ([I5.6) fest (4, B > 0)

tr(Blog B) > tr(Blog A+ B — A) (15.10)

(= nur fiir B = A; Kleinsche Ungleichung). O
3) Trennungssatz: Sei P ein Zustand auf dem Hilbertraum H = H; @ Hy eines zusammengesetzen Systems
“1+2”. Die partiellen Spuren

P1 = tI‘H2 P s Pg = tI"Hl P

(trgy, P ist ein Operator auf H; definiert durch
trag, (A - tryy, P) = try, on, ((A ®1d)P)
fiir alle Operatoren A auf H;) sind Zustéinde auf H; bzw. Ha. Es gilt
S(P) < S(P1)+5(P)

mit “=" genau dann, falls P, und P, unkorreliert sind, d.h. falls P = P; ® Ps.
Beweis. Wegen tr P = tr P, ® P, = 1 lautet (I5I0) fir B=P, A=P,® P,

tra, @1, (Plog P) > trag, gm, (P log(P1 ® Ps)) = try, (P1log Pr) + tray, (P2 log P) .
—_—————
(log P1) ® id + id ® (log P»)
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4) S ist invariant unter der Zeitevolution:
S(Fh) = S(P),

Wo P, = e~ itH/h peitH/h.
Beweis. Fiir eine beliebige unitédre Abbildung U ist f(UPU*) = U f(P)U*, also tr f(UPU*) = tr f(P),
wegen der Zyklizitdt der Spur. (]

Analog zum klassischen Fall kann man verschiedene statistische Gesamtheiten einfiihren.
Wir betrachten ein /N-Teilchensystem im Volumen A mit Hamiltonoperator Hy x auf dem
Hilbertraum Huy.

1) Die mikrokanonische Gesamtheit: £, N, A fest. Die Dichtematrix ist

1
P=———_P\(E,AN),
Sa(E, A, N) a ) (15.11)

2A<E,A,N) = tIPA(E,A, N) 3

wo Pa(E, A, N) der Projektor auf die Eigenvektoren von Hy y mit Eigenwerten in [E —
A, E] ist, und XA (E, A, N) deren Anzahl. Die Entropie (I5.4) ist

S(E,\,N) = klogSa(E, A, N) . (15.12)

Typischerweise ist fiir grosse Systeme die Wahl von A unwesentlich, solange A > N
(e > 0 fest).

2) Die kanonische Gesamtheit: (H), N, A fest.

1
P = —e—ﬁHA,N ’
Z(B,A,N) (15.13)
Z(B,A,N) = tre P

Die freie Energie ist
1
F(B,A,N) = —Elog Z(B,A,N) . (15.14)
Ist P ein weiterer Zustand mit demselben Energiemittelwert (H) = tr(PH) = tr(PH),
so ist nach (I5.10])
tr(Plog P) > tr(Plog P)

=tr(P(—BH —log Z)) = tr(P(—FH — log Z))
= tr(Plog P) ,
d.h. seine Entropie ist kleiner: S(P) < S(P).

3) Die grosskanonische Gesamtheit: (H), (N), A fest. Der Hilbertraum ist der Fock-
raum

Hpy = @ Han
N=0

mit Zustanden

Y = (Yo, V1, ¥2,13,...) ,
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wobei ¢ € Hp n (und Hp o = C) und Skalarprodukt

o0

= (N, o) -

N=0

Der Teilchenzahloperator ist

N1p = (0,41, 2¢p9, 303, .. .)

und der Hamiltonoperator

Hpztp = (0, Hapt1, Ha oo, ) -
Die Dichtematrix im Gleichgewicht ist
1
Pe— o BHA N
2(8, m, A) (15.15)
E(B, p, A) = tre Pl

Das grosskanonische Potential ist

QB u,A) = —pV = —%log (B, 1, A) (15.16)

Alle diese Gleichgewichtszustéinde sind Zustdnde maximaler Entropie bei passenden
Nebenbedingungen (Gibbs’sches Variationsprinzip).

15.2 Unabhéingige Teilchen

Wir betrachten unabhéngige Fermionen oder Bosonen (F'/B) mit 1-Teilchen-Energie-
spektrum
<1 <eg... <<l Eq — 00 .

- a—ro0

Im Fockraum (s. S. [I47) beniitzen wir die entsprechende Besetzungszahlbasis |ng, ny, . . .),

wobel
0,1
o (F)
0,1,2,3,... (B)

mit »  n, < oo. In dieser Basis sind N und H diagonal:

N]no,nl,...>: (Zna> ]no,nl,...>,
H|n0,n1,...>:(z<€ana) | no,na,...) -

Somit ist die grosskanonische Zustandssumme

Z Heﬁ(ﬂ Ea na_HZe Kh—Ea)n

no,ni,.

=[]+ oPli—sa))*! (g) , (15.17)

[I]

148



wobei im Fall (B) 1 < g sein muss, damit die geometrische Reihe konvergiert. Also ist
F
logZ =+ log(1 4 el ea) : 15.18
og ; og(1 £ =) < B> (15.18)

Fiir die mittleren Besetzungszahlen (n,) findet man daraus:

<n > = Zno,nl,_,,naeﬁzv(“_&y)nw
a Zno,m,... eB 2 (p—ey)ny

1 /0log= 1 F
e (B

Es ist also

(na) = "(gak;M>

mit der Fermi/Bose Verteilung

n(z) = (e"+1)7".

Insbesondere gilt im fermionischen Fall die

Teilchen-Loch Symmetrie n(z) + n(—z) = 1.

15.3 Ideale Quantengase

Freie Teilchen im Wiirfel 0 < z; < L, periodische Randbedingungen. Einteilchenzustédnde
wE (f’ m) _ 5amei(k1x1+k2w3+k3x3)

mit o,m = —s,—s+1,...,+s (Spin s) und

2
ki=—v, (nel).
Die 1-Teilchen-Energien sind
h2k2
8]_6‘70' = 2m
Damit folgt (z = e#)
1, . 2s+1(2n)3 g2
vlog: = CSEE Zj:log(l + ze ™7 2m )

k

[\

'

Riemann-Summe fiir
+ [Pk log(l + ze_ﬁthkn)

also im thermodynamischen Limes

D 2s +1 +2 [ _ F

- = .= log(1 + v 15.2

T N dz /zlog(1l 4 ze™") (B) (15.20)
= fgig(z)
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vermittels der Substitution

B2k
o2m

2m \ 3/2
3 2
&Pk = 4k dkzzw(W) VT dz .

r=0
Hier ist A die “thermische Wellenlénge”

| 2w h
A=h- = 15.21
mkT  /2rmkT ( )

(~ de Broglie-Wellenlinge eines Teilchens der Energie k7). Mit 1/v = z£(p/kT) folgt
die thermische Zustandsgleichung in Parameterform

p  2s+1 4
KT~ X3 fa(2) F (15.22)
1 2s+1,, B '
; = \3 fg/z(z)
mit
+ o d oy
fg/g(z) Zafg)/z('z)
Analog zu (I5.19) ist
dlog E>
U=-— ) 15.23
( 66 z,V ( )
also betrégt in beiden Féllen die mittlere Energie pro Volumeneinheit
U 0 3
% = —% (ﬁp)z = §p,
da Bp o< B73/2 bei festem z. Fiir die mittlere Energie pro Teilchen folgt
u= 3 v
= 2p .

Da die rechte Seite in N
pu . f5/2(z)

KT f;b(z)

i.A. #£ 1 ist, weichen die Zustandsgleichungen von den klassischen ab.

Klassischer Limes

Auslog(l —z) =—=>"" 2"/n, (|z| < 1) und

2 /Oo
— do/ze ™ = n~3/?
VT Jo

erhalt man die Potenzreihen

oo 1
=53 T

(2] < 1), (15.24)




Fiir z < 1 geniigen die Glieder [ = 1. Dann f$2(z) ~ f§2(z)(% z) und es resultieren

die Zustandsgleichungen eines klassischen (monoatomaren) idealen Gases: pv = kT, u =
(3/2)kT'. Dies bedeutet

v>> N\ Bedingung fiir den klassischen Limes,

d.h. der mittlere Teilchenabstand ist gross gegen A. Dann gilt:

pv=kT, (15.25)
3
= —kT
T3

(klassisches ideales Gas!)  Unter Beriicksichtigung der néchsten Ordnung in z lautet

.2 1 A3 A3 2 F
p“:’fT<1im7+0<(7> ) (B) ‘

das Fermigas hat (bei selben T),v) einen hoheren Druck (Pauli Prinzip!), das Bosegas
einen kleineren Druck als das klassische Gas.

15.4 Entartetes Bose-Gas und Bose-Einstein Kondensation

Die grosskanonische Gesamtheit existiert im endlichen Wiirfel (Lange L, periodische
Randbedingung) fiir 4 < g9 = 0. Ebenso der thermodynamische Limes L — oo, d.h. nur
fiir 0 < z = e”* < 1. Wir kénnen in diesem Bereich die Potenzreihen ([5.24]) beniitzen

A

fip(1) = 2002, 1732 = 2,612 .

fop(1) = 202, 1797 = 1,341

f5p2(2)
_ fs/(2) hat bei z = 1 eine
f5/2(z) . . .
vertikale Tangente (mit Steigung
. Fipp(1) =372, 1712 = 00).
0 1 z

Fir g 70 (bzw. z /1) ist

(15.26)

wobei p = 1/v die Dichte ist. Nach ([I5.22) ist (fiir festes T') p < p*(T)). Nun ist es
aber moglich, das System beliebig zu komprimieren. Was passiert fiir p > p*(7)7 Die
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Thermodynamik ergibt sich iiber die Legendre-Transformation (s. Theorie der Wérme):
Die freie Energie f pro Volumeneinheit ist

f(T, p) = sup(pp — p(T, 1))
“w
df = —sdT + pdp
(s: Entropie pro Volumeneinheit).

T fest:

> reine Phase 2-Phasengemisch

ééeigung p p* (T ) a (R) (G)

Die Strecke G entspricht der Koexistenz zweier Phasen, vgl. Theorie der Wérme. Die
letzte Figur bestimmt dann die restliche Thermodynamik:

T

R
v =v(T) < T732, bzw. T = T*(v) x v=2/3
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P! i * *—5/3 bt

L ptocw

e
p* L

R p* x T5/2
a leer
—_ R

v* v T
Isothermen Zustandsdiagramm
(kein kritischer Punkt) (leer oberhalb Koexistenzkurve)

Cph

Pro Volumeneinheit ist wegen p* oc T°/? fiir

TS0 E—
/\ p>p* (dh. fiir T < T*(v)

of dp* 5p” 3/2
“or —ar — a1 *7

ol
ol

S =

(3. Hauptsatz ist erfiillt!) und

d 15 p*
R o, —ds _ 150"

(G) T(v) R) T T~ 4T

Spezifische Wirme ¢, (T') pro Teilchen bei festem v

also pro Teilchen

15 p*v
Cy = — )
4 T
speziell fir T = T™:
15 f- (1
- k:—5f5/2( ) _ 1,93k .

“ TN,

Der statistische Zustand der Dichte p < p*(T) wurde durch die grosskanonische Ge-
samtheit konstruiert. Fiir allgemeine Dichten kann dies durch die kanonische Gesamt-
heit geschehen, die wegen der Bedingung “N fest” allerdings etwas unpraktisch ist. Fiir
p > p*(T) kann er im thermodynamischen Limes auch durch eine Variante der gross-
kanonischen Gesamtheit konstruiert werden. Das 1-Teilchenspektrum im Wiirfel der Kan-
tenlinge L = V1/3 (periodische Randbedingung) hat die Form

EQZO E1 =& = ... Er = ...
® ® ® ® ®
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Vorher: Limes L — oo mit z < 1 fest. Dann ist die mittlere Besetzungszahl (I5.19)

eines jeden Niveaus
1 1

<
zlePer — 1 — 271 —1

(ng) =

unabhéngig von L, k beschrinkt (Spin o weggelassen)

Hier: L — comit z = 2(V) =1 — §V7 (0 < € < oo fest). Dann ist
(ng) = - - S =V +o(V), (15.27)
wogegen fiir k # 0 gilt
1 1
[ < < 2/3:
(ng) TP 1S B s konst V
>1 >1+Pej;

der 1-Teilchengrundzustand k = 0 (und nur dieser) ist makroskopisch besetzt (“Kon-
densation im Impulsraum”). Fiir die Grenzverteilung der Besetzungszahlen gilt (im Sinne
der Verteilungen, d.h. integriert gegen eine Testfunktion ¢(k)):

S tm)e®) — [ n@edat.

n(k) = n* (k) + €@ (k) ,

wobel (2m) ;
* 7 _ Tr B
(k) = oBh2k2/2m _ q

die Verteilung im Limes (I5.20]) ist: zuerst L — oo, dann z 7 1.

(15.28)

Beweis. Die 6-Funktion stammt vom Term k = 0, vgl. ([5.27). Fiir die restlichen Terme gilt

_ 27)3 B -
(2m)3n*( k)| < (7' -1) @m)° ek (nz) - n* (k)
LS : S g ).
0 <(ev) 20

wobei €% (nz) <1+ (ng) = O(V?/3). Der Ausdruck wird dann abgeschiitzt durch

< kons *1/3.@ (e
< konst V/ v n()v—>0,
—00
k=0

<[d3k n*(E)<oo
da die Funktion (I5:28) (in mehr als 2 Dimensionen) integrierbar ist.

Insbesondere gilt
p(T) = p"(T) + &

der Anteil der Teilchen im Kondensat ist




der komplementére Anteil v/v*. Druck, Energie und Entropie kann man nach (I5.18]
1519, 15:23]) durch die Besetzungszahlen ausdriicken:

BpV = log(1+ (ng)) ,
U= Z%W) :
KIS = D101+ (ng)) log(1+ (ng) = (ng) log(ng)]

Die Terme k = 0 dieser Summen sind der Reihe nach: O(log V), (s. (I5.27)), 0 (da gy = 0),
O(log V) (da =~ log(ng)). Also folgt

pV =p'V+o(V), U=U"+o(V), S =S5"40o(V)
und p = p*,

_i_z E—i u* 3—33* U—E’U*

~(N)  N* (N) or o St

(u, s,v) ist das Gemisch im Sinne der Thermodynamik des Kondensats
(u,8,0) = (0,0,0),  Anteil 1 — — |
U*

mit dem Gas v
(u,s,v) = (u*,s",v"), Anteil — .
U*
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16 Zuriick zu den Grundlagen
16.1 Das EPR-Paradoxon

(Einstein, Podolsky, Rosen, Phys. Rev. 47 (1935), 77)

Die Quantenmechanik liefert nur ausnahmsweise sichere Aussagen (d.h. solche mit Wahr-
scheinlichkeit 1) fiir das Eintreffen eines Ereignisses, wie z.B. einen bestimmten Messwert
einer Observablen. Ist dies {iberwindbar?

In dieser Stossrichtung formulierten EPR die Frage: “Can quantum-mechanical descripti-
on of physical reality be considered complete?” Im Folgenden ist (i, ii) ihre Prézisierung
der Frage, (iii) die Antwort (nein) und (iv) die Begriindung;:

(i)

(i)

(iv)

Ein (hinreichendes) Kriterium fiir ein Element physikalischer Wirklichkeit ist:
“If, without in any way disturbing a system, we can predict with certainty (i.e.,
with probability equal to unity) the value of a physical quantity, then there exists
an element of physical reality corresponding to this physical quantity.” Der
Begriff ist unabhéngig von einer bestimmten Theorie und die Voraussage kann z.B.
auch bloss auf Erfahrung griinden.

Ein (notwendiges) Kriterium, damit eine physikalische Theorie vollstindig (com-
plete) ist, lautet: “Every element of physical reality must have a counterpart in the
physical theory.”

“While we have thus shown that the wave function does not provide a complete
description of the physical reality, we left open the question of whether or not such
a description exists. We believe, however, that such a theory is possible.”

(Variante von Bohm) Zwei Spin 1-Teilchen, (1) und (2), befinden sich zusammen

im Spin 0-Zustand
L. . Lo
10,0) = —=(|€3, —€3) — | — €3,€3)) , (16.1)

V2
der sich nach (Z37) bzgl. aller Quantisierungsrichtungen gleich schreibt (EPR—
Paar). (Ein solcher Zustand ist eine der Zerfallsmoglichkeiten des Pions, 7 — e~ et
in ein Elektron und ein Positron.) Die Teilchen laufen danach frei auseinander, was
ihren Spinzustand (I6.1)) nicht #ndert. Je eine Spinkomponente Sj(i), (7 =1,2,3),
der beiden Teilchen, (i = 1,2), wird dann gemessen. Die beiden Messungen sei-
en raumartig getrennte Ereignisse, sodass nach der SRT eine kausale Beinflussung
ausgeschlossen ist. Die Messung von S](l) und S](-Q) (gleiche Richtung j) ergibt ent-

weder (h/2, —h/2) oder (—h/2,/2), je mit Wahrscheinlichkeit 1/2. Also kann S\"

vorher:

LA ]

[¥)
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vorausgesagt werden, ohne das Teilchen (1) zu stéren, ndmlich durch Messung von
sz). Nach (i, ii) hat Sfl) einen bestimmten Wert, der zwar ohne Messung von 552)
niemandem bekannt ist. Ebenso fiir Sél) und Sél). Nach der QM hat eine Obser-
vable im Zustand [¢) nur dann einen bestimmten Wert, wenn [¢) ein Eigenvektor
davon ist, vgl. (822)). Ein gemeinsamer Eigenvektor fiir S](.U, (j = 1,2,3), ist aber
wegen [S%l), Sél)] = ihSél) unmoglich!

Bohr (Phys. Rev. 48 (1935) 696) rdaumt zwar ein, dass “there is no question of a mechani-
cal disturbance of the system under investigation”. Jede der drei Spinkomponenenten S J(.l)
kann nicht, sondern kénnte bloss vorausgesagt werden. Die blosse Moglichkeit (i) einer
Vorhersage reicht ihm zur Begriindung eines Elements physikalischer Wirklichkeit nicht
aus: “There is essentially the question of an influence on the very conditions which define
the possible types of predictions regarding the future behavior of the system. Since these
conditions constitute an inherent element of the description of any phenomenon to which
the term “physical reality” can be properly attached, we see that the argumentation of the
mentioned authors does not justify their conclusion that quantum-mechanical description
is essentially incomplete.” Einstein liess sich umgekehrt davon nicht {iberzeugen.

Eine im Sinne von EPR vollstédndige (und erhoffte) Theorie wiirde sich rechtfertigen, falls
ihre Voraussagen

(a) die der QM reproduzieren, oder
(b) sofern sie von denen der QM abweichen, durch das Experiment bestétigt werden.

In den néchsten beiden Abschnitten werden wir sehen, dass beides im Wesentlichen nicht
zutrifft.

16.2 Verborgene Variablen

Eine Theorie “verborgener Variablen” ist eine, wo in jedem Zustand des Systems (reiner
Zustand) die Werte aller Observablen festgelegt sind; es ist aber zuldssig, dass der einzelne
Zustand nicht bekannt ist (oder es gar nicht sein kann), sondern bloss eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung (gemischter Zustand). Die QM ist keine solche Theorie, da der Zustand
|1} nur die Verteilung der Werte einer Observablen bei Messung bestimmt. Kann die QM
durch eine Theorie verborgener Variablen reproduziert werden? Diese Frage kann auf
mindestens zwei Arten prézisiert werden. Zunéchst die schwéchere Auslegung:

(V—) Es gibt einen Raum Q (Wahrscheinlichkeitsraum; w € €2 ist die verborgene Variable)
und zwei Abbildungen:

Zustande 1) = Wabhrscheinlichkeitsverteilungen dpy(w) auf €, (16.2)
Observablen A = A* > Funktionen A(w) auf €2 (16.3)

(A(w) ist der Wert von A in w), sodass die quantenmechanischen Wahrscheinlichkeiten
fir die Messwerte wiedergegeben werden: Ist A = ). a,P; ihre Spektralzerlegung, so gilt

(WIPIY) = po(fw € Q| Aw) = a}) . (16.4)
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Insbesondere ist der Erwartungswert von A

(I AJp) = / Aw)dpy(w) (16.5)

Beispiel. (Bell 1964) Verborgene Variablen fiir ein Spin %, H=C%
Q={w=(¥)NveC |vl=1x1e[-11]},
dopw) = D antw= (9}, ).

Fiir die Observablen & - €, (|é] = 1), sei

1, falls e [—@|d-elyY), 1],

(7 &) w) :{ 1, falls A€ =1, —(]5 - &) | (16.6)

Damit ist 1+ (|5 - &)
" g-e
pp({w € Q| (7-e)(w) = £1}) = 5 ,
in Ubereinstimmung mit ()| P.|t), s. (Z8G). (Ahnliche Beispiele gibt es auch fiir dim H >
2.) In Zustédnden w = ([¢), \) mit

A 2 max(—(Y|7 - ely), —(Pla - (=€)|¢)) = [{¢]a - ely)]

gilt sowohl (& - €)(w) = +1 wie auch (¢ - (—€))(w) = +1. Dies ist unbefriedigend, denn
letzteres ist physikalisch dasselbe wie (¢ - €)(w) = —1, was mit ersterem inkompatibel ist.
Anders gesagt: Der Stern-Gerlach Analysator auf Seite R4l bestimmt nicht nur den Wert
der Observablen & - €, sondern auch der Ereignisse Py = | £ €)(%e], ja nach (B3.13)) jeder
Observablen, die bzgl. | £ €) diagonal ist. Wir verscharfen deshalb (V—) zu

(V+) Sei Q und ([I6.2)) wie vorher. Statt (IG.3]) sei eine Abbildung

Projektoren P = P* = P* > Teilmengen P C (16.7)

gegeben, sodass

(W[Pl) = pu(P) (16.8)
Z P =1 — {P,;} ist eine Partition von € . (16.9)

Bemerkungen. 1. Dies impliziert (V—): Falls A = ). a;FP; (Spektralzerlegung), folgen
(16.4] I6.5]) mit
Alw) = Zaixpi (w) (16.10)

(xp: charakteristische Funktion von P C ).
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2. Mit f(A) =>_, f(a;)P; folgt aus (16.10)
f(A)(w) = f(Aw)) . (16.11)
3. Gilt [Ay, As] = 0, so folgt
(A147)(w) = A1 (w)Az(w) . (16.12)

Dies, weil Ay, Ay bzgl. einer selben orthonormierten Basis diagonal sind, und damit von
der Form A; = fi(A), (i = 1,2), fiir einen geeigneten Operator A = A* mit derselben
Eigenschatft.

4. Vergleich zwischen V— und V+. Ein und derselbe Projektor P # 0, 1 kann Bestandteil
mehrerer Zerlegungen ) . P, = 1 sein. (Ausnahme dim# = 2: Zu jeder Richtung gibt es
nur eine dazu Orthogonale.) Z.B. kann er in der Spektralzerlegung von A dem Eigenwert
a entsprechen und in der von A dem Eigenwert a. e V—: Den beiden Eigenwerten sind
moglicherweise verschiedene Mengen zugeordnet, vgl. (I6.4)

{weQ|Aw)=a} #{we Q| Alw) =a} .

(Dies trifft im obigen Beispiel zu.) e V+: Nach (I6.7) ist P nur eine Menge P C
zugeordnet. Also: Die Zuordnung in V— ist kontextuell; nicht so in V+.

Beispiel (Fortsetzung). Sei S eine “Kugelhilfte”, d.h. fiir jedes €, (|¢] = 1), sei entweder
€ € S oder —¢ € S. Die Abbildung (I6.7) sei 0 — @, 1+ Q und, fiir 1-dimensionale
Projektoren P = P(€) = (1 + & - ¢€)/2, vgl. (16.4),

P:{kww&ewxu, fﬁ§>

Y

(=1, {¥]o - ély)) (—€e9).

Gleichung (I6.8) ist erfiillt. Die nicht trivialen Zerlegungen »; P; = 1 sind die in zwei
1-dimensionalen Projektoren, P(€) + P(—¢€) = 1, (€' € S). Die entsprechenden Intervalle

[—(¥|G-ely), 1], [-1, (¥ (—€)|¢)) erfiillen (I69). Somit ist (V+) fiir ein Spin 3 mdglich.
Satz. (Kochen, Specker 1967) Sei dimH > 3. Dann ist (V+) nicht moglich. (Es gentigt,
die Abbildung (I6.7) fiir endlich viele, geeignete P’s zu postulieren.)

Beweis. (nach Mermin 1990, fiir dim#H = 8 und somit auch fiir dimH > 8). Sei
H = C?* ® C? @ C* der Hilbertraum dreier Spin 1. Betrachte die selbstadjungierten
Operatoren

M=golel, P=1ncl, Y=10ls, (=123),
die Produkte
= U§1)0'52)(7§3) , Qs = 051)09)053) : Qs = 051)052)09 : (16.13)
sowie das Produkt davon
Q1Q:Q; = —o1Vo{7 0. (16.14)
Es gilt
00,01 =0, (i #]), (16.15)
[Qi, Q] =0 (16.16)
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so0 ist zB. ©1Qs = oMolVePe?P (a2 = (=1)26VeVePe? = Q,Q:, woraus auch
(I6.14) folgt. Was folgt daraus fiir die verborgenen Var1ablen7 Da die Faktoren in (I6.13)
kommutieren, ist nach (I6.12)

Q1(w) = 01 (W)od (w)os? () | (16.17)
usw.; da die in QQ1Q2Q3 ebenfalls, folgt
(Q1Q205)(w) = Q1(W)Q2(w)Q3(w) = 01" (W)oi? (W)o (w) = ({0 Pot?) (w) , (16.18)

wobei (créi)(cu))2 = (ag))Z(w) = l(w) = 1, s. (@610 O68), verwendet wurde. Da
Q1Q2Q3 # 0 gibt es Zustéinde [¢) mit (¥|Q1Q2Qs]|Y) # 0. Nach (I6.14) ist

(W]1Q1Q2Qs|v) = —(W]otV o oV |v) (16.19)
nach (I6.5] I6.I8) aber auch

(]Q1Q:Q51v) = +(Wlot o Pa ) -
Widerspruch! O

In der QM kommutieren Observablen A, B, die verschiedenen Teilsystemen entsprechen,
womit AB auch selbstadjungiert ist: (AB)* = B*A* = BA = AB. Im Rahmen von (V—)
stellen wir fiir solche Félle die Lokalitatshypothese:

(L) Gehoren die Observablen auch noch zu raumartig getrennten Messungen, so ist
(AB)(w) = A(w)B(w) . (16.20)
Bemerkungen. 1. Im Rahmen von (V+) ist (L) wegen (I6.12]) von selbst erfiillt.

2. (L) ist naheliegend, wenn der Zustand w eines zusammengesetzten Systems durch die
seiner Teile gegeben sein soll, w = (wy, ws).

Satz. (Bell 1964) Die QM ist unvereinbar mit (V—, L).

Beweis. Wir betrachten drei Teilchen im Spinzustand

) = (1) ® |) ® |e) — | — &) ® | — &) ® | — &)

V2

die anfénglich rdumlich zusammen, spéter aber entfernt sind, wie bei EPR. Die Messungen
je einer Spinkomponente der 3 Teilchen kénnen dann raumartig getrennt sein. Es ist:

Qilv)y =¥y,  (i=1,23), (16.21)
denn wegen 0| £ €3) = | F €3), 02| £ €3) = £i| F €3) ist z.B.
Qi £ &)@ |£6) @] +e) = (H)’| Fé) @ | Fé) | Fé) .

Auf der Seite der verborgenen Variablen gilt weiterhin (I6.17), nun wegen (L). Nach (16.4))
ist o;(w) = £1, (py-fast sicher), also gilt anstelle von (I6.18) immerhin noch

Q1(w)Q2(w)Qs(w) = (01 oV o) (w) .

us ([6.21] M6.4) folgt Q;(w) = 1 fast sicher. Damit ist (1/1|01 01 o\¥|y) = 1 nach (Elﬂ)
aber auch = —1: Widerspruch.
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16.3 Die Bellsche Ungleichung

Die Bellsche Ungleichung bezieht sich nicht auf die QM, sondern gilt fiir beliebige lokale
Theorien verborgener Variablen: Zusténde (bzw. Observablen) sind Wahrscheinlichkeits-
masse dp(-) (bzw. Funktionen A(-)) auf Q 3 w; Erwartungswerte sind durch

(A), = / A(w)dp(w)

gegeben. (Ubereinstimmung mit der QM, s. (I6.5), wird hier nicht verlangt). Ferner
soll Lokalitat gelten: entsprechen A, B raumartig getrennten Messungen, so soll fiir AB
(“zuerst B, dann A messen”) (I6.20) gelten.

Satz. (Bell 1964, Clauser et al. 1969) Seien A, A’ von B wie von B’ raumartig getrennt,
alle mit Werten +1. Dann gilt

(AB) + (A'B) + (AB') — (A'B')| < 2. (16.22)

Beweis. Es ist

—2 < (Aw) + A'(w)B(w) + (A(w) = A(w))B'(w) < 2,

und zwar ist der Ausdruck = £2; denn

A(w) = A'(w) — Aw)+ Aw)=+2, Aw)—A4A(w)=0,

Alw) = —A'(w) = Alw)+ A(w)=0, Alw) — Allw) =42,
Bildungs des Mittelwerts liefert (16.22) O
Die Messung der Spinkomponente S; = ’—;’aﬁ in Richtung 7, (|77] = 1), eines Spin %—

Teilchens ergibt stets
aﬁ(w) =41.

Bei zwei Teilchen, 1,2, sollen, raumartig getrennt, die Komponenten

A= a(}) A = ag) B = a@ B = 0(2)
Yo 7’

ny 2
gemessen werden (vgl. Fig. Seite [[50). Bezeichnen wir die Korrelationen mit

C(it, i) = (0% - o),

so folgt aus (16.22))

IC (71, 7ia) + C (7}, 7o) + C (i, iiy) — C(i}, i) < 2. (16.23)

Diese Vorhersage soll nun mit der QM verglichen werden, wo ag) = &% . 1. Der Zustand
|4) sei das EPR Paar ([I6.]), fiir welches

(@0 +5@) - dy) =0, (@dV o) =0, (TR
gelten. Damit ist

C(iy, fiz) = (|G - 73) (3P - i) [0y = —(] (G - 73y ) (1) - iip) |00) = —iiy - ia .

(. J
n'g

iy g 141D (71 Afia)
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Die Ungleichung (I6.23]), die nun

iy - Tlg + 10y - Ty + Tiy - Ty — 70y - Tiy| < 2 (16.24)
(alle |7;] = |77;] = 1) lautet, ist aber verletzt: Fiir die
Vektoren der Figur ist 1
=/
s 2 2 7
My - Ty = 7 - g = T qlzzcos—:i_, Mo
; \/54 2 /4| 7/4
T
ﬁll ﬁIQICOSZ:—7, 7T/4

i
die linke Seite in (I6.24)) also = 2v/2 > 2.

Dies beweist nocheinmal den Satz auf Seite [60 die QM kann nicht durch eine lokale
Theorie verborgener Variablen reproduziert werden.

Das Experiment von Aspect et al. (1982, anhand von Photonen statt Spin %—Teilchen)
bestitigt die Verletzung der Bellschen Ungleichung (I6.23)).

16.4 Quanten—Teleportation

(Bennet et al. 1993) Auf Seite 2§ wurden die Wahrscheinlichkeiten verschiedener Ergeb-
nisse einer Messung geméss QM angegeben. Was aber ist der Zustand nach der Messung?
Dazu das (umstrittene) Postulat der “Reduktion des Wellenpakets” (s. Ubungen): In-
folge einer Messung mit Zerlegung 1 = ). P; geht der Zustand |¢) = ). F;[¢) tiber in
Pi|y) /|| Pi|v) || mit Wahrscheinlichkeit (i|P;|v)).

Alice und Bob besitzen je ein Spin %—Teilchen eines EPR Paars (Teilchen 1 und 2)

L. .
V) = ﬁ(|€37 —é3) — | — €3,€3)) . (16.25)

Alice soll den ihr unbekannten Zustand |¢) eines weiteren Spins (Teilchen 0) an Bob
iibermitteln, und zwar unter Verwendung bloss klassischer Information, d.h. endlich
vieler Bits. Dies ist (scheinbar) unmoglich: (a) Der Transport des Teilchens wiirde
die Ubertragung des Zustands |¢) (QM Information) beinhalten. (b) Alice ist es nicht
moglich, |¢) zu messen, sondern nur, ob das Teilchen | 4 €) oder | — €) ist. Das Erfassen
dieser klassischer Information wiirde |¢) zerstoren.

Mit Hilfe von (I6.25) kénnen Alice und Bob den Zustand des Teilchens 0 auf das Teilchen
2 iibertragen (Teleportation). Der Zustand aller drei Teilchen ist

) @ |¢) = %(W?g?) ® | —€3) — o, —€3) @ |€3)) .

Alice kann Messungen an ihren Teilchen 0 und 1 vornehmen, wie z.B. die mit Zerlegung
4 4
=Y R=Y Ren,
i=1 i=1
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wobei P; = |x;)(x:| die Projektoren auf die orthonormierten Zustéinde

) = %ue@, &) — | — &) |
xz) = %ue@, &)+ | - )
|X3> = %(\53, 53> - | — €3, —53>) )
Xa) = (18 8+ | — B — )

S

sind. Die Zustdnde nach der Messung entnimmt man aus
Pile) ® ) = 3ha) ® (-] — EN-asle) — ) @le))
Pile) @ [} = 2 lxa) @ (| - E){(~le) ~ 180 (@le))
Pile) ® ) = 5h) ® (| - &) @5le) + lesi—esle))
Pile) ®19) = 5lxa) ® (| - &) @le) — [Es)(~esle))
Alice iibermittelt das Ergebnis i = 1,2,3,4 (2 Bits) an Bob. Je nach Ergebnis wendet

er folgende unitdre Operatoren auf sein Teilchen 2 an (realisierbar durch Spinprézession,
vgl. Ubungen) und erhélt dessen Zustand:

Alices Ergebnis | Bobs Operation | Zustand
1 15 —l)
2 03 —|¢)
3 o1 2
4 02 —ile)

In allen Féllen ist der Zustand |p) (Phase ohne Bedeutung) wiederhergestellt!

Quanten—Teleportation ist mit Photonen experimentell realisiert worden (Zeilinger et al.
1997).

16.5 Ein quantenmechanischer Suchalgorithmus

(Grover 1996) Sei u : A — B eine bijektive Abbildung einer Menge aus N > 1 Ele-
menten in eine andere. Dasselbe gilt fiir die inverse Abbildung u~!. Allerdings kann der
rechnerische Aufwand fiir die Bestimmung des Bilds in den beiden Féllen

(i) A>aw ufa), (i) B2bru (b)),

sehr verschieden sein, je nachdem wie die Mengen und die Abbildung dargestellt sind. Bei-
spiel: Die Namen, wie sie in einem Telefonbuch eingetragen sind, und die entsprechenden
Nummern:

A = {Anna, Bertha, ..., Max, Moritz, ...} ,
B = {6381,4101,....,7013,3298,...} .
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Die Aufwande sind
(i) O(logN) , (ii)) O(N).

In einer Liste von N = 2" alphabetisch geordneten Namen ist in der Tat mit Aufwand
O(1) festzustellen, ob sich a in der ersten oder zweiten Hélfte (mit je 2! Eintrigen)
befindet. Nach n Schritten ist a gefunden und damit u(a). Eine ungeordnete Suche
verlangt hingegen im schlimmsten Fall einen Aufwand N — 1 und immerhin ~ N/2 im
Mittel.

Anders gesagt: Der Unterschied ist, bei gegebenem b, auch der zwischen (ii) a zu finden,
b+ a, und (i) die Richtigkeit (= 1,0) eines Vorschlags a’ zu iiberpriifen, a’ = dq-10) =
Sbu(ary (Orakel).

Soweit klassisch. Mit quantenmechanischen Mitteln ist der Aufwand (ii) einer ungeord-
neten Suche lediglich
O(WN) .

Entscheidend ist das Superpositionsprinzip. Sei H = C¥ der Hilbertraum aufgespannt
durch die Basisvektoren |a), (a € A, (al|a’) = aa)-

Quanten-Orakel. Fiir gegebenes b € B sei a = u™'(b) und U : H — H die lineare
Abbildung U =1 — 2|a){al, d.h.

L. @
Ule) {—|a>, (@ = a)

(Spiegelung von |a)). Beachte: Die Ausfithrung der unitédren Operation U erfordert nicht
die Kenntnis von a, sondern nur die von b. Grund: Sei | ) = ({) € C? der Zustand eines
Hilfssystems (Ancilla) und o3 die iibliche Pauli-Matrix, womit o3| ) = —| |); dann ist

) @ 11) (a' # a)

O(l) @ | 4)) : = ) @ 04""| 1) = {_m ol @ea)

= Ula)) @) -
Ausgezeichneter Zustand. Der Zustand
)= = 3 1d)
\/N a’'€eA

zeichnet keinen Eintrag o’ € A aus und der Aufwand fiir seine Herstellung ist O(log N).
Denn fiir N = 2" ist H = (C?*)®" und jedes |a) kann durch eine Folge der Léinge n binér
dargestellt werden, |a) = | 1] ...), und umgekehrt. So ist |s) = [¢)®™ mit |¢) = (] 1)+

| 1))/v/2. Sei ferner
V =2ls)(s| -1

(Spiegelung an |s)).
Algorithmus.

e Initialisiere System in |s).
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e Wende U, V abwechselnd an. Genauer: Bilde
[¥) = (VU)"|s) (16.26)
mit k = [Zv/N], wobei [] fiir die Rundung zur néchsten ganzen Zahl steht.

e Messung, in welchem Zustand |a’) sich das System befindet.

Ergebnis. Mit grosser Wahrscheinlichkeit W ist ¢’ = a = u~1(b), und zwar
W= al)? = 1— O(NY).
Der Aufwand dafiir ist hauptsichlich durch & gegeben und somit O(v/N).

Beweis. Betrachte den 2-dimensionalen Unterraum #H aufgespannt durch |a) und |s). Es
ist (s|a) = 1/+/N. Eine orthonormierte Basis ist {|a),|s’)} mit

A 1 a
|S>_m§t| >

und H ist invariant unter U, V:

|s) —la) -

e / : : 2
U:ls)— sy, |a)— —|a); Vils)—s), |a>»—>\/—N
Die reellen, normierten Linearkombinationen

|0) = cosf|s’) + sinb|a) , (0 eR)
beinhalten als Spezialfélle |0y) = |s) fiir sinfy = (s|a) und |7/2) = |a). Allgemein gilt
VUle) = 16')
mit ¢ = 20y+0, denn U bewirkt § — —6 (s. Figur) und V' dann —0—0y — +0+60y = ' —0,.

@)

Die Iteration beginnend mit |s) ist 0y, 36y, 56y, . . ., also O = (2k + 1)0,. Wann ist |0) ~
|a)? Wegen 0y = N=V/2 (14 O(N~1/2)) ist
7r 7r 1
b= 5 +0(0) = 5 +O<\/_N>
fiir k = /460y + O(1), insbesondere fiir k wie in (I6.26). Dann ist cos 6, = O(1/v/N) und
1

1—W = |[(s|0,)]* = cos® ), = O(N) :
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A Anhang: Selbstadjungierte Operatoren

1. Grundlagen

e Hilbertraum # iiber C mit Skalarprodukt (-,-); Norm |jul| := (u, u)'/2.
Konvergenzbegriffe in H:

— Normkonvergenz:
Up, — U, d.h. ||Ju, —ul| —— 0.
n—oo
— schwache Konvergenz:
Up U, dh. (v,u,) — (v,u), (Vv eH).
n—oo
Es gilt:
Uy = u, || = ||ull = Up, — U . (A.1)

e Beschriankte Operatoren, B € L(H):

B:H—H, u+— Bu , linear

mit ||Bul| < Cllul| fir ein C' > 0; || B|| := kleinstes solches C.
Konvergenzbegriffe in L(H):

— Normkonvergenz:
B, = B, d.h. ||Bn—B||m>0.
— starke Konvergenz:
B, > B, d.h. B,u— Bu, (Vu € H) .

— schwache Konvergenz:
B, % B, dh. B,u > Bu, (VueH).
Es gilt, s. (A):
B, = B, ||Buu| — |Bu| (Yu€H) = B, > B. (A.2)

e Satz von Riesz: Sei D C H ein dichter Teilraum, d.h. D = H (D: Normabschluss von
D). Zu jeder beschrénkten Linearform [ auf D,

l:D—C, v l(v), linear
{(w)] < Cllo]l,

gehort ein eindeutiges u € ‘H, so dass
l(v) = (u,v) . (A.3)
Anwendung: Ebenso gehort zu jeder Sesquilinearform b auf D,

linear in v

b:DxD—C, (u,v) = b(u’ U) ’ antilinear in

[b(u, v)| < Cllullflvfl ,
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ein eindeutiges B € L(H), so dass
b(u,v) = (u, Bv) . (A.4)

Bemerkungen. 1) b, und somit B, ist durch b(u,u) tiber die Polarisationsidentitét
bestimmt:

3
1 —k -k -k

b(u,v) = 2 ,;_0 17%b(u + i, u +i%v) . (A.5)
2) Ist b(u,u) > 0, (Vu € H), so gilt die Cauchy Ungleichung

|b(w, v)|* < bu,u) - b(v,v) .

2. Unbeschrinkte Operatoren

Definition. Ein Operator A auf H ist eine lineare Abbildung
HDO>DA) — RACH, u— Au

T T

Teilraum Teilraum
Definitionsbereich Wertebereich
von A (domain) von A (range)

Regeln.

A=B : D(A)=D(B)und Au = Bu, (Vu € D(A))
AcCB : DA cD®B) 7 7 ”
(B heisst Fortsetzung von A)
DA+ B) = D(A)ND(B)und (A+ B)u = Au+ Bu
D(AB) = {ue€ D(B)|Bue€ D(A)} und (AB)u = A(Bu)
A!existiert : A ist injektiv, D(A™') = R(A), R(A™!) = D(A)

Der Nullraum von A ist N(A) = {u € D(A) | Au = 0}.
A injektiv < N(A) = {0} .
Definition. Sei A ein Operator. Falls

u, € D(A)
Up, — 0 = v=0, (A.6)
Au,, — v

so heisst A abschliessbar; dann ist der Abschluss A (D A) definiert durch
u, € D(A)

Up —> U =: ue€ D(A), Au=vwv, (A7)
Au,, — v
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wobei ([A.6)) die Eindeutigkeit von v in (A7) sichert. A heisst abgeschlossen, falls A = A,
d.h. falls die linke Seite von (A7) v € D(A), Au = v impliziert.

Lemma 1. Sei A™' € L(H) (d.h. A: D(A) — H ist injektiv und surjektiv, ferner A~!
beschrinkt). Dann ist A = A.

Beweis. Aus u, € D(A), u, — u, Au,, — v folgt u, - A~ v = u. O

Definition. Die Resolventenmenge p(A) von A ist
p(A) ={zeC|(z—A)" € LH)}, (A.8)

dh. z € p(A) gdf N(z — A) = {0}, R(z — A) = H und die Resolvente (z — A)~!
beschréankt ist.

Falls es ein solches z gibt, ist nach dem Lemma z — A und somit auch A abgeschlossen.

Das Spektrum von A ist
o(4) = C\ p(A) . (A.9)

p(A) ist eine offene Menge (ohne Beweis), o(A) also eine abgeschlossene.
Fiir 21,29 € Cist

(1 =A== AT = (- 2)(n - A) (- A7,
insbesondere kommutieren die Resolventen von A.

Definition. Sei A ein dicht definierter Operator, d.h. D(A) = H. Die Adjungierte
A* von A ist dann wie folgt definiert: v € D(A*), falls

|(u, Av)| < Clvf|, (Vv e D(A)) ;
dann ist die Linearform v — (u, Av) auf D(A) beschriankt, nach ([A.3) also
(u, Av) = (w,v)
fiir ein durch u eindeutig bestimmtes w € H:
Au=w.

Offensichtlich ist A* ein linearer Operator auf H.

Bemerkung. Fiir A, B € L(H) gilt: A* € L(H) mit [[A*]] = ||A]; (MA)* = NA¥,
(A€ C); (A+ B)* = A* + B*; (AB)* = B*A*; A*™ = A.

Allgemein gilt fiir ein dicht definierter Operator A:

Lemma 2. i) A* ist abgeschlossen.

ii) A* ist dicht definiert gdf A abschliessbar ist; dann ist A™ = A.
iii) N(A*) = R(A)*L.

w) Falls A=Y € L(H), so auch (A*)™! € L(H) mit (A*)~! = (A71)*.
v) Ist A abgeschlossen, so gilt p(A*) = p(A) (k omplea:e Konjugation).
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Beweis. Nur iii): Fiir u € D(A*) ist
(u, Av) = (A*u,v) , (Vv € D(A)) . (A.10)

Dies verschwindet, falls u € N(A*), also u € R(A)*. Umgekehrt folgt daraus u € D(A*),
dann u € N(A*) aus (AI0). O

Definition. Sei A dicht definiert.

a) A heisst symmetrisch, falls
(u, Av) = (Au,v) , (Vu,v € D(A)),
oder, je gleichbedeutend,

(u,Au) e R, (Vu € D(A)) , (A.11)

s. (A.9), bzw.
ACA. (A.12)

b) A heisst selbstadjungiert, falls
A=A".

Die Unterscheidung zwischen a), b) entféllt fiir beschrinkte Operatoren (also itberhaupt,
falls dim H < 00), ist aber fiir dim H = oo echt, selbst fiir abgeschlossene A.

Als Vorbereitung fiir ein Beispiel benotigen wir:
Lemma 3. Fiir € L*0,1] sei dip/dz als Distribution definiert,

ay
dx

Falls dip/dx € L?[0,1], so ist v(x) stetig (d.h. 1 kann dann als stetige Funktion gewdhlt
werden). Gilt auch dp/dx € L*[0,1], so

[ (5ot + v %) o = viwpeto)

0

[v] = —w[j—Z} . (Yo eC(0,1)).

Beweisskizze i) Ist d/dx = 0, so ist ¢ (x) konstant.

b(x) == [ % da’ ist wohldefiniert (da [} |2|da’ < ([ |9 |2da’)V2( [y 1dz')/?) und
stetlg7 ferner als Distribution di) /dx = dip/dz.
i), ii) zusammen: ¢ = ¥ + konst. O

Beispiel. Sei H = L?[0,1].
a) Die Operatoren p, p sind dicht definiert als

d d
D) = (weH| T e}, ju=-ig

D(p) = {4 eD®@) [¢(0)=0=y1)},  pp=p.
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Offenbar ist

PGP
Behauptung. i) p ist abgeschlossen; ii) p* = p. Also ist p abgeschlossen (s. Lemma 2i))
und symmetrisch, da

pPCh=p=p
(s. Lemma 2ii)), nicht aber selbstadjungiert.

Beweis. i) aus ¢, € D(D), ¥, — ¥, pib,, — ¢ folgt fiir jede Testfunktion v € C§°(0,1)

o dYny o du _Ldv
(Ua 90) - h??l —1 (U7 dr ) - 11?1(%71#71) =1 (%ﬂﬁ) )
— S——
o lo] = —vulgE] ~2[7]
also —idy/dz = ¢ € L*[0,1] und damit v € D(p), py = .
ii) ¢ € D(p*) bedeutet
(B, o)l < Cllell, (Vv € D(p)) (A.13)
und insbesondere p
ZERpl < Cllol, (e G0, 1), (A14)

also dp/dx € L*(0,1), s. (A3), d.h. ¢ € D(p). Zudem ist fiir b € D(p)

0.0) — o) = i (%wmwx)fi—j) da
D)) — B(0)p(0)

Hier ist (v, po)l/[[¢[l (< [[pell]) beschrénkt, nicht aber ¢(0)/[[¢[], ¢(1)/[[¢[], die un-
abhingig voneinander durch Wahl von 1 gross gemacht werden konnen. Also gilt (A.13)

gdf p(0) =0 = (1), d.h. falls ¢ € D(p); dann ist auch p*p = pp = py.
b) Sei @ € C mit |a| = 1 fest gewihlt und p, dicht definiert durch

D(pa) = {1 € D) [ ¥(1) = ap(0)},  path =py .
Ebenfalls ist p, C p.
Behauptung. p}, = p,.
Beweis. ¢ € D(p%) impliziert wie in (AI4)) ¢ € D(p), ferner fiir ¢ € D(py,)

(Path, ) — (¢, Bp) = ¥(0)(ap(1) — ¢(0)) = a(0)(2(1) — ap(0)) -

Nun ist ¢ € D(pf) dquivalent zu ¢ € D(p), ¢(1) = ap(0), also zu ¢ € D(p,); dann ist
auch po = pp = pap.

Satz 3. Sei A ein symmetrischer Operator. Dann sind dquivalent:

a) A*=A
b) o(A) ist reell

170



¢) R(z—A) ="H fir alle z mit Imz # 0 (oder, dquivalent, fir z = +i)
d) A ist abgeschlossen und N(z — A*) = {0} fir alle z mit Imz # 0 (oder z = +i).

Beweis. Wegen (A.11]) ist fiir u € D(A)
[ 2 [Jul]® = [Im (u, (z = A)u)| < [[ullll(z — A)u]l ,
also
Iz = Aull = Im2flull,  (Vu € D(A)) . (A.15)
Insbesondere ist N(z — A) = {0} fir Im z # 0.

i) Wire R(z — A) = H fiir ein Im z # 0, so wire nach (A1) z € p(A); nach Lemma 1
z — A und damit A abgeschlossen.

ii) Wére A abgeschlossen, so wire es R(z — A), (Imz # 0), auch. Denn: (z — A)u, — v
mit u, € D(A) impliziert nach (A.I5)), dass u, Cauchy ist, also u,, — u, und wir schliessen
ue D(A), (z— A)u =v.

Daraus, aus Lemma 2iii) und aus M++ = M folgt (c) < (d). Die restlichen Aquivalenzen
beweisen wir iiber (a) = (c/d, “alle”) = (b) = (¢/d,“ £i”) = (a). Die Implikation (c)
= (b) folgt aus (i), (b) = (c) aus der Definition von o(A).

(a) = (d): A ist abgeschlossen nach Lemma 2i). Zudem ist N(z — A*) = N(z—A) = {0},
(Im z # 0) nach (ATH).
(c und d) = (a): Wegen ([AI2) geniigt es, D(A*) C D(A) zu zeigen. Sei u € D(A*

).
Wegen (c) gibt esv € D(A), sodass (i—A*)u = (i—A)v = (i—A*)v, also (i—A*)(u—v) = 0;
wegen (d) ist u = v € D(A). O
3. Projektionswertige Masse

Definition. Ein projektionswertiges Mass (P-Mass) E auf R ist ein *~-Homomorphis-
mus C3°(R) = L(H), f— E(f), d.h.

E(af+ Bg) =aE(f)+BE(g), (a,B8€C), (A.16)
B(fg) = E()E) (A17)
E(f) = E(f). (A.18)
Ist zudem
{E(f)u] feCPR), ueH} (A.19)

dicht in H, so ist E ein Spektralmass.

Wir werden E auf sukzessiv grossere Funktionenklassen fortsetzen, die schliesslich die
charakteristischen Funktionen x,; gewisser Mengen M C R umfassen. Dann wird E); :=

E(xa) ein orthogonaler Projektor, vgl. (A7, [AT]]), sein mit
EMlEMQ — O 9 EM1UM2 — EMl + EM2 9 (Ml m M2 — @) . (A.QO)

Dies erklart den Namen “P-Mass”. Da die Fortsetzungen eindeutig sein werden, nennen
wir sie immer noch F.
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Sei
Co(R)={f:R— C| f stetig mit lim f(z)=0}.

|z|—o00

Beachte, dass C(R) der Abschluss von C§°(R) in der Norm
| loe = suplz € R | £(2)]}

ist.

Lemma 4. Sei E: C°(R) — L(H) ein P-Mass. Dann gilt

IEN < [1flls - (A.21)

FEs hat deshalb eine eindeutige, stetige Fortsetzung zu E : Coo(R) — L(H). Diese erfiillt
wieder (A 16HA 18, [A.21), sowie

E(f)=0, (f=0). (A.22)

Beweis. (A2I): Wegen E(af) = aE(f) geniigt es zu zeigen, dass |[E(f)]] < 1 fur
|fllo < 1. Dannist g = f1/1 —|f]? € C§°(R), also

0< E(g) E(g) = E(lgI*) = E(If") — E(If]") ,
E(f1") = E(If1") = E(f*)E(f*) > 0.
Mit || B|| = supyy =1 (u, Bu) fiir B > 0 folgt

IECSI = 1B (A.23)
und mit ||B*B|| = || B||* auch noch
IEADIN = NES) B = IEDI*,
IEQFDN = IEAPIP = 1B,
so dass ||E(f)]] <1 nach ([A.23]).
(A22): Fiir f >0, f € C(R) ist auch /f € C(R), also E(f) = E(Vf)*E(V/f) > 0.0
Borel-Funktionen auf R. Fiir beliebige Funktionen f : R — C schreiben wir
lim f,(x) = f(x) (A.24)

fiir den punktweisen Limes. Falls f,, beschrinkte Funktionen sind mit sup,, || f.|| < C <
00, so schreiben wir statt (A.24]) auch

p—lim f(z) = f(z),

n—o0

(dann ist || f]le < C).

Definition. Die Klasse B(R) der Borel-Funktionen auf R ist die kleinste Funktionenklasse
F mit den Eigenschaften
(a) Cx(R) C F,

(b) Aus f, € Fund f, — f folgt f € F. (A.25)
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Ersetzt man f, — f durch f, & f, so erhilt man die Klasse der beschriinkten Borel-
Funktionen B¥(R) = {f € B(R) | || f|loc < 00}.

Lemma 5. Jede konstante Funktion f(x) = c gehirt zu B = B(R), B*(R). Mit f,g sind
auch f+ g, fg und f in B: B ist eine Funktionenalgebra mit Finselement und komplezer
Konjugation.

Beweis. Nur fg € B: Sei g € C(R) fest. Die Klasse F aller f mit fg € B erfiillt (A.23)),
umfasst also B. Nun sei f € B fest. Die Klasse F aller g mit fg € B erfiillt wieder (A.25]),
also ist fg € B fir f, g € B.

Definition. M C R heisst Borel-Menge, falls x,; € B(R).

Lemma 6. Borel-Mengen sind

— das Komplement jeder Borel-Menge.

— die Vereinigung und der Durchschnitt abzdhlbar vieler Borelmengen.
— jede offene und jede abgeschlossene Menge.

(ohne Beweis).

Integrale. Ein Integral auf R ist ein positives lineares Funktional C,(R) — C:

I(f)z0, (f=0).

Satz 7. Jedes Integral I mit
I(F) < 1l (A.26)

hat eindeutige (lineare, positive) Fortsetzungen auf

(i) I : B*(R) — C mit der Eigenschaft (A.28) und

I(f) = 1(f) s (fa™ ), (A.27)

sowie weitergehend auf

(ii) ® alle g € B(R), g > 0, wobei 0 < I(g) < o0,
e alle f € B(R) mit I(|f]) < oo, wobei I(f) € C mit der Eigenschaft (dominierte
Konvergenz)

I(fn) = I(f) , (A.28)
falls fr, — f mit |f,] < g, I(g) < oo.
Dies ist der Satz von Riesz-Markov. Man schreibt auch

1(f) = / ey (A.29)

wobei u das entsprechende Borel-Mass ist: (M) = I(xar), (M Borel-Menge).

Satz 8. Jedes P-Mass E : Coo(R) — L(H) hat eine eindeutige Fortsetzung E : B>®(R) —
L(H) mit (A161A.18 [A.21, [4.23) und

E(fa) > E(f),  (fa ™ ). (A.30)
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Beweis. Eindeutigkeit: Seien E, E, solche Fortsetzungen mit F = {f € B>*(R) |
E\(f) = Ex(f)}. Da F (A.25) erfiillt, ist F = B>(R).

Existenz: Fiir jedes u € H ist
Lu(f) = (u, E(f)u) (A.31)

ein Integral mit |I,(f)| < ||ul|*||f]ls, das nach Satz 7 eine Fortsetzung auf f € B*(R)
hat. Die Sesquilinearform

3

by 0) = 1 30 () (T € BX(R)). (A.32)

erfillt by(u,v) = (u, E(f)v) fir f € C(R), s. (AL). Die Klasse aller f € B¥(R), fiir
welche by eine beschrinkte Sesquilinearform (mit Norm || f||) ist, erfiillt (A.25]) wegen
(A27). Somit ist E(f) € L(H) durch (u, E(f)v) = bs(u,v) definiert fiir alle f € B>(R),
vgl. (A.4). Ferner ist nach (A.27)

(u, E(fa)o) = (w, B(fv),  (fa ™ f). (A.33)

d.h. E(f,) = E(f). Damit zeigt man die Eigenschaften (A.I6ATIS), etwa (AI7) nach
dem Muster des Beweises von Lemma 5. Aus (A.33) folgt deshalb

IE(fa)oll* = (v, E(fal*)v) = (v, E(IfF)v) = [E(f)v]*

mit (A2), also E(f,) = E(f). O

Korollar. Durch Ey = E(xu) ist fir jede Borel-Menge M C R ein Projektor Ey =
E3, = E3%; erklirt mit den Figenschaften [A.20). Ausserdem gilt fiir jede Folge M, von
Borel-Mengen

EMlﬁMQﬂ... = S— hm EM1ﬂM2..‘ﬁMn )
n—oo
EMluMQU... = S_JL)IEO EMlUMQ...UMn . (A34)

Bemerkung. In der Schreibweise (A:29) lautet (A31) L,(f) = [ f(N)dpu () mit g, (M)
= (u, Epyu). Man schreibt deshalb auch

E(f) = /f(/\)dE()\). (A.35)
Definition. Der Trager supp E eines P-Masses E ist
x € supp F & E)y # 0 fiir jede offene Menge M > x .

Lemma 9. supp E ist abgeschlossen und

o (A.36)
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Fiir jede stetige, beschrinkte Funktion f ist
IE(N) = sup [f(z)]. (A.37)

xesupp B

Beweis. x ¢ supp E gdf Ej; = 0 fiir eine offene Umgebung M > z. Damit ist R\ supp E
offen und Ex = 0 fiir jede kompakte Menge K C R\supp E. Wegen R\supp E = | J>7 | K,,

mit K, = {x € R | |z| < n,dist(x,supp E) > 1/n} folgt (A306) aus (A.34).
Sei X = Xsupp - Nach (A30) ist E(1 — x) = 0, also

IO = IECAHI < sup [x(z)f(z)] = sup [f(z)] (A.38)

xesupp B

fiir alle f € B*(R), s. (A.21)). Ist f stetig und ¢ < sup,cqupp g | f ()], s0 enthélt M = {z |
|f(z)] > ¢} auch ein A € supp E. Da M offen ist, ist Ey; # 0, also gibt es ein u € H,
(llu|l = 1), mit u = Epu. Fiir dieses ist

IE(f)ull® = (u, E(f*xar)u) > ¢*(u, E(xar)u) = ¢*|lull*
also ¢ < ||E(f)||, womit die zu (A.38) umgekehrte Ungleichung auch gilt. O

Im Anschluss an Satz 8 erlaubt die Zusatzeigenschaft (A.T9)) eines Spektralmasses eine
weitere Formulierung:

Lemma 10. Der Teilraum (AI3) ist dicht in H genau dann, falls E(1) = 1, (d.h.
Eo—1).

Beweis. Wegen E(f)u = E(1)E(f)u ist der Teilraum nicht dicht, falls £(1) # 1. Sei
umgekehrt F(1) = 1. Da die Funktion f = 1 der p-Limes einer Folge f,, € C{°(R) ist,
folgt aus (A30), dass u = E(1)u = lim,, E(f,,)u, fiir alle u € H. O

Schliesslich erweitern wir ein P-Mass auf unbeschréinkte Funktionen f, um den Preis, dass
E(f) es auch sein darf.

Satz 11. Jedes P-Mass E hat eine eindeutige Fortsetzung
E : B(R) — {dicht definierte, abgeschlossene Operatoren auf H}

mat
Dy:=D(E(f)) > Dy,  (If[<9)

und
E(fo)u — E(f)u, (u € Dy), (A.39)

falls f, = f. |fal < g. Diese erfiilt
E(af+Bg) D aE(f) + FE(g)
(mit =, falls f oder g € B*(R)),
E(fg) > E(f)E(g) (A.40)
(mit =, falls g € B*(R)), sowie (A8, [A29).
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Beweis. (nur Konstruktion von E(f)). Fiir festes u € H ist
L(f) = (u, E(f)u)
ein Integral fir f € B>*(R) im Sinn von Satz 7, Teil (i). Es gilt
L(f1*) = (u, E(f) E(f)u) = [ E(f)ul® (A.41)
nach der Dreiecksungleichung fiir || E(f)ul|| also
Laurgo(|f )2 < JalL(IFP)2 + 1BILAFDY? . (a,8€C). (A.42)

Auch ist
L sn(£19) = |E(F)w— EQu)|? =0. (A.43)

Fir f € B(R) setzen wir dann mit Teil (i) des Satzes
Dy:={ueH|L(f) < oo}

und behaupten: Dy ist (a) ein Teilraum, der (b) dicht in H liegt. Sei dazu f, = fxaq,,
Q, = {z||f(2)] < n}, also f, € BX(R). Wegen f,, = [, |ful < |f] folgt mit (A.28)

L(|fal®) = L(If) , (A.44)

so dass (A.42 [A.43)) auch fiir f € B(R) gelten. Insbesondere ist (a) gezeigt. Zum Beweis
von (b): fir n > m ist f,xq,, = fm; damit ist

Ipg, o[ fal?) = 1 E(f) E(xa,)ull® = 1E(fu)ull®

unabhingig von n, nach (A.44)) also Eqg,u € Dy. Da Eq, ,u —— E(1)u und da u —
m—0o0

E(1)u € Dy, s. (A.43)), folgt (b). Nun kénnen wir eine Sesquilinearform bs(u,v) wie in
(A.32)) definieren, diesmal fiir f € B(R) und u, v € Dy. Fur f € B®(R) ist

be(u,v) = (u, E(f)v) (A.45)

mit, s. (A.41]),
by (w,0)] < Nulll ECF)oll = [lullL(1F17)"2 (A.46)

Wegen (A28) mit |f,,| < 14|f|? ist Lyyiro(fn) = Lugire(f) und damit by, (u, v) — by(u,v),
so dass (A.40) auch fiir f € B(R), u,v € Dy gilt. Nach (A3)) definiert dann (A32) E(f)v
fir v e Dy = D(E(f)). O

4. Selbstadjungierte Operatoren, Spektralmasse und 1l-parametrige unitire
Gruppen

Satz (von Neumann, 1930). Fir jedes Spektralmass E auf R ist
A=E(@d), (id: A= A), (A.47)

d.h. in der Notation (A.33)
A= /)\dE,\ ,
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selbstadjungiert. Umgekehrt hat jeder Operator A = A* eine Spektraldarstellung (A.47),
wobei das Spektralmass E durch A eindeutig bestimmit ist.

Korollar. supp F = o(A).

Bemerkung. Fiir A = A* stimmt somit ([3.9) mit der allgemeinen Definition (A9]) des
Spektrums tiberein, vgl. auch (3.20).

Wichtig fiir den unten dargelegten Beweis des Spektralsatzes ist

Definition. Eine 1-parametrige unitdre Gruppe ist eine Abbildung
U:R— L(H), t— U(t)

mit den Eigenschaften

Uty =ut), (A.48)
U)=1, (A.49)
Ult+s)=U(t) U(s), (A.50)
s—lim U(t) =1 (A.51)

Bemerkung. Es folgt

s—lim U(t) = Ul(ty) , U—-t)y=U@t)"".

t—to
Definition. Die Erzeugende A von U ist

d
Av = —i—=U(t)v

|
p = —ilim ;(U(t) —1v, (A.52)

wobei v € D(A), falls der Limes existiert.

Es ist evident, dass A mindestens symmetrisch ist:

0 = il (U (), U(t)o)

7 = (Au,v) — (u, Av) , (u,v € D(A)) . (A.53)

t=0

Es gilt aber mehr:

Satz 12. Die Erzeugende A einer 1-parametrigen unitdren Gruppe U ist selbstadjungiert.
Umgekehrt ist jeder Operator A = A* eine Erzeugende (A.52), wobei U durch A eindeutig
bestimmt 1ist.

Zum Beweis der Sitze betrachten wir die beiden Zuordnungen in je nur einer Richtung,
sowie eine weitere zwischen 1-parametrigen unitdren Gruppen und Spektralmasse:

A

'\
c) L

U
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Lemma 13.

a) Sei E ein Spektralmass und E — A durch (A.47) gegeben. Dann ist A = A*.

b) Sei A = A*. Dann ist A die Erzeugende (A.53) einer eindeutig bestimmten 1-
parametrigen unitiren Gruppe, notiert A — U.

c) Sei U eine 1-parametrige unitire Gruppe. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes
Spektralmass E (notiert U — E) mit

U(t) = E(e"™) . (A.54)

Die drei Abbildungen sind injektiv.

Beweis der Sitze. Es geniigt zu zeigen, dass die Zusammensetzung der Abbildungen (a,
b, ¢) die Identitédt ergibt. Da sie injektiv sind, reicht es, bei einem beliebigen Vertex, z.B.
A, zu beginnen. Nach Konstruktion von (b, c) ist

eit)\ -1

1 " s
AU——I%I_I)I&;(E(G )—])U——l%l_l}%E( Jv

mit v € D(A) gdf der Limes existiert. Fiir v € D(E(X)) (= D(E(]A])) folgt mit (A39)

wegen

eit>\ -1

eit>\ -1
— A,
t t—0

' < Al
dass die rechte Seite gleich E(\)v ist, also A D E()\). Zusammen mit der adjungierten
Beziehung, A = A* C E(\)" = E()), folgt A = E()). O
Beweis von a). Sei A := E()).
A* = A: folgt aus E(f)" = E(f) fir f € B(R), s. Satz 11. E ~ A injektiv: Aus
(z=MN(z=A)"1t=1, (Imz # 0,\ € R) folgt mit (A40) und Lemma 10
(z = EQ)E((z =N =E(z = NE((z—\)"") =1,

E(z—=NHEz-EN)C1,
also

(z—A)'=E(z=-N"1. (A.55)
Wegen (A.16, [A17) ist dann E(f) fiir alle f der Form

n

fA) = Zai(zi — A", (Imz; #0,a; € C,n; =1,2,...),

=1

durch A bestimmt. Diese f’s liegen nach dem Satz von Weierstrass dicht in C(R) bzgl.
der || f|loo-Norm. Damit ist das Spektralmass F durch A bestimmt. O

Beweis des Korollars. Nach (A55] [A37) ist

I(z=A) = sup [z—z",  (Imz#0).

rEsupp
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Diese Norm divergiert genau dann, wenn dist(z,0(A)) — 0, die rechte Seite, wenn

dist(z,supp £) — 0.

g

Beweis von b). Nach Definition (A.52)) ist A durch U bestimmt, d.h. A — U injektiv.

Die Konstruktion von U bei gegebenem A = A* besteht aus folgenden Schritten.

i) Approximation von A durch Af € L(H).

ii) Definition: U(+£t) = s—lim,, eHATE fijy ¢ > 0.
iii) U(t) ist eine 1-parametrige unitére Gruppe.
iv) Die Erzeugende von U (t) ist A.

i) Wir setzen, s. Satz 3,
At =inA(A+in) "t =in+n*(A+in)"t € L(H)
und behaupten
lim Afv = Av, (Vv € D(A)) .
n—oo

Wegen ATv = in(A +in)~' Av geniigt es, dass

lim in(A+in) 'u=u, (Vu e H) .

n—oo
Wegen |[[in(A +in)~t| < 1 geniigt es, dies fiir u € D(A) zu zeigen:
u=(A+in) (A +in)u = in(A+in)tu + (A +in) ' Au

wobei der letzte Term fiir n — oo verschwindet.

o
ATt . L. +4\k
ii) et =) 7 (i451)
k=0
ist analytisch in ¢ mit
d . )
_elA;‘{t — iA:elAZt )

dt

Fir ¢t > 0 erfillt

. + . 2 . 71 _
ij(t) — elAnt _ eltn (A+in) e tn

(BATAST) sowie

||U1j<t>|| < et||n2(A—i-in)—1||e—m < elle=tn — 1

Da die A,’s miteinander kommutieren, ist

t d N
Un0=Ur ) = [ dsiuie— Ui

t
— / dsU (¢ — $)UE () (A — Ay
0
und somit
(U (&) = U (O)vll < [¢[][(Am = An)v]| -
Mit ([A.57) ist U;f(t)v Cauchy, also existiert

Ut)yv:= lim U} (t)v, (t>0),

n—o0
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zunéchst fiir v € D(A), gleichmaéssig in beschriankten ¢-Intervallen. Da D(A) dicht ist und
wegen ([A5])) gilt dasselbe fiir v € H. Analog definieren wir A, durch Ersetzung i — —i

in (A.56) und
Up(—t) := e ¥t U(—t) :=s—lim U, (—t)
n—oo

fir t > 0. Damit ist U(t) € L(H), (t € R) mit |U(¢)| < 1.

iii) Eigenschaften (A-49HA 5T gehen von U (t) auf U(t) iiber, (A.50) allerdings nur fiir ¢,
s mit selbem Vorzeichen. Ist ihr Vorzeichen verschieden, so geniigt der Spezialfall t = —s,

Ut)Uu(—t)=U(-t)U(t) =1 : (A.60)
Sei namlich z.B. s > ¢t > 0. Dann folgt aus U(s) = U(s —t)U(t) = U(t)U(s —t), dass
Us)U(-t)=U(s—t), U(=t)U(s) =U(s—t) .
Gl. (A.60) folgt aus

UEOUF (1)~ 1= [ dsU U7 (o) AT - A7)

(U (DU, (=) = Dl < [elI(Ay — A,)oll

und ([(A57). Wegen (AL6Q) existiert U(¢)™! und ||[U(¢)v| < ||v]| < [JU(#)v]|. Damit ist
U(t) unitér.

iv) Es ist
t
Uf(t—v= i/ dsU,f(s)A,v (t>0).
0
Daraus, aus (A.57, [A-59) und aus analogen Gleichungen fiir ¢ < 0 folgt

U(t)v—v—i/otdsU(s)Av, (t e R)

fir v € D(A). Damit existiert

.1 .

11_1}1% ;(U(t) —1)v =1Av, (ve D(A)),
also A C B, wobei B die Erzeugende von U ist. Nach ([A.53) ist B C B*, also auch
A>SB,dh B= A O

Beweis von ¢). Wieder bestimmt ([A.54]) U eindeutig aus E. Konstruktion von E:
i) Definition von E(f) fur f € C3°(R).

ii) Eigenschaften (A TGHA.T9)).
iii) Gl. (A54).
) B(P)= [afe) U (e cE®). (A.61)

wobel die Fouriertransformierte



fur |t| — oo rascher als jede Inverse Potenz von ¢ abfillt. Damit ist (A.GI]) als starker
Limes von Riemann-Summen wohldefiniert und E(f) € H.

ii) Evident sind (A.16] [A.18)), letzteres wegen U(t)* = U(—t).

e f(x)g(z) = / dtds f(t)g(s)e! 27 = / dtel™ / dsf(t — s)j

also

B(fo) = [ ar( [ asite~s)ats))ue
- /ﬁwﬂ)()(ww)<ﬂﬂEw)

wegen ([A50).

(A19): Zu zeigen ist w = 0, falls w L E(f)u fir alle f € C§°(R), u € H. Insbesondere
ist dann

o=@mEumo=/ﬁ#ummU@wy

Da (w,U(t)w) stetig in t ist, folgt (w,U(t)w) = 0 fiir alle ¢ € R, also auch fiir ¢t = 0:
lw]|* = 0.

iii) Fiir f € C°(R) ist
o fa) = [dsfe)etr = [dsf(s e
also fiir alle w € H
BB = [ dsf(s = 0U(s)u
= U() [ asf(U(s)u = U B

Wegen (A.19) folgt nun (A54). O
Beispiel. Auf H = L?(R) ist die Translation um ¢ definiert als
U))(x) =Pz —1). (A.62)
U(t) ist eine 1-parametrige unitire Gruppe mit Erzeugenden —p, wobei
d
—weH| Lerm), pw=-i".

Wir vergleichen dies mit Bsp. a) auf S. [[69 Dass dort p, p nicht selbstadjungiert sind,
steht nun im Zusammenhang damit, dass x — x —t das Intervall [0, 1] 3 z nicht bewahrt,
also ([A.62)) keine 1-parametrige unitire Gruppe mehr definiert. Dies ist wieder der Fall,
falls [0, 1] “zum Kreis geschlossen” wird: Sei o € C mit |a| =1 und

(Ua()p) (@) = " ((z = 1)), (teR),
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wobei A = [A] + (\) in ganzer Teil und Rest zerlegt wurde. Fiir 0 < ¢ < 1 und ¢ (x) stetig
ist es (Uy(t)1)(x) auch, ausser allenfalls bei z = t:

Ua®¥)(t=) =a (1), (Ua(t)¥)(t+) = ¥(0) .

Insbesondere ist U,(t)y € D(p) gdf ¢» € D(p) und (1) = arp(0), also ¢ € D(p,) aus
Bsp. b), S.[I70. Man schliesst, dass —p, die Erzeugende von U, ist.
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B Anhang: Kugelfunktionen

Gesucht ist ein “natiirliches” vollstindiges Funktionensystem auf der Einheitskugel S? =
{e€R? | e =1}.
Motivation. Die analoge Frage fiir den Einheitskreis S = {€' € R? | |e] = 1} = {(z1, 7o)

€ R? | + iz = €% 0 € R mod 27} hat eine von den Fourierreihen her wohlbekannte
Antwort:

fa(@) =" (neZ).
Die Drehgruppe SO(2) ist auf L?(S') dargestellt als R, — U(R,), (¢ € R mod 27) mit

(U(R,)f)(€) = f(R,'€). Die Funktionen f, sind Eigenfunktionen davon zum Eigenwert
e”"¢_ Ferner sind sie Einschrinkung auf S* folgender Polynome auf R?

(1 +iz2)", (n>0)
Up(T1,m9) =< 1, (n=0) (B.1)
(1 —izg)™, (n<0).

Beachte, dass u,, ein homogenes, harmonisches Polynom vom Grad |n| ist, und dass

Un(ré) = Tln‘fn(é) .
Im Falle der Einheitskugel 2 = S? setzen wir deshalb:

Definition. Y, : 2 — C ist eine Kugelfunktion zum Index [ = 0,1,2,..., falls Y, die
Einschrinkung auf 2 eines homogenen, harmonischen (Aw; = 0) Polynoms u; : R3 — C
ist:

w(ré) = r'yy(e) . (B.2)

Sei )V, der Raum der Kugelfunktionen zum Index [. Er ist invariant unter Drehungen Y; —
U(R)Y;, (U(R)Y))(€) = Yi(R7'é), (R € SO(3)), da jener der homogenen, harmonischen
Polynome es bereits ist.

Satz.

a) M2V, = I(1+ 1)V},

b) (Y, Yy) =0 fiirl 1.

c)dim), =2l + 1.

d) M3 : Y, — Y, hat die Eigenwerte m = —l,—l+1,...1; sie sind einfach.
e) Die Unterridume Y, C L*(Q) spannen L*(Q) auf:

Beweis. a) Aus

vgl. (D), folgt mit (B.2)



b) Eigenvektoren selbstadjungierter Operatoren zu verschiedenen Eigenwerten sind ortho-
gonal: I(I+1)(Y;,Yy) = (MY, Yy) = (Y, M2Yy) =1U"(I' + 1)(Y;, Yr).

¢) Sei H; der Raum aller homogenen Polynome

2\ E mi,.mz,,ms3
Pl(x)— CmimamaTy1 Lo " T3
m; EN
my+ma+ma=l

vom Grad [. Die Anzahl der Koeffizienten ist
dmH,=(l+1)+1+0—-1)+...+1.

Offenbar A : H; — H;_5. Der Raum K; der homogenen, harmonischen Polynome von
Grad [, d.h. K; = Ker A, hat also die Dimension

dim K, > dim H; — dim Hy_o = (I + 1) + 1 =20 + 1. (B.3)
Andererseits ist nach (b) und r! = (#2)*r!=2k
Hor'(VeVa®...) (B.4)

mit Dimensionen
dimH; > dmK;,+dimK;_o+...
> (I+1)+1l+(1-1)+...+1=dim H,.

Es folgt, dass in (B3] B.4) Gleichheit gilt.

d) Sei H;,, C H; der Unterraum bestehend aus den Polynomen der Form

P(Z) = D Copmomy (@1 im2)™ (11 — g) " 2f
m;EN
my+m_+m3z=l
miy—m_=m
Die Nebenbedingungen besagen 2my = (I &+ m) — mg. Folglich ist |m| < und mg muss
die selbe Paritidt wie [ £ m haben. Die Anzahl der Koeffizienten, dim H,,, ist die der
Zahlen [ — |m|,l —2 —|m|,...,1 bzw. 0. Esist A : H;,, — H;_2,,, wie aus der Identitét
A(fg) = (Af)g+2§f-ﬁg—l—f(Ag) ersichtlich: Ein erstes Mal auf f = f(x1,x2), g = g(x3)
angewandt, liefert sie keine Mischterme; ein Zweites auf f(z1, z5) wie im Ausdruck, keine
Reine, vgl. (BJ). Sei nun K;,, C K, analog gebildet. Es folgt dim K;,,, > dim H;,, —
dim H;_5,, = 1. Die entsprechenden Kugelfunktionen sind Eigenvektoren von M3 zu den
Eigenwerten m = —1[,...1, vgl. (B). Aus (c) folgt deren Einfachheit.

e) Nach (B.4)) (mit =) sind die endlichen Linearkombinationen von Kugelfunktionen iden-
tisch mit den Einschréinkungen von Polynomen auf €2. Nach dem Weierstrassschen Appro-

ximationssatz approximieren diese die stetigen Funktionen auf €2 gleichméssig. Letztere
sind dicht in L*(9). O

Der Raum ) triagt nach Beispiel 3 auf S. [[1] eine irreduzible Darstellung D;. Er kann
somit mit einer orthonormierten Basis Yy, (6, ) = (0, p|l,m), (m = —I,. .., 1) ausgeriistet
werden, die die Gleichungen (7.27), und insbesondere
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erfiillt; durch diese ist die Basis bis auf eine Phase bestimmt. Da Y}y(0,0) # 0, kann diese
konventionsweise durch

Yio(0,0) > 0 (B.6)

festgelegt werden. Aus (B.A]) und M; = —i0/0y folgt, dass Yjo(0, ) (bis auf Vielfache) die
einzige Funktion in ) ist, die invariant unter Drehungen um die 3-Achse, d.h. unabhéngig
von ¢, ist.

Die expliziten Ausdriicke der Y, (0, ¢) bendtigen wir nicht. Im Folgenden erlautert ist
der Bezug zu den Legendre-Polynomen.

Definition. Die Legendre-Polynome
Bu),  (vel[=11]),

(1=0,1,2,...) sind definiert durch die erzeugende Funktion

1 - l
g(t,u) = N ;t Puw),  (t[<1), (B.7)

d.h.
1,0 1

e l
Fi(u) = l!(at) V1= 2tu + 12

Bemerkungen: 1. Pj(u) ist ein (reelles) Polynom in u, da Radikand = 1 bei ¢ = 0.
2. Aus g(—t,—u) = g(t,u) folgt

t=0

P(~u) = (=1)'P(u) . (B.8)
3. Aus g(t,1) = (1 — )7 = D2, t folgt
P1)=1. (B.9)

e Bezug auf Yg:
Pi(cos ) = ¢;Yip(0, ) (B.10)

47
=/ . B.11
“ 20 +1 (B.11)

Denn: Nach (B.8) enthilt B fiir [ gerade (ungerade) nur Monome gerader (ungerader)
Ordung. Damit ist

mit

rlﬂ(%) : (r? = 2] + 25 + 23) (B.12)

ein Polynom in (x1, x9, x3) und zwar offensichtlich ein homogenes vom Grad /. Harmonisch
ist es auch, denn

> 1 1
>R = - =
— r V1 = 2txs + 212 |tT — €3

ist es fiir |Z] < 1 bei [t|] < 1. Schliesslich ist (B.I12) invariant unter Drehungen um die
3-Achse. Zusammen: Die Einschrinkung P,(cos#) auf r = 1 erfiillt (B.10) aufgrund der
Definition von Yy, wobei ¢; noch zu bestimmen bleibt.
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e Orthogonalitét:

1
2

Denn: Fiir I’ # [ folgt dies mit v = cos @ aus

ccy

1 T
/ Py(u)P(u)du = ¢iep / Yio(0, ) Yio(0, ) sin 0do = 2—/ Yio(€) Yio(€)d?e (B.14)
-1 0 ™ Ja

und aus (b) des Satzes. Fir I’ = [: Einerseits ist

1 1 " 1 »
t tou)du= | —————du=—=log(l—2tu+t*)|"
/_19(’7“‘) ! /_11—2tu+t2 u=—glost =2t ),
1. (1—1¢)? 1+
——1lo =log ——;
2 g(1+t)2 51—t
andererseits
1 o0 1
t/ g(t,u)*du = th”l / Py(u)?du .
-1 =0 -1
Vergleich und Ableitung nach ¢ liefern
- ! d 1+t 2 -
21 1t2l/P “du = —1 = =2) ¥
Do+ 0 [ A= Gloe iy = g =2

und so (B.I3)). Nun folgt Gl. (B.II)) aus (B.I3, B.14)) und aus (B.6 B.9).

e Expliziter Ausdruck:

Ld o,
) = Srga ™~
Denn: Fiir kleine ¢ und |u| < 1 liegen die Nullstellen z; und 2y von z +— 2%+ 2+ (2ut —t?) /4
in der Ndhe von z = 0, bzw. z = —1. So kann die erzeugende Funktion als

1 dz 1 dz
gltw) =55 2 Qut — 12)/4  2mi
T Jp=y 2242+ (2ut —12)/ T Jp=t (2= 21)(2 — 22)
geschrieben werden: Die Contour umschliesst nur z;, und der Ausdruck ist gleich
1 1

21— 22 V1—2u+t2

Mit der Variablensubstitution z = —wt/2 wird

() 1 7{ dw 1 ]{ dw 1
u) = — = — .
P70 Fuper w—ut (/90— w?) 27 Jpyes w—u | — L0

2 (w—u)

Fiir kleine ¢ und |u| < 1 ist der Betrag des letzten Terms nahe [tw/2| = 1/2, also

o= | S AN

- EPAY
27i 1 — (w —u)

Der [-te Term entspricht einem Pol bei w = u der Ordnung [ + 1, also

=, 1 d
_ l 2 !
=2 g 1

w=u =0

o0

=3 (5)

=0
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C Anhang: Die Methode der stationiren Phase

Als Vorbereitung liefern wir die Berechnung des Fresnel-Integrals (8.41])

/ T dr = /m et (C.1)

Beweis.

Im 2
70:T€<0,\/§a)>—>226%7',

Yo o v:x € (0,a)—z=u1,
v2:t€(0,1) = z=ua(l+it) .

7 a Rez

Einerseits ist

2 i \/50« 2

— pus —i

/ezdz:e4/ e 'Tdr,
Yo 0

innerhalb von v; 4+ 2 — 7o analytisch ist,

. _ 52
andererseits, da e™*

a 1
_ 52 _ 2 2 . _a2(1_42 2
/ezdz:/ ezdz:/e‘”dx—i-l/ dt ge=@” (1=t +2ita”
Y0 T +72 0 0 o
—_—

f(ast)
a—r oo ﬁ/Q

Flat)] = { < O(1—t3)712,

—— 0 punktweise .

a— 00

wobel

Das letzte Integral verschwindet fiir @ — oo (dominierte Konvergenz). Also

/ e dr = 2/ e dr = Vme /4
0

—00

Wir untersuchen nun die Asymptotik von Integralen des Typs
T2 )
f6 = [ drglape®
1

fiir t — oo. Zuerst sei h'(x) # 0 im ganzen Intervall z; < z < x5. Dann erhélt man durch
partielle Integration:

1 [* d .
f(t) _ _/ dz g(l‘) _elth(x)

it B (zx)dx
LD g "2 [ aa(L A o~ o0

_ = ith(x = d . ith(x) = Ot 1 .
@) |, it x(dx h/@;)) ¢ ()




Nehmen wir an, A'(z) besitze eine einzige, einfache Nullstelle im Integrationsgebiet:
h(29) =0 h'(2o) # 0
mit zg € (21, x2). Nach dem oben Gesagten ist nun
zo+e
f(t) = / dz g(z)e™® + O@t™1)
zo—e

fiir beliebiges € > 0. Im so verkleinerten Integrationsgebiet setzen wir s = x — xg und
entwickeln

2
/ S 1
g(x) = g(xo) + 59’ (o) + ... , h(z) = h(xo) + Eh (x0) + ...
und finden:

. € 52 : © sZpn
f(t) = e‘th(“)g(a:’o)/ ds et h" (@) +elth(x0)g’(:c0)/ ds set T (@0) +O(t™) . (C.2)

—€ —€
N S/

=0

Im ersten Term beniitzen wir 7 = s(t|h”(z0)|/2)/? als neue Integrationsvariable. Fiir

t — oo gehen dann die Grenzen — 400 und es entsteht das Fresnel-Integral (C.I]) mit
+ =sgnh”(zp). Resultat: fiir £ — oo ist

27 1/2 iZsgn h' (x ith(z —
f(t)Z(m> o1 M) g (1) M) 1 O(H7/2)

(Eine Abschétzung des Fehlerterms zeigt, dass er relativ zum fithrenden klein ist, sofern
t> (|g"[|n"| + |g'||W"])|R"]72]g|~' mit Auswertung bei z = x(). Analoge, n-dimensionale
Integrale

1) = [ @ gl

behandelt man ebenfalls, indem man die Phase um jeden stationdren Punkt x,
Oh/0z;(xy) = 0, quadratisch approximiert:

h(x)—h(x)jtlis«s-ﬁ(:v )+
0 l]axiaxj 0

Die symmetrische Matrix 0%h(z¢) = (0°h/0x;0x;)(xo) kann auf Hauptachsenform ge-
bracht werden und das (C.2) entsprechende Integral faktorisiert. Resultat:

\det a?h(xo)’—1/2ei§sgn82h(x0) -g(ﬂio)eith(xo) + O(t_(n/2+1)) ’ (03>

wobei sgn A = (# positive —# negative) Eigenwerte von A.
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D Anhang: Symmetrien in der Quantenmechanik

Es soll hier der Satz von Wigner auf S. erweitert und bewiesen werden. Er handelt
von zwei Hilbertrdumen, H und H'. Der adjungierte Operator A* : H' — H eines (anti-
)linearen Operators A : H — H' ist sinngeméss definiert.

Satz. Sei II(H) die Menge der 1-dimensionalen orthogonale Projektoren. Jede Abbildung
S I(H) — TI(H') mit
tr (T1;115) = tr (TT{115) . (D.1)

ist dargestellt als
S(II) = Unu* (D.2)

mit U einer linearen oder antilinearen Isometrie H — H’. Die Alternative ist eindeutig
und U selbst ist es bis auf Multiplikation mit einer Phase ¢ € C, |c| = 1.

Als Vorbemerkung zum Beweis sei bemerkt, dass eine Isometrie von selbst linear oder
antilinear ist. Besser: falls U : H — H',a — o’ = U(a)

AT (a>b)
(a',V') = {(b, 0. (D.3)

erfiillt, so gilt

/ / / !/ )\a/

(a+b)=d+10", (Aa) =< - (D.4)
Dann ist ndmlich fiir alle ¢’ = U(¢), a1, as
<¢/7 (al + a2)/) _ (¢17 ay + a2) = ((bla al) + (¢17 a2)

(a’l + ag, (b) = (a17¢) + (a’27¢>

= (¢, a1) + (¢, a3) = (¢, d + a3)
und somit auch fiir ¢’ in der abgeschlossenen linearen Hiille von {U(¢)|¢ € H}. Es folgt
die erste Gleichung (D.4)). Die zweite folgt analog.

Der folgende Beweis (Hunziker) des Satzes beruht auf vier elementaren Lemmas:

Lemma 1. i) Die Abbildung S : II(H) — II(#H') besitzt sowohl eine lineare wie auch eine
antilineare Erweiterung S : [II(H)] — [II(H')] auf die C-lineare Hiille [II(#)]. Sie erfiillen

tr S(AYS(B) = 4 TAB - (inear) (D.5)
tr A*B (antilinear).
Fir A= A*, B = B*, [A, B] =0 gilt ferner
S(A)S(B) = S(AB) (D.6)

ii) [II(H)] = {Operatoren H — H' von endlichem Rang}.
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Beweis. i) Die Identitét

und (D.I)) zeigen:

e Die Definition -
s - Yo

ist wohldefiniert, denn mit (A = 0 & tr A*A = 0), II; = II;, IT, = I/, \; = \; (bzw.
X = \;) folgt
(=)

o Gl (D.O) gilt.

e Unter der zusétzlichen Voraussetzung kénnen A, B gemeinsam diagonalisiert wer-
den, also II; = II;. Dann ist IL;II; = 6;;1I; und ebenso HQH;- = 62-]-H3-, da Illl = 0 &
tr (TITT) = 0.
ii) Es ist |a)(a| € [II(#H)]. Operatoren vom Rang 1 sind von der Form |a)(b| und damit

3

) (b| = 411 S itfa + By (a + ] € [11(H)]

k=0
U

Korollar. Fiir jene der beiden Abbildungen, deren (Anti-)Linearitdt mit derjenigen von
U aus dem Satz iibereinstimmt, gilt

S(A) = UAU* .

Lemma 2. Sei M C H, dim M < oo. Dann gibt es M’ C H,dim M’ = dim M mit
R(McM = RII'Yc M.
(Notationen: R(II) Wertebereich (Bild) von II; M' = S(M)).

Beweis. Pj, := S(Py) ist nach (D.6]) ein Projektor derselben Dimension wie Py (tr P =
dim R(P)). Setze M’ = R(P},). Die Behauptung folgt aus (D.6]) und

U

Lemma 3. Die Behauptung (D.2)), und somit auch das Korollar, gelten fiir dim H = 2.
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Beweis. Durch Einfithrung von orthonormierten Basen in # und S(#H) C H' kénnen wir
annehmen H = S(H) = C2. Dann ist

M(H) = {11 = %(1+5-5) |ee 5%

und S stiftet eine Abbildung S : S?* — S? €+ €’ mit (wegen (D.1)))
-5 o > =

1-€2=¢€1 -€2,

d.h. eine Abbildung S € O(3). Wir unterscheiden:
i) det S = +1: Nach (4.12) ist
Se-d=U( - a)U",
d.h. S(I) = UIIU* mit U € SU(2) (unitérer Fall).

ii) det.S = —1: Angesichts von i) geniigt es, eine einzige Drehung mit det S = —1 zu

betrachten:
Sg: (61, —E€9, 63).
Dann ist
iy , = 17 3
Vol {a (i=1,3)
—0; , (Z = )
fiir die antiunitire Abbildung U (?) = (il) Also S(I) = UTIU*. O
2 2

Bemerkung. S, nicht aber det .S, hingt von obiger Basiswahl ab.

Im allgemeinen Fall sei M C H ein beliebiger Teilraum mit dim M = 2 und sei S | M die
Einschrinkung von S auf II(M).

Lemma 4. det(S | M) ist unabhéngig von M (Bezeichnung: sgn S).
Beweis. Wegen (D.1)) ist
tr (Hll — H/2)2 = tr (Hl — H2)2

und somit ist S : II(H) — II(H) stetig. Fiir eine stetige Familie M (t) von Teilrdumen
konnen die Basen in M (t) und S(M(t)) stetig gew#hlt werden. Damit ist det S(M(t))
stetig und folglich konstant. O

Beweis des Satzes. Sei M C H, dim M = 2 beliebig und U(M) : M — H' der (anti)-
lineare Operator aus Lemma 3. Waéhle ein festes Il € II(H) und feste e € R(Ilp),
¢’ € R(II})) mit ||e]| = ||¢/]| = 1. Dann ist fiir jedes M > e

LU (M)e = U(M)Ige = U(M)e
und wir legen die Phase von U(M) fest durch

UM)e=¢". (D.7)



Konstruktion von U : H — H':
a=U(a):=U(M)a, (aeH),

wobei M 3 e,a. (M, und damit o/, ist eindeutig, falls a,e linear unabhingig sind;
andernfalls ist es a’ wegen (D.7)) trotzdem). Zu zeigen bleibt die Alternative (D.3]), und
zwar je nach sgn S. Betrachte dazu die Erweiterung aus dem Korollar fiir M > e, a:

S(le)(al) = UM)]e)(a|lU(M)" = [e')(d],
und ebenso fiir a ~» b. Dann ist einerseits
trS(le) (o))" S(le){al) = tr (|)V'])"|€')(a’] = tr ([p')(€'le")(a']) = (d',¥) ,
was andererseits nach (D.5) im linearen Fall auch gleich
tr ([e){b])"[e){al = (a,b)

ist, und = (b, a) im antilinearen. O
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