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1. Identititen der Vektoranalysis

Rechnungen, die in der Elektrodynamik auftreten, verwenden oft folgende Identitéten.

-

i) Vektoridentitéiten (@,b, 7, d € R? Vektoren)

!
l

€
a-
A

bAG) =b-(ENG) =2 (@ND),
iN(bAE)=(@-&)b—(a-b)¢,
(@AD)- (ENd) = (G- &)b-d)— (a-d)(b-)

ii) Vektorfeldidentititen (f : R® — R Skalarfeld, o, : R® — R? Vektorfelder)
rot V f=0,

divrotv =0,

rotrot 7 = V(div #) — A7

iii) Produktregeln

div (f0) =0~ Vf + fdiv e,
rot (f7) = Vf AT+ frotd,
div (VA W) = @ - rot ¥ — ¥ - rot W,
V(0 @) = (7 V)T + (@ - V)T + T A rot @ + @ A rot &
iv) Kettenregeln (P : R — R?® Vektorfeld auf R)
div P(f(7)) = P(f(&)) - Vf(7),

mit P = aB/ot.

v) Anwendungen der Integralsitze von Gauss und Stokes (V' C R?® Gebiet, 9V Rand
mit Oberfliichenelement do, S C R? Fliche mit Oberflichenelement do, S Rand

mit Linienelement ds)
| g+ 9B da= [ 1900,
|4 ov
[ (a9 ganda= [ (199 99p)-d0
14 ov
/ Vidz= [ fda,
1% ov
/ doAVf= [ fds.
S oS



2. Laplace-Operator in beliebigen Koordinaten

Ein Riemannscher Raum ist zumindest fiir praktische Zwecke durch die Koordinaten

(zt,...,2") = x € R" seiner Punkte und einer Metrik g;;(x) = g;;(z) gegeben, die die

Lénge ds eines Bogenelements bestimmt:
ds? = Z gij(z)dr'da’ |
ij=1
wobei g(r) := det(gi;(x));;=; > 0.

Unter Koordinatentransformationen z; = Z;(z) soll ds invariant sein. Hingegen transfor-
mieren die Differentiale,

L= 0T
i j
dz’ = ) 9 da’ |
J=1
die Metrik demzufolge geméss
- oz* 0!
gii(T) = - — 1
7al?) k=1 9u(2) ozt 0TI ()

i) Verifiziere dies.

Der Laplace-Operator zur Metrik g;;(z) ist

n

1 0 0
A =S L G L 2
0= 2 5oV o 2

wobei (¢”(z)) die inverse Matrix zu (g;;(x)) ist.

Beispiel: Die Euklidische Metrik im R*, ds* = dZ'?, entspricht g;;(z) = d;; und

3 2
A 0

— a(xz)2 ’

ii) Zeige, dass A invariant ist unter Koordinatentransformationen:

(Agf)(@) = (Agf)(x) (4)

fiir jede Funktion f(7) = f(z).
Hinweis: Zeige und verwende, dass

V(@) d"z = /g(x)d"z,
[ @ap@nh@Vam as = [ (@,0h) Vol d,
mit h(z) = h(x).
iii) Anwendung: Driicke (3) in Kugelkoordinaten (r, 0, ¢) aus:

2! =rsinfcos¢, z?=rsinfsing, z°=rcosh.



