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1 Einleitung

Elektrische und magnetische Erscheinungen waren schon seit der Antike bekannt [z.B.
Aufladbarkeit von Bernstein, magnetische Wechselwirkungen des Magneteisensteins].
Als quantitative Wissenschaft entwickelte sich die Elektrodynamik jedoch erst zwischen
etwa 1770 und 1909. Den Beginn dieser Untersuchungen bilden die Experimente von
Cavendish von 1771-1773, sowie die Arbeiten von Coulomb (ab 1785). Coulomb hat das
nach ihm benannte Kraftgesetz zwischen elektrischen Ladungen formuliert.

Aufgrund der Oerstedschen Versuche von 1819 (Ablenkung einer Magnetnadel in
der Néhe eines von elektrischem Strom durchflossenen Leiters) hat Ampere (1820-1825)
die Gesetze entdeckt, welche die magnetische Wirkung von Strémen (und dadurch ihre
Wechselwirkungen) beschreiben. In der Version des Biot-Savart’schen Gesetzes handelt
es sich dabei um eine der inhomogenen Maxwell-Gleichungen (in welcher allerdings der
Maxwell’sche Verschiebungsstrom noch fehlt). [Die zweite inhomogene Maxwell Glei-
chung ist die allgemeine Fassung des Coulombschen Gesetzes.]

Zunachst wurden in der Elektrodynamik Fernwirkungsgesetze nach dem Newton’
schen Vorbild formuliert. Der konzeptuelle Durchbruch gelang Faraday (1791-1867), der
die Idee elektrischer und magnetischer Kraft- oder Feldlinien einfithrte und damit die
Elektrodynamik als Feldtheorie formulierte. Diese Entdeckungen wurden durch Maxwell
in mathematische Sprache iibersetzt. Insbesondere hat Maxwell die endgiiltige For-
mulierung der (nach ihm benannten) elektromagnetischen Grundgleichungen als Feld-
gleichungen gefunden (1873). Um diese mathematisch konsistent zu machen fiithrte er
den nach ihm benannten Verschiebungsstrom ein.

Natiirlich miissen wir im Zusammenhang mit der endgiiltigen Ausgestaltung der klas-
sischen Elektrodynamik auch Einstein und Minkowski erwahnen, deren revolutionére
Beitriage zur speziellen Relativitdtstheorie und deren Anwendung auf die Elektrody-
namik bewegter Korper (1905, bzw. 1909) unsere heutige Denkensweise massgeblich
beeinflussen.

Seit 1905 war das Hauptproblem der theoretischen Physik, die klassische Elektrody-
namik mit der Quantentheorie (Planck’sche Strahlungsformel; photoelektrischer Effekt)
zu vereinen, woraus schliesslich die Quantenelektrodynamik wurde. Sie ist wohl die
préziseste physikalische Theorie, die wir besitzen; ihre mathematische Struktur ist aber
immer noch nicht befriedigend verstanden.

Die klassische Elektrodynamik wird heute als Grenzfall der Quantenelektrodynamik
aufgefasst. Darauf werden wir allerdings nicht eingehen konnen.



2 Elektrostatik

2.1 Das Coulomb Gesetz und das elektrische Feld

In diesem Kapitel wollen wir uns mit statischen (d.h. zeit-unabhéngigen) Phénomenen
elektrischer Ladungen beschéftigen. Das zentrale Gesetz ist dabei das Coulomb Gesetz,
das die Kraft zweier Punktladungen aufeinander beschreibt:

X9 — X1

%2 — x[?
ist die Kraft auf die Punktladung ¢, am Punkt x5, die von der Punktladung ¢; am
Punkt x; hervorgerufen wird. Die Konstante £ > 0 hangt vom Masssystem ab: im
sogenannten Gauss’schen System wéahlt man k& = 1, wohingegen im SI-System

1 A2g2
k=—o =8,854-10712 |
€o ) Nm2

4 €0 ’
Wir werden in dieser Vorlesung meistens einfach k& schreiben und uns nicht auf ein
Masssystem festlegen.

Die zwei Punkte kénnen im Allgemeinen weit voneinander entfernt sein. Wenn wir
die Position einer der beiden Punktladungen &ndern, hat das einen (sofortigen) Einfluss
auf die Kraft, die von der anderen Punktladung gespiirt wird. Wie wir spater sehen
werden (und wie Thr vielleicht schon gehort habt), gibt es jedoch eine endliche Aus-
breitungsgeschwindigkeit (die Lichtgeschwindigkeit — das ist eine der zentralen Ein-
sichten der Speziellen Relativitéitstheorie); diese Fernwirkung ist daher physikalisch
problematisch. [Das eben geschilderte Problem tritt erst bei dynamischen Prozessen
(d.h. bei zeitabhéngigen Prozessen) auf; fiir die Beschreibung der Elektrostatik ist die
folgende Umformulierung daher nicht direkt notwendig, aber da wir sie fiir die korrekte
Beschreibung der Elektrodynamik bendtigen werden, macht es Sinn, sie bereits jetzt
einzufiihren.|

Um dieses Problem der Fernwirkung zu umgehen, fithren wir das Konzept des elek-
trischen Feldes E(x) ein: dazu betrachten wir eine kleine Probeladung e am Punkt x,
und definieren

(2.1.2)

E(x) = %F(X), (2.1.3)

wobei F(x) die Kraft ist, die die Probeladung e am Punkt x erfihrt. [Streng genom-
men definiert man das elektrische Feld vermittels der obigen Formel im Limes e — 0;
damit kann man den Effekt, den die Probeladung auf die Ladungskonfiguration, die die
Kraft (und daher das elektrische Feld) erzeugt, ausschliessen.] In der Gegenwart eines
elektrischen Feldes ist die Kraft auf ein Probeteilchen mit Ladung ¢ am Punkt x dann

gerade
F=¢E(x).

Das Coulomb Gesetz besagt dann einfach, dass eine Punktladung ¢ am Punkt x, das

elektrische Feld X —x
E(x) = kg 0 (2.1.4)

|x — xo3



erzeugt.
Es ist eine experimentelle Tatsache, dass sich die elektrischen Felder mehrerer Punkt-
ladungen vektoriell addieren:

X —X;

ist dann das elektrische Feld, das von Punktladungen ¢; bei x; erzeugt wird. Fiir ein Sys-
tem vieler kleiner Punktladungen wird die Ladungsverteilung besser durch eine Ladungs-
dichte p(x) beschrieben; das daraus resultierende elektrische Feld ist dann

X%:k/ﬂ%p@M;:gg. (2.1.6)

In dieser Sprache wird eine Punktladung ¢ bei x, durch die sogenannte Dirac Delta-
Funktion (die eigentlich eine Distribution und keine Funktion ist) beschrieben,

p(x) = q6®(x — xq). (2.1.7)

Die Dirac Delta-Funktion ist dadurch charakterisiert, dass

| f(xo0) falls xg € V
/ch’y Fly) 0Dy —xo) = { 0 falle xg 2V, (2.1.8)

wobei f(y) eine beliebige (hinreichend glatte) Funktion ist. Die Ableitung der Delta-
Funktion kann vermittels partieller Integration definiert werden:

/fyf v — Xo) /f (az )5(y—my (2.1.9)

2.2 Das elektrische Potential und die Feldgleichungen

Wie wir oben erklart haben, ist das elektrische Feld einer Punktladung gerade durch

X — Xp

E(x)=qgk —— 2.2.1
() = gk 2t (22.1)
beschrieben. Fiir das weitere ist es niitzlich, dies als
X — Xg 1
Ex)=qk———= =-V [qkil 2.2.2
(x) |x — xo? |x — X ( )
zu schreiben. Hier haben wir ausgenutzt, dass
0 1 0 1 1 X
= (g )V = ()2, = — [ 293
Oz, 2| Oz, (zjz;) 2(37]%) Li <|X|3>z ( )



gilt. Die Funktion, deren Gradient das elektrische Feld beschreibt, nennen wir das
elektrische Potential ®(x),

E(x) = -V &(x) = —grad ®(x) . (2.2.4)

Fiir ein gegebenes elektrisches Feld ist das elektrische Potential natiirlich durch (2.2.4)
nicht eindeutig bestimmt; insbesondere kénnen wir zu einer Losung von ®(x) immer eine
Konstante dazu addieren, ohne das zugehorige elektrische Feld zu verdndern. (Inwieweit
das elektrische Potential durch Randbedingungen eindeutig festgelegt werden kann, wird
weiter unten diskutiert werden.)

Fiir eine beliebige Ladungsverteilung p(x) im freien Raum IR? kénnen wir das zuge-
horige elektrische Potential durch

1
Ix —y]

o(x) =k [ d'yp(y) (22.5)
definieren. Da das elektrische Feld der Gradient einer (skalaren) Funktion (ndmlich des
elektrischen Potentials) ist, gilt sofort

rot E(x) = —rot grad ®(x) = 0. (2.2.6)

[Dies kann am einfachsten in Komponenten gezeigt werden: die ite Komponente des
Vektorproduktes auf der rechten Seite ist einfach

(V AN E)z = EijkajEk = —eijkﬁj 0k<1> = 0, (227)

wobei €;;; der total anti-symmetrische Tensor in drei Dimensionen (mit €;53 = +1) ist,
und das Verschwinden der letzten Gleichung direkt aus der Antisymmetrie folgt. Im
folgenden werden wir solche Identitdten nicht mehr ableiten; die wichtigsten sind im
Appendix zusammengestellt.] Dies ist eine der Feldgleichungen der Elektrostatik. Sie
besagt, dass das durch das elektrische Feld definierte Kraftfeld konservativ ist, d.h. dass

?{dl E(x)=0. (2.2.8)
Dies ist eine direkte Konsequenz des Stokes’schen Theorems, das besagt, dass

dl - E(x) :/dA~rotE, (2.2.9)
as S
wobei S eine zwei-dimensionale Fléche mit (ein-dimensionalem) Rand 05 ist, und dA
das gerichtete Flachenelement auf S ist. [dA ist ein Vektor, der normal zu S steht, und
dessen ‘Lénge’ proportional zu dem Flidchenelement auf S ist.]

Die andere Feldgleichung ist eine Folge des Gauss’schen Gesetzes, das besagt, dass
der Fluss des elektrischen Feldes durch eine geschlossene Oberflache proportional zu
der im Innern dieser Oberflache enthaltenen Ladung ist: sei V' ein drei-dimensionales



Volumen und sei E(x) ein gegebenes elektrisches Feld, das auf dem Rand von V', 0V,
wohl definiert ist. Dann gilt

/anS(y)-E(y)zélﬂk /Vd?’xp(x), (2.2.10)

wobei p(x) die Ladungsdichte ist, die E(x) vermittels (2.1.6) generiert, und dS(y) das
gerichtete Flachenelement auf 0V ist. [dS(y) ist ein Vektor, der normal zu der Tangen-
tialebene bei y ist, und dessen 'Lénge’ proportional zum Flachenelement dS ist.]

Das Gauss’sche Gesetz ist eine Konsequenz des Coulomb Gesetzes. Wegen des Su-
perpositionsprinzip geniigt es, das Gauss’sche Gesetz fiir eine Punktladung abzuleiten.
Ferner konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass diese Punkt-
ladung bei xq = 0 sitzt. Wir miissen daher zeigen, dass

| Ankq falls 0 € V,
/WdS(y).E(y)_{ . Bl o1 (2.2.11)

wobei E(x) durch (2.2.1) gegeben ist (mit xo = 0).

Zunéachst betrachten wir den Fall, bei dem 0 nicht in V' enthalten ist. Dann ist E(x)
tatsédchlich iiberall im Inneren von V' definiert, und wir kénnen das Divergenz Theorem
anwenden. [Das Divergenz-Theorem besagt, dass

/ Px divE(x) = / dS(y) - E(y) ] (2.2.12)
1% G
Wir berechnen dann

= Qk’ Z <6ii(xjxj)_3/2 — gl’i(l’jl'j)_S/2 2[[’,) = 0, (2214)

wobei wir benutzt haben, dass d;; = 3. Wegen des Divergenz Theorems verschwindet
dann das Oberflachenintegral, und wir haben die zweite Moglichkeit in (2.2.11) bewiesen.
Im anderen Fall, d.h. falls 0 € V, konnen wir daher ohne Beschriankung der All-
gemeinheit V' durch eine kleine Kugel mit Zentrum O und Radius r ersetzen. Dann
gilt ,
ds - E(x) :qk:/ smede/ a6 (2.2.15)
oV 0 0 r
wobei wir Kugelkoordinaten gewéhlt haben, d.h.

x1 =rsinfcos ¢, To =rsinfsing, x3 =rcosf. (2.2.16)

[Das Flichenelement auf der Oberfliche der Kugel ist dann 72 sin 6 df d¢, und die Inte-
grationsgrenzen sind wie oben angegeben. Ferner haben wir benutzt, dass das elektrische



Feld gerade proportional zu der Normalen ist und dass daher das Skalarprodukt einfach
1/r? ist.] Das Integral in (2.2.15) kann nun einfach ausgefiihrt werden, und wir erhalten

: dS-E(x)=4rqk  falls0eV. (2.2.17)
v

Dies beweist (2.2.11). Das Oberflachenintegral iiber das elektrische Feld ist daher also
gerade zur eingeschlossenen Ladung proportional (wobei die Proportionalitétskonstante
durch 47k gegeben ist).

Um die infinitesimale Version dieser Gleichung zu erhalten, benutzen wir nochmals
das Divergenz-Theorem und erhalten daher

/ dPx divE(x) = 47 k / d*x p(x) . (2.2.18)
1% v
Da dies fiir beliebige V' gilt, folgt daraus, dass

divE(x) = 47 k p(x) . (2.2.19)

Zusammen mit (2.2.6) sind das die Feldgleichungen der Elektrostatik.
Wie wir gesehen haben, konnen wir das elektrische Feld als Gradienten des elek-
trischen Potentials ® schreiben

E(x) = -Vo(x). (2.2.20)
Dann ist (2.2.6) offensichtlich, und (2.2.19) ist gerade die Poisson-Gleichung
AP =—Ankp. (2.2.21)

Hier ist A = V - V der Laplace Operator. Anstelle der beiden Feldgleichungen (2.2.6)
und (2.2.19) kénnen wir daher ebensogut (2.2.21) 16sen; das elektrische Feld kann dann
durch (2.2.20) aus dem elektrischen Potential bestimmt werden.

2.3 Beispiele einfacher Ladungsverteilungen

Bevor wir eine allgemeine Losungsmethode fiir die Berechnung des elektrischen Po-
tentials (und des dadurch beschriebenen elektrischen Feldes) besprechen wollen, ist es
vielleicht instruktiv, ein paar einfache Beispiele zu analysieren.

2.3.1 Elektrischer Dipol

Betrachte zwei Punktladungen, eine mit Ladung e bei a und eine zweite mit Ladung —e
bei 0. Die Gesamtladung dieser Konfiguration verschwindet, aber sie erzeugt dennoch
ein nicht-triviales elektrisches Feld. Wegen des Superpositionsprinzip ist das elektrische
Potential dieser Konfiguration namlich einfach

B(x) = ke( LN ) | (2.3.1)

x—a]  [x]

10



Um einen Dipol zu beschreiben, betrachten wir nun den Limes, in dem a — 0, wobei
gleichzeitig e — oo in solcher Weise, dass p = ea konstant bleibt. Um das Potential zu
berechnen, schreiben wir e = 1/\, a = Ap und nehmen den Limes A — 0. Dann finden
wir

y(x) = klim ; (ﬁ - |1?|> (2.3.2)
_ v (%) (=p) (2.3.3)
- kl"x'g. (2.3.4)

Die Ladungsdichte eines Dipol ist andererseits

palx) = lim <+ (30— Ap) ~ 0(x) (2.3.5)
= —p-Vi¥(x). (2.3.6)

2.3.2 Homogen geladene Kugel

Als néchstes Beispiel diskutieren wir das elektrische Feld, das von einer homogen gela-
denen Kugel bei xq = 0 mit Radius R und konstanter Ladungsdichte p erzeugt wird. Da
das System rotationsinvariant ist, muss auch das elektrische Potential rotationsinvariant
sein, d.h. ® ist (in Kugelkoordinaten) nur eine Funktion von r. Das elektrische Feld E(x)
ist daher iiberall proportional zu x. Die Starke des elektrischen Feldes kann dann direkt
aus dem Gauss’schen Gesetz abgeleitet werden:

dmr? |B(|x| = r)| = /S E(x)-dS = 47k Q, (2.3.7)

T

wobei S, die Kugel mit Radius r ist und @), die darin eingeschlossene Ladung beschreibt.
Da die Ladungsverteilung homogen ist, gilt einfach

3
_ ] m@ T=R
Q, { 0 r>R. (2.3.8)
wobei () = —4”f3 p die Gesamtladung der Kugel ist. Das elektrische Feld ist daher also
B(x) — wx <R (2.3.9)
kQ s x| > R. o

Das zugehorige Potential ist

2R3
kg x| > R.

x|

d(x) =

{%—’“QW x| <R 2210

11



2.3.3 Flachenhafte Ladungsverteilungen

Ein haufiges Problem in der Elektrostatik ist die Bestimmung des elektrischen Feldes,
das durch eine flichenhafte Ladungsverteilung generiert wird. Das Gauss’sche Gesetz
erlaubt es uns, dieses Problem zumindest partiell zu losen. Betrachte ein glattes Flachen-
stiick S (mit Normalenvektor n), auf dem eine stetige (flichenhafte) Ladungsverteilung
o konzentriert ist. Seien E; und E, die elektrischen Felder direkt oberhalb und unterhalb
dieser Flache. Das Gauss’sche Gesetz impliziert dann direkt, dass

(Ey —E,) -n=4rko. (2.3.11)

[Hier haben wir V' so gewihlt, dass es von zwei Flachen parallel zu S, eine oberhalb und
eine unterhalb von S begrenzt wird. Im Limes, in dem der Abstand zwischen diesen
beiden Flachen verschwindet, tragen nur diese beiden Fléachen zum Oberflachenintegral
bei, und die obige Gleichung folgt.]

Diese Gleichung bestimmt noch nicht E; und E, vollstandig; sie impliziert lediglich,
dass die Normalkomponente von E um den Betrag 47 ko an der Fliche springt. An-
dererseits sind die Tangentialkomponenten von E stetig an S: dies kann mit Hilfe von
(2.2.6) gezeigt werden. Dazu betrachte eine kleine Schlaufe L, die (abgesehen von zwei
beliebig kurzen Endstiicken) aus zwei Liniensegmenten besteht, von denen eines gerade
oberhalb von S, wéihrend das andere gerade unterhalb von S verlauft. (Die beiden Li-
niensegmente haben dann unterschiedliche Orientierung.) Wegen Stokes” Theorem (und
(2.2.6)) verschwindet dann das Linienintegral entlang L; dies impliziert, dass

(B, —Ey) t=0, (2.3.12)

wobei t ein beliebiger Tangentialvektor auf S ist. Die Tangentialkomponente von E ist
daher bei S stetig.

Ein einfacher Fall ist zum Beispiel eine homogen geladene Ebene. Sei S die Ebene
23 = 0 mit homogener Flichenladungsdichte 0. Da das System unter Translationen
in der z' und 2? Richtung invariant ist, muss auch das elektrische Potential von z!
und z? unabhingig sein. Das elektrische Feld hat daher nur eine nicht-triviale Kompo-
nente in der 3-Richtung. Weiterhin folgt aus (2.3.11), dass sich die 3-Komponente des
elektrischen Feldes fiir 22 > 0 um 47 k o von derjenigen fiir 23 < 0 unterscheidet.

Eine Losung fiir das elektrische Feld, die die beiden Feldgleichungen (2.2.6) und
(2.2.19) erfiillen, ist dann

B 47 akoes >0
B(x) = { 47 (v — 1) koes 2% <0, (2.3.13)
wobei « eine Konstante ist. Das zugehorige elektrische Potential ist dann
47 o ko 23>0
(x) = { (o — 1) koz® 23 <0 (2.3.14)

und ist daher fiir jede Wahl von « stetig. Um die Losung eindeutig zu bestimmen
(d.h. um « festzulegen) muss man jedoch noch die Randbedingungen bei 23 = +oo
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spezifizieren. [Die ‘natiirliche’ Wahl der Randbedingungen, namlich, dass das elektrische
Feld im Unendlichen verschwindet, ist in diesem Fall nicht mit den Feldgleichungen
kompatibel. ]

Eine ein wenig natiirlichere Konfiguration ist die des Plattenkondensators. In einer
idealisierten Beschreibung besteht dieser aus zwei parallelen unendlichen (geladenen)
Ebenen, einer bei 3 = 0 mit Ladungsdichte o, und einer bei 2 = @ mit Ladungsdichte
—o. Wegen des Superpositionsprinzip ist das elektrische Feld dieser Konfiguration ger-
ade die Summe (bzw. Differenz) der obigen Losungen. Insbesondere kann man nun eine
(eindeutige) Losung finden, fiir die das elektrische Feld im Unendlichen verschwindet:

0 23 <0
E(x)=<{ 4rkoce; 0<z®<a (2.3.15)
0 2 >a.
Das zugehorige elektrische Potential ist
C 3 <0
P(x) =1 —drkor?+C 0<z’®<a (2.3.16)

—4nkoa + C > a,

wobei C' eine Konstante ist. Die Differenz des elektrischen Potentials bei 2° > a und
23 < 0 ist also gerade 47 koa. Dies ist die Arbeit W = aFE?, die eine Einheitsladung
beim Durchgang durch den Kondensator leisten muss.

2.4 Die elektrostatische Energie einer Ladungsverteilung

Die Kraft, die eine Probeladung ¢ in dem elektrischen Feld E(x) erfiahrt, ist einfach
F(x) = ¢E(x). Das elektrische Feld ist seinerseits der negative Gradient des elektrischen
Potentials ®(x). Daher ist die elektrische Kraft, die eine Probeladung ¢ erfahrt, gerade
der negative Gradient von ¢®(x). Diese Grosse beschreibt daher die potentielle (elek-
trische) Energie, die die Probeladung im elektrischen Kraftfeld besitzt. Insbesondere ist
die Arbeit

W= /AB F(x)-dl = q/AB V(x) - dl = ¢P(x5) — q®(x4) (2.4.1)

gerade die Differenz der potentiellen Energie an den Endpunkten. Wie wir schon oben
gesehen haben ist das elektrische Potential einer Punktladung g bei xq

B(x) =k D

= . 2.4.2
|x — x| ( )

Das Potential ist hier so normiert worden, dass ® im Unendlichen verschwindet.
Betrachte nun die Konfiguration von N Punktladungen ¢; bei x;. Die elektrostatische
Energie dieser Konfiguration kann dadurch berechnet werden, dass man die Ladungen
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sukzessive aus dem Unendlichen im Potential der schon vorhandenen Punktladungen
einfiihrt. Wegen des Superpositionsprinzips ergibt das

N-1 qN
WN - WN 1‘|‘]€Z|X7

XN|
= ey

z<] |Xz - X]|
= 2.4.3
; |Xz Xj| (243)

Fiir eine kontinuierliche Ladungsvertellung p(x) ist dann entsprechend

W= /d3 &y |X_y| /d3

- 87Tk/d3xA(I> x) B(x) = m/d3xvq>(x)-vq>(x)

3 2
pr— —_— > Dl o)
SWk/dx\E(xﬂ >0, (2.4.4)

wobei wir (2.2.5) sowie (2.2.21) benutzt haben. Die elektrostatische Energie dieser Kon-
figuration kann also dem elektrischen Feld zugeschrieben werden, und zwar vermittels
der Energiedichte

U(x) = &Tik\E(x)P. (2.4.5)

Bemerkenswerterweise ist diese Energiedichte immer positiv. Dies ist ein wenig iiber-
raschend, da die elektrostatische Energie Wy (2.4.3) nicht immer positiv ist. Der Grund
dafiir besteht darin, dass sich diese beiden Energien um die ‘renormalisierte’ Selbsten-
ergie unterscheiden. Falls wir némlich (2.4.4) fiir das Feld einer oder mehrerer Punkt-
ladungen ausrechnen, divergiert der Ausdruck und stimmt daher insbesondere nicht mit
(2.4.3) uberein. Zum Beispiel betrachte die Konfiguration zweier Punktladungen

p(x) = 10(x — x1) + @20(Xx — X2) . (2.4.6)
Dann ist W gerade
W = Wew(x1 —xa|) + (¢ + 62)%, (2.4.7)
wobei Wy, (d) die ‘Wechselwirkungsenergie’
Wow(d) = k qlfj? (2.4.8)

ist und

3)(x — B (v —
Y = g/d3xd3y6 (X X1)6 (y Xl)

x —y]
o 3
- 87rk:/d

- 5/0 drrzﬁ (2.4.9)

X — X1

|x—x1|3
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die quadratisch divergente Selbstenergie einer Punktladung beschreibt. Das Problem
divergenter Selbstenergien, obwohl quantenmechanisch die Divergenz zahmer ist, ist bis
heute noch nicht befriedigend verstanden.

2.5 Die Potentialgleichung

Da das elektrische Potential einer Punktladung gerade durch (2.2.1) gegeben ist, folgt
aus (2.2.21) [oder durch direktes Nachrechnen]

AG(x,%0) = —41 6 (x — %), (2.5.1)

wobei G(x,xq) durch '

G(x,x0) X — (2.5.2)
definiert ist. Eine Funktion G(x,xXy), die (2.5.1) erfiillt, wird {iblicherweise Green’sche
Funktion genannt. Sie ist jedoch durch diese Gleichung noch nicht eindeutig bestimmt;
das soll nun diskutiert werden.

Seien ®; und ®, zwei Losungen der Poissongleichung (2.2.21) zur selben Ladungs-
dichte p (wobei wir nun nicht notwendigerweise annehmen, dass p eine Punktladung
beschreibt). Dann ist ihre Differenz, &y = ®; — ®, eine Losung der Laplace Gleichung

Losungen der Laplace Gleichung nennt man harmonische Funktionen. In zwei Dimen-
sionen ist jede harmonische Funktion lokal der Realteil einer holomorphen (oder analyti-
schen) Funktion. [Realteil © und Imaginérteil v einer holomorphen Funktion erfiillen die
Cauchy-Riemann Gleichungen 0,u = 9,v, und d,u = —0,v. Dies impliziert dann, dass
u (wie auch v) die Laplace Gleichung Au = 0 erfiillt. Umgekehrt sei u eine harmonische
Funktion. Dann definiert man durch Integration (lokal) eine Funktion v, so dass die
Cauchy-Riemann’schen Gleichungen gelten. f = u + v ist dann eine analytische Funk-
tion.] Auch in drei Dimensionen haben harmonische Funktionen spezielle Eigenschaften:
zum Beispiel erfiillt jede harmonische Funktion f(x) den Mittelwertsatz

1

[(x0) = 3 [, T(¥)aS. (25.4)

wobei Kg die Kugeloberfliche der Kugel mit Zentrum x, und Radius R ist. Diese
Eigenschaft kann aus dem Divergenz Theorem wie folgt bewiesen werden. Zunéchst
folgt aus dem Divergenz Theorem die sogenannte zweite Green’sche Formel

/ dx (672 — pV29) = / 6V — V] - dS . (2.5.5)
1% oV

[Betrachte das Divergenz Theorem fiir die Funktion A = ¢V¢—1V¢.] Wir wenden diese
Gleichung auf die Funktion ¢ = f, ¢ = G an, wobei GG die oben definierte Green’sche
Funktion ist. Da V2 = 0 und V2G = —47nd(x — xq) ist die linke Seite von (2.5.5)
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einfach 47 f(xg). Wir betrachten weiterhin den Fall, bei dem 0V gerade Kp ist. Die
rechte Seite von (2.5.5) ist dann

A f (x0) = i/K F3)dS+~ [ vf.as. (2.5.6)

R? R Jky

Im letzten Term wenden wir wiederum die zweite Green’sche Formel, aber jetzt mit
1 = f und ¢ = 1 an; dies zeigt, dass dieser Term verschwindet, und das Resultat folgt.

Der Mittelwertsatz impliziert insbesondere, dass eine harmonische Funktion ihr Max-
imum und Minimum immer nur am Rand einnehmen kann. Weiterhin impliziert diese
Formel, dass die einzige harmonische Funktion f, fiir die f — 0 fiir |x| — oo, die triviale
Funktion f = 0 ist. Insbesondere ist daher die obige Green’sche Funktion (2.5.2) die
eindeutige Losung der Gleichung (2.5.1) die fiir |x| — oo gegen null strebt.

Manchmal ist man jedoch an anderen Randbedingungen interessiert. Insbesondere
gibt es Situationen, in denen wir ® in einem endlichen Volumen V' bestimmen wollen
und in denen uns physikalische Randbedingungen fiir ® (oder seine Ableitung, d.h. das
elektrische Feld) auf 0V gegeben sind. Bevor wir dazu Beispiele diskutieren, wollen wir
zunachst abstrakt verstehen, welche Randbedingungen das elektrische Potential ein-
deutig festlegen. Um diese Frage zu analysieren, betrachte das Divergenz Theorem fiir

die Funktion ¢V1):
3 2 _
/de(w ¢+v¢-v¢)_/av¢an¢ds, (2.5.7)

wobei 0,1 die Normalableitung von ¢ ist, d.h. 9,1 dS = Vi - dS. [Diese Formel ist
die sogenannte erste Green’sche Formel] Seien wiederum ®; und ®5 zwei Losungen
der Potentialgleichung. Dann erfiillt &, = ®; — &, die Laplace Gleichung. Wahle
¢ =1 = ®y. Dann erhalten wir

/ Px VP, - VPy = / By 9, Py dS . (2.5.8)
1% ov

Es gibt zwei einfache Typen von Randbedingungen, die zu (fast) eindeutigen Losungen
fiir das Potential fiithren.

1. Dirichlet Randbedingung. Bei der Dirichlet Randbedingung wird das Potential
® auf dem Rand 0V vorgegeben. Falls ®; und &, beide auf 0V mit dieser vorgegebenen
Funktion iibereinstimmen, dann gilt &, = 0 auf 0V. Dann verschwindet (2.5.8), und da
der Integrand auf der linken Seite nicht-negativ ist, folgt, dass V&, = 0 auf V. & ist
daher eine konstante Funktion auf V', und da sie auf dem Rand 0V verschwindet, gilt
®y = 0 auf V. Das Potential ® ist also eindeutig durch (2.2.21) sowie durch die Vorgabe
des Potentials auf dem Rand 9V bestimmt.

Diese Randbedingung ist insbesondere fiir die Beschreibung des elektrischen Feldes
in der Gegenwart von elektrischen Leitern relevant. Das Ohm’sche Gesetz in einem
metallischen Leiter lautet j(x) = o(x) - E(x), wobei j(x) die elektrische Stromdichte ist,
und o(x) die elektrische Leitfahigkeit beschreibt. In einem idealen Leiter ist o(x) = 0o
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und daher verschwindet die Tangentialkomponente von E entlang des Leiters. Daher ist
das elektrische Potential auf einem Leiter konstant. Wenn das Potential auf dem Leiter
verschwindet spricht man von einem geerdeten Leiter.

2. Neumann Randbedingung. Die andere natiirliche Randbedingung besteht darin,
dass man die Normalableitung von ®, d.h. die Normalkomponente des elektrischen Feldes
E auf dem Rand 0V, vorgibt. Mit denselben Argumenten wie im vorigen Fall folgt dann,
dass @y auf V' konstant sein muss. Im Gegensatz zur vorigen Situation kann man jedoch
jetzt nicht zeigen, dass &y = 0. Die Neumann Randbedingung legt deshalb das Potential
nur bis auf eine Konstante fest.

2.6 Allgemeine Losungen der Potentialgleichung mit Randbe-
dingungen
Im freien Raum IR? ist die allgemeine Losung der Poisson Gleichung einfach

(x) =k [ d'y ply) Gx,y) + @o(x) (2.6.1)

wobei @((x) eine harmonische Funktion ist. Dies folgt daraus, dass die Funktion G(x,y)

1
G(x,y) = 2.6.2
) = T (262
gerade die Gleichung

AG(x,y) = =41 6® (x — y) (2.6.3)

erfiillt. Dann gilt ndmlich
A B(x) = k / Py p(y) Ax G(x, y) + Ay Bo(x) (2.6.4)
— 4k / &Py p(y) 6 (x — y) (2.6.5)
= —Ankp(x). (2.6.6)

Falls das Potential fiir |x| — oo gegen null streben soll (was im Fall von IR? die natiirliche
Randbedingung ist), dann ist die eindeutige Losung durch &y = 0 gegeben. [Hier haben
wir angenommen, dass die Ladungsdichte p kompakten Trager besitzt. Der erste Term
in (2.6.1) hat dann offensichtlich die richtige Randbedingung, und daher ist ®; = 0 eine
Losung. Wie wir zuvor gesehen haben ist die Losung eindeutig.]

2.6.1 Dirichlet Randbedingungen

Wir wollen nun die allgemeine Losung beschreiben, wenn eine Dirichlet Randbedingung
auf dem Rand eines Gebietes V' vorgegeben ist. Dazu betrachten wir zunachst das
Analogon von (2.6.2), namlich das Potential ®(x) = Gp(x,y) einer ‘Einheitsladung’
[d.h. einer Ladung ¢, so dass ¢k = 1] bei y, wenn der Rand von V ein geerdeter Leiter
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ist. Dieses Potential nennen wir die Green’sche Funktion mit Dirichlet Randbedingungen;
sie ist dadurch charakterisiert, dass

AGp(x,y) = —4nd¥(x—y) falls x,y € V
Gp(x,y) = 0 falls x € OV (2.6.7)
Gp(x,y) = Gpl(y,x) fir alle x,y € V.

[Falls V' nicht beschriankt ist, muss man noch zusétzliche Randbedingungen im Un-
endlichen einfiihren. |

Die Symmetrie von Gp (d.h. die dritte Eigenschaft in (2.6.7)) ist eine Konsequenz
der ersten beiden. Dazu setzen wir ¢(x) = Gp(x,y) und ¢¥(x) = Gp(x,y’) in der
zweiten Green’schen Formel (2.5.5) ein:

4x /V d*x  (Gp(x,y)8¥(x —y') = Cp(x,y)6® (x ~ y)) (2.6.8)
= | [Go(x.y)VaGo(x.¥) ~ Golx.¥)VuGp(x.y)] - dS(x).

Wegen der zweiten Bedingung in (2.6.7) verschwindet die rechte Seite; es folgt daher,
dass

Gp(y'.y) = Gp(y.y') =0, (2.6.9)
d.h. gerade die letzte Bedingung von (2.6.7).

Sei nun eine Ladungsverteilung p(x) in V' gegeben, und sei das Potential ®(x) auf
0V vorgegeben. Wir bezeichnen die eindeutige Losung der Poisson Gleichung mit der
vorgegebenen Randbedingung als ®(x). Dann gilt

B(x) = /V Py d(y) 6(y — x) (2.6.10)
=~ [ Py AGaxy) (2.6.11)

- k;/vd?’yp(Y) Gp(x,y)

_ﬁ/w [@(y) VyGp(x,y) — Gp(x,y) Vy®(y)] - dS(y), (2.6.12)

wobei wir die zweite Green’sche Formel angewendet haben (2.5.5), sowie die Poisson
Gleichung fir &,
AyO(y) = -4k p(y). (2.6.13)

Wegen der zweiten Bedingung von (2.6.7) verschwindet der letzte Term, und die Losung
der Poisson Gleichung mit der richtigen Randbedingung auf 9V ist gerade

)=k [ dyply) Gplxy) ~ 1 [ @) VyGolxy) dSy).  (2614)

Das Problem, das elektrische Potential (und damit auch das elektrische Feld) einer
Ladungskonfiguration zu bestimmen, wobei Dirichlet Randbedingungen gegeben sind,
ist damit darauf zuriickgefiihrt, die zu V' gehérende Green’sche Funktion zu finden.
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2.6.2 Neumann Randbedingungen

Die Konstruktion im Fall von Neumann Randbedingungen ist ein wenig komplizierter.
Zuachst konnte man denken, dass die relevante Green’sche Funktion dadurch charak-
terisiert ist, dass die zweite Bedingung von (2.6.7) durch

Ony)Gn(x,y) =0  fallsy € OV (2.6.15)

ersetzt wird. [Hier ist O,y) die Normalableitung von Gy bei y € 0V, d.h. 0,4)Gn =
n(y) - VyGy, wobei n(y) der Nomaleneinheitsvektor auf 0V ist.] Wegen des Divergenz
Theorems gilt aber

/av VyGy(x,y)-dS(y) = /Vdgy AyGy(x,y) = —4m, (2.6.16)

und daher ist der naive Ansatz nicht konsistent. Der einfachste Ansatz ist daher
—47
Ony)GN(X,Y) = < falls y € 0V, (2.6.17)

wobei S die Gesamtflache von V ist. Mit derselben Rechnung wie oben kann man dann
zeigen, dass die Losung des Neumann Randwertproblems durch

®(x) = (P)ov + K /Vd?’yp(y)GN(X,y)—l—i /BVGN(x,y) V,®(y)-dS(y), (2.6.18)

gegeben ist, wobei (®)gy das Mittel des Potentials iiber 0V ist. (Diese ist eine Kon-
stante, und hat daher auf das elektrische Feld keinen Einfluss; wie wir zuvor schon
gesehen haben, legt die Neumann Randbedingung das Potential nur bis auf eine Kon-
stante fest.)

Die typische Anwendung der Neumann Randbedingung ist das sogenannte ’dussere
Problem’; bei dem V' durch zwei Flachen eingeschrankt ist, einer kompakte Flache von
endlicher Oberflache, sowie einer Flache im Unendlichen. In diesem Fall ist S = oo,
und die richtige Randbedingung fiir die Green’sche Funktion (2.6.17) wird homogen. Im
Gegensatz zu der Dirichlet Green’schen Funktion ist G nicht automatisch symmetrisch
in den beiden Argumenten; man kann jedoch Gy immer symmetrisch wahlen.

2.7 Explizite Losungen ausgewahlter Randwertprobleme

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, konnen wir die allgemeine Losung der
Poisson Gleichung mit Dirichlet oder Neumann Randbedingungen explizit angeben,
sobald wir die entsprechende Green’sche Funktion gefunden haben. Hier wollen wir
nun erkldren, wie man (zumindest fiir einfache Geometrien V') die Dirichlet Green’sche
Funktion Gp finden kann. Dabei werden wir verschiedene Techniken kennenlernen.
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2.7.1 Der leitende Halbraum
Sei V' der Halbraum
V={xeR": 2 >0}. (2.7.1)

Die Green’sche Funktion Gp(x,y) ist die Potentialfunktion ®(x) einer Einheitsladung
bei y € V, fir die Gp(x,y) = 0 falls x € 9V, d.h. falls z; = 0. Fiir die obige
Geometrie kann man die Losung einfach mit der Methode der sogenannten Spiegelladung
konstruieren. Die entscheidende Beobachtung dabei ist, dass Gp die Gleichung

AGp(x,y) = —416® (x — y) (2.7.2)

nur fiir x € V erfiillen muss. Eine Losung dieser Gleichung ist natiirlich

1

GY(x,y) = )
D( Y) |X_y|

(2.7.3)

Die Idee der Konstruktion besteht nun darin, zu G% die Potentialfunktion einer geeig-
neten Spiegelladung (die nicht in V' ist) dazuzuaddieren; da die Spiegelladung nicht in V'
sitzt, erfiillt die resultierende Funktion immer noch (2.7.2). Durch geeignete Wahl der
Spiegelladung kann man jedoch die richtige Randbedingung von ® bei 1 = 0 erzeugen.
In dem vorliegenden Fall ist die Spiegelladung gerade die negative Einheitsladung
an dem gespiegelten Punkt y* = (—yi,y2,y3). Unser Ansatz fiir G ist also einfach
1 1

Es ist offensichtlich, dass Gp(x,y) = 0 falls ; = 0. Ausserdem ist nach Konstruktion
klar, dass Gp die "Poisson’ Gleichung (2.7.2) erfillt. Wie wir zuvor gezeigt haben, ist
Gp durch diese Bedingungen eindeutig bestimmt.

2.7.2 Aussenraum einer Kugel

Die Methode der Spiegelladung kann auch fiir den Fall der Kugelgeometrie verwendet
werden. Sei V' also der Aussenraum der offenen Kugel Kr mit Zentrum im Ursprung
und Radius R,

Kp={x€eR®:|x| <R}. (2.7.5)

Fir y € V definieren wir die Spiegelposition durch
* Yy
y* = 32?. (2.7.6)

Falls y € V ist y* € V. Der Punkt y* ist dadurch ausgezeichnet, dass fiir |x| = R,

x—y* = X+ y)-2x-y

_ g2
= X +F—2Fx~y
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2
= % (x—y)*, (2.7.7)
wobei wir in der dritten (und letzten) Zeile benutzt haben, dass x> = R%. Wir machen
daher den Ansatz . R .
GOV = K W=y 278
Die obige Rechnung impliziert dann, dass Gp(x,y) = 0 falls |x| = R. Ausserdem
ist die Spiegelladung wiederum ausserhalb V' platziert, und modifiziert daher nicht die
"Poisson’ Gleichung in V.

Wie wir oben erwahnt haben, beschreibt die Green’sche Funktion gerade das Poten-
tial einer Einheitsladung (d.h. ¢ = 1/k) bei y fiir den Fall, dass der Rand von V' (in
diesem Fall also die Kugelschale bei |x| = R) ein geerdeter Leiter ist. Da nach Kon-
struktion Gp(x,y) = 0 falls |x| = R, ist das elektrische Potential der Punktladung bei
y mit |y| > R dann gerade

0 falls |x| < R
(x) = { Gp(x,y) falls |x| > R. (2.7.9)
[Im Innern der Kugel gibt es ja tatsichlich keine Ladungen; daher muss dort & die
triviale Funktion sein.] Insbesondere folgt dann, dass das elektrische Feld im Innern
der Kugel verschwindet (Faraday’scher Kéfig). Diese Schlussfolgerung ist auch korrekt,
falls die Kugeloberfliche einen nicht-geerdeten Leiter beschreibt. Fiir jeden Leiter ist
ja @ auf der gesamten Leiteroberfliche konstant. Das Potential fiir einen beliebigen
Leiter unterscheidet sich daher im Innern nur um eine Konstante von (2.7.9); fir die
Bestimmung des elektrischen Feldes im Innern hat das natiirlich keine Auswirkung.
Mit Hilfe der in Kapitel 2.6.1 beschriebenen Technik konnen wir das Potential im
Fall eines nicht geerdeten Leiters auch ausserhalb der Kugel explizit berechnen. Falls
die Kugeloberfliche auf dem Potential @ liegt, ist wegen (2.6.14) das Potential (fiir
|x| > R) einfach

B(x) = qkGoly)+ L [ VyGolxy) - dS(y)

™ JOKR

_ (I>0 3
= qk’GD(XQ’)‘I’E/KRd Yy AyGp(x,y)

R
= qkGp(x,y)+ %E : (2.7.10)

wobei wir ausgenutzt haben, dass Gp(x,y) = Gp(y,x) und dass die Orientierung von
Kr umgekehrt zu der von 9V ist. [Die Ladung bei y ist nun ¢.|

Wie wir in Kapitel 2.3.3 gesehen haben, geht die Diskontinuitat in der Normalkom-
ponente des elektrischen Feldes immer mit einer flaichenhaften Ladung einher. Da das
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elektrische Feld der (negative) Gradient des Potentials ist, ist die an der Kugeloberflache
induzierte Flachenladung gerade

Vx®(x) - n(x), (2.7.11)

1
O'(X) = m

wobei n(x) die Aussennormale von V' ist (d.h. die Normale, die zum Kugelinneren zeigt).
Die gesamte induzierte Ladung ist daher einfach

dy R
Qly) = f ViGp(x,y) - dS(x) + — (2.7.12)
T Jokg
= L[ PxAGHxy) + DN (2.713)
4 Jkg k
R $R
= —qi—+ . 2.7.14
vk (2.7.14)

Falls &y = 0 ist diese Ladung gerade gleich der Ladung der Spiegelladung.

2.7.3 Eigenfunktionen

Manchmal kann man die Dirichlet Green’s Funktion fiir V' auch geschickt mittels Eigen-
funktionen konstruieren. Dazu betrachten wir die Differentialgleichung

A(a) — Mb(z) =0, (2.7.15)

wobei wir uns fiir Losungen interessieren, fiir die ¢» am Rand 9V von V' verschwindet.
Typischerweise — wir werden in Kiirze ein explizites Beispiel dafiir sehen — hat (2.7.15)
nur Losungen fiir diskrete Werte von A, die sogenannten Eigenwerte \,,:

Aty () — Ayt (x) =0 . (2.7.16)
Aus dem 2. Green’schen Satz folgt, dass
O = M) [ 50000 =[x (805,60l = 07,000 (A (x))

= [ PAB) - (5, (x)0n () — 05, (x) V() = 0.

wobel wir beniitzt haben, dass ¢, (x) und ¢ (x) auf dem Rand 0V verschwinden. Fiir
m = n folgt daraus, dass die Eigenwerte )\, notwendigerweise reell sind; dann impliziert
die Gleichung, dass die Eigenfunktionen zu unterschiedlichen Eigenwerten ‘orthogonal’
zueinander sind. Falls es zu einem Eigenwert mehr als eine Eigenfunktion geben sollte,
kann man diese auch orthonormal wahlen; wir konnen also annehmen, dass

/V Px, (X) U (X) = O - (2.7.17)
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Wir wollen annehmen — auch das ist in vielen Fallen erfiillt — dass das Funktio-
nensystem 1, (x) vollstandig ist: dies bedeutet, dass wir jede Funktion, die auf oV
verschwindet, als Linearkombination der v,(x) schreiben kénnen, also

=Y ann(x) . (2.7.18)
Wegen der Orthonormalitatsrelation gilt dann
an= [ dy vy (27.19)
und daher
= [, &y i) vnx) £3) (2.7.20)
woraus wir schliessen, dass
Do) ta(x) =6V (x—y) . (2.7.21)

n

Mit Hilfe dieser Eigenfunktionen kénnen wir nun die Green’sche Funktion finden.
Dazu machen wir den Ansatz

X,y) =D an(y)n(x) (2.7.22)

die dann automatisch die richtige Randbedingung erfiillt. Nun berechnen wir

Die rechte Seite soll gleich —475®) (x —y) sein, also gemiiss der Vollstindigkeitsrelation
gleich
Z an(¥) Ann(x) = —4m Z Uiy ) (2.7.24)

Also gilt
4r
an(y) = —ua(y) (2.7.25)

und die Losung der Green’schen Funktion ist

Golxy) = -3 i—” () () - (2.7.26)

Als konkretes Beispiel betrachten wir zum Beispiel den Fall, wo V' ein Wiirfel der
Seitenlangen 0 < z < a, 0 <y < bund 0 < z < ¢ ist. Der vollstandige Satz der
orthonormierten Eigenfunktionen ist dann

Yrmn = | B n () sin (@) sin (@> (2.7.27)
abe a b c



wobei [,m,n € IN and

2 m? n?

ist. Die zugehorige Green’sche Funktion ist dann

a N 32 & sin (l”) sin (l”) sin (mgy) sin (mgy/) sin ("”Z) sin (%Z')
D( ) N % l,m,n=1 (a_2 + 717:_22 + 2—22) ‘

(2.7.29)

2.7.4 Kapazitatskonstanten

Schliesslich betrachte die (etwas allgemeinere) Situation, bei der V' das Komplement von
N Leitern L;, © = 1,..., N ist, wobei die L; disjunkte kompakte zusammenhéngende
Gebiete sind. Wir betrachten die Situation, bei der es in V' keine Ladungen gibt. Das
Potentialproblem ist dann

AP = 0 inV
d(x) = V; fallsxel;
d(x) — 0 fir |x| — oo,

wobei V; das Potential auf dem iten Leiter ist. Wegen des Superpositionsprinzips ist
dann

= iv: Vid;(x), (2.7.30)

wobei ®;(x) die Losung des obigen Potentialproblems fiir V; = §;; ist. Die zugehdrige
Feldenergie ist dann

1 N
3 p—
W= 87Tk/ d'x (VO)’ = }Zj Oy (2.7.31)
wobei die Konstanten C;; durch

Oy = / Ex Vo, - VO, (2.7.32)

Ak

definiert sind. Diese Konstanten werden Kapazitatskonstanten genannt. Die dadurch
definierte Matrix ist symmetrisch und positiv definit (da W > 0 fiir alle V;, und W =0
impliziert, dass V® = 0, und daher also V}; = .-+ = Vy = ®(o0) = 0). Um die
Bedeutung der C;; zu verstehen schreiben wir

_ 1 3
Cy = m/dxv (&, VD))

= o, VO, - dS
Ak / v
1
= I oL Vo, -ds, (2.7.33)
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wobei wir in der ersten Zeile ausgenutzt haben, dass A®; = 0 auf V' und in der zweiten
das Divergenz Theorem. (Das Vorzeichen in der dritten Zeile ist eine Folge davon, dass
die Orientierung von 0V und 0L; umgekehrt ist.) Da das elektrische Feld im Innern von
L; verschwindet, ist die letzte Zeile wiederum proportional (mit Proportionalitdtsfaktor
1/(4mk)) zu der Ladung auf L;, die durch das Potential 0, auf Ly induziert wurde.
Fiir die allgemeine Losung ist daher die Ladung @); auf L; gerade

N
Qi= CyVj. (2.7.34)
j=1

2.8 Multipolentwicklung

In vorigen Kapiteln haben wir das Potential einer Punktladung ¢ bei x, kennengelernt

kq
d(x) = , 2.8.1
O (28.1)
sowie das Potential eines Dipols der Starke p,
p-X
P =k ——. 2.8.2
) =k P (282)

Im Prinzip konnten wir ebenso das Potential eines Quadrupol, Octopol, usw. berechnen.
Wir wollen das nun ein wenig systematischer machen.

Sei uns also eine Ladungsverteilung p gegeben (von der wir annehmen wollen, dass
sie (kompakten) Triager hat, der in Kr enthalten ist). Wir wollen das Potential

O(x) = k / &y % (2.8.3)

fiir x mit r = |x| > R ausrechnen. Fiir solche x kénnen wir den Integranden in einer
Taylor Reihe um y = 0 entwickeln. Dazu beobachten wir, dass

1 <1 /a\ 1
ot (@) B

Fir A =1 gilt daher also

A (2.8.4)
A=0

1 ©1/d) 1 © (—1)! 1
- = =] — = (y V) —
i~ an ) mow TE x
1 . 3 . 2 24,2 1
_ Ly xy Sy oxXy L Lo py, (2.8.5)
r r3 27> r
wobei wir ausgenutzt haben, dass & = —y -V, und r = [x|. Einsetzen in (2.8.3) ergibt

dann, dass

g p-x 1 T
7°+ r3 +22Q” o *

O(x) = k , (2.8.6)

i,j=1
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wobel

a= [ dyply) (287)

die Gesamtladung ist,
p= /d?’y yr(y) (2.8.8)

das Dipolmoment, und
Qij = /dgy (3yiys — ¥76,5) p(y) = Qs (2.8.9)

der Quadrupoltensor ist. Der Quadrupoltensor hat verschwindende Spur, da Y, §;; = 3.
Abgesehen von r = 0 gilt daher

A <Qijxixj> =0. (2.8.10)

o

Um die hoheren Multipolfelder systematisch zu erfassen miissen wir Kugelfunktionen
einfithren.

2.8.1 Laplace Gleichung in Kugelkoordinaten

Weit entfernt von der Ladungsverteilung ist das Problem fast rotationssymmetrisch und
es bietet sich daher an, das Potential in den Kugelkoordinaten

x = 1 (sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos @) (2.8.11)

zu beschreiben. Weiterhin erfiillt ausserhalb von Ky das Potential die Laplace Gle-
ichung; die asymptotische Entwicklung des Potentials wird sich also durch Losungen
der Laplace Gleichung beschreiben lassen. In Kugelkoordinaten hat der Laplace Oper-
ator die Form

1 02 1
A== —1r— 17 2.8.12
r o p2n (2.8.12)
wobei der Operator L? durch
1 0 0 1 0?
2= Zqnol - -7 2.8.1
snf a6 90 sin20 929 (28.13)

definiert ist. Wir machen den Ansatz, dass die Losung der Laplace Gleichung u sich
separieren lasst,

u(r,0,¢) =
Die Laplace Gleichung ist dann

*U(r) Ur)Q(¢) d (. dP(0))  U(r)P#) dQ(¢)
dr? + r2 sin 6 @(Sme do >+ r2sin?0  d2¢

Py Qo). (2.8.14)

P0) Q(¢) —0. (28.15)
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Durchmultiplizieren mit 72 sin? /U PQ ergibt dann

, 1 &@U 1 d (. ,dP( 1 Q¢
r2sin? 0 (r) | ° <81n9 dé )ﬂ + 50 dsz ) _0. (28.16)

U(r) dr? r2 sin @ P(0) df
Der erste Term ist von ¢ unabhéngig, und der zweite Term kann daher auch nicht von
¢ abhangen. Daher muss gelten

1 dQ(9) 2
— =—m”, 2.8.17
Q@) @ 2817
wobei m eine Konstante ist. Diese Gleichung hat die Losungen
Qo) = em? (2.8.18)

Da ¢ eine periodische Variable ist, ist ()(¢) nur dann wohl definiert, falls m eine ganze
Zahl ist.
Einsetzen in (2.8.16) und dividieren durch sin?f fiihrt dann zu

=0. (2.8.19)

sin® 6

r? ale(r)jL 1 d g HdP(Q) _om?
Ur) drz  sinfP(0)do\ db

Nun ist der erste Term von # unabhéangig, und daher muss auch der restliche Ausdruck
von # unabhingig sein. Da er wiederum nur eine Funktion von 6 ist, muss er eine
Konstante sein, die wir als —I(l + 1) schreiben; durchmultiplizieren mit P(#) fithrt dann
zu der Differentialgleichung fiir P(0)

1 d (. ,dP(0) m?
il -7 1) — ——| PO = 2.8.2
07 9 <s1n9 7 )‘l’[l(l“‘ ) sinzel (0) =0, (2.8.20)
sowie der Differentialgleichung fiir U(r),
d?U(r) 1(+1)
p R U(r)=0. (2.8.21)
Letztere Gleichung hat die Losung
Ur)=Ar"t + Br. (2.8.22)

Zu diesem Zeitpunkt ist aber [ noch nicht bestimmt.

2.8.2 Die Legendre Gleichung

Die Differentialgleichung fiir P(f) bekommt eine einfache Form, wenn wir die Substitu-
tion z = cos @ vornehmen. Da
d 1 d
dz  sinfdf’

und  sin?0 =1- 2%, (2.8.23)
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wird dann (2.8.20) zu

d 2y AP (2) m? B
@[(14) o ]+[l(l+1)—1_Z2] P(z)=0. (2.8.24)

Das ist die sogenannte verallgemeinerte Legendre Gleichung, und ihre Losungen werden
die assoziierten Legendre Funktionen genannt. Bevor wir sie behandeln wollen, ist es
instruktiv den Spezialfall m = 0 zu analysieren, die sogenannte gewohnliche Legendre

Gleichung,

d dP(z)

— (1 =2 L(1+1)P(z)=0 2.8.25

o= vy pe -, (2525)
deren Losungen die sogenannten Legendre Polynome sind. [Losungen, die auf dem
gesamten Intervall z € [—1, 1] regulér sind existieren nur fir = 0,1, - - -; diese Losungen

sind dann Polynome vom Grad [.]
Um diese zu konstruieren, beobachten wir, dass der Operator
d d
1 —
dz ( DL dz
den Grad eines Polynoms nicht erhoht. Dann betrachten wir das Polynom [-ten Grades
P,(2), das (bis auf Normierung eindeutig) durch die Bedingung charakterisiert ist, dass

(2.8.26)

1
/ dz"P(z) =0  fick=01,....0— 1. (2.8.27)
-1

[Ein Polynom [-ten Grades hat [+1 Konstanten; die obigen [ Gleichungen legen daher die
Koeffizienten des Polynoms bis auf eine gemeinsame Skalierung fest.] Nun beobachten
wir, dass falls K =0,1,...,1 —1,

1 d d
k .2
/_1 dzzdz(l z)d Pl(z)

= (1—z)

/dz—l—z)jz (2)
= R

— +/ dz (Ci(l—z )jz ) P(2)
= 0, (2.8.28)

wobei wir benutzt haben, dass die Randterme wegen des Faktors (1—22) nicht beitragen.
Die letzte Zeile folgt daher, dass (wie oben erklért) das Polynom, das im Integral mit
P,(z) auftritt, hochstens von Grad k ist.

Das Polynom I-ten Grades <L (1—2%) - Py(z) hat also die gleiche Eigenschaft (2.8.27)
wie Pj(z) selbst. Nun wollen er zeigen, dass die beiden Polynome tatsachlich zueinander
proportional sind. Dazu beobachten wir, dass
_(1—zz)izl = zd%a—z ) 2 1_%( P =1 (- 1) = 1+ D)
= I+ -
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wobei die anderen Terme von niedriger Ordnung sind. Dann definiere das Polynom

d

d
dz(l_z)

RZ(Z) d

P(z)+1(l+1)F(2), (2.8.29)

das nach Konstruktion ein Polynom von Grad k < [ ist. Wir beobachten, dass

/_11 Ri(2)? = /_11 Ri(z) (dilz (1— 22) dilz P(z) + (0 + 1)3(@) —0, (2830)

wobei wir (2.8.27) und (2.8.28) benutzt haben. Dies impliziert daher, dass R;(z) = 0,

und daher, dass

1= L RE) =+ 1) P(). (2.8.31)

Das Polynom F)(z) ist also die gewiinschte Eigenfunktion der Legendre Gleichung; es
wird als das [-te Legendre Polynom bezeichnet.
Eine explizite Formel fiir P(z) ist die sogenannte Rodrigues Formel

Pl(z) = ﬂ@(z

— 1) (2.8.32)

Nach Konstruktion ist klar, dass P(z) ein Polynom von Grad [ ist; weiterhin erfiillt
dieses Polynom die Bedingung (2.8.27), da

1 1 d
k [
/_1 dz 2 g g @ = 1)

]' kdll 2 l
= g Fgaa ¥

l
Mk/ dz 2 le( ~1)

Der Randterm fallt weg, da nach [ — 1-facher Ableitung mindestens eine Potenz von
(22 — 1) tibrigbleibt. Wiederholtes Anwenden dieses Argumentes zeigt dann, dass das
Integral verschwindet (da k < [, und nach k 4+ 1 <[ Schritten die sukzessive Ableitung
von z* verschwindet). Die Normalisierung ist so gewihlt, dass F;(1) = 1. Schliesslich

ist

1 2
dz P(2)* = : 2.8.
[P = 283)
Um dies zu sehen, beobachten wir, dass
@Dt
P(z) = SR + e (2.8.34)

Wegen (2.8.27) miissen wir nur das Integral von P;(z) mit der fithrenden Potenz von
P,(z) ausrechnen, und daher ist

/_11 dz P(2)? = %f g2y (2.8.35)
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Durch wiederholtes Anwenden von partieller Integration wird das zu

/_11 dz P(2)? = % (—1)! /_11 dz (2% — 1)\, (2.8.36)

Nun substituieren wir z = sinf, dz = cos f df und erhalten daher

1 2n! /2
2 _ 20+1
/_1 dz P(2)" = SERTIE /_M2 df cos™ 0. (2.8.37)

Schliesslich beweisen wir die Rekursionsformel

w/2 w/2
I = / df cos?tH = / df cos? =16 (1 — sin? )

w/2 w/2
B 1 w/2 ) d o
= I+ 2 i df sin 9@ cos™ 0
1
= Il—l - ﬁ[la
die impliziert, dass
21
I, = 21——1—1]l_1 ) (2.8.38)
Da I, = 2 fiihrt dies zu
1 (21)! (20)(20 —2)---2 2
dz Py(2)* =2 = . 2.8.39
/_1 P =2 mr n@— )1 @) (2.8.39)

Bisher haben wir nur den Fall m = 0 behandelt. Fiir m # 0 ist die Analyse etwas
komplizierter, aber das Resultat ist relativ ahnlich: die assoziierte Legendrefunktion ist
explizit durch die Formel

_l)m dl—l—m

m ( 2\m/2
BM(e) = 5 ="

definiert, wobei m = —I, -l +1,---,1 — 1,[. Man kann direkt ablesen, dass

(2 1) (2.8.40)

P™(1) = 6mpo - (2.8.41)
Weiterhin erfiillen diese Funktionen die Orthogonalitatsrelation

2 (I+m)!
2041 (I —=m)!’

/ dz P"™(2) Pl (2) = Oy (2.8.42)

die wie oben abgeleitet werden kann. Die Kugelfunktionen sind dann einfach als

20+ 1 (1 —m)!

I U+m) P™(cos ) ™ (2.8.43)

Yi,m(ea ¢) = J
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gegeben. Da P/™(z) die verallgemeinerte Legendre Gleichung 16st, gilt dann insbeson-

dere, dass
L2 Y (0, 0) = 11+ 1) Yi,n(6, 9) - (2.8.44)

Die Kugelfunktionen erfiillen dann die Orthogonalitétsrelation
[ 426, 6)Yi.n (60, 6) Vi (8, 0) = 01 G- (2.8.45)

[Beachte, dass die f-Integration in d€2(6, ¢) gerade sin @ df = —dz ist.
Die ersten Kugelfunktionen sind explizit durch

1
}/O,OZE

3 . /3 ;
Yi1 = —/— sinfe?, Y1 =4/— sinfe
’ \ 87 ’ 87
/3
Yio = ECOSQ'

2.8.3 Zwischenspiel: Darstellungstheorie von SO(3)

gegeben.

Die Kugelfunktionen Y ,,,, die wir oben betrachtet haben, bilden in der Tat eine Darstel-
lung der Rotationsgruppe, und ihre Anzahl kann man relativ leicht von dieser Perspek-
tive aus verstehen.

Betrachte den Vektorraum L aller Funktionen f : S? — C. [Die Menge dieser Funk-
tionen definiert einen Vektorraum, da wir Funktionen addieren und mit einem Skalar
(d.h. einer komplexen Zahl) multiplizieren kénnen.] Dieser Vektorraum bildet eine
Darstellung der Rotationsgruppe SO(3): sei R € SO(3) eine Rotation, dann definieren
wir

(Rf): 5% — C; x— (Rf)(x)=f (R_lx) : (2.8.46)
wobei R die Rotation auf S? beschreibt. Diese Wirkung definiert eine Darstellung, da
(B f))(x) = (Rof) (Ri'x) = f (R By x) = f ((RaRo) '), (28.47)

d.h. die Komposition der Wirkung stimmt mit der Gruppenkomposition iiberein. Ein
wenig formaler konnen wir das auch wie folgt schreiben: es gibt eine Abbildung

p:SO(3) — End(L), (2.8.48)

so dass
p(AB) = p(A) o p(B), (2.8.49)

wobei das Produkt auf der linken Seite die Gruppenmultiplikation in SO(3) ist, wahrend
o die Komposition in End(L) beschreibt.
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Der Laplace-Operator ist kugelsymmetisch, und daher gilt auch dasselbe fiir den
Operator L2, der auf den Funktionen auf S? wirkt. Unter der obigen Wirkung der
Rotationsgruppe kann sich daher der Eigenwert von L2 nicht dndern. Wie wir oben
gesehen haben, hingt der Eigenwert von L? nur von [ ab — er ist gerade (I + 1). Also
muss die Wirkung der Drehgruppe jeweils den Unterraum der Funktionen

DY =Y, :m=—l,...,m} (2.8.50)

in sich abbilden. Die obigen Analyse impliziert daher, dass die Drehgruppe fiir jedes
[ =0,1,2,... Darstellungen der Dimension (2] + 1) — das ist gerade die Anzahl der
Funktionen in D® — besitzt. In der Tat sind das jeweils irreduzible Darstellungen,
d.h. es gibt keinen nicht-trivialen Unterraum, der auch bereits eine Darstellung der
Drehgruppe ist. Ein Fall ist Euch vermutlich wohlvertraut: fiir [ = 1, ist die Darstellung
D drei-dimensional — das ist gerade die ‘definierende’ Darstellung der Drehgruppe
(als 3 x 3 orthogonale Matrizen).

Um den allgemeinen Fall ein wenig zu verstehen, ist es bequem, die infinitesimalen
Rotationen zu betrachten. Eine Rotation wird durch eine orthogonale 3 x 3 Matrix
R;; beschrieben, also durch eine Matrix, fiir die transponierte Matrix gerade gleich der
inversen Matrix ist

Betrachte nun eine infinitesimale Rotation, d.h. eine Rotation, die sich nur wenig von
der Identitat unterscheidet. Formal schreibt man dann

Die Matrix R;; ist dann orthogonal, falls

Ry Ry = (0u+ emy) (Oim + €mim,)
= O + € (Mpm + M) + O(2), (2.8.53)

d.h. falls die Matrix m;; anti-symmetrisch ist.

Die Menge der Rotationen beschreiben eine Gruppe, d.h. die Komposition zweier
Rotationen ist eine Rotation, und zu jeder Rotation gibt es eine inverse Rotation. Die
Gruppe ist tatsidchlich eine sogenannte Lie Gruppe G: diese bedeutet im wesentlichen,
dass die Gruppenelemente ein Kontinuum (besser: eine Mannigfaltigkeit) bilden, und
dass beziiglich dieser Mannigfaltigkeit die Komposition von Gruppenelementen und die
inverse Abbildung glatte Funktionen sind. Fiir jede Lie Gruppe kann man die Menge
der infinitesimalen Gruppentransformationen betrachten; diese definieren einen (endlich-
dimensionalen) Vektorraum, die sogenannte Lie Algebra, g.

Im obigen Fall ist die Menge aller orthogonalen rellen Matrizen eine Lie Gruppe
(die Lie Gruppe der Rotationen), und die Lie Algebra g ist der Vektorraum der anti-
symmetrischen (reellen) Matrizen. Jedes Gruppenelement der Lie Gruppe kann man
durch Exponieren eines geeigneten Vektors in der Lie Algebra erhalten. (Zum Beispiel
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ist (2.8.52) einfach nur der erste Term in einer Exponentialentwicklung.) Gruppenele-
mente konnen nacheinander ausgefiihrt werden (und resultieren wiederum in einem
Gruppenelement); fiir Lie Algebra Elemente ist die Operation, die wiederum ein Lie
Algebra Element erzeugt, der Kommutator: falls ¢ und b Elemente in ¢ sind, so ist auch
ihr Kommutator

[a,b] = (ab—ba) € ¢, (2.8.54)

wobei hier das Produkt ab und ba durch Matrixmultiplikation definiert ist. [Man kann
den Kommutator auch fiir allgemeine Lie Gruppen definieren, fiir die man keine Reali-
sierung durch Matrizen besitzt: dies soll aber hier nicht erklart werden.]

Im vorliegenden Fall ist g der Vektorraum der anti-symmetrischen Matrizen, d.h. der
Matrizen, fiir die a' = —a; wegen

([a,))" = (ab — ba)" = (ba' — a'b') = (ba — ab) = —[a, V] (2.8.55)

ist dann der Kommutator tatsachlich wiederum eine anti-symmetrische Matrix, d.h. ein
Element von g.

Fiir den Fall der Rotationsgruppe in d Dimensionen konnen wir eine Basis von g
durch die Matrizen E% wihlen, wobei 1 <i < j < d und E¥ durch

(EY) = 6iy0j5 — 6is 050 (2.8.56)

definiert ist. Die Rotationsgruppe in d Dimensionen wird SO(d) genannt, und ihre
Lie Algebra wird iiblicherweise als so(d) bezeichnet. Da sie von den Basisvektoren E%
aufgespannt wird, von denen es genau d(d — 1)/2 gibt, gilt
d(d—1
dim(so(d)) = % (2.8.57)
Fiir den Fall, der uns primar interessiert, namlich d = 3, schreibt man iiblicherweise
nicht so(3), sondern su(2). Diese Lie Algebra ist die einfachste (nicht-triviale) Lie Alge-
bra, und es ist deshalb wert, ihre Struktur ein wenig genauer zu analysieren. Zunachst
berechnet man leicht, dass

[E12 E23] — Ell3
[E23 E13] — E12
[E13 E12] — El23 ]

Um die Lie Algebra in eine bequeme Form zu bringen, definieren wir nun

H = iE"Y
J¥ = FEB +iE%®, (2.8.58)

deren Kommutatoren dann

[H,J*) =+ J*, [JT,J7|=2H (2.8.59)
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sind. Jede Darstellung der Lie Gruppe definiert immer automatisch auch eine Darstel-
lung der Lie Algebra, d.h. eine Abbildung p : g — End(L), so dass

p([A, B)) = [p(4), p(B)] . (2.8.60)

Die Umkehrung gilt bis auf eine Subtilitét (die wir hier nicht wirklich diskutieren wollen)
auch. Es ist daher im wesentlichen aquivalent, statt Darstellungen der Gruppe G,
Darstellungen ihrer Lie Algebra g zu analysieren. Da g ein linearer Vektorraum ist, ist
es iiblicherweise jedoch viel einfacher, Darstellungen der Lie Algebra zu analysieren und
zu konstruieren.

Insbesondere beschreiben die Lie Algebra Elemente in unserem Fall infinitesimale Ro-
tationen, und man kann daher ihre Wirkung durch Differentialoperatoren beschreiben.
Zum Beispiel betrachte den Operator H = iE'2. Um seine Wirkung auf den Funktio-
nen in L zu verstehen, betrachte die infinitesimale Rotation R;; = d;; + em;;, wobei
mia = —Meo; = 1, wihrend alle anderen Matrixelemente verschwinden. Die Inverse von
R wirkt dann auf den Vektor (x,y, z) als

T Tr— €y
Rl'lyl=|yt+er]. (2.8.61)
z z

Wegen (2.8.46) wirkt R auf eine Funktion f € L dann wie

Rf(z,y,2) = f(z—ey,y+ex, z)
= f(x,y,2) —e(xd, — yd,) f(z,y,2) + O(). (2.8.62)

Der Term linear in e beschreibt gerade die Wirkung von E'2, und daher gilt
H=—i (28, — yd,) . (2.8.63)

In Kugelkoordinaten gilt dann einfach

0
H=—1—. 2.8.64
i3 (28.64)
Entsprechend kann man zeigen, dass in Kugelkoordinaten die Operatoren J* durch die
Differentialoperatoren
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gegeben sind. Man kann leicht nachrechnen, dass diese Operatoren (als Differentialop-
eratoren) gerade die Vertauschungsregeln (2.8.59) erfiillen.

Um unsere Behauptung iiber die Kugelfunktionen zu beweisen, miissen wir jetzt also
lediglich zeigen, dass die Kugelfunktionen Y, sich fiir festes [ unter der Wirkung dieser
Differentialoperatoren ineinander transformieren. Der Operator H wirkt besonders ein-
fach, da es direkt aus der Definition der Kugelfunktionen folgt, dass

Ji::é“¢<i£z—%ian9£z> (2.8.65)

HYjm=mY,,. (2.8.66)
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Wir konnten jetzt einfach explizit nachrechnen, dass auch die anderen Differentialoper-
atoren den Raum der Kugelfunktionen Y} ,,, fiir festes [ invariant lassen; es ist aber viel
instruktiver, die Darstellungen ein wenig abstrakter zu analysieren.

Sei F' eine beliebige Funktion in L, die fir H eine Eigenfunktion mit Eigenwert m
ist, d.h. (2.8.66) erfiillt. Es folgt dann aus den Vertauschungsregeln (2.8.59), dass

H(JF) = [H JYF +J*HF
= +J F+mJ*F
= (m+1)J*F, (2.8.67)

d.h. dass die Funktion J*F dann auch eine Eigenfunktion von H mit Eigenwert (m+1)
ist.

Fiir kompakte Lie Gruppen kann man zeigen, dass sich jede Darstellung als di-
rekte Summe von (irreduziblen) endlich dimensionalen Darstellungen zerlegen 1dsst. Wir
konnen uns daher auf endlich dimensionale Darstellungen beschrianken. Sei F' ein Ele-
ment einer endlich dimensionalen Darstellung, und sei F' ein Eigenvektor beziiglich H
mit Eigenwert m. Dann folgt aus der obigen Rechnung, dass (J*)"F fiir r =0,1,2,...
auch Eigenvektoren zu H mit Eigenwert m + r sind. Falls die Darstellung endlich
dimensional sein soll, dann muss (J7)"F = 0 fir » > ry. Die Darstellung enthélt
daher also einen Eigenvektor Fy von H mit maximalen Eigenwert [; dieser Eigenvek-
tor ist dadurch charakterisiert, dass er von J* vernichtet wird. Einen solchen Vektor
nennt man Hochstgewichtsvektor. Die gesamte Darstellung wird dann von diesem Vek-
tor durch die Wirkung von J~ erzeugt. Damit die Darstellung endlich dimensional ist,
muss weiterhin gelten, dass (J7)*Fy = 0 fiir s > sg. Diese Bedingung legt die moglichen
Eigenwerte [ des Hochstgewichtszustandes fest.

Um diese Analyse im Detail durchzufiihren, ist es niitzlich den sogenannten Casimir
Operator

1
C=HH+(J"T +J7J") (2.8.68)

zu betrachten. Dieser Operator ist dadurch ausgezeichnet, dass er mit den Operatoren
H und J* vertauscht,
[C,H]=[C,J*]=0. (2.8.69)

[Der Kommutator von C' mit den anderen Operatoren kann mit Hilfe der obigen Ver-
tauschungsregeln bewiesen werden: zum Beispiel berechnet man

C,J7] = [HH,J‘]+%([J*J‘,J‘]+[J‘J+,J‘])
= H[H,J|+[H,J|H
+% (T T+ TV ST T+ [, 7))

1
= —HJ —J H+;(H] +2J H)=0; (2.8.70)
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die Rechnungen in den anderen Fillen sind analog.] Vermittels der expliziten Beschrei-
bung der Operatoren durch Differentialoperatoren (2.8.64, 2.8.65) rechnet man leicht
nach, dass der Casimir Operator gerade mit dem Operator L? (2.8.13) iibereinstimmt.
Mit Hilfe der Vertauschungsregeln (2.8.59) konnen wir den Casimir Operator C' auch

als
C=HH+H+J J"'=HH-H+J"J" (2.8.71)

schreiben. Sei nun Fj ein Hochstgewichtsvektor mit H Fy = [ Fy. Dann folgt aus der
mittleren Schreibweise fiir C', dass

CFy=(HH+H+J J)Fy=1(+1)F. (2.8.72)

Der Eigenwert | des Hochstgewichtsvektors bestimmt also den Eigenwert des Casimir
Operators C.

Damit die Darstellung, die von Fy erzeugt wird, endlich dimensional ist, muss
(J7)’Fy = 0 fiir s > s9. Sei Gy = (J7)*Fy das letzte nicht-triviale Element dieser
Klasse von Zustanden, d.h. Gy # 0 aber J~-Gog = 0. Da der Casimir Operator mit J—
vertauscht gilt dann

(l+1)Go=CGo=(HH—H+J"J") Go=m(m —1)Gy, (2.8.73)
wobei H Gy = m Gy mit m =1 — so. Wir erhalten daher die Gleichung
I(l+1)=m(m—-1), (2.8.74)

die die beiden Losungen
m=1+1, m = —I (2.8.75)

besitzt. Da m =1 — sg mit sy > 0 kommt nur die zweite Losung in Frage. Also gilt
[l —so=—0 und daher sy=2[. (2.8.76)

Insbesondere impliziert dies, dass [ eine halb-zahlige positive Zahl sein muss.

Wie wir oben erwahnt haben, definieren nicht notwendigerweise alle Darstellungen
der Lie Algebra auch eine Darstellung der gegebenen Lie Gruppe. In der Tat sind
Darstellungen der Lie Algebra su(2), fiir die [ nicht ganz ist, nur Darstellungen der
einfach zusammenhéngenden doppelten Uberlagerung von SO(3) — das ist die Gruppe
SU(2), fiir die Rotationen um den Winkel 27 nicht trivial sind, sondern erst Rotationen
um den Winkel 47. Die endlich dimensionalen Darstellungen von SO(3) treten deshalb
nur fir [ = 0,1,2,... auf. Dies erklart, warum die Kugelfunktionen gerade durch [
und m parametrisiert sind: [ ist der H Eigenwert des hochsten Gewichtes (der damit
den Wert des Casimir Operators festlegt), und m ist der H-Eigenwert des gegebenen
Zustandes. Insbesondere treten alle Werte fiir m von [, —1,... bis zu | — 25y = —[ auf.

Es bleibt daher lediglich zu zeigen, dass die Kugelfunktionen Y;,, auch tatsachlich
diese Darstellung aufspannen. Nach dem, was wir oben gezeigt haben, geniigt es dazu,
zu beweisen, dass der hochste Gewichtszustand (d.h. die Funktion Y;;) von J* vernichtet
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wird; wir konnen dann, die iibrigen Kugelfunktionen sukzessiv durch die Wirkung von
J~ definieren (bzw. nachpriifen, dass die Funktionen, die wir angegeben haben, so
miteinander verbunden sind).

Die Funktion Y;; ist (abgesehen von einer irrelevanten Normalisierungskonstante)
einfach

Y, =~ Pl(cosf)el?

~ 2 l/2d_2l 2 1\l _ild
~ (1-—2%) e (2 —1)e
~ sin' fe? (2.8.77)

Dann berechnen wir
Jtsint gl = ¢ <§9 + 7 cot 9%) sin’ e®

(+1)¢

= Isin'! 6 cosfel —Isin' @ cot GtV =0, (2.8.78)

Dies vervollstandigt unser Argument.

2.8.4 Spharische Multipolmomente

Nach diesem Zwischenspiel konnen wir nun die sphérischen Multipolmomente definieren.
Das dafiir zentrale Resultat ist die Formel

: Z Z T +1 (—) Yin(6, ) Y0, 6)., (2.8.79)

|x—x’| i T

wobel

= r(sin@ cos ¢,sin @ sin ¢, cos )

x' = 7' (sin€ cos¢’,sinf sing’, cosf). (2.8.80)
Auf das Potentialproblem angewendet erhalten wir daher
Yim(0, ¢)
=Ank m— , 2.8.81
" lzgmzlzwll i (2.8:81)
wobei
G = [ Vi@ 6] ()'*2 () 20", &) (2:8.82)

die spharischen Mutlipolmomente der Ordnung [ sind. Die ersten spharischen Multipol-
momente sind daher einfach

. q
q0,0 - \/E
/3 /3 .
i = — S (p1 —ip2) , Q-1 = S (p1 + ip2)
3
To = A\ P (2.8.83)
T
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wobei ¢ und p; durch (2.8.7) und (2.8.8) definiert sind.

Um (2.8.79) zu beweisen entwickeln wir zunéchst die Funktion

1

|x — x|

F(x,x) =

(2.8.84)

nach Kugelfunktionen. Wie wir bereits gesehen haben, 16st diese Funktion die Laplace
Gleichung falls x # x’, und daher insbesondere fiir [x| > |x/|. In diesem Bereich kénnen
wir sie daher nach Kugelfunktionen entwickeln,

00 l
F(x,x) =3 3 (A + B~ =) Yim(v. ), (2.8.85)

=0 m=—1

wobei 7 der Winkel zwischen x und x’ ist, und § der Azimutalwinkel von x in dem
Koordinatensystem, in dem x’ die z-Achse definiert. Weiterhin sind A und B; Kon-
stanten, die nur von 7’ abhéngen konnen, da F' nur von den relativen Winkeln ~ und
abhéngt. Wegen der Rotationssymmetrie um x’ ist klar, dass (2.8.85) tatséchlich nicht
von (3 abhangt; daher kann in der Summe nur der Term mit m = 0 beitragen, und wir

erhalten .

F(x,x) = > (Ar' + Bir™™") Pcos ). (2.8.86)
1=0
(Da Y} sich um eine Normierungskonstante von P, unterscheidet, tauchen jetzt neue
Konstanten A; und B; auf.) Um die Konstanten A; und B; zu bestimmen betrachten
wir nun den Fall, wo v = 0 ist, also x und x’ parallel sind. Dann gilt einfach

1 1 1 <r’>l
- -y (=) . (2.8.87)
r! rig\T

x—x/| 7r—

Vergleich mit (2.8.86) impliziert daher, dass

A=0 B =(") (2.8.88)
und wir erhalten
1 > (r")!
me— =2 Py(cos7). (2.8.89)

=0

Der zweite (und letzte) Schritt in dem Beweis von (2.8.79) ist nun das Additions-
theorem fir Kugelfunktionen: seien x und x’ zwei Vektoren auf der Einheitskugel mit
zugehorigen Kugelkoordinaten (60, ¢) und (¢, ¢’). Sei weiterhin v der Winkel zwischen
diesen beiden Punkten, d.h.

cosy = cosf cost +sinf sin cos(¢p — ¢'). (2.8.90)
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[Die rechte Seite dieser Formel ist einfach das Skalarprodukt x - x'l] Dann gilt

l
Py(cosy) = 2l4j:12Yzm ) Yim(0,0). (2.8.91)
l

Um dieses wichtige Theorem zu beweisen betrachte x’ als gegeben, d.h betrachte ~
als eine Funktion von # und ¢, mit Parametern, die durch ', ¢’ gegeben sind. Unter
Benutzung der Vollstandigkeit der Kugelfunktionen (die wir hier nicht beweisen wollen)
gilt dann, dass

Py(cos ) Z Z Ay, NYirm(6,0) . (2.8.92)

=0 m=-1'
Zunéchst wollen wir zeigen, dass nur der Term [’ = [ auftreten kann. Falls x' auf der
z-Achse liegt, d.h. falls # = 0, dann ist v = 6. In diesem Fall erfiillt also die linke Seite

L?P(cosy) = I(I + 1) Py(cos~) (2.8.93)

und da
LYy (6, ¢) =U'(l' +1) Yum(6, ) (2.8.94)

kann bei & = 0 nur der [ = [’ Term in der obigen Summe beitragen. Die linke Seite
von (2.8.92) ist offensichtlich invariant unter einer gleichzeitigen Rotation von x und
x’, und daher muss auch das gleich fiir die rechte Seite gelten. Dies bedeutet daher,
dass fiir allgemeines x’ (das durch eine geeignete Rotation aus ' = 0 hervorgeht) nur
Kugelfunktionen auftreten, die durch die Wirkung einer geeigneten Rotation aus Y},
hervorgehen. Da der Operator L? rotationsinvariant ist (d.h. da er dieselbe Form in allen
Koordinatensystemen hat, die durch eine Rotation auseinander hervorgehen), bleibt
jedoch der Eigenwert von L? derselbe, d.h. Rotationen konnen nur Kugelfunktionen
mit festem [ ineinander transformieren. Dies impliziert daher, dass nur der [ = I’ Term
iiberleben kann.

Um die Koeffizienten A;,,(¢',¢") zu bestimmen, benutzen wir nun die Orthogo-
nalitdtsbedingung (2.8.45), was zu

A0, 6 / 0, ¢) Yim(0, 9) Pi(cos?) (2.8.95)
2 1
Yio(0,6) = \[ 2o A(cost) (2:8.96)
kénnen wir (2.8.95) als

Aun(0,6) = \| 57 [ 4920,0) Vin0:9) Yiolo, ) (2.8.97)

schreiben, d.h. als den Koeffizienten von Y} in der Entwicklung der Funktion

fihrt. Da

47
20+ 1

Yim(0(7, B), 6(7, B)) (2.8.98)
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nach den Kugelfunktionen Yy (v, 5). [Hier ist 8 der Azimutalwinkel von x in dem
Koordinatensystem fiir das x’ gerade die z-Achse ist. Ausserdem haben wir benutzt,
dass auch das Mass rotationsinvariant ist, d.h. dass d€2(6, ¢) = dQ2(v, 5).] Mit demselben
Argument wie zuvor kann man zeigen, dass nur die Kugelfunktionen Yy ./ (v, 5) mit I’ = [
beitragen konnen, d.h. dass

l
21447: TYim(001,0), 607, 0)) = 32 B Yo (7, 0) (2.8.99)

wobei By = A; (0, ¢'). Im Limes v — 0 tragt nur der Term mit m’ = 0 bei (siche
(2.8.41)), und wir erhalten dann

4 20+ 1

57 I Vi, 00 5).607, 8) = Aun®, ) | = (2:8.100)

Da im Limes v — 0, 6(v, 3) — 0" und ¢(~, 5) — ¢’ folgt dann

47

= om0 9. (2.8.101)

Al,m(ela ¢/)

Dies beweist das Additionstheorem, und zusammen mit (2.8.89) unsere Behauptung
(2.8.79).
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3 Die Maxwell Gleichungen

Permanente Magnete (Magneteisenstein) waren schon im Altertum bekannt, und der
Kompass ist eine sehr alte Erfindung der Seefahrt. Im Gegensatz zur Elektrostatik wur-
den aber die fundamentalen Gesetze magnetischer Felder erst relativ spat verstanden.
Dies ist vermutlich darauf zuriickzufiithren, dass es im Gegensatz zur Elektrostatik keine
isolierten magnetischen Ladungen (magnetische Monopole) zu geben scheint. Magnetis-
che und elektrische Phanomene unterscheiden sich deshalb deutlich voneinander, und sie
wurden flir lange Zeit als separate Phdnomene behandelt. Erst die Versuche von Oer-
sted (1819), der die Ablenkung von Magnetnadeln in der Néhe stromfithrender Leiter
beobachtete, anderten dies. Sie bewiesen, dass bewegte elektrische Ladungen magnetisch
wirksam sind. Biot-Savart (1820) und dann spater Ampere (1820-1825) fanden die fun-
damentalen Gesetze, die die magnetische Induktion mit der Stromstarke in Verbindung
setzten und damit das Kraftgesetz zwischen Stromen etablierten.

3.1 Stationare Strome und das Ampere’sche Gesetz

Betrachte zwei Leiterschleifen v, und s, durch die zeitlich konstante (stationére) Stréme
I; und I, fliessen. Dann beobachtet man, dass eine Kraft F auf v, wirkt, die durch

F=kI 12/ (3.1.1)

pé!

/ d11 A (dlg A X12)
Y2

|x12[%

beschrieben wird, wobei x15 die Differenz zwischen den Punkten x; € ~; ist, und dl;
der Tangentialvektor entlang ; ist. Durch Vergleich mit dem Coulomb’schen Gesetz ist
klar, dass k/k’ die Dimension einer Geschwindigkeit zum Quadrat besitzt. Man stellt
experimentell fest [Kohlrausch und Weber (1856)], dass diese Geschwindigkeit gerade
die Lichtgeschwindigkeit c ist:

— = (3.1.2)

[Es war Kirchhoff, der die tiberraschende Ubereinstimmung mit der Lichtgeschwindigkeit
konstatierte.] Das ist das erste Indiz dafiir, dass die Spezielle Relativitétstheorie in der
klassischen Elektrodynamik natiirlicherweise auftreten wird.

Im Gauss’schen Einheitssystem ist k¥ = 1 und daher &' = ¢2. Im SI-System ist

N

K =10"" ik A : Ampere. (3.1.3)
Weiterhin schreibt man oft
N
o = 4rk’ =4 - 1077 = (3.1.4)

Im folgenden werden wir wegen (3.1.2) k" immer durch k' = k/c?® ersetzen.
Mit Hilfe der Standardidentitit der Vektoranalysis (siche Appendix)

aAN(bAc)=(a-c)b—(a-b)c (3.1.5)
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konnen wir den Integranden von (3.1.1) auch als

dll A (d12 A X12> _ —(dll X dlg) X12 + d12 (M) (316)

SPIk |x12[?
schreiben; der zweite Term enthalt eine totale Ableitung

d11 X192

= —dl; - Vy, < 1 ) (3.1.7)

X123 |12

und tragt daher zu dem geschlossenen Linienintegral iiber vy nicht bei. Die Kraftformel
(3.1.1) kann daher symmetrischer als

kI I
F— o2 / / (dl; - dly) 2 (3.1.8)
71 /72

C ‘X12‘3

geschrieben werden. Das ist das sogenannte Ampeére’sche Gesetz.

Die erste Version von (3.1.1) hat eine suggestive Interpretation: wir konnen uns die
Wechselwirkung durch ein Magnetfeld B vermittelt denken, wobei eine mit dem Strom
I durchflossene Leiterschlaufe v das Magnetfeld®

kI pdi(y) Nx—y)
c Jy Ix —yl3

B(x) (3.1.9)
erzeugt (Magnetische Induktion). Ausserdem erfahrt ein Stromelement I dl in einem
ausseren Magnetfeld B die Kraft

1
dF = ~Tdl\B. (3.1.10)

Betrachte als Beispiel einen (unendlichen) geraden Leiter, der entlang der z-Achse
verlauft und durch den der Strom [/ fliesst. Das Magnetfeld B(x), das nach (3.1.9)
erzeugt wird, liegt in der z — y Ebene (d.h. es hat B,(x) = 0), und die Richtung in der
x —y Ebene ist stets so, dass B(x) senkrecht zu dem Vektor (z,y) steht. (Die Feldlinien
bilden daher konzentrische Kreise um den Ursprung in der z — y Ebene.) Weiterhin ist
das B-Feld wegen der Translationssymmetrie entlang der z-Achse von z unabhéngig. Die
Starke des magnetischen Feldes ist dann nur eine Funktion des Abstandes R = v/x? + 32,
und (3.1.9) impliziert, dass

kI [oo R
B(Rr) = o /_Oodz (R2 + 22)3/2

L N

 cRJooo (14+12)32
kI [r/2 2k1

= — df cos) = — d.11
cR J-z)2 €08 cR (3 )

' Die folgenden Definitionen miissen durch geeignete Faktoren von ¢ im SI System modifiziert werden;
wir werden das jedoch hier nicht im Detail diskutieren.

42



wobei wir zunéchst die Substitution [ = z/R und dann [ = tan vorgenommen haben
[dl = (1+tan?#)df und (1+tan?§) = cos™2 0]. Dies ist das experimentelle Resultat, das
zuerst von Biot und Savart gefunden wurde und das nun als Biot-Savart Gesetz bekannt
ist.

Betrachten wir nun einen zweiten parallelen Leiter im Abstand R, durch den der
Strom [’ fliesst. Das Kraftgesetz (3.1.10) sagt dann voraus, dass auf diesen Leiter die

Kraft pro Langeneinheit
_2kIT

2R
wirkt. Der Kraftvektor liegt in der z — y Ebene (wegen der Translationsinvarianz) und
ist von einem Leiter zum anderen gerichtet. Diese Kraft ist von Ampere beobachtet
worden; man kann auch daraus den Wert der Konstanten k" (relativ zu k) bestimmen.

(3.1.12)

3.2 Das Vektorpotential und die Grundgleichungen der Mag-
netostatik

Fiir jeden konstanten Vektor e gilt

e (X_yl = (Vx )/\e:rotxi. (3.2.1)
x -l x =y x -y
Daher ist (3.1.9) aquivalent zu (setze e = dl(y))
kI dl
B(x) = rotx A(x), wobei A(x)=— ) (3.2.2)

¢ Jelx—yl

A(x) wird das zu B(x) gehorige Vektorpotential genannt. Es ist im Allgemeinen (also
auch wenn B(x) nicht durch (3.1.9) gegeben ist) dadurch definiert, dass

B(x) = rotyA(x) . (3.2.3)

Diese Gleichung ist das vektorielle Analog der Gleichung E = —V®, die das elektrische
Feld E mit dem elektrischen Potential ® in Beziehung setzt.

Um eine infinitesimale Gleichung fiir das Magnetfeld (und das Vektorpotential) zu
beschreiben, sollten wir nicht von makroskopischen Stromen, sondern von einer kon-
tinuierlichen Stromdichte j(x,t) sprechen. [Dies ist genau analog zu dem, was wir in
der Elektrostatik getan haben: dort haben wir zunachst Punktladungen diskutiert, und
dann die Analyse auf allgemeinere Ladungsdichten p verallgemeinert.] Der Strom, der
durch eine orientierte Flache S (zum Beispiel den Leiter) fliesst, ist dann

I:/jwﬁ. (3.2.4)
S

Ganz allgemein gilt Ladungserhaltung: sei V ein endliches Volumen mit gerichtetem
Rand 0V. Dann ist

d
rﬁ:——/ & 2.
[ 7 ), PEx (3.2.5)
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d.h. eine (zeitliche) Anderung der Gesamtladung im Volumen V, kann nur dadurch
zustande kommen, dass Ladung (vermittels eines Stromes) V' verldsst oder in V' hinein-
fliesst. Wegen des Divergenz Theorems gilt daher (in infinitesimaler Form)
dp
divj=——. 3.2.6
vj=—> (3.2.6)
Diese Gleichung wird Kontinuitatsgleichung genannt. In dieser mikroskopischen Be-
schreibung lautet Gleichung (3.2.2) nun (ersetze I dl durch jd3y)

B = rot, A, wobei A(x) = é /d3y % . (3.2.7)

Wir wollen uns nun zunéchst auf den stationédren (d.h. zeitunabhéngigen) Fall be-
schrianken (Magnetostatik). Dann ist

divj =0, (3.2.8)
und das Vektorpotential A (x) erfiillt
divyA(x) =0. (3.2.9)
[Dies ist eine Folge davon, dass
divyA(x) = /dsyj iy|

1
_ 35/ 3 . _
= /d Y.](Y) vy X— y|

- /d3 i) —— =0,
x —y

wobei wir in der letzten Zeile das Divergenz Theorem benutzt haben (und dabei an-
genommen haben, dass die Stromdichte j im Endlichen lokalisiert ist, so dass der Ober-
flichenterm bei Unendlich nicht beitrégt), sowie (3.2.8).] Dann geniigt das Magnetfeld
B den Feldgleichungen

divB = 0 (3.2.10)

4
otB — TR (3.2.11)
C

Hier haben wir in der ersten Gleichung (3.2.10) benutzt, dass
divB =divrot A =0. (3.2.12)
Um die zweite Gleichung (3.2.11) abzuleiten, schreiben wir

rot B =rotrot A =V (divA) — AA. (3.2.13)
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Wegen (3.2.8) verschwindet der erste Term, und im zweiten erhalten wir

1

x—-yl

_ATE T i) 50 (x — vy — TR
= [ dyi) $Vx—y) = ===

AAG) =2 [yiy) A

wobei wir (2.5.2) benutzt haben. Dies impliziert daher (3.2.11). Die beiden Gleichungen
(3.2.10) und (3.2.11) sind die Grundgleichungen der Magnetostatik. Wir bemerken, dass
(3.2.8) aus (3.2.11) folgt; diese Gleichungen konnen daher nur im stationéren Fall richtig
sein! (Wir werden spéter darauf zuriickkommen.) Die zweite Gleichung (3.2.11) wird
manchmal auch Ampére’sches Durchflutungsgesetz genannt.
Unter Benutzung des Divergenz und Stokes’schen Theorems konnen wir diese in-
finitesimalen Grundgleichungen auch in integraler Form schreiben: dann lauten sie
B-dS=0, B-dl:ﬂ j-ds, (3.2.14)
oV s c Js
wobei V' ein beliebiges drei-dimensionales Raumgebiet, und S eine beliebige zwei-di-
mensionale Flache ist. Zum Beispiel konnen wir aus der zweiten Gleichung nun leicht
das Biot-Savart Gesetz ableiten, das das Magnetfeld eines unendlichen langen geraden
Leiters, durch den der Strom [ fliesst, bestimmt: sei S die Kreisscheibe mit Radius R
(die orthogonal zu dem Leiter liegt). Dann ist wegen der axialen Symmetrie die linke
Seite einfach 27 R |B(R)|, und die rechte Seite ist wegen (3.2.4) gerade 4wk I/c. Die
Gleichheit dieser beiden Ausdriicke ist daher einfach (3.1.11).
Die Kraftdichte f auf eine kontinuierliche Stromverteilung j im dusseren Magnetfeld
B ist nach (3.1.10)

1
f="jnB. (3.2.15)

Diese Gleichung gilt auch fiir nicht stationéres j. Zum Beispiel betrachte die Stromver-
teilung
j=evi(x—x(t)), (3.2.16)

wobei v = % die Geschwindigkeit der Ladung e mit Bahn x(¢) ist. Dann iibt das
Magnetfeld B auf die Ladung die Kraft

F@)zzv@%MB&@» (3.2.17)

aus; das ist natiirlich einfach die Lorentz-Kraft.

Wie zuvor in der Elektrostatik ist das Vektorpotential A durch rotA = B nicht
eindeutig festgelegt. [Wegen Poincaré’s Lemma gibt es zu jedem B, das auf einem
sternformigen (zusammenziehbaren) Gebiet definiert ist, ein Vektorpotential A, das
(3.2.3) erfiillt.] Sei A eine beliebige skalare Funktion. Dann kénnen wir A zumindest
um die Eichtransformation

A—A+VA (3.2.18)

dndern, ohne B zu verdndern. [Dies ist einfach eine Folge davon, dass rot grad = 0.]
Mit der obigen Wahl des Vektorpotentials (3.2.7) gilt im stationédren Fall divA = 0. Im
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Allgemeinen (d.h. fiir ein beliebiges Magnetfeld B, dessen zugehoriges Vektorpotential
durch (3.2.3) charakterisiert ist) muss dies jedoch nicht notwendigerweise der Fall sein.
Wir kénnen jedoch immer (unter geeigneten milden Bedingungen an B) A so wihlen,
dass divA = 0; dies wird Coulomb FEichung genannt. Um dies zu verstehen, betrachten
wir den Fall, dass divAy # 0. Mit Hilfe der obigen Eichtransformation definieren wir
dann A = Aj + gradA. Dann gilt

divA = divAg + AA . (3.2.19)
Dies verschwindet, falls A die Poisson Gleichung
AA = —divA, (3.2.20)

erfiillt. Vorausgesetzt, dass divA, hinreichend schnell bei Unendlich verschwindet, kon-
nen wir eine Losung dieser Gleichung finden. A ist dann durch diese Gleichung, sowie
zum Beispiel durch die Randbedingung, dass A — 0 fiir |x| — oo, eindeutig bestimmt,
d.h. die Coulomb Eichung (zusammen mit geeigneten Randbedingungen an A) legen A
eindeutig fest.

3.3 Einfache Stromverteilungen
3.3.1 Der magnetische Dipol

Betrachte eine (kreisférmige) Stromschleife S mit Zentrum am Ursprung, durch die
ein stationdrer Strom [ fliesst. Sei O der gerichtete Oberflichenvektor, d.h. der auf
S senkrecht stehen Vektor, dessen Léange gerade mit der Fldche von S (in geeigneten
Einheiten) tibereinstimmt. Wir betrachten den Limes I — oo, |O] — 0, wobei /O = cm
konstant ist. Nach (3.2.7) ist dann das zugehdrige Vektorpotential

A) = L[ Ay kT /dS/\vyL. (3.3.1)
¢ Jos|x—y] c Js |x —y]
Da "
1 X y
= —~ 3.2
Vs~ O () 332
tragt im Limes |O| — 0 nur der erste Term bei, und wir erhalten
m A X m
Ax)=k = kroty — (3.3.3)
% x|
Das zugehorige Magnetfeld B ist dann also
B — krotrot'™ — kgraddivi® — kmA,—
x| ] ]
1
= kV <m : Vm> + 47 kmo® (x). (3.3.4)
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Das ist das Magnetfeld eines Dipols, und m wird als magnetisches Dipolmoment be-
zeichnet.

Der erste Term in (3.3.4) ist identisch mit dem E-Feld eines elektrischen Dipols [p =
m|. Die urspriingliche Vorstellung (zum Beispiel von Coulomb), magnetische Dipole
bestiinden aus magnetischen Ladungen kann also das B-Feld fast korrekt beschreiben:
der Unterschied (nidmlich der Term km 6® (x)) spielt nur im Innern des Magneten eine
Rolle.

Fiir eine kontinuierliche Magnetisierung M(y) (wie sie zum Beispiel in einem Stab-
magneten vorkommt) ist

Ax) = krotx/d?’y M(y)

x -y
1
— /lc/d?’yM(y)AvyW (3.3.5)
B k/d3 roty M(y
IX yl

wobei wir in der letzten Zeile das Divergenz Theorem angewendet haben (und angenom-
men haben, dass die Magnetisierung lokalisiert ist, so dass der Randterm bei Un-
endlich nicht beitragt). Vergleich mit (3.2.7) zeigt, dass das Vektorpotential mit dem
Vektorpotential einer aquivalenten Stromdichte j = rot M iibereinstimmt. Ampere
nahm deshalb an, dass magnetische Dipole nur in Form von Kreisstromen existieren
(Ampére’sche Molekularstrome): der Magnetismus wurde auf die Bewegung von Ladun-
gen zuriickgefithrt. Das magnetische Moment eines quantenmechanischen Spins passt
aber nicht in dieses Bild.

3.3.2 Oberflachenstrom

Schliesslich betrachten wir eine Fléche S mit Flachenstromdichte J(y). (Die zuvor
eingefithrte Stromdichte j ist dann

/ dS(y) I(y) 6P (x —y).) (3.3.6)

Wie zuvor fiir elektrische Oberflichenladungen konnen wir eine Beziehung zwischen den
verschiedenen Komponenten des Magnetfeldes B auf den beiden Seiten der Oberflache

bestimmen. Da nun divB = 0 folgt mit demselben Argument wie zuvor, dass die
Normalkomponente von B stetig ist, d.h.

Im Gegensatz zu der Situation beim elektrischen Feld ist jetzt jedoch rotB = # j- Wir
erhalten deshalb, dass

t~(Bl—Bg)—@J (mt):#t-(mn). (3.3.8)

Damit ist das magnetische Feld eines Oberflachenstroms weitgehend bestimmt.
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3.4 Das Faraday’sche Induktionsgesetz

Bis jetzt haben wir uns nur mit stationdren Prozessen beschéaftigt. Die ersten quantita-
tiven Beobachtungen, die zeit-abhangige elektrische und magnetische Felder miteinander
in Beziehung brachten, wurden 1831 von Michael Faraday gemacht. Er betrachtete dabei
das Verhalten von Strémen in Leitern in der Gegenwart veranderlicher Magnetfelder.

Betrachte eine Leiterschlaufe v, die die Flache S (mit Normalenvektor n) einschliesst.
Der magnetische Fluss, der durch die Leiterschlaufe fliesst, ist

F:/SdS-B. (3.4.1)

Die elektromotorische Kraft, die die Ladungstrager in der Leiterschlaufe bewegt, ist

&= di(y)E(y) . (3.4.2)
S
Faraday beobachtete, dass
~dF
= —k— 4.
£ k o (3.4.3)

d.h. die induzierte elektromagnetische Kraft in der Leiterschlaufe ist proportional zu
der zeitlichen Anderungsrate des magnetischen Flusses durch die Leiterschlaufe. Das
Vorzeichen wird durch die sogenannte Lenz’sche Regel festgelegt: der induzierte Strom
produziert ein Feld, das der Anderung des magnetischen Flusses entgegenwirkt.

Die Konstante & ist nicht, wie man vielleicht zuerst denken konnte, eine unabhéangige
Konstante, die durch ein Experiment bestimmt werden miisste; wie wir gleich sehen
werden kann man sie durch £ und c ausdriicken.

Um diese Beziehung abzuleiten betrachten wir die folgende Versuchsanordnung. Wir
haben (im Laborsystem) ein zeitlich unabhéngiges (aber raumlich variierendes) Magnet-
feld B und bewegen die Leiterschlaufe mit konstanter Geschwindigkeit vy durch dieses
Magnetfeld. Wir bezeichnen das Bezugssystem, in dem die Leiterschlaufe ruht, mit O,
und ihre Koordinaten mit x’. Dann gilt

x ' =x —vot. (3.4.4)

Betrachte nun eine Ladung e, die sich mit der Geschwindigkeit v im Laborsystem be-
wegt. Im Laborsystem erfahrt sie die Kraft

1
F:e<E—|—Ev/\B). (3.4.5)

Da sich O" mit gleichférmiger Geschwindigkeit relativ zu O bewegt, erfahrt die Ladung
dieselbe Kraft F/ = F im Bezugssystem O’. In O’ ist jedoch seine Geschwindigkeit nicht
v, sondern

vVi=v-—vp. (3.4.6)

Wegen des klassischen Aquivalenzprinzip (d.h. des Prinzips, dass alle physikalischen
Gesetze in beliebigen Inertialsystemen gleich lauten — wir behandeln hier ¢ als einen
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‘Parameter’, der in allen Inertialsystemen gleich ist; unser Argument vermischt daher
Elemente des klassischen Aquivalenzprinzips unter Galilei-Transformationen mit der
Universalitatsannahme der Lichtgeschwindigkeit, die, wie wir spéater sehen werden, fiir
die spezielle Relativitdtstheorie eine zentrale Rolle spielt), muss die Kraft F’ dieselbe
Gleichung wie (3.4.5) erfiillen, d.h.

1 1 1
F/:6<E/—|——V//\B/):6<E/——V0/\B/—|——V/\B/>. (3.4.7)
c c c
Durch Vergleich mit (3.4.5) gilt daher, dass
B'(x') = B(x)
1
E'(x) = Ex)+ ~Vo AB(x). (3.4.8)
Die elektromotorische Kraft, die auf die Ladungen in 05 wirkt, ist daher also
E’-dl’:/ <E+1v0AB) . (3.4.9)
s S c

Mit Hilfe des Stokes’schen Theorems konnen wir die rechte Seite als Flachenintegral
schreiben:
1
Bodl= = [ ot (E+—VOAB> dS
as S c
1
-/ (divao— E(V(yV)B) .dS
S
1
- ——/ (vo-V)B - dS (3.4.10)
S

c

wobei wir ausgenutzt haben, dass im Laborsystem E und B zeitunabhangig sind und
daher die statische Feldgleichungen rotE = 0 und divB = 0 gelten.
Das Magnetfeld B’, das im Bezugssystem O’ wirkt, ist zeitabhéngig, da

B'(x',t) = B(x) = B(x' + vqt). (3.4.11)
Insbesondere gilt daher in O’

oB’
5 = Vo VB. (3.4.12)

Einsetzen in (3.4.10) ergibt daher, dass

1 B’ 1d
Boar—-t [B gL —/B’-dS’. (3.4.13)
a5 cJs Ot cdtl/s

Dies bedeutet, dass die Konstante k& = 1 /c sein muss. Da diese Identitdt fiir beliebige
Leiterschlaufen (und in beliebigen Inertialsystemen) gelten muss, kénnen wir sie auch
in infinitesimaler Form (ohne Striche) schreiben

10B
tE4+ —=0. 3.4.14
rot E + - ( )

Diese Relation verkniipft erstmals das elektrische und das magnetische Feld! Sie ist die
Verallgemeinerung der statischen Gleichung rotE = 0 fiir zeitabhéngige Prozesse.
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3.5 Der Maxwell’sche Verschiebungsstrom

Die Vollendung der Elektrodynamik ist das Werk Maxwell’s (‘Treatise on Electricity
and Magnetism’, 1873). Maxwell erkannte, dass das Ampere’schen Gesetz im allgemein
zeitabhangigen Fall mit der Kontinuitatsgleichung unvertraglich ist: die Divergenz von
(3.2.11) fiihrt ndmlich zu

Ark Ak O
diviotB = 0= ——divj= —— 2 (3.5.1)
c c Ot
Um diese Inkonsistenz zu beheben, postulierte er, dass (3.2.11) im allgemein zeitabhéngi-
gen Fall durch Erginzung des Mazwell’schen Verschiebungsstromes modifiziert werden
muss:

A k 1 0E
tB=—+3j+ - —. 3.5.2
o c ! * c Ot ( )
Dann gilt namlich statt
divrotB=0= —4:kdivj + %% divE = —47;k <divj + %) (3.5.3)

was dann einfach die Kontinuitatsgleichung ist. Hier haben wir das Coulomb Gesetz
div E = 47 kp benutzt.

3.6 Die Maxwell Gleichungen und ihre Konsequenzen

Wir kénnen nun die (endgiiltigen) Feldgleichungen der Elektrodynamik wie folgt zusam-
menfassen: zwei der Feldgleichungen sind homogen

divB = 0 (3.6.1)
16B
tE+-— = 6.2
ot B+ - 0, (3.6.2)

d.h. sie hangen nicht von ausseren Ladungs- oder Stromdichten ab. Die anderen beiden
Feldgleichungen sind hingegen inhomogen

divE = 4dnkp (3.6.3)

10E ATk
tB—— = —j. 6.4
1o Y . (3.6.4)

Wegen der obigen Rechnung implizieren diese Gleichungen bereits die Kontinuitatsglei-
chung (3.2.6).

Weiterhin ist die elektromagnetischen Kraft (Lorentz Kraft), die auf eine Probela-
dung g wirkt,

1
F:q<E+Ev/\B>. (3.6.5)
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Im Fall einer kontinuierlichen Ladungs- und Stromdichte ist die Kraftdichte f entspre-
chend

1
f=pE+-jAB. (3.6.6)
C

Dies sind die Grundgleichungen der Elektrodynamik.

Die Maxwell Gleichungen haben tiefgreifende Konsequenzen fiir die ganze Physik,
die wir im Weiteren dieser Vorlesung im Detail besprechen wollen. An dieser Stelle ist es
aber vielleicht niitzlich, manche dieser Konsequenzen schon einmal grob zu skizzieren.

3.6.1 Das freie elektromagnetische Feld

Die Maxwell Gleichungen beschreiben ein neues physikalisches System, némlich das
freie elektromagnetische Feld (Licht). Seine Bewegungsgleichungen sind die Maxwell
Gleichungen im leeren Raum, d.h. mit p =0 und j = 0:

1 0E 1 0B

S tB S otE 6.
- rot B, - rot E, (3.6.7)

mit den Nebenbedingungen
divE=divB =0, (3.6.8)

die mit (3.6.7) vertraglich sind. Mit der Identitdt rotrotE = graddivE — AE (und
entsprechend fiir B) folgt daraus die Wellengleichung

OE=0B=0, (3.6.9)

wobei O der d’Alembert Operator ist

O0=———A. (3.6.10)

Dabei entpuppt sich ¢ als die Ausbreitungsgeschwindigkeit dieser Welle, d.h. als die
Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes. Elektromagnetische Wellen werden im Detail
im nachsten Kapitel besprochen werden.

3.6.2 Spezielle Relativitatstheorie

Da die elektromagnetischen Wellen eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit besitzen,
gibt es keine instantane Fernwirkung zwischen zwei geladenen Teilchen im Abstand
r. Vielmehr ist die Wirkung gegeniiber der Ursache um die Laufzeit des Lichtes r/c
verzogert. Die Moglichkeit eines kausalen Zusammenhangs zwischen zwei Ereignissen
hangt nun von Ort und Zeit ab; dies fithrt auf die Raum-Zeit-Struktur der speziellen
Relativitéatstheorie (die spater im Detail diskutiert werden wird) und dabei auch zu einer
neuen Mechanik!
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3.6.3 Erhaltungsgrossen

Da Energie, Impuls und Drehimpuls durch das Feld nicht instantan iibertragen werden,
konnen die Erhaltungssatze dieser Grossen nur dann gelten, wenn dem Feld selbst Er-
haltungsgrossen zugeordnet werden konnen. Wir illustrieren dies hier am Beispiel der
Energie: wegen der Identitét (siehe Appendix)

div(EAB)=B-rotE—-E-rotB (3.6.11)

und den Maxwell Gleichungen folgt

10B 1 OE
ivc(EAB) = ¢cB-|——— | —cE-- (4
dive(E A B) c < c@t) c C(ij 815)

= —12(E2+B2)—4mE . (3.6.12)

20t o

Wenn wir diese Gleichung iiber den gesamten Raum integrieren, erhalten wir also

d ! (E? + B?) d*x = — (EAB) - dS — /d3xE j (3.6.13)

dt Jv 8tk oV 47rk‘ ’ o

wobei wir das Divergenz Theorem benutzt haben. Der letzte Term ist die im Gebiet V'
pro Zeiteinheit auf die Ladungstriger iibertragene Energie, denn fiir eine Punktladung
ist die Leistung der Lorentzkraft (3.6.5)

1
v~<qE+Ev/\B):qv-E. (3.6.14)
Definieren wir ]
2 2
u=o (E* + B?) (3.6.15)

als die Energiedichte des Feldes, sowie

S = 47Tk (EAB) (3.6.16)

als Energiestromdichte des Feldes (Poynting Vektor), dann besagt (3.6.13), dass sich die
Feldenergie im Gebiet V nur andern kann, indem entweder Energie durch die Oberflache
0V stromt oder auf Ladungen in V iibertragen wird. Die Gesamtenergie von Feld und
Materie bleibt daher erhalten.

3.6.4 Elektromagnetische Potentiale

Da die homogene Maxwell Gleichung (3.6.2) impliziert, dass div B = 0, kann man (lokal)
das Magnetfeld B immer durch ein Vektorpotential A als

B =rot A (3.6.17)

ausdriicken. Die homogene Maxwell Gleichung (3.6.2) ist dann automatisch erfiillt.
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In der Elektrostatik hatten wir entsprechend E = —grad ® geschrieben; dies loste dann
automatisch die elektrostatische Gleichung rot E = 0. Das Faraday’sche Induktionsge-
setz modifiziert jedoch nun diese Gleichung; die zweite homogene Maxwell Gleichung
(3.6.1) ist namlich jetzt

10B 10A
IOtE—an—O—I‘Ot (E—FEE) . (3618)

Im Allgemeinen ist daher nun E + %% der Gradient eines skalaren Feldes, und das

Potential ® ist nun dadurch charakterisiert, dass
E=—grad®— ——. (3.6.19)

c
Wenn wir E und B auf diese Weise durch ® und A ausdriicken, sind beide homogene

Maxwell Gleichungen automatisch gelost.
Die inhomogene Maxwell Gleichung (3.6.3) lautet dann

10(divA)
was man als 15 /10%
schreiben kann. Die andere inhomogene Maxwell Gleichung (3.6.4) wird andererseits
109 Atk
DA+V<—a—+divA> =T, (3.6.22)
c Ot c

Die Eichpotentiale sind dabei bis auf die Eichtransformationen

drsd—-—, A A+VA (3.6.23)

bestimmt, wobei A ein beliebiges skalares Feld ist. Man kann diese Eichfreiheit dazu
benutzen, die obigen Gleichungen zu vereinfachen. Wie wir schon zuvor (in Kapitel 3.2)
besprochen haben, kann man die sogenannte Coulomb Eichung div A = 0 wahlen; die
inhomogenen Maxwell Gleichungen sind dann

100 4
AP =—-Arkp, OA +V <_0_> = ij. (3.6.24)
c ot c

Diese Eichung legt die Eichfreiheit (3.6.23) bis auf Funktionen A fest fiir die
AA=0. (3.6.25)

[Siehe die Diskussion am Ende von 3.2.]
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Eine andere interessante Eichung ist die sogenannte Lorentz Eichung, fiir die die
Vektorpotentiale so gewahlt werden, dass

109

-—— +divA =0. 3.6.26

c ot v ( )
Diese Eichung kann immer gewahlt werden: seien ® und A Vektorpotentiale, die die
elektromagnetischen Felder E und B wie oben bestimmen, dann erfiillen die vermit-
tels der Eichtransformation A transformierten Felder (3.6.26) vorausgesetzt, dass A die
inhomogene Wellengleichung

109 .
l16st. Diese Eichtransformation legt daher A bis auf eine Losung der homogenen Wellen-
gleichung OA = 0 fest. In der Lorentz Eichung nehmen die inhomogenen Maxwell

Gleichungen die einfache Form

A k
= —]
c

O0®=drkp, OA (3.6.28)

arll.
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4 Elektromagnetische Wellen

In diesem Kapitel wollen wir Losungen der Maxwell Gleichung konstruieren. Zunachst
betrachten wir den Fall der elektrischen und magnetischen Felder im Vakuum.

4.1 Das freie Feld

Im Vakuum sind keine externen Ladungen oder Strome vorhanden, und daher gilt p = 0
und j = 0. Die Maxwell Gleichungen fiir E und B sind daher

10E 10B
SO otB 98 otE 41.1
cor rovb. gy = otk (4.1.1)

mit den Nebenbedingungen
divE =divB =0. (4.1.2)

Wie wir schon oben gesehen haben implizieren diese Feldgleichungen, dass E und B die
Wellengleichung erfiillen miissen,

ODE=0, 0OB=0. (4.1.3)
Die einfachste Losung der ersten Gleichung ist eine ebene Welle
E(x,t) =f(e-x—ct), (4.1.4)

wobei e ein konstanter Einheitsvektor, |e|] = 1, und f(s) eine Vektorfunktion einer
Variablen ist. Die Nebenbedingung (4.1.2) impliziert dann, dass

df (s)

0O=e-
eds

=e-f. (4.1.5)

Eine einfache Losung dieser Gleichung besteht darin, dass
e-f(s)=0  Vs. (4.1.6)

Wegen der zweiten Gleichung von (4.1.1) legt diese Losung fir E das Magnetfeld B bis
auf ein in t konstantes Feld eindeutig fest

108

— — / . —
- enf'(e-x—ct). (4.1.7)

Die allgemeine Losung fiir B ist daher also
B(x,t) = By(x) + e Af(e-x —ct). (4.1.8)

Wegen der ersten Gleichung von (4.1.1) folgt dann, dass rot By = 0, und (4.1.2) im-
pliziert, dass divBy = 0. Das Feld B, beschreibt daher ein externes Magnetfeld, das
wir zu Null setzen konnen.
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Die elektromagnetischen Felder sind also einfach

E = f(e-x—ct)
B = enf(e-x—ct)=eANE. (4.1.9)

Wegen (4.1.6) ist das elektrische Feld E an jedem Punkt senkrecht zur Ausbreitungs-
geschwindigkeit e, und das gleiche gilt natiirlich auch fiir B. Jede zu e transversale
Funktion f definiert daher eine ebene Welle, in der stets |E| = |B| und fiir die die drei
Vektoren e, E und B ein rechtshandiges Orthogonalsystem definieren. Der Poynting
Vektor (den wir schon in Kapitel 3.7.3 kurz eingefithrt hatten) ist daher

c

4rk

C

S —
4rk

_ — % EPe=_ B2
(EAB) =1 (EA(eAE) = ——|Efe= B[’ (4.1.10)

4.1.1 Monochromatische Felder

Eine besonders einfache Losung ist das monochromatische Feld, bei dem man f einfach
als
f(s) = Ege'™ (4.1.11)

wahlt. Dann wird

E(X,t) — Eoei(kx—wt)
B(x,t) = eAE(x1), (4.1.12)

wobei w die Frequenz, und der Wellenvektor k proportional zu der Ausbreitungsrichtung
k = *e ist. Hier ist Eq ein komplexer Vektor

Ey=E; +E,, E; sind reell (4.1.13)
der beliebig im 2-dimensionalen komplexen Raum
et ={Eyc C’:Ey-e=0} (4.1.14)

gewahlt werden kann. Das Arbeiten mit komplexen Feldern ist vielleicht ein wenig un-
vertraut: da die linearen Feldgleichungen jedoch reelle Koeffizienten haben, definieren
Real- und Imaginarteil einer komplexen Losung immer zwei reelle Losungen. Die kom-
plexe Schreibweise ist daher einfach eine kompakte Methode, zwei (reelle) Losungen
‘gleichzeitig’ zu beschreiben. Im folgenden fassen wir den Realteil eines komplexen
Feldes immer als das ‘physikalische’ Feld auf.

Die Polarisation der Welle wird durch die Bahn des Vektors E(x,t) in einem festen
Raumpunkt (zum Beispiel bei x = 0) beschrieben:

ReE(0,t) = Re[(Eq + iE2) (coswt — isinwt)| = Eq coswt + Egsinwt . (4.1.15)

Fiir allgemeines E; beschreibt dies eine Ellipse. Spezialfille sind die (i) lineare Polarisa-
tion, fiir die E; || Eq; und die (ii) zirkulare Polarisation, fir die E; und Ey zwei senkrecht
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aufeinander stehende Vektoren gleicher Linge sind — dann ist die obige Kurve gerade
ein Kreis. In diesem Fall gibt es die beiden Mé6glichkeiten

E2 =te A El s (4]_]_6)

die gerade eine links- oder rechtszirkulierender Polarisation (betrachtet in Fortpflan-
zungsrichtung) beschreiben.

Jede monochromatische Welle kann als Superposition zweier ausgewahlter Polarisa-
tionsfille dargestellt werden. Dazu wihlen wir eine orthonormierte Basis €;, €, in et

wobei das Skalarprodukt zweier Vektoren durch
(E,F) =E-F = (E; —iEy) - (F, +iF,) (4.1.17)
definiert ist. Dann kénnen wir jeden Vektor Ey € e® durch ¢; ausdriicken, wobei
Eo=a16+ e, a; = (€, Eq) . (4.1.18)

Es gibt (mindestens) zwei natiirliche Wahlen fiir die Basisvektoren ¢;:

Zerlegung nach linear polarisierten Wellen: Sei e, e; und e3 = e eine reelle
orthonormierte positiv orientierte Basis in IR®. [Durch die Vorgabe von e; = e ist diese
Basis bis auf Rotationen um die e3 Achse eindeutig festgelegt.] Wir wihlen nun

€ =€, € = €y. (4]_]_9)

Nach Konstruktion ist das eine zulassige Basiswahl, d.h. €; sind orthonormiert beziiglich
des obigen Skalarproduktes. Da weiterhin die €; nur einen Realteil besitzen, beschreiben
sie zwei zueinander senkrecht linear polarisierte Wellen.

Zerlegung nach zirkular polarisierten Wellen: In der selben Basis wie im obigen
Fall wahlen wir nun

1 .
€L = ﬁ (el + Zeg) . (4120)

Wiederum ist klar, dass €4 beziiglich des obigen Skalarproduktes orthonormal sind.
Nun beschreiben sie eine rechts- (€;) und eine links-zirkular (e_) polarisierte Welle. Im
Gegensatz zu der ersten Wahl ist diese Zerlegung eindeutig, da unter einer Drehung um

die e Achse (um den Winkel ¢)
€ T . (4.1.21)

Die Beschreibung der Wellen durch komplexe Losungen vereinfacht typischerweise
die Berechnung der Groéssen, in die die Feldstarken linear eingehen. Wenn man je-
doch zum Beispiel die Energiestromdichte (4.1.10) bestimmen will (die quadratisch in
den Feldstérken ist), muss man zunéchst wieder zu den reellen Felder tibergehen. Fiir
die freie Welle, die durch (4.1.12) mit (4.1.15) gegeben ist, ist der Betrag der Energie-
stromdichte im Punkt x = 0 dann

c

S p—
S| 4rk

(Ef cos’ wt + Ejsin® wt + E; - Egsin 2wt) , (4.1.22)

57



wobei wir die Additionsformel von trigonometrischen Funktionen
2 coswt sinwt = sin 2wt (4.1.23)

benutzt haben. Die Intensitdt I der Welle ist als das Zeitmittel von [S(t)| definiert.
Man findet dann . c

I=— (E}+E})=—(EE). 4.1.24

o (Bl +E)) = — (EE) (4.1.24)

Damit erhalt das obige Skalarprodukt eine physikalische Bedeutung. Bei jeder Zerlegung
in eine orthonormierte Polarisationsbasis (4.1.18) addieren sich die Intensitéten,

I = o |+ Jaa]?) (4.1.25)

C
s
4.2 Dynamik des freien Feldes

Nun wollen wir die Dynamik des freien Feldes analysieren: seien die elektro-magneti-
schen Felder im Vakuum E(x,t) und B(x,t) zur Zeit ¢ = 0 bekannt. Wir wollen dann
E(x,t) und B(x,t) fiir ¢ > 0 bestimmen.

Wie wir oben gesehen haben, erfiillen diese Felder im Vakuum die Wellengleichung
(4.1.3). Da die Felder weiterhin die Maxwell Gleichungen (4.1.1) erfiillen miissen, legt
die Vorgabe von E(x,0) und B(x, 0) bereits die Zeitableitungen dieser Felder bei ¢ = 0
fest. Unser Problem besteht also darin, die Losung der Wellengleichung

OE=0B=0 (4.2.1)

zu finden, wobei E und O,E, bzw. B und 0;B bei t = 0 gegeben sind. In diesen
Gleichungen sind die verschiedenen Komponenten der Felder voneinander unabhangig
(abgesehen von der Nebenbedingung, dass die Felder divergenzfrei sein miissen); wir
konnen uns daher zunéachst auf das entsprechende skalare Problem beschréanken. Sei
also u(x,t) eine skalare Funktion, die die Wellengleichung

Ou=0 (4.2.2)

erfilllt und zusammen mit ihrer Zeitableitung bei t = 0 gegeben ist. Wir wollen die
Funktion u(x, t) fir ¢ > 0 bestimmen. Ausgangspunkt unserer Losung ist die allgemeine
kugelsymmetrische Lésung von (4.2.2), fiir die wir den Ansatz

M&w:%fmw, r = x| (4.2.3)

machen. Der Laplace Operator in Kugelkoordinaten wurde bereits in Kapitel 2.8.2
angegeben, und wir finden daher einfach

Au(x,t) = 182—f . (4.2.4)

r Or?
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Die Funktion u(x,t) erfiillt also die Wellengleichung, falls

1 0%f O*f
—_ZJ _ 2L . 4.2.
¢ o2 0Or? 0 (425)
Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist
flrt)y=g(ct —r)+ h(ct+71), (4.2.6)

wobei g und h beliebige Funktionen sind. Da die Funktion u bei » = 0 nicht divergieren
soll, kommen fiir uns jedoch nur Losungen in Betracht, fir die f(0,¢) =0, d.h. g = —h.
Damit wird also die allgemein kugelsymmetrische Losung der Wellengleichung

1
u(x,t) = . [g(ct —7r)—g(ct+ r)} : (4.2.7)
Um die Losung zu beliebigen Anfangsdaten zu finden, ist es wiederum niitzlich Dis-
tributionslésungen zu konstruieren, die besonders einfache Anfangsdaten haben. Wir

definieren also 1

D(x.t) = — [0(ct =) = d(ct +1)] . (4.2.8)
Diese Losung hat die Anfangsdaten
10D(x,0) 3) 1 9*°D(x,0)
D0 =0, T 0, R g (42.9)

Zum Beweis fasse man D(x,t) als eine Distribution in x bei festem ¢ auf. Fiir jede
Testfunktion f(x) ist dann

D(f.0) =[x f)Doct) = o [ f6) > (8t = 1) o(ct +7))
_ % [ e [ argre)r (@et —r) = o(et +1)
_ %/ﬂd%f(dﬂe), (4.2.10)
wobei € die Einheitskugel im IR? ist, d.h.
Q={ecR®:|e|]=1}. (4.2.11)

Es ist daher klar, dass D(f,t) eine ungerade Funktion in ¢ ist, also

d*D
Weiterhin ist 1dD .
S (10 = o | de £(0) = £(0). (4.2.13)
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Dies beweist (4.2.9).
Mit Hilfe dieser Distributionslosung lasst sich nun das Anfangswertproblem fir u
generell 16sen. Die Losung ist einfach durch

uxt) = [ @ E%—f(x v, uly,0)+ D(x —y.1) %%(y, 0) (4.2.14)
gegeben. Die rechte Seite ist eine Losung der Wellengleichung Ou = 0, da O D = 0 und
00D /ot = 0. Fiir t = 0 tragt wegen (4.2.9) nur der erste Term bei, und wir erhalten in
der Tat u(x,0). Umgekehrt tragt zu der Zeitableitung bei ¢ = 0 wegen (4.2.9) nur der
zweite Term bei und produziert wie gewiinscht dyu(x, 0).

Diese Form der Losung bringt die Ausbreitungscharakteristik des freien Feldes klar
zum Ausdruck: der Tréger der Distributionslésung D(x, t) ist der Lichtkegel

At —x*=0. (4.2.15)

Insbesondere héngt fiir gegebenes (x,t) die Funktion u(x,¢) nur von den Anfangswerten
in den Punkten y bei ¢t = 0 ab, fiir die

Ix —y| = c|t|. (4.2.16)

Falls zum Beispiel die Anfangswerte einen kompakten Trager haben, so ist die Wellenaus-
breitung auf das schraffierte Raum-Zeit Gebiet beschrinkt Dies illustriert die Aussage,

dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes gerade c ist!

Die Eindeutigkeit der Losung ergibt sich aus dem Energiesatz (3.6.13): die Differenz
zweier Losungen zu denselben Anfangswerten ist eine Losung zu verschwindenden An-
fangswerten. Ihre Energie

87%{ /d3x (EQ(X, 0) + B*(x, 0)) =0 (4.2.17)
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verschwindet daher fir ¢ = 0. Wegen des Energiesatzes (unter Annahme, dass der
Beitrag der Energiestromdichte bei Unendlich ignoriert werden kann, d.h. dass E und
B hinreichend schnell abfallen) muss das dann fiir alle ¢ gelten. Dies impliziert daher,
dass E(x,t) = 0 = B(x,t) fur alle t.

4.3 Das Feld einer Ladungs- und Stromverteilung

Nun wollen wir den allgemeineren Fall behandeln, bei denen die Felder nicht im Vakuum
propagieren. Wir wollen also die spezielle Losung der Maxwell Gleichungen zu vorgege-
benen Ladungs- p(x,t) und Stromverteilung j(x,¢) konstruieren. Es ist einfacher, diese
Losung nicht direkt fiir die elektromagnetischen Felder E und B zu suchen, sondern
zunéchst fiir die zugehorigen Potentiale @ und A. In der Lorentz Eichung (die wir im
weiteren benutzen werden) lauten die Feldgleichungen fiir die Potentiale

Ob=4rkp, OA=——j. (4.3.1)
c
Fir das Folgende ist es bequem die Raum-Zeit Koordinaten
r=(2° 2!, 2% 2%) = (ct,x) (4.3.2)

einzufithren. Oft werden wir statt = auch z* schreiben, wobei = 0, 1, 2, 3. Andererseits
meint 2°, i = 1,2, 3 nur den raumlichen Anteil des 4-er Vektors z.
Der auslaufende Teil der freien Kugelwelle, die wir im vorigen Kapitel konstruiert

haben ist
Dis(@) = ——6(z° — 1), r=|x|. (4.3.3)
4 r
Sie definiert eine Greensche Funktion des d’Alembert Operators, d.h. eine Losung der
Gleichung

0 Dyer = 6W (). (4.3.4)

D, hat als Trager den Vorwérts-Lichtkegel (den Lichtkegel (4.2.15) mit ¢ > 0), und
entspricht einer bei x = 0 ausgelosten Kugelwelle.
Um (4.3.4) zu beweisen, muss man zeigen, dass fiir jede Testfunktion f(z) auf IR*

f(O):DDret(.f) = [( 82 _A> Dret‘| (f)

02

82
(5 -2)]
2
— /d4x Dyet() (% — A) f

= i/_o:odxo/d?’xé(xo—r)l <a—2—A>f, (4.3.5)

o 2
r \ 0xY

61



wobei wir benutzt haben, dass Ableitungen auf Distributionen vermittels (2.1.9) defi-

niert werden, d.h.
0 8

Fir das drei-dimensionale raumliche Integral benutzen wir wiederum Kugelkoordinaten;
dann tragt der letzte Term gerade

/d?’xé(:co—r)%Af(xo,x) = [Tars _”%d%/m Px Af (a0, %)
= /0 dré(z° —r) rdr /d2 f(xo re)
00 1d
= /0 dr §(z° —r);%r dr/gd2ef(x0,re)
0 d2
_ /0 dr (2" — 7) Wr/gd%f(xo,re), (4.3.7)

bei, wobei wir in der zweiten Zeile das Divergenz Theorem angewendet haben. [ ist
hier wiederum die Einheitskugel.] Damit wird dann (4.3.5)

(O D) (f) = /_O:Odaro /Ooodré(xo—r) la—2— 2] /d2efx re)

0% O

00 oo 82 82
_ 0 0 _ v o 0
= /_OO dx /0 dr(z” —r) [8:602 67’2] g(z°, 1)
= /0 dr [9711(7’, 7“) - 9,22(7’7 7“)]

_ /0 - drd% [g.1(r,7) — ga(r, )] | (4.3.8)

wobei die Indizes 1, 2 nach dem Komma die partiellen Ableitungen von g nach der ersten
und zweiten Variable bezeichnen, und

g(2°,7) /d2ef 2%, re). (4.3.9)

Das letzte Integral in (4.3.8) kénnen wir nun direkt ausrechnen. Da die Testfunktion f
fiir grosses 2, r hinreichend schnell abfillt, verschwindet der Beitrag von r = oo; damit
erhalten wir

(@ Dret)(f) = 9.2(0,0) = 9.1(0,0) = (0), (4.3.10)
wobei nur der erste Term beitragt, bei dem die Ableitung nach r auf den r-Vorfaktor
von g wirkt. Dies beweist damit unsere Behauptung.

4.3.1 Die retardierten und avancierten Potentiale

Mit der Green’schen Funktion D, lassen sich die inhomogenen Wellengleichungen
(4.3.1) nun sofort 16sen:

0(x) = d4rk [ d'yDole —y) ply).
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A(z) = Amk /d Y Dret(z —y)i(y).

Wegen der Kontinuitatsgleichung (3.2.6) erfiillen diese Potentiale die Lorentz Eichbe-
dingung (3.6.26):

100 47rk .
— o HdivA = /d4[ m@—yM@W+V«Dm@—ﬂM@ﬂ

= Ly [e DDt ) o) + %y Dt 50
— Ak /d YDrer(T —y) [C %p(y) + Vy J(y)l =0, (4.3.11)

wobei wir in der letzten Zeile das Divergenz Theorem angewendet haben. [Dabei haben
wir den Randterm ignoriert, da die Ladungsdichte und die Stromdichte bei Unendlich
verschwinden.] Nach Integration der delta-Funktion lauten diese Potentiale explizit

Ix—yl
O(z) = pﬂﬁ k ﬂc) (4.3.12)
N ICATE=Y

Alzr) = %/dy (4.3.13)

x -yl
Diese Potentiale nennt man retardierte Potentiale. Der Unterschied zu den statischen
Formeln (2.6.1) und (3.2.7) fiir ® und A besteht in der Retardierung: eine Anderung
von p und j an der Stelle y wirkt sich erst nach der Zeit |x — y|/c auf das Feld an der
Stelle x aus.

Der einlaufende Teil der freien Kugelwelle (4.2.8)

1

Dy(z) = . 5z + 1), (4.3.14)
ist ebenfalls eine Green’sche Funktion des d’Alembert Operators; die entsprechenden
Potentiale werden avancierte Potentiale genannt, und definieren natiirlich auch eine
Losung zu (4.3.1). Die retardierten (bzw. avancierten) Potentiale liegen in der kausalen
Zukunft (bzw. Vergangenheit) der Quellen (p,j). Also bringen erstere die Einsicht zum
Ausdruck, dass die Quellen die Ursachen der Felder sind. Diese Kausalitdtsforderung
ist mit den Maxwell Gleichungen vereinbar, aber sie ist keine Folgerung derselben, da
die Maxwell Gleichungen keine Zeitrichtung auszeichnen.

4.4 Ausstrahlung

Als ein Beispiel, betrachte eine Ladungs- und Stromverteilung im Gebiet |y| < d. Im
statischen Fall fallen die Felder E bzw. B fiir r — oo mindestens wie r=2 bzw. r=3 ab.
Wie wir jetzt erklaren wollen bewirkt die Retardierung im zeitabhangigen Fall, dass E
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und B nur wie 7~! abfallen. Damit wird der Energiefluss in ein festes Raumwinkelele-
ment konstant (Ausstrahlung).
Um die Felder in Ordnung r~

|Xiy‘ _ % [1 L0 <§>] | (4.4.1)

wobei r = |x|. In fithrender Ordnung werden dann die elektromagnetischen Potentiale

1 zu berechnen, entwickeln wir zunéchst

einfach
O(z) = ﬁ/@%w<%t—k_y0
r 1
Ar) = L /d3yj <y,t— |X_Y|> (4.4.2)
cr c
sofern
r>d. (4.4.3)

Um daraus die Felder zu bestimmen miissen wir den Differentialoperator V auf diese
Potentiale anwenden. Dabei gibt es zwei Terme: falls der Differentialoperator auf p oder
j wirkt, dann ist der resultierende Term proportional zu

x—yldp = edp

Tx_ylcot S oot (4.4.4)

und entsprechend fiir A, wobei e der Einheitsvektor ist, der in die Richtung von x zeigt.
Der zweite Term kommt daher, dass der Differentialoperator auf r—! wirkt: dann ist der
resultierende Term proportional zu

x
= (4.4.5)

Der erste Betrag iiberwiegt falls
% >t (4.4.6)

wobel w eine typische inverse Zeit ist, iiber welche p (oder entsprechend j) eine relative
Anderung der Ordnung 1 erfahren. Falls die Zeitabhingigkeit der Quelle durch eine
harmonische Schwingung bestimmt ist (d.h. falls sie proportional zu exp(—iwt) ist),
bedeutet dies einfach, dass

r> A, (4.4.7)

wobei A = 27c/w die Lichtwellenlinge zur Frequenz w ist. Unter diesen beiden Bedin-
gungen (d.h. falls (4.4.3) und (4.4.7) erfiillt sind), ist also

10A
B ot A — —en LOA 448
1o en——r, ( )
und unter Benutzung von (3.6.19)
100 10A
E=e——-——. 4.4.9
CCor T cot ( )
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Da wir die Lorentz Eichung angenommen haben, ist der erste Term gerade —ediv A,
was nach der obigen Analyse (in fithrender Ordnung) gerade mit

1 0A
—edivA = - — 4.4.10
ediv ~e <e 5 ) ( )
ubereinstimmt. Daher konnen wir also E als
1 8A 1 8A 10A

schreiben. In Ordnung 7! sind also E und B vollstindig durch die Zeitabhingigkeit
der Transversalkomponenten von A (d.h. der Komponenten orthogonal zu e) bestimmt.
Weiterhin verhalten sich E; B und e wie in einer ebenen Welle mit Fortpflanzungsrich-
tung e. Das durch (4.4.3) und (4.4.7) charakterisierte Gebiet heisst deshalb Wellenzone.
Insbesondere ist dort die Energiestromdichte S (der Poynting Vektor) radial nach aussen
gerichtet,

S:HE%—ﬁBze. (4.4.12)

Wir betrachten nun weiter den Fall, wo die relative Anderung von j in der Zeit d/c
klein ist, d.h. fiir den
d<< . (4.4.13)

Diese Situation tritt insbesondere in der Kernphysik auf. Mit
d2
\x—y\:r—e-y+(’)<—> (4.4.14)
r
gilt fir das Vektorpotential (4.4.2)

A(x,t):f—r/d?’yj [y,t—f+7+0<d2>] . (4.4.15)

rc

Unter der Annahme (4.4.13) kénnen wir dann den letzten Term ignorieren, da die relative
Anderung von j in der Zeit O(d?/rc) von der Ordnung

d? d? 2 d?
o= « (4.4.16)
re re A rA

ist. [Zusétzlich zu (4.4.13) gilt natiirlich weiterhin (4.4.3).] Wir kénnen dann die
Stromverteilung j in einer Taylor Reihe entwickeln

. r o e- . 1 0j T
J<y,t———|——y>=J<y,t——>+ey J( t——)+---. (4.4.17)
c c ot c
Die einzelnen Beitrage dieser Entwicklung konnen nun separat diskutiert werden.
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4.4.1 Elektrische Dipolstrahlung
Der Beitrag des ersten Terms in (4.4.17) zu A ist

Ax 1) = & /d3yj (y,t - f) _k, (t - f) , (4.4.18)
cr c cr c
wobei p das elektrische Dipolmoment (2.8.8)
p@%:/f%prJ) (4.4.19)

ist. Um (4.4.18) zu beweisen, beobachtet man, dass fiir jeden konstanten Vektor n

cr

?ILA = /d3yn-j(y,t—r/c)
= [dy (- V)m-y)
=~ [dy (n-y)div]
— n. / &y y oy, 1) (4.4.20)

gilt, wobei wir in der dritten Zeile das Divergenz Theorem und in der letzten Zeile die
Kontinuitédtsgleichung (3.2.6) angewendet haben. Da diese Gleichung fiir beliebiges n
gilt, gilt sie daher als Vektorgleichung und (4.4.18) folgt.

Die zugehorigen Felder (in Ordnung r—!) sind dann

sowie

B=eA\E, (4.4.22)

wobei p = P(t — r/c) zur retardierten Zeit zu nehmen ist. Da in E nur die zu e
orthogonale Komponente von p beitragt, ist der Betrag von E gerade zu

k
|E(x,t)| = — [P sind, (4.4.23)
rc
wobei 6 der Winkel zwischen x und p ist. Daher ist also die Energiestromdichte

k
=153 p? sin’fe. (4.4.24)

Die total abgestrahlte Leistung (wegen (3.6.13) ist das einfach das Oberflachenintegral
der Energiestromdichte iiber eine beliebig grosse Kugel) betriagt daher

k

47 3

2 k
p? /dQ sin? = = = . (4.4.25)

I =
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4.4.2 Magnetische Dipolstrahlung

Den zweiten Term in (4.4.17) zerlegen wir geméss

(e ¥)i=—geAly )+ le-y)i+(e-i)yl. (1..26)

Der Beitrag des ersten Teils von (4.4.26) zu A ist

k
A(x,t) = —— e A <t - f) , (4.4.27)
cr c
wobei )
m(t) = o [dy y Ajly. 1) (4.4.28)
c
das magnetische Dipolmoment ist. Die entsprechenden Felder sind dann
B b e/ (e Am) k E eNB (4.4.29)
= — m)=——m = — 4.
rc? re2 ’

wobei wir wiederum (4.4.4) benutzt haben. Die Felder sind daher v6llig zur elektrischen
Dipolstrahlung analog, d.h. sie gehen aus den Formeln des vorigen Abschnitts unter der
Ersetzung (E, B, p) — (B, —E, m) hervor. Insbesondere ist daher die Ausstrahlung (bei
gleichen Dipolmomenten) dieselbe.

4.4.3 Elektrische Quadrupolstrahlung

Im zweiten Term in (4.4.26) schreiben wir

n-fle-y)j+(e-jyl=0G"Vy)(le-y)n-y), (4.4.30)

wobei n wiederum ein konstanter Vektor ist. Somit tragt dieser Term zu A gerade

Taoa = [ay <%V> (e-y)n-y)

0
. - 3 . . . . .
= /dy(e y)(n-y).divj
02

= @/d‘"’y (e y)(n-y)p(y,t) (4.4.31)

wobei wir in der zweiten Zeile das Divergenz Theorem und in der letzten wiederum
die Kontinuitdtsgleichung (3.2.6) benutzt haben. Da n wiederum beliebig ist, ist das
Vektorpotential daher also

k. r
A=—T(t—- 4.4.32
6c2r ( c) © (4.4.32)

wobei die Komponenten des Tensors T(t) durch
Tij(t) = 3 / &’y yiy; p(y, t) (4.4.33)
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gegeben sind. Dieser Tensor unterscheidet sich von dem zuvor eingefithrten Quadrupol-
tensor ();; (siehe (2.8.9)) gerade um die Spur von 7', d.h.

1
Qij = Tij — 595 5p(T), (4.4.34)

wobei Sp(T') = Y°; T;; die Spur von T ist. (Insbesondere hat daher @) verschwindende
Spur.) Damit ist also das Vektorpotential gerade

A= 60—’; (Q <t - g) e+ %%(Sp(T)) e) . (4.4.35)

Da der zweite Term parallel zu e ist, triagt er in der Wellenzone (in der E und B durch
(4.4.11) gegeben sind) nicht zu E und B bei:

k d3

Ferner ist die Energiestromdichte dort

k 43 2 k 43 2 e 2
S| = 47 36572 (e/\ ﬁQe> 47 360572 [<ﬁQe> B (e ' %Qe>

Da der Quadrupoltensor symmetrisch ist, konnen wir immer orthonormale Koordinaten

finden, in denen er diagonal ist
1 0 0
Q=10 ¢ 0]. (4.4.38)

0 0 g

(4.4.37)

Das zugehorige Koordinatensystem nennt man dann das Hauptachsensystem des Qua-
drupoltensors. In diesem Koordinatensystem ist

(Qe)® = Z (gie:)” (4.4.39)
und daher ist A
/ de (Qe)? = ?” Sp(Q?). (4.4.40)
Ausserdem gilt
e-Qe=7 ge’ (4.4.41)

und daher
/de (e-Qe)?* = E q,-qj/dee?e?
ij

47
15 Eij:qqg( + 20;)
47

= = (Sp(Q)* +25p(Q?)) (4.4.42)
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Der erste Term verschwindet, da Sp(Q) = 0, und damit ist

/de (e 5Q )2 - 81—g8p [(;‘l—;qﬂ . (4.4.43)

Somit betragt die total ausgestrahlte Leistung

k 1 2 a3 2 L B3 2
T 3606 <§ - E) 5P [(ﬁ@ } =805 P [(ﬁ@ } : (4.4.44)

Zum Beispiel ist im Falle einer um die z-Achse rotationssymmetrischen Ladungsvertei-
lung das Quadrupolmoment notwendigerweise von der Form

—q 0 0
Q=10 —q 0|, (4.4.45)
0 0 2¢

und daher ist

d3q
e/\%Qe 3dt3

Als Funktion des Winkels # von der z-Achse ist dann die Energiestromdichte

(62 €3, —€1 €3, 0) . (4446)

3 N\ 2 3\ 2
S(0) = (%) # [(6163)2 + (6263)2} = (%) 167rkc5r2 sin?6 cos® 0. (4.4.47)
Die verschiedenen Multipolfelder iiberlagern sich natiirlich. Dabei addieren sich die
Energiestromdichten nicht, da Interferenzterme auftreten.

Man kann natiirlich auch die Entwicklung (4.4.26) noch weiter fithren. Dann treten,
wie in der Elektrostatik, sukzessiv hohere Multipole auf. Diese sollen jedoch hier nicht
behandelt werden.

4.4.4 Lineare Antenne

Als ein einfaches Beispiel betrachten wir eine Antenne. Diese bestehe aus einem Draht
der Lénge d, der von —d/2 bis d/2 entlang der z-Achse (also bei z = y = 0) orientiert
sei. Am Ursprung ist der Draht mit einer Stromquelle in Kontakt, die dafiir sorgt, dass
die Stromstarke im Draht die Form

j(x) = J e, cos(wt) sin (% — 1%|z|> 5(x)d(y), |7 < (4.4.48)

hat. Hierbei ist w die Frequenz, und k= £ der zugehorige Wellenvektor, sowie J die
maximale Amplitude des Stromes. Die Stromstéirke verschwindet an den beiden Enden
des Drahtes (|z] = 4).
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In der Wellenzone, d.h. in der Approximation (4.4.15), ist das Vektorpotential dann
durch

k .
Ax ) = 2 /d3yj (y,t ~Iy ﬂ) (4.4.49)
cr c c
beschrieben. Einsetzen von (4.4.48) fithrt zu
kbt | 2 kd .
A(x,t)=e, Jk gikr—iwt [ * dz sin (— - k|z|> e"kzc"sg] , (4.4.50)
cr =d 2

wobei wir benutzt haben, dass fiir e-y = z cos 6 und 0 den Winkel zur z-Achse beschreibt
und das physikalische Vektorpotential gerade durch den Realteil von (4.4.50) gegeben
ist. Um das Integral in der Klammer zu berechnen schreiben wir

kd - 1 [ .ha_ i
sin <7 - k|z|> =5 <e’%_’k|z| - e_’%“’”) (4.4.51)

und fithren dann das Integral separat fiir die beiden Terme aus. Dies fiithrt zu

4 0 —ikzcosO ik%+ikz 0 —ikzcosO —ik%—ikz
[. . ] — R e e 2 — e (& 2
2 _4d _4d
2 2

. d d

7 7 od 7 _id i
Y / e zkzc05961k2 ikz _/ e 2kzcos€€ 1k +ikz

2 \Jo 0

— iA ezk%# (1 _ ei%(cos@—l)) . e—il%% 1 (1 i ei%(cos@—l—l))
(cosf —1) (cosf + 1)

ik & ]' i kd iL.d 1 - kd
+ ik§ ( —i75r (cos O+1) _ 1) _ kS ( —it5r (cos0—1) _ 1)
° (cosf +1) ‘ ‘ (cosf — 1) ‘

1 1 1 kd kd
= = — - |cos [ —cosf | — cos | —
El|(cosf@+1) (cosf—1) 2 2
kd kd
9 |cos (2 cosl) — cos (&
- Z € )2 (2)} : (4.4.52)
k sin” @
Das gesamte Vektorpotential ist dann also
k2 . coS (% coS 9) — cos (%)
A(x,t) =e, i cos (kr - wt) [ e . (4.4.53)

Das elektrische Feld ist geméss (4.4.11) proportional zur Zeitableitung von A, also

kd _ kd
|E| =siné % sin (l%r — wt) [COS ( 2 9) > ( 2 )] . (4.4.54)

sin’ @
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Figure 1: Die Winkelabhangigkeit der abgestrahlten Leistung fiir kd = 0.05 und kd = 20.

Das Zeitmittel der abgestrahlten Leistung ist daher

- SN2

2k [cos (® cosf) — cos (X4

S| = % (3 .) (%) . (4.4.55)
cr sin 6

Die Winkelverteilung von [S| hingt von dem Wert von kd ab:
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5 Die spezielle Relativitatstheorie

Die spezielle Relativitatstheorie ist seit ihrer Veroffentlichung durch Einstein im Jahr
1905 eine der Ecksaulen der Physik geworden, die so zentral und anerkannt ist wie die
Newton’sche (klassische) Mechanik, die Maxwell Gleichungen der Elektrodynamik oder
die Schrodinger Gleichung der Quantenmechanik. Ihre Richtigkeit wird unter profes-
sionellen (!) Physikern nicht angezweifelt, und sie spielt fiir viele Belange der Physik
eine wichtige und zentrale Rolle.

Die Urspriinge der speziellen Relativitatstheorie liegen in der Elektrodynamik. Man
kann sogar sagen, dass die Entwicklung der Maxwell Gleichungen mit ihrer Vereini-
gung von Elektrizitat, Magnetismus und Optik uns gleichermassen die spezielle Rela-
tivitatstheorie aufgezwungen hat. Wichtigen Pioniere dieser Entwicklung waren Lorentz
und Poincaré, aber es war Einstein, der die Verallgemeinerung des zu Grunde liegenden
Prinzips auf alle Phdnomene der Physik erkannte und die weitreichenden Konsequenzen
des zweiten Postulats verstand.

5.1 Galileisymmetrie und die Postulate von Einstein

Wie wir in Kapitel 3.7 (und dann ausfiihrlicher in Kapitel 4) besprochen haben, beschrei-
ben die Maxwell Gleichungen (freie) elektromagnetische Wellen, die wir normalerweise
(in einem gewissen Spektralbereich) als Licht bezeichnen. Unsere Erfahrung mit Wellen
involviert tiblicherweise ein Medium, in dem die Wellen propagieren. (Zum Beispiel
ist das Medium von Wasserwellen einfach das Wasser.) Es war daher natiirlich zu pos-
tulieren, dass auch das Licht in einem Medium (das man den ‘Ather’ nannte) propagiert.
Nach allem, was man iiber Licht wusste, musste der Ather {iberall sein; er musste ver-
nachlassigbare Dichte haben und vernachlassighbare Wechselwirkungen mit der tibrigen
Materie besitzen.

Diese Atherhypothese implizierte insbesondere, dass die Elektrodynamik sich in
wesentlicher Weise von den anderen Bereichen der Physik unterschied. Man hatte
namlich schon seit langer Zeit verstanden, dass die Gleichungen der Mechanik sich
in Koordinatensystemen, die sich mit gleichformiger Geschwindigkeit relativ zueinan-
der bewegen, eine identische Form annehmen. (Man sagt daher oft, dass die klassis-
che Mechanik Galilei-invariant ist.) Um genauer zu verstehen, was das Problem der
Atherhypothese ist, wollen wir diese Galileisymmetrie kurz besprechen.

Wir bezeichnen mit S und S zwei Koordinatensysteme, die sich mit gleichférmiger
Geschwindigkeit gegeneinander bewegen. Wir bezeichnen die Koordinaten in S durch
(x,y,2,t), und jene in S durch (2,9, 2,t). Da sich die beiden Koordinatensysteme mit
gleichformiger Geschwindigkeit gegeneinander bewegen, sind die Koordinaten durch

>

X —Vvt,
t =t (5.1.1)

miteinander in Beziehung. (Wir haben hier angenommen, dass wir den Ursprung der
Koordinatensysteme geeignet gewéhlt haben.) Zum Beispiel sind die Gleichungen der
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klassischen Mechanik unter diesen Transformationen invariant: fiir N Teilchen, die
zum Beispiel durch 2-Koérperwechselwirkungen miteinander wechselwirken, ist die Be-
wegungsgleichung in S

dv; - L.
dt i

Die obigen Transformationsgleichungen implizieren, dass v; = v; + v, wobei v die kon-
stante Geschwindigkeit ist, mit der sich die beiden Koordinatensystem relativ zueinander

bewegen, und ¢ = ¢. Dann gilt insbesondere

L= 5.1.3
dt dt ( )
und daher ist die obige Bewegungsgleichung zu

dVZ'

J#i

aquivalent. Die Bewegungsgleichungen haben daher die identische Form in S und S,
und man sagt, dass sie Galilei-invariant sind.

Die Maxwell-Gleichungen sind andererseits nicht unter Galilei-Transformationen in-
variant. Betrachte zum Beispiel das freie elektromagnetische Feld, d.h. die Maxwell
Gleichungen im leeren Raum. Wie wir in Kapitel 3.7.1 gesehen haben erfiillen das
elektrische und magnetische Feld dann gerade die Wellengleichung

ODE=0B=0. (5.1.5)

Im Koordinatensystem S erfiillt daher jede Komponente u = E; von E die Gleichung

0? 1 02

i c? (%2

Unter Benutzung der obigen Relationen (5.1.1) wird diese Gleichung im Koordinaten-
system S gerade

19> 2 0

0? 1
(Z@Tf—gy—gv-Va—gv-Vv-V>u:0. (5.1.7)

Die Form der Wellengleichung ist daher nicht unter Galilei Transformationen invariant.

Fiir Schallwellen ist der Umstand, dass die Wellengleichung nicht unter Galileitrans-
formationen forminvariant ist, kein Problem, da sich Schallwellen in einem Medium
(némlich der Luft) ausbreiten. Es gibt daher ein bevorzugtes Bezugssystem, nédmlich
jenes in dem die Luft ruht, und nur in diesem gilt die tibliche Form der Wellengleichung.
Fiir elektromagnetische Wellen ist dies jedoch ein wenig problematischer, da der Ather
recht wenig fassbar ist und seine einzige Rolle darin zu bestehen scheint, als Medium
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fiir elektromagnetische Wellen zu fungieren. Insbesondere wiirde der Ather daher ein
bevorzugtes Bezugssystem festlegen, ndmlich dasjenige, in dem er gerade ruht.
Versuche, die Bewegung der Erde oder bewegter Bezugssysteme relativ zum Ather
zu messen (insbesondere das Michelson-Morley Experiment) schlugen fehl. Lorentz
erklarte dieses ‘Nullexperiment’, in dem er postulierte, dass Objekte, die sich mit der
Geschwindigkeit v relativ zum Ather bewegen, in der Richtung ihrer Bewegung kiirzer

erscheinen, und zwar gerade
02
L(v) = Loy/1 — = (5.1.8)

Weiterhin zeigt er und Poincaré, dass die Maxwell-Gleichungen unter den Transforma-
tionen, die wir heute die Lorentz- Transformationen nennen, invariant sind. [Wir werden
das in Kiirze im Detail erkléren.|

Einstein erkannte, dass die Atherhypothese grundsatzlich unbefriedigend war, und
dass das Problem darin lag, die Forminvarianz der Gleichungen der Physik unter Galilei-
Transformationen zu fordern. Er schlug vor, dass alle physikalischen Gesetze den Postu-
laten der speziellen Relativitdatstheorie geniigen miissen. Diese basiert auf den folgenden
zwei Postulaten:

1. Relativitatsprinzip: Die Naturgesetze sind unabhangig vom Koordinatensystem.
Insbesondere haben alle Naturgesetze die gleiche Form in Koordinatensystemen, die sich
mit konstanter Geschwindigkeit relativ zueinander bewegen. (Bezugssysteme, die sich
mit konstanter Geschwindigkeit relativ zueinander bewegen, werden auch Inertialsys-
teme genannt.)

2. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Die Lichtgeschwindigkeit ist unabhangig
von der Geschwindigkeit ihrer Quelle, d.h. Licht hat dieselbe Geschwindigkeit in allen
Inertialsystemen.

Wie wir spéater sehen werden implizieren diese Postulate auch, dass die Gesetze
der klassichen Mechanik modifiziert werden miissen; dies werden wir spater im Detail
diskutieren.

Als Einstein diese Postulate aufstellte, gab es dafiir noch keine experimentellen Be-
weise; inzwischen sind diese Postulate jedoch in vielfaltiger Weise experimentell iiber-
priift worden, und es gibt keine Evidenz dafiir, dass sie falsch sein konnten.

5.2 Lorentzgruppe und Poincarégruppe

Das zweite Postulat von Einstein behauptet, dass die Lichtgeschwindigkeit in allen In-
ertialsystemen gleich ist. Insbesondere impliziert dies, dass die relevanten Transforma-
tionsgleichungen, unter denen die Naturgesetze invariant sind, nicht die Galileitransfor-
mationen sein konnen. Wir wollen nun die Struktur dieser Transformationen ableiten;
diese sind im wesentlichen dadurch bestimmt, dass die Lichtgeschwindigkeit in allen
Inertialsystemen gleich ist.

Betrachte dazu wiederum zwei Koordinatensysteme S und S, die sich mit der kon-
stanten Geschwindigkeit v relativ zueinander bewegen. Wir bezeichnen die Koordinaten
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von S und S durch (t,x,y, z) bzw. (t, 1,7, 2). Fiir das folgende ist es bequem, ausserdem
die sogenannte 4-er Schreibweise einzufithren (die wir in Kapitel 4.3 schon einmal kurz
angedeutet hatten): wir definieren also

r=(ct,z,y,2) = (2°, 2, 2%, 2°), (5.2.1)

und schreiben die Komponenten von z als x*, wobei u = 0,1, 2, 3.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass der Ursprung
der beiden Koordinatensysteme fiir t = ¢ = 0 gerade iibereinstimmt. Wir nehmen an,
dass eine Lichtquelle, die im System S bei x = y = z = 0 ruht zur Zeit t = 0 eine
Lichtblitz aussendet. Nach Einstein’s zweitem Postulat wird sich dieser Lichtblitz in
beiden Inertialssystemen mit der selben Geschwindigkeit ¢ ausbreiten. Im System S
erreicht der Lichtblitz daher den Punkt (x,y, z) zur Zeit ¢, wobei t durch

(29?2 — (") = (@2*)? — ()P =P — (P + P+ D) =0 (5.2.2)

gegeben ist. (Die Punkte, die diese Gleichung erfiillen werden iiblicherweise der Lichtke-
gel genannt.) Entsprechend erreicht der Lichtblitz den Punkt (&, g, 2) zur Zeit £, wobei

(29)2 — (&) — (4%)* - (#%)2 = 28 — (@ + % + £%) = 0. (5.2.3)

Die Koordinatentransformation, die die Koordinaten (¢, ,, z) auf (£,,4, 2) abbildet
muss daher den Lichtkegel (5.2.2) auf den Lichtkegel (5.2.3) abbilden.
Um den Lichtkegel einfach zu beschreiben, fithren wir nun die Metrik g,, durch

1 0 0 0
0 -1 0 0

=16 o -1 o0 (5.2.4)
0 0 0 -1

ein. Die Punkte, die auf dem Lichtkegel (5.2.2) liegen, erfiillen dann die Bedingung

3 3
G T ”EZ Zgwx”z”zxtgzzo. (5.2.5)
pn=0 v=0

Solche z werden manchmal licht-artig genannt. Entsprechend ist der Lichtkegel im
System S durch die Gleichung

Gu '3 =3'g2 =0 (5.2.6)

bestimmt. Der 4-dimensionale reelle Vektorraum mit der Metrik ¢ wird iiblicherweise
Minkowski Raum genannt. Das 4-er Skalarprodukt ist durch

(,9) = g 2" y" (5.2.7)

definiert.
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Ein kraftfreies Teilchen bewegt sich im Inertialsystem S mit konstanter Geschwin-
digkeit, d.h. seine Koordinaten = = (ct, z,y, z) werden durch eine Gerade dargestellt.
(Diese Gerade nennt man manchmal auch die ‘Weltlinie’ des Teilchens.) Wegen des
ersten Postulates muss es sich daher auch im Inertialsystem S auf einer Gerade bewegen.
Dies impliziert, dass die Koordinatentransformation von S nach S linear sein muss, d.h.

i = AP 2+ at (5.2.8)

wobei die Matrix A = A(v) von der Relativgeschwindigkeit zwischen den beiden Inertial-
systemen abhangt. In unserem Fall haben wir den Ursprung der beiden Inertialsysteme
so gewdhlt, dass a* = 0. Wir konnen dann (5.2.8) als & = Ax schreiben. Wegen
des zweiten Postulats hat die Transformation A dann die Eigenschaft, dass z'gr = 0
impliziert, dass
7' (A'gA)z=0. (5.2.9)
Da dies fiir alle licht-artigen = gelten muss, kann man leicht sehen, dass dies nur der
Fall sein kann, falls
A'gA=ag, (5.2.10)
wobei o # 0. Tatséchlich ist « > 0; dies folgt zum Beispiel daher, dass A(v) stetig von
v abhéngen muss, und fiir v = 0 offensichtlich & = 1 > 0 ist. Da dann auch a(v) stetig
von v abhéngt, impliziert der Zwischenwertsatz, dass a(v) > 0 fiir alle v. Wir kénnen

dann jedes A eindeutig als A = AA schreiben, wobei a@ = A\? mit A > 0. Die durch A
definierte Transformation erfiillt dann gerade

AMgAh=yg. (5.2.11)

Die linearen Transformationen, die diese Gleichung erfiillen, werden Lorentztransfor-
mationen genannt. Diese Transformationen generieren offensichtlich eine Gruppe, die
sogenannte Lorentzgruppe L. Wenn wir die inhomogenen Translationen (die oben durch
at beschrieben wurden) mithinzunehmen, erhalten wir die sogenannte Poincarégruppe;
dies ist also die Gruppe der Transformationen

= A, 2V 4 a (5.2.12)
wobei A (5.2.11) erfiillt.

5.3 Lorentztransformationen

Da jede Lorentztransformation (5.2.11) erfiillt, gilt insbesondere, dass

(det A)* = 1,
(A%)z—kz_j(/\’fo)? = 1. (5.3.1)

Die erste Gleichung impliziert, dass detA = 41, und es folgt aus der zweiten, dass
+A% > 1. Die Lorentzgruppe L zerfillt deshalb in vier Komponenten, zwischen denen
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es keinen stetigen Ubergang gibt. Die Zusammenhangskomponente, die die Identitét
enthélt, ist die Untergruppe

LL ={A e L|detA =1,A% > 1}, (5.3.2)

die auch als eigentliche orthochrone Lorentzgruppe bezeichnet wird. Sie ist die Schnitt-
menge der Untergruppen

L' = {AeL|A% >1},

Typische Vertreter der anderen drei Zusammenhangskomponenten sind die Matrizen

-1 0 0 0 1 0 0 0
_ 0O 41 O 0 10 =1 0 0
= 0 0O +1 O ’ P= O 0 -1 0 (5.3.3)
0 0 0 +1 0O 0 0 -1
sowie
-1 0 0 0
0o -1 0 0
PT = 0 0 -1 0 (5.3.4)

0 0 0 -1

T beschreibt Zeitumkehr, wohingegen P eine Raumspiegelung an einem Punkt ist;
schliesslich ist PT die Kombination dieser beiden Lorentztransformationen. Die all-
gemeinsten Elemente der entsprechenden Komponenten konnen durch Komposition mit
der Untergruppe L erzeugt werden. Im weiteren werden wir uns deshalb auf L}
beschranken. Im folgenden wollen wir verschiedene Untergruppen von LL beschreiben.

Die Lorentzgruppe enthalt natiirlich die Untergruppe der Rotationen. Die zugeho-
rigen Matrizen sind von der Form

0 0 O

. , (5.3.5)

o O O

wobei R € SO(3,IR) eine Rotation des IR® beschreibt. Offensichtlich ist jede solche
Matrix ein Element von LL.

Eine interessantere Untergruppe der Lorentzgruppe ist die Gruppe der speziellen
Lorentz-Transformationen. Es handelt sich dabei um die Lorentztransformationen der
Form

coshu —sinhu 0 0
—sinhuw  coshu 0 0

Au) = 0 0 R (5.3.6)
0 0 0 1
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wobei u € IR. Es ist leicht zu sehen, dass detA(u) = 1, und dass A(u)% = coshu > 1.
Diese Matrizen erfiillen die Bedingung (5.2.11), da (wegen der Blockdiagonalform geniigt
es den oberen 2 x 2 Block zu betrachten)

a c 1 0 a b a’—c* ab—cd 1 0
o) (o 2) (6 o) (ol woe)=(o 21)r 63D
wobei @ = d = coshu und b = ¢ = —sinhu. Die speziellen Lorentztransformationen
bilden eine einparametrige Untergruppe mit dem Multiplikationsgesetz

Zusammen mit den Drehungen generieren diese Transformationen die gesamte Unter-
gruppe LL. Jedes A € LL lasst sich namlich als

A = A(R)A(w)A(Ry) (5.3.9)

scheiben. Um dies zu beweisen, sei A ein beliebiges Element in LL. Wir betrachten den
Unterraum

M = {z|2" = (Az)" = 0}. (5.3.10)
Es gibt dann zwei Falle:
(a) dim M = 3. Dann impliziert z° = 0, dass (Az)® = 0. Daher hat A dann die fiir eine
Rotation typische Blockform.

(b) dim M = 2. Durch Drehung der x— und y—Koordinaten kénnen wir dann erreichen,
dass M gerade mit der y, z-Ebene iibereinstimmt. Dann hat A die Blockform,

A= (6‘ g) , (5.3.11)

wobei A und B 2x2 Matrizen sind. Da L € LL gibt es dann nur die beiden Moglichkeiten
det A = det B = 41. Im ersten Fall ist dann

A:<§ (1)> <(1] g) (5.3.12)
und damit das Produkt einer speziellen Lorentztransformation und einer Drehung. Im
zweiten Fall schreiben wir
A= (A 0y (@, 531
wobei C' die 2 x 2 Matrix
C= ((1] _01) (5.3.14)

ist. Damit ist A wiederum das Produkt einer speziellen Lorentztransformation und einer
Drehung, und wir haben die obige Zerlegung bewiesen.
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Die speziellen Lorentztransformationen werden manchmal auch als boosts bezeichnet.
Um die diesem Begriff zu Grunde liegende Interpretation zu verstehen, schreiben wir
die zu (5.3.6) gehorende Transformation & = A(u)z in Komponenten

¢t = ctcoshu — ' sinhu, i? = g2
#' = —ctsinhu+ 2! coshu, 3 =at.

Der Ursprung des Inertialsystems S (d.h. der Punkt mit Koordinaten #' = 2 = 3 = 0)
hat im Inertialsystem S die Koordinaten

z' = cttanhu, 2 =0, *=0. (5.3.15)
Dies bedeutet, dass A(u) das Inertialsystem S auf ein sich mit der Relativgeschwindigkeit
v = ctanhu (5.3.16)

in der z'-Richtung bewegendes Inertialsystem S abbildet. Da —1 < tanhu < 1 gilt ins-
besondere, dass —c < v < ¢. Der andere Hauptunterschied zu den iiblichen Galileitrans-
formationen besteht ausserdem darin, dass nun auch die Zeitkomponente nicht-trivial
transformiert wird.

Wir konnen natiirlich auch die speziellen Lorentztransformationen statt durch w
durch die Relativgeschwindigkeit v parametrisieren. Da

1

— =1 — tanh? 5.3.17
cosh?u ant ( )

folgt aus (5.3.16), dass

sinhu = © ———_ (5.3.18)

1
2 ) 2 )
/1 — 2 C v
1 c? c?

und die obige Koordinatentransformation lautet

coshu =

. t v 1 A
1 2 f1_2
c2 c2
1
. T 1 .
b= — vt 7% =2’

Im Limes ¢ — oo gehen die speziellen Lorentztransformationen daher in die entspre-
chende Galilei-Transformation

t=t, =2l —ot, 2 =22, =3 (5.3.19)

tiber. Im Gegensatz zu diesen Galileitransformationen (bei denen die Relativgeschwin-
digkeiten additiv sind) ist das bei den Lorentztransformationen nicht der Fall. [Dort
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ist statt dessen der Parameter u additiv!] Fiihrt man zwei Transformationen mit Rel-
ativgeschwindigkeiten v; und vy (beide in der z' Richtung) hintereinander aus, dann
resultiert daraus eine Transformation mit Relativgeschwindigkeit

tanh uq + tanh us V1 + Uy

. _ _ ) 5.3.20
v = ctanh(u; + ug) C1+tanhu1 tanhuy 1+ 32 ( )

Dies ist das relativistische Additionsgesetz fiir Geschwindigkeiten. Es sorgt insbeson-
dere dafiir, dass die Relativgeschwindigkeit v immer im Betrag kleiner als die Licht-
geschwindigkeit ¢ bleibt!

5.4 Zwischenspiel: Tensoranalysis

Die Forminvarianz der Maxwell Gleichungen unter den Lorentztransformationen kann
am einfachsten in der Sprache von Tensorfeldern verstanden werden. Dazu benétigen
wir ein paar mathematische Vorbereitungen.

Sei V' ein Vektorraum iiber den reellen (oder komplexen) Zahlen, und sei V* sein
Dualraum. Wir bezeichnen Elemente von V' mit kleinen lateinischen und Elemente von
V* mit kleinen griechischen Buchstaben. Der Wert von ¢ € V* auf a € V wird mit p(a)
oder (¢, a) bezeichnet.

Sei {ey,...e,} eine Basis von V. Dann kann man auf V* die duale Basis {¢',...,€e"}
einfithren, die durch die Eigenschaft

(€', ej) =6 (5.4.1)

eindeutig festgelegt ist. Die Komponenten von a € V' sind durch die Gleichung
a=> de =de (5.4.2)
i=1

bestimmt. Entsprechend schreiben wir ¢ = p;€'. Wegen (5.4.1) gilt dann

(p,a) = pid’ . (5.4.3)

Jeder linearen Abbildung A : V — V kann eine n x n Matrix (A¥)) zugeordnet
werden

A6i = Aji €j. (544)
Die adjungierte Abbildung A* : V* — V* ist durch

(A%p,a) = (¢, Aa) , (5.4.5)
wobei a € V beliebig ist, eindeutig festgelegt. In Komponenten gilt dann offensichtlich
(A*p); = A%, ;- (5.4.6)
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Die Wahl der Basis e; ist nicht kanonisch. Wir miissen daher verstehen, wie sich
die verschiedenen Begriffe, die wir eingefiihrt haben, verandern, falls wir eine andere
Basis betrachten. Sei also eine andere Basis durch {éi,...,é,} gegeben. Wir konnen
die neuen Basisvektoren durch die alten ausdriicken,

&i=Rliej. (5.4.7)
Die Transformation der dualen Basis ist dann durch
& = (R, (5.4.8)
und diejenige der Komponenten durch
@ =(RYY,d*, @ =Ry (5.4.9)

gegeben.
Im folgenden ist es weiterhin wichtig, auf dem Vektorraum eine Metrik zu definieren.
Eine Metrik G ist eine Abbildung von V' auf V* mit der Eigenschaft, dass

(Ga,a) > 0. (5.4.10)
Weiterhin soll die so definierte quadratische Form symmetrisch sein
(Ga,b) = (Gb,a) . (5.4.11)

Eine Metrik definiert also ein Skalarprodukt auf V' (im reellen Fall). In Komponenten
schreiben wir (Ga); = g;;a’ und daher

(Ga,b) = a’ g;; b" . (5.4.12)
Die Bedingung, dass die quadratische Form symmetrisch ist, ist dann einfach

9ij = Gji - (5.4.13)

Im folgenden werden wir es haufig auch mit indefiniten Metriken zu tun haben; diese
erfilllen dieselben Bedingungen wie G, mit Ausnahme von (5.4.10). [Wir verlangen
lediglich, dass die so definierte quadratische Form nicht degeneriert ist.] Zum Beispiel
ist die Minkowski-Metrik g, die wir in (5.2.4) eingefiihrt haben, eine solche indefinite
Metrik. Sie wird im weiteren eine zentrale Rolle spielen.

Nun kommen wir zum Begriff der Tensoren. Wir betrachten das kartesische Produkt

VP=Vx.---xV, (V)Y 9=V*"x...x V", (5.4.14)
~—_———— | S —

p mal q mal

Ein p-fach kovarianter, g-fach kontravarianter Tensor 7" ist ein (stetiges) multi-lineares
Funktional auf V*? x (V*)*? d.h. eine Abbildung

T:(@Y,....a® oW o) TaD, . . o oW . oP)eR, (5.4.15)
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die in allen p 4 ¢ Eintragen linear ist. Wir definieren die Komponenten von 7' durch

Ty, ke =Tley, ... e, € o ). (5.4.16)

-----

Man kann leicht zeigen, dass die Gesamtheit aller p-fach kovarianten, g-fach kontravari-
anten Tensoren einen Vektorraum der Dimension n?*? bildet (wobei n die Dimension
von V ist); diesen bezeichnet man mit

V'@ @V eVe -V =giV. (5.4.17)

p mal q mal

In diesem Tensorproduktraum definiert man eine Basis
("®--- Qe ® - Qe } (5.4.18)
durch die Bedingungen
[ @ Q" Dep, @ D ek, (€myy sy, €7, €M) =60 -0t (5.4.19)
Beziiglich dieser Basis gilt dann

T:Zj"]l jpkl ..... kq€j1®"'®€jp®ek1®"'®6kq~ (5420)

.....

Fiir das weitere ist es wichtig im Detail zu verstehen, wie sich Tensoren unter Transfor-
mationen der Basis modifizieren. Seien also Ay,...A,, By ..., B, lineare Abbildungen
von V — V. Dann definieren wir eine Abbildung

AI®--- @A QB ®- - -® B, (5.4.21)
des Tensproduktraumes durch

(AI®"'®A;®31®”'®B¢1 T) (a(l),...,a(p),QO(l),...,tp(q))
=T(AaW, ... Aa® BreW, ... B;gp(q)) .

Dadurch kann jeder linearen Abbildung A : V' — V eine Abbildung

AR QARAR--- ®A (5.4.22)

p mal q mal

zugeordnet werden. Insbesondere entspricht einer durch (5.4.7) und (5.4.8) gegebenen
Anderung der Basen in V' und V* eine eindeutig bestimmte Anderung der Basis im Ten-
sorproduktraum. Die Tensorproduktkomponenten transformieren sich dabei wie folgt:

j:‘jl ke = T(éjla'~'>éjpagk1>-"agkq)
= R“jl T Rlpjp (R_l)klll e (R_l)kqlq
= R", - R, (RYey, - (R Yk, T, 5 1l (5.4.23)

q
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Im weiteren werden spezielle Klassen von Tensoren in (V*)®P eine wichtige Rolle spielen:
die symmetrischen Tensoren, die dadurch ausgezeichnet sind, dass

T(@W,...,a®) =T(a"M . o), (5.4.24)

wobei 7 eine beliebige Permutation von p Objekten ist. Und die total anti-symmetrischen
Tensoren, bei denen stattdessen gilt

TV, ... a®) =sign(r) T(a™™) .. . o"®)), (5.4.25)
Letztere Tensoren bilden einen Unterraum des Tensorproduktraumes, den man mit

AV = (VP =V A AV (5.4.26)

p mal

bezeichnet. Die Elemente von A,V* nennt man auch p-Formen. Man bemerke, dass die
Elemente von A, V*, wobei n die Dimension von V' ist, nur eine unabhéngige Kompo-
nente besitzen, namlich die Determinante

DA A (5.4.27)

Weiterhin ist klar, dass A,V* = 0 falls p > n. Natiirlich kann man ‘symmetrische’ und
‘total anti-symmetrischen’ Tensoren auch fiir die kontravarianten Tensoren definieren.

5.4.1 Operationen auf Tensoren

Auf Tensoren konnen wir verschiedene natiirliche Operationen definieren. Zum einen
konnen wir Tensoren (in offensichtlicher Weise) tensorieren, d.h. es gibt eine Abbildung

(euV) ® (e8V) — eninv. (5.4.28)

Wir konnen Tensoren jedoch auch kontrahieren (oder verjiingen): seien 7' € ®2V und
S € @V, wobei p > p; und ¢ > ¢;. Dann definieren wir die Kontraktion von 7" mit S,
T - S durch

(T-5)(aV, ..., a®™P) oM =) = (T S04V @- - 0P P eV g. . .@pdn),
(5.4.29)
In Komponenten

(T - S) Foko-a = T, boeolay btk .Gy ) desinn - (5.4.30)

jly"'yjp*pl 17"'7iP17j17"'7jP7P1 1

Es ist leicht zu sehen, dass 7" - S ein Tensor in ®; 7'V ist. Natiirlich kann man 7" auch
nur teilweise mit S kontrahieren, usw.

Indem man T'® S betrachtet, kann man die Kontraktion 7"- S auch als Spur (oder
Verjiingung) schreiben; dies ist die Operation

Sp! : @IV — &IV (5.4.31)
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die durch
(Sp‘ZT)(a/(l)7 AR a/(p_l)7 ¢(1)7 AR So(q_l)>
= Z T@W, .. ex,...,a®? D oM & o) (5.4.32)
A=1
definiert wird. [Hiert wird ey an der iten, und €* an der (p + j)ten Stelle eingesetzt.]
Wir wollen nun annehmen, dass auf V' eine Metrik G : V' — V* definiert sei. Dann
definiert G=! : V* — V eine Metrik auf V*. Wir definieren nun eine von G abhingige

Abbildung
gi 1 @V — @IV (5.4.33)

durch

(g’l T) (a(1)7 et a(p+1)7 (p(1)7 ctt (p(q_l))
=T(W, ..., a® oW oD Gt O o) (5.4.34)

In Komponenten ist das

) ) ) kiyoonkg—1 _ ) Ck1yenkic, bk, kg1
(g2T>J1 JIp+1 ! - ngJrll iTJl Jp ' ' ! . (5435>

..........

Wir bezeichnen die Matrixelemente von G~ durch ¢%, d.h.

Gij ¢l =gl gji = ot (5.4.36)
Mit Hilfe von G~! kann man Tensorindizes heben; dazu definieren wir

R A (5.4.37)
durch

(¢ T) (aV,...,a® D oM, o)
=T aW,..., a1V G YW a® oV @ o) (54 .38)

In Komponenten ist das

(9T ) gy, gyt = M T, baveokaes (5.4.39)

cJi—1,0Fi5-Jp—1

Schliesslich wollen wir noch die sogenannte Hodge-Dualitat erkliaren. Diese bildet
einen p-fach kovarianten total anti-symmetrischen Tensor in einen (n — p)-fachen kovari-
anten total anti-symmetrischen Tensor ab

* AV — A VT (5.4.40)

Eine derartige Abbildung kann nur definiert werden, wenn auf V' eine Metrik vorgegeben
ist. Es bezeichne G eine (moglicherweise indefinite) Metrik of V' mit Komponenten
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gij- Wir schreiben g = det(g;;). Nun definieren wir einen n-fach kovarianten, total
antisymmetrischen Tensor F durch

E@@W,... a™) = |g|"? det(aW, ... a™)
. G
= |g|/? > (sign ) Hafrgl).
TESh =1
Man zeigt leicht (siehe Ubungsaufgabe), dass F ein Pseudo-Tensor ist, d.h. dass gilt
E@V,. .. a™) = |g|"? det(aV, ..., a™)
= | det(R)|7![g]"? det(R) det(aV,...,a™)
E@W, ... a™) (5.4.41)

falls det(R) positiv ist, d.h. falls R orientierungstreu ist.

Es sei nun T ein p-fach kovarianter antisymmetrischer Tensor. Durch Hochziehen
aller seiner Tensorindizes konnen wir daraus einen p-fach kontravarianten antisym-
metrischen Tensor g' - - - g?T bilden. Anschliessend kénnen wir £ mit diesem kontravari-
anten Tensor kontrahieren. Den resultierenden (n — p)-fach kovarianten Tensor nennen
wir den zu T dualen Tensor und bezeichnen ihn mit *7". Also

1
W=~ F- gt gPT, (5.4.42)
p:

oder in Komponenten

1/2 kil

1
(T ... j“p:z?‘g' €jrrmimplitrdiy O g T (5.4.43)

5.4.2 Tensorfelder

Fir die Beschreibung der Elektrodynamik bendtigen wir Tensorfelder. Tensorfelder
spielen in der Differentialgeometrie eine zentrale Rolle. Ohne sie wére eine mathematisch
und physikalisch korrekte Formulierung der allgemeinen Relativitatstheorie undenkbar
gewesen.

Der natiirliche Kontext, in dem Tensorfelder diskutiert werden sollten, ist die Theo-
rie der Faserbiindel auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Im folgenden werden wir
uns jedoch auf den einfachen Fall beschrinken, in dem die zu Grunde liegende Mannig-
faltigkeit der IR"™ ist. Sei V' ein Vektorraum tiber IR (oder C). Ein Tensorfeld ist dann
eine Funktion 7', die zu jedem Punkt in R" (oder zumindest in einer offenen Teilmenge
Q2 C IR") ein Element

T(r) e @1 V,, Ve=2V,z e (5.4.44)

zuordnet. Im Allgemeinen gibt es dabei keinen direkten Zusammenhang zwischen dem
‘physikalischen Raum’ IR", und dem Vektorraum V. [Zum Beispiel kann die Dimension
von V unabhéngig von IR" gew&hlt werden.]
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Im folgenden werden wir einen Spezialfall eines solchen Tensorfeldes betrachten, bei
dem V. gerade der Tangentialraum zu dem physikalischen Raum am Punkt x ist. In
diesem Fall ist insbesondere V' =2 IR". Unter einer Koordinatentransformation

¥ = ¢ (z), T €Q (5.4.45)

transformiert sich dann die Basis in V,

0 0
=01 = 5—,...,6p =0y = 4.4
€1 81 ozl , € 0 Oz (5 6)
gerade wie
~ 0
€; — éj y wobei éj = 8j = ﬁ . (5447)
€

Mit Hilfe der Kettenregel gilt dann also

B g ~
0 =5 () 0;. (5.4.48)

Die Komponenten eines Vektors a € V, transformieren sich also gemass der Gleichung

#@) = 22 @)
= @) (57@) (5.4.49)

Im folgenden bezeichnen wir mit D¢, die Transformation von V' auf V7, die durch die
o¢
Ozt

Matrix mit Matrixelementen %2 () gegeben ist. Fiir die Komponenten einer Linearform

¢ € V¥ gilt dann '

i(7) = (D¢, ') jpilx) . (5.4.50)
Nun konnen wir den Begriff des Tensorfeldes erklaren: ein p-fach kovariantes, ¢-fach
kontravariantes Tensorfeld T" iiber 2 C IR" ist eine Abbildung

T:Q— @IV, Q32— T(z) € RV, (5.4.51)

wobei V, 2 IR" der Tangentialraum am Punkt x ist. Unter einer Koordinatentransfor-
mation gilt

FoaN —1\%P ®q

T(%) = (Dg;') " (Dge)* T(w), (5.4.52)

oder in Komponenten

~ _ 1 _ ip
T;.... jpkl ----- fa = (Dﬁbdrll(;g)) g1t (Dﬁbd)—ll(;ﬂ)) Jp (5.4.53)
(Ddg-1()) 1y - - (Ddg-1) 1, Ty, 1 (07H(E))

Auf Tensorfelder konnen wir algebraische Operationen definieren, die punktweise
wie oben fiir Tensoren definiert sind. Fiir die Differentialgeometrie (und die Anwendung
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auf die Elektrodynamik) wichtig sind jedoch die Differentialoperatoren, insbesondere
die dussere Ableitung (fiir den Fall von p-Formen). Wie zuvor bezeichnen wir mit
0; = 6‘; die partielle Ableitung nach der iten Koordinate. Der Raum der p-Formen auf
Q (d.h. der Raum p-fach kovarianten antisymmetrischen Tensorfelder) bezeichnen wir
mit A,(£2). Die dussere Ableitung wird mit d bezeichnet und ist eine Abbildung

d:N(Q) — Apii (). (5.4.54)
In Komponenten ist sie durch
1 .
(dT>j1 ~~~~~ ij(I) = H Z (Slgn 7T) 8]}(1) Tjﬁ(z) ----- J'rr(p+1)(x) (5’4’55)
Y mESp41

definiert. Unter einer Koordinatentransformation ¢ : x — & = ¢(x) gilt

(dT)(7) = (dT)(7) . (5.4.56)

Weiterhin gilt
d(dT) =0 fir alle T € A,(Q), p=0,1,...,n. (5.4.57)

p-Formen, die von d vernichtet werden (d.h. dT" = 0 erfiillen) heissen geschlossen; falls
T =dS mit S € A,_1(Q), dann heisst 7' ezakt. Jede exakte p-form ist automatisch
geschlossen. Fiir sternférmige Gebiete €2 (z.B. 2 = IR") gilt auch die Umkehrung: wenn
T geschlossen ist, ist T" exakt, d.h. es gibt ein S, so dass T' = dS. Dabei ist S bis auf eine
exakte (p — 1)-Form bestimmt, d.h. bis auf dx, wobei y € A,_5(Q2). Die Tatsache, dass
aus d1" = 0 nicht immer folgt, dass T" = dS ist, ist in der Untersuchung der Topologie
von (2 ein iiberaus wichtiges Hilfsmittel (Kohomologie).

Schliesslich benétigen wir noch eine Operation §, die p-Formen auf (p — 1)-Formen
abbildet; diese kann mit Hilfe der Hodgedualitat * wie folgt definiert werden:

M= (-1)"xdx*xT (5.4.58)

wobei T' € A,(2) und n = dim(€2). Da * eine p-form in eine (n — p)-Form abbildet und
d den Rang von p-Formen um eins erhoht, gilt

0: A, () = Ay (). (5.4.59)
Wie fiir d beweist man leicht, dass unter Koordinatentransformationen
(0T) = 6T . (5.4.60)
Ausserdem folgt aus (5.4.57) sofort, dass
§(6T)=0 fir alle T'e A,(Q), p=0,1,...,n. (5.4.61)

In Komponenten kann man 8 durch (siche Ubungsaufgabe)
— a T, Tp—
(OT ) jipr = —lgl ™2 Girrs " iprrp1 B (RS A (5.4.62)
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schreiben, wobei o ' ,
Titseip — gnkl .. .glpkp irk1 kp - (5463)

.....

[Hier bezeichnet ¢ die Komponenten von G~!'.] Schliesslich kann man den Laplace
Operator durch
A= —dé—dd (5.4.64)

ausdriicken; diese Schreibweise fiir A ist unabhéngig vom Koordinatensystem giiltig.
[Im allgemeinen ist der Laplace(-Beltrami) Operator durch

0 L Of
Af=lg7"* = [1g|"*¢" == 5.4.65
=17 55 gl ma" 55 (5.4.65)
definiert. Falls die Metrik g konstant (unabhéngig von z) ist, dann reduziert sich diese
Formel auf die vertraute Formel fiir den Laplace Operator.]

5.5 Invarianz der Maxwell Gleichungen unter Lorentztransfor-
mationen

Nachdem wir nun die Struktur der Lorentztransformationen sowie die notwendige Ma-
thematik besprochen haben, wollen wir nun zeigen, dass die Maxwell Gleichungen
tatsachlich unter diesen Transformationen forminvariant sind. Dazu miissen wir ins-
besondere verstehen, wie sich die elektrischen und magnetischen Felder unter Koordi-
natentransformationen verhalten. Poincaré hat erkannt, dass die Transformationseigen-
schaften sich leicht verstehen lassen, wenn man E und B als Komponenten des elektro-
magnetischen Feldstarketensors auffasst:

0 Ey Ey by
—El 0 —Bg Bg
_E2 Bg 0 —Bl
—FEs —By, DB 0

F,, = (5.5.1)

Das Transformationsverhalten ist nun dadurch festgelegt, dass F), die Komponenten
eines zwei-fach kovarianten anti-symmetrischen Tensorfeldes iiber dem Minkowski-Raum
ist. Konkret, sei

=M (z) = A", ¥ (5.5.2)

eine Koordinatentransformation, die die Minkowski-Metrik invariant ldsst. Dann ist
D¢, gerade die Matrix A*,, und der Feldstérketensor ist in den Koordinaten Z [vgl.
(5.4.53)]

Fu= (A" (A, Fy. (5.5.3)

Um das Auftreten von A~! zu vermeiden, konnen wir auch den zwei-fach kontravarianten
Feldstarketensor betrachten, dessen Komponenten durch die Metrik gehoben worden
sind:

FH =gt "7 F,, . (5.5.4)
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Explizit ist F*
0 —-FE —FE, —Ej
Ey 0 —Bs B

p _
F B, B 0 _B (5.5.5)
Es —By, B 0
Die Komponenten dieses Tensors transformieren sich dann wie
Fr =AM A, FPO (5.5.6)

Zum Beispiel transformieren sich die elektrischen und magnetischen Felder unter der

Koordinatentransformation — wir schreiben 8 = 2 und v = (1 — [32)~1/2
P = 42—yt 7 = 2? (5.5.7)
o= —pya’ 4+t B =2
wie
- ~ Ey— B ~ E B
Bo— B, Bl Bl g BB
- % -5
~ . By + E ~ B; — FE.
B, = By, By= Lg’i/c By = 372”2/0 (5.5.8)
T2 T2

Um dies einzusehen bemerken wir, dass sich die F'* wie die Produkte z#y” von Vek-
torkomponenten transformieren. Also erhilt man zum Beispiel fiir £y = F'1°

70 = (=Bya” +yz") (v — By (5.5.9)
und daher
E~|1 — FIO — —/6’}/2F00 + /62’72F01 ‘l‘ ’}/2F10 _ 572F11
— ,}/2(1 . 62)F10 — FIO — E1 ’ (5510>
oder fiir By = F?!
Pyt =2 (vt = By, (5.5.11)
und daher . )
By = F* = yF?' — ByF® = ~(Bs — BE,) . (5.5.12)

Die anderen Terme konnen entsprechend bestimmt werden. Man erkennt daher, dass
sich unter diesen Transformationen elektrische und magnetische Felder ineinander trans-
formieren. Die Aufspaltung in elektrische und magnetische Felder héngt deshalb vom
Bezugssystem ab.

Die Maxwell-Gleichungen haben nun in dieser Sprache eine einfache Form. Die
homogenen Gleichungen sind einfach

dF =0, (5.5.13)
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d.h. in Komponenten

0 0 0
(AF) o = 5= Fuw + 5o Fou+ 50 Fuo = 0. (5.5.14)
Zum Beispiel ist
0 0 0 10B;s
(dF)o12 = +@E1 - @33 - %Ez = —(rot E)3 — PR TR 0. (5.5.15)

Die Gleichungen (dF)ps = 0 und (dF')pes = 0 geben dann gerade die anderen beiden
Komponenten der homogenen Maxwell Gleichung rot E + 1/¢9;,B = 0. Andererseits ist

0 0 0
“omDs T gEP T g

Wir beobachten, dass der Tensor dritter Ordnung (dF'),,, nach Konstruktion zyklische
Symmetrie besitzt, d.h.

(dF) e = (dF )vop - (5.5.17)

Weiterhin ist er in den drei Indizes total antisymmetrisch, d.h.
(dF)u;w = achuu + 8;LF01/ + auF;w - _aa'Fuy - 81/Fg“ - a“F,,o = _(dF)uya' . (5518)

[Hier ist 0, = %.] Insbesondere gibt es daher nur vier unabhéingige Komponenten
dieses Tensors, und sie beschreiben gerade die obigen vier Gleichungen.

Die Formulierung der homogenen Maxwell Gleichungen verlangt keine Metrik. Um
die inhomogenen Maxwell Gleichungen zu beschreiben, benotigen wir jedoch eine Metrik,
die in unserem Fall gerade die Minkowski-Metrik ist. Wir behaupten nun, dass die
inhomogenen Gleichungen gerade durch

4
OF = —%kj (5.5.19)

gegeben sind, wobei 7V der 4-er Strom ist, der durch

37 =(ep3),  Jv=(cp, =) (5.5.20)

definiert ist. [Die Metrik taucht hier in der Definition von ¢ auf!] Unter Beniitzung von
(5.4.62) ist namlich die linke Seite von (5.5.19) gerade

(6F)V = _gupau F#P’ (5521)
und daher kann (5.5.19) einfach als
Ak
9 e _ ATk

1%
oxH

v (5.5.22)

geschrieben werden. Zum Beispiel ist die Null-Komponente der Gleichung (5.5.22) ge-
rade

Ak
dvE = "% ¢p = drkp, (5.5.23)
C
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wahrend die ite Komponente gerade

—%%Ei + (rot B); = #ﬂ (5.5.24)
ist. Diese Gleichungen sind daher gerade die inhomogenen Maxwell-Gleichungen.

Die Form von (5.5.21) impliziert auch, dass j* gerade ein einfach kontravariantes Ten-
sorfeld ist; dieses transformiert sich daher unter der Koordinatentransformation (5.5.2)
wie

7 =AN,35". (5.5.25)

Es ist instruktiv, die explizite Struktur dieser Transformationen fiir die obige Lorentz-
Transformation (5.5.7) zu betrachten. (Unter Rotationen verhalten sich die elektrischen
und magnetischen Felder sowie der 4-er Strom in der offensichtlichen Weise.) Unter
dieser Lorentztransformation transformieren sich die Komponenten des 4-er Stroms wie

ﬁ: L_M; j2:j2
e ViE

(5.5.26)

Aus der inhomogenen Maxwell Gleichung folgt unter Beniitzung von 62> = 0 nun

sofort, dass

S6F = —@ 5j=0, (5.5.27)

d.h. die Gleichung 65 = 0. In Koordinaten ist das gerade die Gleichung
—§j=0,7"=0. (5.5.28)

Dies ist natiirlich gerade die Kontinuitdatsgleichung.

Aus unseren allgemeinen Uberlegungen folgt nun sofort, dass die Maxwell Gleichun-
gen tatsachlich unter Koordinatentransformationen, die die Minkowski-Metrik invariant
lassen (also den Lorentz-Transformationen) Form-invariant sind. [Unter allgemeineren
Koordinatentransformationen sind die Gleichungen auch ‘Form-invariant’, wenn man
berticksichtigt, dass im allgemeinen auch die Metrik (die ja in der Formulierung der
inhomogenen Maxwell-Gleichungen eingeht) transformiert werden muss.|

Man kann die Form-Invarianz unter Lorentz-Transformationen natiirlich auch leicht
explizit nachpriifen. Zum Beispiel wird (5.5.22)

0 = ox™ 0
A O O o
oxH oz gzm P 7
— s 14 8 g
= (AT A A o L
0
_ v Y rpo
Agapr
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— AVO’ i ja
c
Ak
= (5.5.29)
c
wobei wir benutzt haben, dass
27 = (AN, mit  (ATHTAT, =67, (5.5.30)

5.5.1 Elektro-magnetische Dualitat

Man kann auch die homogenen und inhomogenen Maxwell Gleichungen in symmetrischer
Weise schreiben. Dazu beobachten wir, dass wir (5.5.19) als

drk Ak
sdx F=—""45 — dsF=""14j (5.5.31)
C C

schreiben kénnen. [In vier Dimensionen (n = 4) gilt 0F = *d * F.| Wir definieren den
dualen Feldtensor F,, durch

1 1 .
Fu = 5(*F)W = 5o Fre (5.5.32)

wobei €,,,, der total antisymmetrische Tensor in vier Dimensionen ist. Explizit ist der
duale Feldtensor durch die Matrix

0 —-By —By —DBj
Bl 0 —Eg E2
Bg E3 0 —E1
Bg _E2 E1 0

(5.5.33)

gegeben. Man beachte, dass der duale Feldtensor aus dem Feldtensor F),, durch die

Ersetzung
E— -B, B+— E (5.5.34)

hervorgeht, die elektrische und magnetische Grossen miteinander vertauscht. Im leeren
Raum ist dies eine Symmetrie der Maxwell Gleichungen.
Wir konnen nun die Maxwell Gleichungen symmetrisch schreiben:

ok
AF = == +ja

&

ok
dF = % % Jmag = 0. (5.5.35)

Die homogenen Maxwell-Gleichungen driicken dann einfach aus, dass es keine magneti-
schen Ladungen (und Strome) gibt.
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Die obige Symmetrie (5.5.34) ist der ‘Vorbote’ der sogenannten S-Dualitdt, die
fiir supersymmetrische Yang-Mills Theorien vor kurzem verstanden wurde (Seiberg-
Witten). In diesen Theorien gibt es tatsichlich magnetische Ladungen, und von daher
verschwindet die rechte Seite von (5.5.35) nicht einfach. In der Natur gibt es bisher
jedoch keine Evidenz fiir die Existenz magnetischer Monopole. Es gibt jedoch theoreti-
sche Griinde, warum man gerne glauben wiirde, dass magnetische Monopole tatsachlich
existieren; insbesondere wiirden sie die Quantisierung der elektrischen Ladung erklaren
(Dirac).

5.5.2 Potential, Eichinvarianz und Kontinuitatsgleichung

Natiirlich konnen wir auch die verschiedenen strukturellen Resultate, die wir zuvor
besprochen haben, in dieser neuen Tensorschreibweise verstehen. Falls die Raum-Zeit
der Minkowski-Raum ist, so konnen wir die homogenen Maxwell Gleichungen durch
Einfiihren eines Vektorpotentials integrieren. Hier beniitzen wir das oben erwahnte
Resultat, dass jede geschlossene Form F' (d.h. jede Form, fiir die dF' = 0 gilt), exakt
ist, d.h. dass es ein A gibt, so dass ' = dA. A ist dabei ein kovariantes Vektorfeld. In
Komponenten ist die Gleichung F' = dA einfach

F, = 0,A, — 0,A, . (5.5.36)

Das Feld A kann mit den zuvor eingefiihrten Potentialen identifiziert werden, wobei

A, = (D,—A). (5.5.37)
Zum Beispiel ist dann
1
und
F’ij = —&AJ + (%AZ = —eijk(rot A)k . (5539)

Da A, ein kovariantes Vektorfeld ist, transformiert es sich wie

Ag= (A1) A (5.5.40)

Die Gleichung F' = dA legt A nur bis auf eine exakte 1-Form fest. Dies bedeutet,
dass wir A auch durch
A— A =A+dy (5.5.41)

ersetzen konnen, ohne F' = dA = dA’ zu modifizieren. Hier ist y eine beliebige Funktion
auf dem Minkowskiraum. In Komponenten ist diese Ambiguitéat

A, — A=A, +d,x, (5.5.42)

was wir gerade als die schon zuvor besprochene Eichtransformation erkennen. [Dies
ist wegen der Definition (5.5.37) offensichtlich; diese Eichtransformation stimmt dann
genau mit (3.6.23) iiberein. |
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Die Lorentz Fichung ist in der 4-er Schreibweise einfach
0,A" =0. (5.5.43)

Diese Bedingung ist daher Lorentz invariant. Sie lasst sich in der Sprache der Formen
als
0A=0 (5.5.44)

schreiben. Falls A die Lorentz Eichbedingung erfiillt, dann gilt fiir A’

SA = SA+8dy
= —0Oy, (5.5.45)

da 0x = 0 (d verschwindet automatisch auf Funktionen!). Hier haben wir beniitzt, dass
der Laplace-Beltrami Operator auf dem Minkowski-Raum gerade mit dem Wellenoper-
ator iibereinstimmt (siche (5.4.65)). Die Lorentz Eichung legt daher die Eichfreiheit bis
auf eine Losung der Wellengleichung fest.

In der Lorentz Eichung sind die inhomogenen Maxwell Gleichungen gerade durch

Arck
OAY = %j“ (5.5.46)

gegeben (vgl. (3.6.28)). Diese Gleichung folgt einfach aus (5.5.22) da

O, F = 0 (OFA” — Q" AM) = O A — 79, A = @] (5.5.47)

Ot
Schliesslich kénnen wir das retardierte Potential kompakt als

_47Tk;
¢

A(@) = == [ dyDyale =) () (5.5.48)
schreiben.

Wie diese Beispiele illustrieren, lassen sich alle Identitaten der Elektrodynamik na-
tirlicherweise in dieser 4-er Schreibweise zusammenfassen. Dieser Umstand ist lediglich
eine Folge davon, dass die Elektrodynamik Lorentz-invariant ist. Die Lorentz-Invarianz
der Gleichungen ist manifest in dieser Schreibweise.

5.6 Lagrange Formulierung

Das geladene Teilchen im elektromagnetischen Feld ist ein Lagrange’sches System: die

Bewegungsgleichungen
mv

C T —e(E+ %v AB), (5.6.49)

sind die Euler-Lagrange Gleichungen zur Lagrange Funktion

L(x,v,t) = —mc*\/1 —v2/c2 —¢ <(I> — % . A) . (5.6.50)
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Hierbei sind ®(x,t) und A(x,t) die vorgegebenen Potentiale der Felder. Der kanonische
Impuls des Teilchens ist

oL muv; e
= = ——— + - A4, =1,2,3. 5.6.51
P ov; f1—02/c2 + c ! ( )

Die Euler-Lagrange Gleichungen

= 5.6.52
lauten deshalb
-t - | — + — = — - 5.6.53
dt /1_02/02+c<8t +8xk Uk) eaxi—i_c@xi Uk ( )
was mit (5.6.49) tibereinstimmt. [Wir erinnern uns dabei daran, dass
E:—V(I)—lg—A, B=rotA.
c Ot
Ausserdem haben wir benutzt, dass
0A 0A;
AB),=(vVA(VAA)), = — : 5.6.54
(VAB), = (VA (VAA)), = S — Tt (5:6:54)
Fir v < c geht diese Lagrange Funktion in die nicht-relativistische Lagrange Funktion
iber (da dann —mc?\/1 —v2/c2 = —mc® + mv?/2 4+ - -+ — die Konstante mc? ist fir

die Berechnung der Euler-Lagrange Gleichungen natiirlich irrelevant). L selber ist nicht
Lorentz invariant, jedoch

L
Ldt = —————dr = (—mc* — Eu“Au) dr, (5.6.55)

\1—v2/c? ¢
wobei 7 die Eigenzeit beschreibt und
1

1/1—V2/02(

die 4-er Geschwindigkeit ist. Das Hamilton’sche Variationsprinzip fiir die Weltlinie eines
Teilchens hat somit die invariante Form

¢, V) (5.6.56)

ut =

®)
5/() <m02 + Zu”AM) dr =0, (5.6.57)
1

wobei die Endpunkte festgehalten werden. L ist auch nicht eichinvariant: unter einer
Eichtransformation A, — A, — 0, A andert sich L um ein totales Differential

e [ OA edA\
LHL+E(E+vVA>_L+EE. (5.6.58)

Insbesondere bleiben daher die Bewegungsgleichungen (d.h. die zugehorigen Euler-La-
grange Gleichungen) unverédndert.
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6 Erhaltungssatze

In diesem Kapitel wollen wir verschiedene Erhaltungsgrossen diskutieren.

6.1 Ladung

Wir nehmen an, dass die Stromdichte j#(x) in raumartigen Richtungen (ausserhalb des
Lichtkegels) hinreichend stark abfdllt. Dann ist in jedem Inertialsystem die Gesamt-

ladung
1

Q== [, #xju) = % [ e (2) 8,6(a°) (6.1.1)

endlich. Dabei ist 0(s) die Stufenfunktion,
(6.1.2)

und wir haben benutzt, dass '(s) = d(s). Wir wollen nun zeigen, dass diese Definition
der Gesamtladung nicht von dem gewahlten Inertialsystem abhangt, d.h. dass sie unter
den Poincarétransformationen

r—T=Ar+a (6.1.3)

invariant ist, wobei A eine eigentliche orthochrone Lorentztransformation beschreibt. In
dem Koordinatensystem S gilt

/d%ejﬂ )9,0(4 /d%:; 29). (6.1.4)

Wir definieren F'(z) = 0(2°) — 6(2°). Dann ist die Differenz

0—0=- /d41'j )0, F(x). (6.1.5)

Da j#(z) F(z) in allen Richtungen verschwindet, konnen wir das Divergenztheorem an-
wenden und erhalten

0—0= —% /d4xj“7“(x)F(x) —0, (6.1.6)

wobei wir die Kontinuitatsgleichung j# , = 0 angewendet haben. Die Gesamtladung ist
daher ein Skalar. Insbesondere ist sie unter Zeitverschiebungen invariant.

6.2 Energie und Impuls
Der Energie-Impulstensor ist definiert durch

1 1
T = o |F'o F? = JF)eFog | . (6.2.1)

96



Er ist homogen vom Grad 2 in den Feldstdrken, symmetrisch und spurlos. [Letztere
Eigenschaft ist einfach eine Folge davon, dass SP(T") = T""g,,, = 0.] Aus den Maxwell
Gleichungen folgt der Energie-Impulssatz

™, = —% Frg, = —f". (6.2.2)
Um dies zu beweisen berechnen wir
(Fuo F7) , = Fuow F7" + Fug F . (6.2.3)
Der erste Term ist
Fuoo F7" = —(Fopu+ Fouo) F
= Fou ™ — Fluo F”
= (B F7) = Ry B

wobei wir die homogene Maxwell Gleichung dF = 0 und die Antisymmetrie von F
benutzt haben. Dies impliziert nun, dass
1
Floy F7 = Z(FW Fo) .. (6.2.4)
Dieser Term kiirzt daher gerade die Ableitung des letzten Terms des Energie-Impuls-
tensors:

10
———(F,, FP) g"". 6.2.5
e ) g (6.2
Damit bleibt lediglich der Beitrag des zweiten Terms in (6.2.3):
Ak
Foo 7, = —%FM 5. (6.2.6)

Dies beweist den Energie-Impulssatz.
Durch die Felder ausgedriickt lauten diese Tensoren

ov __ E2 EANB
Fu 77 = ( -EANB FEE, + B;B), — B25ik> (6.2.7)
sowie
TW—L(%(E”BQ) EAB ) 625)
- drk EAB %(E2 +B?)d;y, — E;Ey — BBy ) -
Weiterhin ist X 1
f“Z(gj~E,pE+Ej/\B> . (6.2.9)

Einige Komponenten des Energie-Impulstensors sind schon bekannt. Zum Beispiel ist
T einfach die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes und ¢ T ist die Energie-
stromdichte (der Poynting Vektor). Sie werden als 4-er Vektor %T 10 als die Impulsdichte

97



des Feldes zusammengefasst. Integriert man namlich den Energie-Impulssatz iiber ein
Raumgebiet V' C IR?, dann erhélt man

d 1 3
L P — THES, — / Pxfr 6.2.10
dt /V e oV ,; el xf ( )

wobei wir das Divergenztheorem angewendet haben. Wir interpretieren
3
> TS, (6.2.11)
k=1

als die p-te Komponente des Impulsstroms durch dS. Die p = 0 Komponente von
(6.2.10) driickt die schon bekannte Energieerhaltung aus und die iibrigen Komponenten
beschreiben die Erhaltung des Impulses

d 3 1 _ 3
E/degSl— /avi[;kdsk /defl, (6.2.12)

wobei wir hier die 3-dimensionalen Indizes unten geschrieben haben. Zusammen be-
schreibt daher (6.2.10) die Erhaltung des gesamten 4-er Impulses von Feld und Materie.

6.2.1 Freie Felder
Im Fall eines freien Feldes (d.h. p = j = 0) ist der Energie-Impulssatz einfach
™ ,=0. (6.2.13)

Wie im Fall der Ladungserhaltung kann man dann zeigen, dass sich der gesamte Feldim-
puls

pr== / X T() (6.2.14)
zY=0
unter Poincarétransformationen gemaéss
P# =AM, PY (6.2.15)

transformiert, wobei A eine eigentliche orthochrone Lorentztransformation ist. [Hier-
bei haben wir natiirlich vorausgesetzt, dass F* in raumartigen Richtungen hinreichend
schnell abféllt.] Insbesondere ist daher P* unter Zeitverschiebungen invariant: Impulser-
haltung.

6.2.2 Statische Felder
Fiir statische Felder kann man die Impulserhaltung (6.2.12) als

Fl_/vdxfl /av( ) dS; /avaldek (6.2.16)
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schreiben; o, = —T}; wird der Maxwell’sche Spannungstensor genannt. Diese Gleichung
impliziert, dass man die Kraft F auf eine Strom- und Ladungsverteilung aus der Kenntnis
der Felder auf einer umschliessenden Flache 0V berechnen kann. Insbesondere gibt es
zwei hiibsche Anwendungen dieser Gleichung:

(1) Die resultierende Kraft einer statischen Ladungs- und Stromverteilung auf sich selbst
verschwindet: betrachte dazu V' als Kugel vom Radius R mit R — oco. Da E und B wie
R~? abfallen, fillt 0;, wie R~* ab, und das Oberflichenintegral iiber 9V verschwindet
im Limes R — oo.

(2) Actio = Reactio zwischen zwei statischen Verteilungen: da die Summe der Kréfte
wegen (1) verschwindet, ist die Kraft, die auf System 1 von System 2 ausgeiibt wird
gerade von derselben Stérke (und entgegengesetzter Richtung) wir die Kraft, die auf
System 2 von System 1 ausgeiibt wird.

An Leiterflachen haben die Maxwell’schen Spannungen eine reale Bedeutung. Im In-
nern des Leiters verschwinden das elektrische und magnetische Feld, und daher besitzt
an der dusseren Leiterfliche E nur eine Normalkomponente, und B nur eine Tangen-
tialkomponente. [Die Tangentialkomponente von E und die Normalkomponente von B
sind, wie wir schon frither gesehen haben, stetig!] Falls der Leiter bei ' = 0 in der
22 — 2® Ebene liegt, konnen daher an der dusseren Leiterfliche lediglich E; sowie B,
und Bjs von null verschieden sein. Der Maxwell’sche Spannungstensor ist

B 1
- 4rk

und hat daher die Form

1 1
Tik (EEk - 5E25i,€> + <B,-Bk - §B26,-k) (6.2.17)

1 /E2-B? 0
Auf das Flachenelement n = (1,0,0) wirkt daher die Kraft F; = o;ny, d.h.
= L(Ez—B%n (6.2.19)
8k ’ o
Der erste Term stellt einen "Zug’ dar, der zweite einen 'Druck’.
6.3 Drehimpuls
Der Drehimpuls eines Teilchens in der Mechanik wird durch
LM = at'p” — a¥pt (6.3.1)

beschrieben. L* ist ein anti-symmetrischer Tensor, d.h. er transformiert sich unter
eigentlichen orthochronen Lorentztransformationen in der tiblichen Weise,

LM LM = AP N L7 (6.3.2)
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Fire=1,2,3 ist
L0 = (p°x — ctp);, LUV = (x A p);. (6.3.3)
Da ‘fl—f parallel zu p ist folgt der Drehimpulssatz

dLm dp” dp*
I T 3.4
a Car Tt (6.3.4)

Die rechte Seite beschreiben die 4-dimensional erweiterten Drehmomente der Kraft %.

Fiir das elektromagnetische Feld definiert man den Drehimpulstensor mit Hilfe des
Energie-Impulstensors

O = gt TV — 2V TH . (6.3.5)
Aus dem Energie-Impulssatz (sowie der Symmetrie von T') folgt nun der Drehimpulssatz
M . = —(a! f¥ —a” fr). (6.3.6)

Integriert iiber ein raumliches Gebiet V' C IR? erhilt man dann
% ; % o0 —— [ ek, - /Vd3x (2" ¥ — o f1). (6.3.7)

Der letzte Term beschreibt das Drehmoment des Feldes auf die Strom- und Ladungs-
verteilung in V. Wir interpretieren deshalb %@“”0 als die Drehimpulsdichte des Feldes,
sowie ©"%dS, als den Drehimpulsstrom durch die Oberfliche dS. In Komponenten
ausgeschrieben ist

1 . 1
—@™ —(ux —tS);,
c c
1@(@'—1—1)(1'—1—2)0 < A ls )
1 2 /;
6.3.1 Freie Felder
Falls p = j = 0 dann ist
oM, =0. (6.3.8)

Mit denselben Argumenten wie zuvor fiir den Fall der Ladungs- oder Impluserhaltung

folgt dann wieder, dass sich der Gesamtdrehimpuls
1
== / dx 0 (1) (6.3.9)
C Jz0=0

unter eigentlichen orthochronen Lorentztransformationen wie

LM s LM =AM, AV, LOF (6.3.10)

transformiert. Aus (6.3.7) mit V = IR® folgt dann die Drehimpulserhaltung dz:" = 0.

[Hier haben wir wiederum angenommen, dass die Feldstérken in raumartige Richtungen
hinreichend schnell abfallen.|
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6.3.2 Statische Felder

Die Raum-Raum Komponenten von (6.3.7) lauten

/V d3X (Zlﬁ'zf] — Z'jfl) = /av dSk (ZIZ’Z Ok — Tj Uik) s (6311)
wobei 0, wiederum der Maxwell’sche Spannungstensor ist. In Vektorschreibweise kann
man das als

/d3x (x A f) :/ x Ado (6.3.12)
1% ov
wobei do; = 0;4dS, die durch den Spannungstensor ¢ auf das Flachenelement dS

ausgeiibte Kraft ist. Auch zur Berechnung des Drehmomentes auf eine Strom- und

Ladungsverteilung geniigt also die Kenntnis der Felder auf einer umschliessenden Fléche
aVv.

101



7 Das Feld einer Punktladung

Eine andere interessante Anwendung der Maxwell Gleichungen betreffen bewegte Punkt-
ladungen, so wie sie zum Beispiel bei Beschleunigern auftreten.

7.1 Das retardierte Potential

Die Bewegung einer Punktladung e sei gegeben durch ihre (zeitartige) Weltlinie y(7),
wobei 7 die Eigenzeit beschreibt. Die zugehorige Stromdichte ist

o) = 6C/d7’ u(1)0W (z — y(1)), (7.1.1)

wobei u = dy/dr die 4-er Geschwindigkeit ist. Fiir das retardierte Potential ergibt sich
daraus (siehe Kapitel 5.4):

1

5 o_,0 __ _
pr— (" =y’ =[x —yl)

Ab(z) = 47Tke/d4y/d7'u“ Ny —y(1))

= ke/dT Da—e (xo—yo(f)—IX—Y(T)l)-

Das Argument der delta-Funktion

f(r)=a" —y’(7) =[x —y(7)] (7.1.2)
ist null, falls fiir
R=1x—y(7) (7.1.3)
die Gleichung '
(R,R)=(R°)*=> (R)*=0 (7.1.4)

erfiillt ist und R > 0 ist. Tatsdchlich hat fiir jedes z € IR*, 7 — (R, R) genau eine

Nullstelle, 7 = 7(x) mit R° > 0. An dieser Nullstelle gilt insbesondere z° —¢° = |x —y],
und daher ist

o (x—y)u_ (Ru)
fi(r)=—u"+ vl x—yl (7.1.5)
Damit wird also das retardierte Potential
A(z) = l{:e/d7|x )
\X yl ut(7)
= ke |l d )
/ ) ey
= ke (R, mE (7.1.6)

wobei u = u(7), R = x — y(7) und 7 = 7(x) die Nullstelle von (R, R) = 0 mit R > 0
beschreibt. Der Ausdruck (7.1.6) heisst Liénard- Wiechert-Potential.
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7.2 Retardiertes Feld

Zur Berechnung des Feldes F,, = 0,4, — 0,4, aus (7.1.6) brauchen wir die ersten
Ableitungen von 7(z). Diese ergeben sich aus der definierenden Gleichung

(R,R)=0 mit R(z) =z —y(r(x)). (7.2.1)

Ableiten nach z* ergibt nun

0=0,R*R, =2(6% —u”T,)Ra, (7.2.2)
und daher ist also R
= E 2.
T R (723
Aus (7.1.6) folgt dann
d y k
DAy = ke L el . (7.2.4)

(R,u) dr (R,u) (R,u)

[Der letzte Term kommt von der direkten Ableitung von R nach z¥; da er symmetrisch
in g < v ist, trigt er bei der Berechnung des Feldes nicht bei.] Weiterhin berechnet
man

d
%(R, u) = —(u,u) + (R,w) = —c* + (R,w), (7.2.5)
wobei p
u
= — 2.
W= (7.2.6)
die Beschleunigung ist. Damit erhélt man fiir das retardierte Feld
ke
Fio = Trap (@ = (B, w)) (R, — Ryuy) + (R, u)(Ruw, — Ryw,)] . (7.2.7)
Fir das weitere ist es niitzlich, das retardierte Feld als
ke
Fr = Hb” — RV 2.
R R R"b"] (7.2.8)
zu schreiben, wobei
V= v’ + (R, u)w” — (R, w)u” . (7.2.9)

Insbesondere ist daher klar, dass eine Komponente ~ u von w nichts zum Feld beitragt!

7.3 Dreidimensionale Form

Wir bentitzen die Notation:

R )
R*=r(l,n), r=|R|=R", n : B=—, f=—. (73.1)
T
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Aus E; = FV, B, = —F0+t)0+2) f]ot dann

ker

E = (R7u)3(bon—b)
ker
B = —W(n/\b)—n/\E. (7.3.2)

Zur Berechnung von E (und damit auch von B) brauchen wir weiterhin

S W —C oD
u _m(1,ﬁ), (1—52)(0’ﬁ)+(1—62)3/2 . (7.3.3)

Wegen der obigen Bemerkung konnen wir den letzten Term ignorieren. Dann finden wir

(R,u):ﬁ(l—n-ﬁ), (Raw):—m(n'ﬂ)a (7.3.4)

und wir erhalten

kerc?
B = (R’u)sm(n_ﬁ)
ker?c? . _
TR e (=5~ (1-n-p)s]
]{36(1—52) ke .
m(n_ﬁ)+rc(1_n.ﬁ)3n/\[(n_ﬂ)/\ﬂ]- (7.3.5)

Fiir # = 0 bleiben nur die Terme der Ordnung r~2 iibrig: eine gleichformig bewegte
Punktladung strahlt nicht! Die Glieder der Ordnung r~! sind proportional zu 3. In
dieser Ordnung ist auch E transversal zu n, d.h. E, B und n verhalten sich wiederum
wie eine ebene Welle. Zu beachten ist stets, dass sich die Grossen r, n, 3 und 3 immer
auf die retardierte Position der Punktladung beziehen.

7.4 Ausgestrahlte Energie

Wir definieren die ausgestrahlte Leistung als

W(t) = Energiestrom zur Zeit ¢t + r/c durch die
Kugel vom Radius r um y(¢). (7.4.1)

Diese Grosse wird fiir » — oo unabhangig von r. Fiir § = 0 folgt aus den obigen Formeln
fir Eund B
ke?

der?

S 18)?sin?0n + o(r~2), (7.4.2)

wobei 6 der Winkel zwischen 3 und n ist. Die zugehorige Leistung ist dann

2k e2
3c

W= 132 (7.4.3)
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Dies entspricht genau der elektrischen Dipolstrahlung (vgl. Kapitel 4.4.1 mit p = ev =
ce3). Diese Formel ist die sogenannte ‘Larmor Formel’, die die abgestrahlte Leistung
eines nicht-relativistischen (8 = 0) beschleunigten geladenen Teilchens beschreibt.

Larmor’s Formel kann vermoge eines Kovarianzargumentes (oder durch direktes
Nachrechnen!) fiir Teilchen beliebiger Geschwindigkeit verallgemeinert werden. Man
kann zeigen, dass W tatséachlich Lorentz invariant ist. Die gesuchte Formel fiir W soll
daher manifest Lorentz invariant sein, und die Larmor Formel fiir 3 — 0 reproduzieren.
Ausserdem ist klar, dass diese Formel lediglich 3 und 3 involvieren kann (da die Formeln
fir E und B lediglich davon abhéngen). Dies legt die allgemeine Formel bereits ein-
deutig fest. Um die gesuchte Verallgemeinerung der Larmor Formel zu finden schreiben
wir W in der suggestiven Form

2ke? [(dp dp
W = e 7.4.4
3m?2c? ( dt dt ) ’ ( )

wobei m die Masse des geladenen Teilchens und p sein Impuls ist. Die Lorentz invariante
Verallgemeinerung ist dann

2k e (dp, dp*
_ 4,
W 3m?2c3 < dr dr )’ (7.4.5)

wobei dr = dt/~ das Eigenzeitelement ist, und p* der 4er-Implus. Das obige 4er
Skalarprodukt ist

_dpdp' _ (dp dp) L (dEN_ (dp dp\ _ . (dp)’ (7.46)
dr dr  \dr dr c2\dr) \dr dr dr ) o
[Hier haben wir benutzt, dass £ = /m?c* 4+ ¢?p?. Dann ist 1/cdE/dr = cp(dp/dr)/E =

B(dp/dr).] Im Limes § — 0 reduziert sich daher der obige Ausdruck zur Larmor Formel.
Falls man in (7.4.5) die Energie und den Impuls durch

E = ymc®, p ="ymv (7.4.7)
ausdriickt, erhélt man die Liénard Formel (1898)

_ 2ke?

%74
3¢

Yo [18P =18 A B2 . (7.4.8)

7.4.1 Linearbeschleuniger

Als Anwendung diskutieren wir die Strahlungsverluste in Beschleunigern, zuerst fiir den
Linearbeschleuniger (Bewegung lings der 1-Achse). Wegen (p, p) = mc? ist p°dp®/dr =
ptdp!/dr, d.h.

dp® dp*

— =0— 7.4.9

dr g dr ( )
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und daher ) ,
dp dp\ (dp' o (dp!
(%’ %> — <E (1-p5% = | (7.4.10)

wobei wir benutzt haben, dass dr = /1 — 2 dt. Einsetzen in (7.4.5) ergibt dann

oke? [dp d 2ke? [dp'\”
W= ‘ (p —p> ‘ (i> . (7.4.11)

3m2A \drdr) T 3m2e \dt

Weiterhin ist nach (7.4.9)
dp'  1dE dE
dt  vdt  dx’
wobei dF /dx die Zunahme der kinetischen Energie pro Léngeneinheit ist. Damit findet
man

(7.4.12)

W 2ke* 1dFE 2ke* dE
—_ - - s
dE/dt  3m2c3 v dx 3m?ct dx’
Fiir Elektronen sind die Grossenordnungen mc? = 0.5 MeV und €? /mc? = 1071° m. Bei

einer typischen Energiezunahme von 10 MeV /m ist W = 107'*dE/dt — Strahlungsver-
luste in Linearbeschleunigern sind vollig unbedeutend!

fir v —c. (7.4.13)

7.4.2 Kreisbeschleuniger

Die Situation ist deutlich anders fiir Kreisbeschleuniger (so wie zum Beispiel die Ringe
am CERN in Genf). Im relativistischen Bereich ist die Tangentialbeschleunigung gegen-
tiber der Zentrifugalbeschleunigung vernachléssighar. Dann ist | 3 | = fw, wobei w die
Kreisfrequenz ist: w = ¢f/r, mit r dem Radius der Kreisbahn. Dann wird (7.4.8)

2k e2
3¢

2k e?

W= 3¢

(1-8%)7" [wB” —w?B!] = (1-p5)252 w2 (7.4.14)

Der Energieverlust durch Strahlung wihrend einer Umlaufszeit 27 /w ist also

B 41 k e?
3¢

1- gy ptn =T gy

N 41 k e?
3y

AE

(1—p%72, (7.4.15)

wobei wir im letzten Schritt den Limes 3 — 1 betrachtet haben. Da die Energie E =
mec?(1 — 3?)~Y/2 kénnen wir die letzte Formel auch als

_ drke ( b )4 (7.4.16)

AFE = —

3r  \mc?
schreiben. Typische Grossenordnungen fiir ein Elektron-Synchrotron sind £ = 10 GeV
~ 10'mc* und r = 10 m. Dann ist e?/rmc* ~ 107! und AE ~ mc* ~ 1 MeV.
Dies ist mit der dem Elektron pro Umlauf zugefiihrten Energie vergleichbar. In Kreis-
beschleunigern sind daher die Strahlungsverluste der wichtigste Begrenzungsfaktor fiir
die erreichbare Teilchenenergie.
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7.5 Strahlungscharakteristik schneller Teilchen

Der domininante Einfluss auf die Winkelverteilung der Strahlung eines beschleunigten
Teilchens kommt von dem Faktor (siehe (7.3.5)) E ~ (1 —n - 3)73, der zu einer
Abhéngigkeit des Poynting Vektors S(n) = 5 |E[*n von

IS(n)| ~(1—n-3)"°=(1-LBcosh)™® (7.5.1)

fithrt. [Der Winkel 6 ist hier der Winkel zwischen  und n.] Fiir schnelle Teilchen
(3 ~ 1) hat diese Funktion ein scharfes Maximum bei § = 0. Im Fall §||8 (so wie das
fiir Linearbeschleuniger der Fall ist) gilt zum Beispiel [wir ignorieren wiederum Terme
der Ordnung o(r=2)]

ke? ., sin?0
= . 5.2
S| 47rcr2|ﬁ| (1 — B cosf)s (752)
Da nur kleine 6 wichtig sind, entwickeln wir
VP =1-F = (14 B)(1- ) ~2(1 - ) (7.5.3)
und daher finden wir
1
~ 1 — _p2 ~ _ 2
1—Bcosf~1—B(1—06%/2) ~ P (1+(10)?) . (7.5.4)

0, 0!

0,0

0, 0:

Figure 2: Die Funktion %
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Die Winkelverteilung ist also durch die Funktion

(1)
(14 (70)?)

(siehe ‘Figure 2’) gegeben; der charakteristische Offnungswinkel des Strahlungskegels ist
N (7.5.6)

S(0)] ~ (7.5.5)

Dies gilt auch im Fall 3 /|8, nur ist dann die Winkelverteilung auch von dem Winkel
(n— () zu B abhéngig. Mit der Abschitzung (7.5.6) kann man die Synchrotronstrahlung
qualitativ verstehen: Es sei wy die Winkelgeschwindigkeit des Elektrons im Synchrotron.
Der Strahlungsimplus, der bei x empfangen wird, rithrt nach (7.5.6) von einem Bah-
nelement des Winkels v~! her, wird also wihrend der 'Sendezeit’
0
1 (75.7)
c wo?y

emittiert. Da sich das Elektron dabei fast mit Lichtgeschwindigkeit in der Ausstrah-
lungsrichtung bewegt, ist die ‘Empfangszeit’ dz®/c des Pulses bei x viel kiirzer. Wie in
Kapitel 7.2 und 7.3 gezeigt gilt namlich

ayo_ﬁ_yoT 0 RO _. r
"o T " Rw Trey(1—n-p)

020 or
und daher ist die Pulsdauer bei x

—(1-n-8)"'~292, (7.5.8)

— R =~ : (7.5.9)

Die Pulse folgen sich mit der Periode T' = 27/wy. Die zeitliche ‘Breite’ eines Impulses
ist dabei At = 1/wyy3. Deshalb hat die Fourier Transformierte eines Impulses f(t)

flw) = % /_Z dt f(t)e™" (7.5.10)

die Breite Aw = (At)™' = wyy3. Die spektrale Zusammensetzung der Synchrotron-
strahlung wird aus der Fourier Reihe des gesamten Impulses

F(t)=> ft—sT)= > c,e ™™ (7.5.11)

seZ neZ
ersichtlich, wobei
T , .
en =20 / dt £(£)e“0m™ = wo F(nwp) . (7.5.12)
21 Jo
Dabei ist ¢, nur bis zur Ordnung n ~ 3 von null verschieden, d.h. die Strahlung setzt
sich aus den diskreten Frequenzen nw, zusammen, wobei n = 1,2,... ~ v3. Wegen

v & ¢ entspricht die Grundfrequenz wy = v/r der Lichtwellenlinge Ao = 2mc¢/wy = 277,
d.h. des Umfangs des Synchrotrons. Fiir 1 GeV Elektronen ist v ~ 103, so dass das
Spektrum quasikontinuierlich bis hinunter zu Wellenlingen A = \gy® ~ r10~? reicht.
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8 Elektrodynamik von Materie

Manche elektromagnetischen Erscheinungen spielen sich auf Langenskalen ab, die gross
sind relativ zu den typischen atomaren Abmessungen (ca. 1 A). [Als Beispiel sei die
Fortpflanzung von Licht in Materie genannt.] Fiir solche Fille ist eine Beschreibung
gesucht, die von der mikroskopischen Struktur der Materie absieht, bzw. sich nur mit
raumlichen Mittelwerten (iiber Lingen der Groesse > 100 A) befasst.

8.1 Das Modell und mittlere Felder
Die Stromdichte in Materie hat die Form

@) =" dw(@),  Ouily =0. (8.1.1)
(@

Hier ist j(‘;) (x) die Stromdichte eines ‘Atoms’ a (oder entsprechend eines Ions, Elektrons,
etc.), die stets in einer Umgebung atomarer Grossenordnung um dessen Mittelpunkt
r,(t) konzentriert ist.

Ein makroskopisches System enthilt typischerweise 10%3*% Elektronen oder Atome;
diese sind alle in fortwahrender Bewegung, und produzieren elektromagnetische Felder,
die sich sehr schnell in Raum und Zeit verandern (ca. 107® cm und 107!3s). Makroskopi-
sche Messungen mitteln daher immer {iber Intervalle (in Raum und Zeit), die viel grosser
sind. Die komplizierten mikroskopischen Fluktuationen mitteln sich in solchen Messun-
gen aus, und man erhélt relativ glatte und langsam variierende makroskopische Grossen.
Im folgenden wollen wir die Elektrodynamik dieser gemittelten Felder studieren.

Fiir jede Feldkomponente f definieren wir einen raumlichen Mittelwert tiber viele
Atome durch

foxt) = [dygx—y) f(y.1), (8.1.2)
wobei g eine glatte Gewichtsform ist, deren Integral auf 1 normiert ist,
/d3yg(y) —1. (8.1.3)

[Der Trager von g erstreckt sich dabei iiber viele Atomabstdnde.] Diese gemittel-
ten Grossen sind dann glatte Funktionen. Da die Mittelbildung linear ist, gelten die
Maxwell Gleichungen unverandert fiir die mittleren Felder E, B sowie Ladungs- und
Stromverteilungen p und 7.

8.1.1 Multipolentwicklung

Betrachte nun den Beitrag eines einzelnen momentan ruhenden Atoms an der Stelle r
zur gemittelten Stromdichte. Dann erstreckt sich das Integral

@)= [ dyglc—r =) +.1) (8.1.4)
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nur iiber ein Gebiet |y| < Atomdurchmesser; in diesem Bereich konnen wir g(x —r —y)
in guter Naherung linearisieren:

gx—r—y)=g(x—r) = OhgX—1T)Ys. (8.1.5)

Dies ergibt
7'(x) = g(x —r)a"(t) — dpg(x —r) (1), (8.1.6)

wobei wir die atomaren Multipolmomente beziiglich r eingefiihrt haben

-a = /dgy plr+y,t)=e (Ladung)

1
—a% = / Eyyepr +y,t) = pe(t) (elektrisches Dipolmoment)

a* = /dsyjk(rvLy,t):%

a* = /dgyjl(r+y,t) Yk - (8.1.7)

Die letzten Multipolmomente hangen auch mit den zuvor eingefithrten Multipolmo-
menten einfach zusammen:

LoGary e _
(a at™")

1 ) )
9 §/d3}’ (Y101 — Yidi+1)

= —Ccmyy2, (8.1.8)
wobei das magnetische Dipolmoment durch
1 3 ]
m:2—c/d y(yAJj) (8.1.9)

definiert ist. Entsprechend ist (diese Rechnung funktioniert wie jene in Kapitel 4.4.3
(Elektrische Dipolstrahlung))

1 1.
(" 4+ aM) = 2T, (8.1.10)
2 6
wobei T' durch
le:3/d3yy1ykp(r+y,t) (8.1.11)

gegeben ist. Man findet dann,

1 1
o.J" = ;gao — 09 (an’f — ak) — 0,0, a'*
1
= —5%ag (a'* + a™), (8.1.12)
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wobei wir ausgenutzt haben, dass a° = 0 (wegen Ladungserhaltung). In der obigen
Néaherung fiir den gemittelten Strom ist daher die Kontinuitatsgleichung verletzt; aller-
dings tritt dies erst in der Ordnung O(y?) auf, die wir in der Ableitung von J ver-
nachlissigt hatten. In dieser Approximation kann dann auch a'* durch den antisym-
metrischen Teil ersetzt werden, und dann gilt wiederum die Kontinuitatsgleichung fiir
die gemittelten Strome. In dieser Approximation ist also dann

plx.t) = glx—r)e —div(glx—)p(1))

I(x,t) = %g(x — 1) p(t) + crot(g(x — r)m(t)) . (8.1.13)

Dies entspricht den mittleren Felder mit Ersetzung des Atoms durch ein (ebenfalls ruhen-
des) Punktteilchen

p(x,t) = d(x—r)e—div (5(){ —r) p(t))
0

jx,t) = E((S(X —1)p(t)) + crot (3(x — r)m(t)), (8.1.14)

das durch seine Ladung und Dipolmomente charakterisiert ist. Fiir Materie aus ruhen-
den Atomen ergibt sich so insgesamt

plxt) = pr(xt) —div(P(x,1))

- P
jx,t) = %t (x,t) + crot M(x,t), (8.1.15)
wobei
pr(x) = Z 9(xX = 1)) €@ Leitungsladungsdichte

P(x,t) = Z 9(xX —10) P(t), elektrische Polarisation (8.1.16)
M(x,t) = > g(x—rE)my(t), magnetische Polarisation.
(a)

Die Verallgemeinerung von (8.1.14) fiir bewegte Atome erhalten wir durch Umschreiben
auf eine manifest kovariante Form:

(@) = c/ eut (1) 8@ (x — x(r))dr + ¢ /pw (¢ —z(r))dr,  (8.1.17)

wobei 7 die Eigenzeit, u# die 4-er Geschwindigkeit, und p*” der Tensor mit den Kom-
ponenten ist
0 —p1 —p2  —Dp3

p,uu — ; P1 O ms —Ma2 (8 1 18)
1—v2/c2 | P2 —Ms 0 my |’ o
Pz Mmp —my 0
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die im Ruhesystem des Teilchens wie oben definiert sind. Um dies mit (8.1.15) zu
vergleichen beachtet man, dass

c/f(T) S (x —z(1))dr = /1 =02/ f(t) 6O (x — r(t)), (8.1.19)

da
¢ [ F)a(ct = a(m)dr =L =02/ ¢ [ f(r(e)) alet — bt (8.1.20)

wobei ct’ = 2°(7) mit dt’ = \/:Tﬁ’ Dann gilt also

p(x,t) = ed(x—x(t)) — div (5(x — r(t))p(t))
jx,t) = evi(x—r(t))+ %(5(){ —r(t)) p(t)) + crot (5(x —r(t)) m(t)XS.l.Ql)

was fiir v =0 mit (8.1.14) {ibereinstimmt. Da p*” ein Tensor ist, transformieren sich
Y. N — (8.1.22)

V1 —v%/c? /1 —v2/c?

wie E und B. Unter der Benutzung der fiir diese Felder abgeleiteten Transformations-
gleichungen (siehe Kapitel 5.4) folgt dann, dass

1
pi=p|  J1—-v/2, pr=p+ VA m”) (8.1.23)

0
m| = m|(| /1= v?/c?

wobei p® und m(® die Dipolmomente im Ruhesystem sind, und || und L die Anteile
parallel und orthogonal zu v bezeichnen. Fiir v < ¢ konnen wir die Wurzeln ignorieren,
und wir erhalten einfach

und ]
m, = m(f) — v Ap? (8.1.24)

1 1
p=p? 4+ vAm®, < m=m® - vApO®. (8.1.25)
C C

Fiir Materie aus bewegten Atomen erweitert sich daher (8.1.15) zu
px,t) = prix,t) —div(P(x,1))

ix,t) = jo(xt)+ aa—ft)(x, t) + crot M(x,1), (8.1.26)

wobei pr, P und M wie zuvor durch (8.1.16) gegeben sind, wobei jedoch die geméss
(8.1.25) berechneten Dipolmomente einzusetzen sind. Ausserdem haben wir jetzt noch
zusatzlich die Leitungsstromdichte

jL(X, t) = Z g(X — I‘(a)) 6(a) V(a) s (8.1.27)
(a)
wobei v(,) die Geschwindigkeit des Atoms a ist.
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8.2 Die makroskopischen Maxwell Gleichungen

Wie wir zuvor bemerkt haben erfiillen die mittleren Felder (die wir nun im folgenden
ohne Uberstrich als E, B, p und j bezeichnen wollen) immer noch die urspriinglichen
Maxwell Gleichungen. Mit den obigen Relationen (8.1.26) lauten die makroskopischen
Maxwell Gleichungen jetzt nun

divB = 0,
10B
tE+—-— = 0 8.2.1
rot ki + T ; ( )
sowie
divD = 4rnkpp,
10D Ak
tH— 22— = 7%j 8.2.2
v - 100 = T, (522
wobei wir
D=E+4nk P, H=B - 47k M (8.2.3)
definiert haben. Wir bezeichnen im folgenden
E elektrisches Feld , D elektrische Verschiebung
B  magnetische Induktion H magnetisches Feld.

Ein geschlossenes System von Feldgleichungen entsteht erst dann, wenn sich die Polari-
sationen P und M sowie j; durch die Felder E und B ausdriicken lassen. Dazu dienen
phanomenologische Verkniipfungsgleichungen; im einfachsten Fall sind diese

D = €¢E, e: Dielektrizitdatskonstante
B = uH, p: magnetische Permeabilitét (8.2.4)
j. = oE, o: elektrische Leitfahigkeit.

Die letzte Gleichung ist das sogenannte Ohm’sche Gesetz. Diese Zusammenhénge sind
linear, isotrop, lokal und instantan (im einfachsten Fall!). Die Konstanten e, i, o sind
Materialgrossen, und hangen von Zustandsparametern der Materie wie Druck und Tem-
peratur ab. In anisotropen Medien, wie in gewissen Kristallen, muss D nicht dieselbe
Richtung wie E haben:

und entsprechend fiir g und o. Allenfalls kénnen diese Gleichungen auch die Abwei-
chungen der Felder um konstante Felder Eq und By herum beschreiben; letztere Felder
bewirken dann eine Anisotropie, z.B.

o = oi(Bo) (Hall Effekt). (8.2.6)

Die Zusammenhénge konnen auch im Allgemeinen nicht lokal sein, oder sogar nicht-
linear (Ferromagnetismus). Im Folgenden beschéftigen wir uns mit dem Fall, dass der
Zusammenhang nicht instantan ist.
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8.3 Dispersion

Fiir rasch verénderliche Felder sind die Verkniipfungen (8.2.4) nicht instant. Wir illus-
trieren das am Beispiel der elektrischen Polarisation P(x) an einem festen Punkt x. Der
Einfachheit halber nehmen wir an, dass der Zusammenhang zwischen P und E isotrop
ist; dann gentigt es, sich auf eine Komponente von P und E einzuschrinken, die wir
einfach mit P = 47kP;, bzw. E = E; bezeichnen. Der Zusammenhang zwischen P(t)
und E(t) ist dann

= /X(t —s) E(s)ds . (8.3.7)

Die Funktion x(t) = €(t) — 1 wird elektrische Suszeptibilitdt genannt und beschreibt die
Polarisierbarkeit des Mediums. Man nennt sie auch ‘Stossantwort’, denn fiir E(t) = 6(0)
(Stoss bei t = 0) ist P(t) = x(t). Die Kausalitdt verlangt, dass vor dem Stoss P(t) =0
ist, d.h. dass x(¢) = 0 fiir t < 0. Wir nehmen an, dass x(¢) fiir grosse t rasch abfillt, so
dass das Integral

/0°° ()] dt < oo . (8.3.8)

Wir definieren die Fouriertransformierte durch

:/dtf(t) gt 27T/dwf et (8.3.9)

Mit dieser Notation gilt dann im statischen Fall, d.h. fir E(t) = F

B /X(t —s)E(s)ds =B /X(S>d8 =E-x(0) . (8.3.10)

Der Koeffizient x(0) wird statische Suszeptibilitdt genannt.
Im allgemeinen Fall haben wir

= o / dw Y (w) B(w)e ™t (8.3.11)

wobei wir benutzt haben, dass das s Integral in der vorletzten Zeile gerade die Fouri-
ertransformation von E ergibt. Insbesondere folgt also daraus, dass die Fouriertrans-
formierte von P gerade durch

Pw) = Y(w) E(w) (8.3.12)

gegeben ist. (Das ist einfach eine Folge davon, dass P(t) die ‘Faltung’ von x und E
ist — unter Fouriertransformation geht eine Faltung immer in das Produkt der Fouri-
ertransformierten tiber.)

Man kann x(w) als frequenzabhéngige Suszeptibilitdt auffassen: fiir die Anregung
E(t) = Ee ™" ist P(t) = x(w) Ee”*! Im Unterschied zur statischen Suszeptibilitit
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ist x(w) jedoch nicht mehr reell. FEine reelle Suszeptibilitdt fiihrt ndmlich zu einer
symmetrischen Funktion y(¢), da

X(~1) = o [ doi@)e™ = x(t) = (1) (8.3.13)

was im Widerspruch zur Kausalitat steht — die einzige Ausnahme ist der Fall eines
instantanen Zusammenhangs, x(t) = xd(t), in welchem Fall y(w) = x € IR fiir alle w.

Unter der Annahme (8.3.8) , dass x(¢) hinreichend schnell abféllt, so dass das Integral
konvergiert, hat x(w) die Eigenschaften

(i) x(w) ist analytisch in w in der oberen Halbebene, Sw > 0.
(ii) x(w) ist stetig und beschrankt fiir Sw > 0 und x(w) — 0 fiir |w| — oo (in Sw > 0).
(ii1) X(w) = X(~).
In der Tat gilt namlich wegen der Kausalitat

(@) = [ e (3.3.14)

und da [e!| = 5% konvergiert das Integral und die Analytizitit (i) folgt direkt.
Ausserdem ist y offenbar in Sw > 0 beschréankt. Die Stetigkeit in der abgeschlossenen
Halbebene Sw > 0 und das Verschwinden fiir |w| — oo folgen aus dem Riemann-
Lebesgue Lemma, da x gemiss (8.3.8) L' ist. Schliesslich folgt (iii) aus

K@) = [T dtx(es
_ /0 Tt (e = (—o) (8.3.15)

da x(t) reell ist.

Diese Eigenschaften fithren nun dazu, dass sich die Funktionen Ry (w) und Sx(w) gegen-
seitig bestimmen — das ist der Inhalt der sogenannten Dispersionsrelationen. Fir reelles
w gelten namlich die Kramers-Kronig Relationen:

Itw) = Z%ﬁf{/w-ﬁﬁﬁildwf

S (8.3.16)
Rx(w) = —P/ s

d/
w2

Hier ist P [ der Hauptwert des singuldren Integrals

[eS) w—09 oo
P/ dw’-~-:lim(/ dw’~-~+/ d' ) . (8.3.17)
0 0

6—0t
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Um diese Relationen zu beweisen stellen wir y(w + i€) durch die Cauchy-Integralformel

o+ ie) = —— /F& du (8.3.18)

27 Jr w' — (w + i€)

dar, wobei I' die Kontour ist, die entlang der reellen Achse von —R bis R verlauft, und
dann in der oberen Halbebene durch einen Halbkreis (bei |w'| = R) geschlossen wird.
Fiir grosse R tragt der Halbkreis wegen (ii) zum Integral nicht bei. Im Limes ¢ — 0
wird der Integrand singuldr bei w’ = w. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass
X(w') eine analytische Fortsetzung um w herum hat, so dass I" in die untere Halbebene
deformiert werden kann. Dann koénnen wir den Limes ¢ — 0 direkt auswerten, und
finden

(W) = i(/M M) gy [ XD ’+/°° M) dd) . (83.19)

2mi\J-o W —w Iy w —w wts W — w

wobei I's der Halbkreis in der negativen Halbebene von w — ¢ nach w+ ¢ ist. Fiir 6 — 0
gilt nun

X(w) .
o dw' = imx (W) (8.3.20)
und daher folgt
1 O /
fw) = 2 p [T (8.3.21)
) o W —w
Aufgeschliisselt nach Real- und Imaginéirtell folgt
oo kv
R (w) + - —P/ Sw P/ (8.3.22)
o W — w o W —w

Schliesslich beobachten wir, dass (iii) impliziert, dass fiir w’ € IR
RY(—w') =Rx(w),  SN(-w)=-Sx() . (8.3.23)

Dann wird zum Beispiel

. 1 oo Fy(w
L p(SE) | SEW) Y
T Jo w —w —w' —w
2 00 I O /
_ 2p [reSW) (8.3.24)

7w Jo w?—w?

Die Herleitung der Formel fiir Sy (w) ist vollig analog.
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8.3.1 Dissipativitat

Neben der Kausalitat spielt auch die Dissipativitat eine Rolle: jede Polarisierung braucht
Arbeit W > 0. Da die Polarisierung zu der Stromdichte wie j(t) = P(t) beitragt, ist
diese Arbeit gerade

W= / dLE(1)j(t) = / dLE(H)P(t) > 0 . (8.3.25)
Dies impliziert, dass
(iv) X
(v) Sx(w) > 0 fir w > 0.

(vi)

(0) > 0, also insbesondere Iy (0) = 0.

(w) ist in Sw > 0 nirgends reell, ausser auf der imagindren Achse. Dort nimmt
(w) monoton ab von x(0) > 0 zu x(ico) = 0.
)

X> X>

m (iv) zu beweisen beobachten wir, dass fir E(t) = 0(t),
0o t
P(t) = /0 X(t — s)ds = /_ X(8)ds (8.3.26)
Also ist P(t) = x(t) und
W= / T HEWGP®E) = / T () = %(0) > 0 . (8.3.27)
—00 0

Aus j(t) = P(t) folgt, dass j(w) = —iwP(w) = —iwy(w)E(w). Zusammen mit der
Parseval Identitat, die besagt, dass

[ dt B = 2i [ B@)iw) (8.3.28)

gilt dann

W= / dw wR ()| E(w) / dww SR(W) | EW)? (8.3.29)

da R¥(w) und |E(w)|? gerade Funktionen von w sind. Da E(w) fiir w > 0 eine beliebige
Funktion von w ist, folgt dann wegen (8.3.25), dass Sy (w) > 0 fiir w > 0.

Wegen (iv) und (v) sind die einzigen Nullstellen von Sy fiir reelles w bei w = 0 und
w = oo. Weiterhin gilt wegen (ii), dass y(co) = 0, also dass auch der Realteil von y bei
w = oo verschwindet. Sei nun a eine reelle Zahl. Die Anzahl der Punkte innerhalb I,
fir die x(w) = a gilt, ist gleich

1 dx
d / . 8.3.30
" omi / “Iw) —a —a  2mi xT) X —a ( )
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Fiir grosses R besteht die Kurve x(I') im wesentlichen nur aus dem Bild der reellen
Achse, da im Limes R — oo, x = 0 entlang des ganzen oberen Halbkreises. Also schnei-
det x(I") die reelle Achse nur bei 0 = y(co) und x(0). Wegen des Argumentprinzips
kann daher N maximal N = 1 sein, und zwar nur dann, falls a € (0, x(0)].

Schliesslich beobachten wir, dass wegen (iii) x(w) = x(—®). Da es aber nur eine
Losung von x(w) = a auf der oberen Halbebene gibt, muss fiir diese Losung w = —@
gelten, also muss w rein imaginar sein. Die Eindeutigkeit impliziert dann auch sofort
die Monotonie von x entlang der imaginiren Achse.

8.4 Wellen im Dielektrikum

Um ein Gefiihl fiir die physikalische Bedeutung dieser Eigenschaften zu gewinnen, be-
trachten wir nun ein homogenes isotropes Medium mit g =1 und € = é(w) = 1 + x(w),
unabhéngig von x. Wir definieren den Brechungsindez n(w) durch

n(w) =/éw) , Rn(w) >0 . (8.4.31)

Wegen (vi) ist n(w) stetig in Sw > 0 und analytisch in Sw > 0. Zudem gilt wegen (v)
und (iii)

(8.4.32)

Sn(w) <0 falls *w < 0
>0 falls *w > 0

Ausserdem erfiillt auch n(w) — 1 die Bedingungen (i)—(iii) von oben, und daher gelten
auch fiir n(w) — 1 die Kramers-Kronig Relationen (8.3.16).

Wir studieren Wellenlosungen im freien Fall, p, = 0, j, = 0. Die nach der Zeit
Fourier-transformierten Felder E(x,w) und B(x,w) erfiillen dann die Maxwell-Gleichun-
gen (8.2.1) und (8.2.2) in der Form

dvE =0, rotE — B = 0 (8.4.33)
c
divB =0, rotB + ¢W)E =0, (8.4.34)
c
wobei wir benutzt haben, dass 0;B(w,x) = —iwB(w,x) und entsprechend fir die

anderen Felder. Desweiteren haben wir als Beziehung zwischen der elektrischen Ver-
schiebung D und dem elektrischen Feld E

D(t,x) = E(t, %) + / dsx(t — s)E(s, %) (8.4.35)
angesetzt; nach Fouriertransformation nach der Zeit gilt dann
D(w,x) = (1+ () E(w,x) = éw)E(w,x) , (8.4.36)

wobei wir (8.3.12) benutzt haben. Einfiihren des Wellenvektors k, d.h. Fouriertransfor-
mation beziiglich der Ortskoordinate, fiihrt dann auf die Wellengleichung

(A+K)E=(A+K)B=0, (8.4.37)
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wobel nun

w2

k? = = é(w) (8.4.38)
c
gelten muss. Nach dem, was wir oben erklart haben, ist das nun eine komplexe Glei-

chung.

Spezielle Losungen sind ebene Wellen

E(x) =Eoe**, k= "nw)e, (8.4.39)

w
c
wobei e ein Einheitsvektor ist, der die Ausbreitungsrichtung der Welle beschreibt. Aus-
serdem verlangen die Gleichungen (wie zuvor), dass

E)-e=0, B=n(w)enE. (8.4.40)

Ausgedriickt als Funktion von Ort und Zeit ist diese Losung also von der Form

E(t,x) = Ege ™" exp iZe. x Rn(w) — Ye. x Sn(w)| . (8.4.41)
c c

Der erste Term ist der iibliche Wellenterm, und die Wellenlange der Welle ist also

2me
A= SRn@) (8.4.42)
Der zweite Term im Exponential beschreibt die Dampfung der Welle, die durch Sn(w)
bestimmt wird. Die Kramers-Kronig Relationen (8.3.16) beschreiben daher einen Zu-
sammenhang zwischen diesen beiden Eigenschaften.

Als Anwendung der obigen Analyse wollen wir nun beweisen, dass die Analytizi-
tatseigenschaften von n(w) implizieren, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Feldes
immer kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ¢ ist. (Andererseits konnen die Phasen-
geschwindigkeit vp und die Gruppengeschwindigkeit vq,

S A nd (w)=rc dw
Rk Rn(w) B vew) = dRn(w)

vp(w) (8.4.43)

in bestimmten Frequenzbereichen grosser als ¢ sein!) Wir diskutieren den Fall eines
Wellenpakets mit Fortpflanzungsrichtung e = (1,0, 0):

1o
B(t,x) = 5 / E(w)et=dy | (8.4.44)
T J—oo
wobei k = “n(w) und
B(w) = / E(t,0) ¢ dt . (8.4.45)

Wir wollen annehmen, dass E(¢,0) = 0 fiir t < 0, d.h. dass das Wellenpaket x = 0 erst
zur Zeit t = 0 erreicht. Wir wollen zeigen, dass dann E(t,x) = 0 fiir ¢ < 2 (z > 0).
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Unter der Annahme, dass
C:/ dt |E(t, 0)]? < oo

ist E(w) analytisch in Sw > 0 — vergleiche Eigenschaft (i) von y. Wegen der Parseval
Identitét (8.3.28) gilt dann fiir 0 > 0

/m|E@+4awwp=2w/m|E@opﬂﬂ%ﬁg2wc. (8.4.46)

— 00 — 00

Nun betrachten wir eine reell-wertige Testfunktion ¢(t), deren Trager supp ¢ C [0, 00)
auf der positiven Halbachse liegt. Wir wollen beweisen, dass

S = /_Z ate(* —t =2 E(t,x) =0, (8.4.47)

fiir jedes € > 0. Da die Testfunktion L? ist, gilt mit demselben Argument wie oben, dass
¢(w) in der oberen Halbebene analytisch ist, sowie dass

/ 3(p + io)|%dp < Cy (8.4.48)

— 00

fir alle 0 > 0. Ausserdem haben wir wegen der Reellwertigkeit ¢(—w) = ¢(w). Mit der
Parseval’schen Identitét erhalten wir dann fiir (8.4.47)

S = /dw ew(E29p(—w) - B(w) e = /dw BE(w)@(w) e“ln=De+2d (8.4.49)
Fir Sw > 0 ist
e VE] < eSO Slw(n(w)-1)] = Sw- (Rn(w)—1)+Rw-Sn(w) . (8.4.50)

Wegen (8.4.32) ist der zweite Term in S{w(n(w) — 1)] immer positiv. Wegen (ii) —
angewendet auf n(w) — 1 — kann der erste Term fiir hinreichend grosse |w| wie

(Rn(w) —1) <e (8.4.51)

abgeschitzt werden kann. Also gilt dann fiir x > 0 und hinreichend grosse |w|

o

|6iw[(n—l)%+25}| < e%w-e—%wQe — ¢ Swe (8452)

In (8.4.49) kann daher der Integrationsweg beliebig weit parallel nach Sw = o > 0
verschoben werden. Dort ist .S durch

sgeﬂj/ B(p +io)| |¢(p + io)| (8.4.53)

— 00

beschriankt. Das Integral konvergiert nach (8.4.46) und (8.4.48), sowie unter Benutzung
der Schwarz’schen Ungleichung (uniform in ¢). Die Behauptung folgt dann im Limes
o — 00.
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8.5 [Erhaltungssatze

Die obigen Maxwell Gleichungen implizieren wiederum die Kontinuitatsgleichung

%jtdiij:O. (8.5.1)
Die Erhaltungssatze fiir Energie, Impuls und Drehimplus lassen sich grundsétzlich nicht
durch die mittleren Felder ausdriicken, da diese Erhaltungsgrossen in den Feldern nicht
linear sind (und der Mittelwert eines Produktes zweier Felder nicht das Produkt der
Mittelwerte ist). Dennoch gibt es ein Analogon zum Energiesatz (3.6.13). Definieren
wir namlich den Poynting Vektor in Materie als

C
S=—EAH 5.2

dann folgt aus den (makroskopischen) Maxwell Gleichungen

1 OB oD e oo

Der erste Term lasst sich aber nun nur unter sehr speziellen Bedingungen als zeitliche

Ableitung einer Energiedichte schreiben; zum Beispiel, falls die Beziehung zwischen D
und E bzw. zwischen B und H die obige einfache (skalare) Form besitzen, dann ist

W= — (E-D+H-B). (8.5.4)

1 0B oD ou
<H B ) T oot Stk

ok e TR

Damit dies auch noch im anisotropen Fall gilt, miissen die Tensoren €;;, und g, sym-
metrisch sein. In diesem beschrinkten Rahmen spielt der Energiesatz (8.5.3) eine
niitzliche Rolle.

8.6 Stetigkeitsbedingungen an Grenzflachen

An Grenzflaichen zwischen zwei Medien sind die Felder E, D, B und H im Allge-
meinen unstetig. Stetigkeitsbedingungen fiir gewisse Komponenten folgen aber aus den
Feldgleichungen unter der Annahme, dass diese Felder und ihre zeitlichen Ableitun-
gen beschriankt sind. Im folgenden bezeichnen wir mit || und L die Komponenten der
Felder parallel und senkrecht zur Grenzflache F'. Wie schon zuvor folgt nun aus den
(makroskopischen) Maxwell Gleichungen, dass

BJ_ und E” (861)

stets stetig sind. [Dies zeigt man mit genau denselben Methoden wie in Kapitel 2.3.3.
bzw. 3.3.2.] Falls F' keine flachenhaften Ladungen bzw. Strome triagt ist weiterhin auch

H|| und DJ_ (8.6.2)

121



stetig. Insbesondere ist dann auch die Normalkomponente des Poynting Vektors

Cc

S, =—
LT Ak

(E” VAN H”) (863)

an I stetig. In diesem Sinn ist (8.5.2) eine verniinftige Fortsetzung der Energie-
stromdichte vom Vakuum in das Innere eines materiellen Mediums.
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9 Anwendungen

In diesem Kapitel wollen wir einige Anwendungen der makroskopischen Maxwell Gle-
ichungen behandeln.

9.1 Reflexion und Brechung

Zuniachst behandeln wir den Fall von homogenen Dielektrika, fiir die € > 0, 4 = 1 und
o = 0 gilt. Die Losungen der Feldgleichungen fiir p, = 0 und j; = 0 sind die ebenen
Wellen

E(x,t) = Ege!&*) — Ej.k=0
B(x,t) = neAE(xt), k=n—e. (9.1.1)
C

Hier ist e der Einheitsvektor in Fortpflanzungsrichtung und
n=+/e  der Brechungsindex. (9.1.2)

Die Intensitat der Welle ist das Zeitmittel von |S| und lésst sich wie zuvor in Kapitel
4.1 durch komplexe Felder darstellen

C

I -
Stkn

(E,E)

= (B,B). (9.1.3)

Wir betrachten nun die Reflexion und Brechung einer einfallenden ebenen Welle an der
ebenen Grenzfliche F' zwischen zwei homogenen Dielektrika: Wir bezeichnen die drei

) ©)

©)

Figure 3: Skizze der Reflexion und Brechung. Die Brechungsindizes n; = no, aber
ns # ny. Die Winkel zur y-Achse werden mit «; bezeichnet.
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Wellen mit den Indizes 1,2, 3, und mit z,y, z die Koordinatenachsen. Die Randbedin-
gung fiir jede stetige Komponente A ist

Al eikl'x + A2 6ik2'x = Ag 6ik3.x s (914)
wobei x ein beliebiger Punkt auf F' ist. Daraus folgt, dass

k1, ko und ks haben alle die gleiche Projektion auf F, (9.1.5)
Al + A2 - Ag .

Die erste Bedingung (9.1.5) impliziert, dass die drei Wellenvektoren in einer Ebene N
senkrecht zu F' liegen (Einfallsebene; im vorliegenden Beispiel in der x — y Ebene), und
dass gilt

Ny SN oy = Mg Sin arg = N3 sin ag . (9.1.7)

Im gegebenen Beispiel ist n; = ny, und daher a; = as. Dies ist das Gesetz von Snellius
der Reflexion und Brechung der geometrischen Optik. Dariiber hinaus liefert (9.1.6)
auch die Intensitatsverhaltnisse. Wir betrachten zwei Polarisationsfalle, aus denen der
allgemeine Fall durch Superposition entsteht.

9.1.1 Transversales elektrisches Feld (TE)

In diesem Fall ist die Polarisation von E so dass E senkrecht auf der Einfallsebene N
steht, d.h. E hat nur eine z-Komponente, die wir durch E;, i = 1,2, 3 bezeichnen. (Also
ist £V = E;.) Wie in Kapitel 7.4 erklirt sind die stetigen (nicht-verschwindenden)
Feldkomponenten dann neben E, gerade H, = B, =ne, £, und B, = H, = —ne, E..
Wir erhalten damit die drei Identitiaten

Ey+E, = Ej

—ny Fq cosaq +ng By cosay = —ng B3 cosas

—nN1 E1 sin a1 — N9 E2 sin Qo = —N3 E3 sin Qs . (918)

Da n; = ny und a; = ap wird die zweite Gleichung einfach

By — By = B,/ 2509 (9.1.9)
N1 COS (1

Einsetzen der ersten Gleichung in die dritte Gleichung fiihrt andererseits zu der Identitat

ng  sinag

— _ 9.1.10
ny  sinag ( )
Kombination von (9.1.9) mit der ersten Gleichung fithrt daher zu
B = (1+%C°SO‘3> _ s (1+S%na1 COSO@’) (9.1.11)
2 71 COS (vq 2 sin avg cos oy
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und entsprechend

71 COS (1

L3 (1 n3 cosa3> L3 <1 sin o cosozg)

Ey, = 9.1.12
2 2 2 sin a3 cos o ( )

[Eine Komponente (z.B. F3) bleibt wegen der Homogenitit des Problems unbestimmt. ]
Fiir die Intensitaten folgt aus den obigen Gleichungen

(]1 — [2) Ccos vy = Siknl(El -+ EQ)(El — EQ) COS O/
T
= 87%{;713\E3\2 cosasz = I3cosag, (9.1.13)
und daher
Iy cos g = Iy cos g + I3 cosasg, (9.1.14)

entsprechend der Stetigkeit des Energieflusses in der y-Richtung (8.6.3). Fiir das Re-
flexionsvermogen erhalt man

L (B’

. (—) , (9.1.15)

L \E
wobel

E;  sinagcosa; —sinajcosag  sin(az — aq) (9.1.16)
E; sinagcosag +sinajcosas  sin(a; + az) o

9.1.2 Transversales magnetisches Feld (TM)

In diesem Fall ist die Polarisation von B so dass B senkrecht auf der Einfallsebene N
steht, d.h. B hat nur eine z-Komponente, die wir durch B;, i = 1,2, 3 bezeichnen. (Also
ist BY = B;.) Wie in Kapitel 7.4 erklirt sind die stetigen (nicht-verschwindenden)
Feldkomponenten dann neben H, = B, gerade E, und D,. Da E = —1(e A B) ist die
Analyse vollig zu dem vorigen Fall analog, vorausgesetzt man ersetzt E— B, B — —E
und n — 1/n. Insbesondere erhalten wir daher die Identitéten

B, = 5 <1 + ECOSO‘?’) _5 (1 4 Smas Cosa3> (9.1.17)
2 N3 COS (V1 2 sin arq cos oy
und B B ]
By==22 <1—@COSO‘3) _ s (1—8?110‘3(3080‘3) . (9.1.18)
2 N3 COS (1 2 sin oy cos o
Daraus berechnet man, dass
By  sinajcosa; —sinagzcosas  tan(a; — as) (9.1.19)
B, sinajcosa; +sinagcosas  tan(a; 4+ o)’ o
sowie )
Iy Bg)
=== . 9.1.20
7= (5 (9-1.20)

Die Gleichungen (9.1.11,9.1.12) bzw. (9.1.17,9.1.18) sind die sogenannten Fresnelschen
Formeln, die von Fresnel mit einer mechanischen Lichttheorie hergeleitet wurden.
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9.2 Diskussion

Verschiedene weitere Spezialfille verdienen besondere Erwahnung.

9.2.1 Senkrechte Inzidenz
Im Limes a; — 0 folgt aus der ersten Identitét von (9.1.11, 9.1.12), dass im TE-Fall

E, ny —ng

= . 9.2.21
Ey ni+ng ( )
Im TM-Fall gilt entsprechend
Bg ny — ng
— = , 9.2.22
Bl ni + ns ( )
und von daher ist das Reflexionsvermdgen in beiden Féllen gleich
12 (m — n3)2
== ) 9.2.23
]1 ni + ns ( )

Dieses Ergebnis ist invariant unter der Vertauschung der beiden Medien (n; < ng).

9.2.2 Brewster Winkel

Der Brewster Winkel ist der Einfallswinkel a; = ap, fiir den der reflektierte Strahl
senkrecht auf dem gebrochenen Strahl steht: «; + a3 = 7/2. Dann ist im TM-Fall
wegen (9.1.19) By = 0, d.h. es gibt keinen reflektierten Strahl! Am Brewster Winkel ist
also fiir eine beliebige einfallende Welle der reflektierte Strahl linear (TE) polarisiert.

9.2.3 Totalreflexion

Betrachte den Fall, dass n3 < ny. Der Grenzwinkel oy = ap der Totalreflexion ist der
Einfallswinkel, fiir den a3 = /2,

ns

sinap = —. (9.2.24)
n
Im Bereich a > ar hat die Gleichung
. niy .
sinag = —sinay (>1) (9.2.25)
n3
nur komplexe Losungen, namlich
s = g +iry, (9.2.26)
wobei n
sin ay = cosh y = — sin oy . (9.2.27)
ns
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Hierbei ist das Vorzeichen von v unbestimmt. Der Wellenvektor ks ist dann komplex
ks = ks(sin as, — cos ag, 0) = ks(coshy,isinh v, 0), (9.2.28)

(ks = ngw/c), und damit ist die Phase der gebrochenen Welle

ei(kg-x—wt) — ei(kgmcosh'y—wt) e—kgysinhw ) (9229>
Die Welle ist daher also fiir y — —oo exponentiell gedampft, falls wir die Losung v <
0 wahlen — die andere Losung entspricht einer unphysikalischen Randbedingung bei
y = —o0. Insbesondere kann die gebrochene Welle also keine Energie in der y-Richtung
wegtragen. So wird zum Beispiel im TE-Fall

Ey  sin(m/2 —aq +ivy)  cosay coshy 4 isin g sinh y

— = = ) 9.2.30
Ey  sin(m/2+aq +ivy)  cosay coshy — isin oy sinh vy ( )

Dieser Ausdruck ist vom Betrag 1, und daher ist also I1 = I5: Totalreflexion. (Skizziere
den Intensitatsverlauf fiir ng > n; und ng < nq.)

9.3 Das Feld in einem Leiter

Die Verkniipfungskonstanten in einem Leiter konnen gut dadurch beschrieben werden,
dass ¢ = 1, und dass € und o frequenzunabhéngig sind. [Diese Annahmen treffen bei
tiefen Temperaturen bis in den Mikrowellenbereich zu.) In diesem Fall wird die letzte
Maxwell Gleichung in (8.2.2) gerade zu

rotB — 1egE = Arka
c Ot c

E. (9.3.1)
Fiir ein freies Feld der Form E(t,x) = e~ E(x) ist

0 .
aE(t,X) = —iwE(t, x) (9.3.2)

und damit wird aus (9.3.1) die Gleichung

Ark
rotB + i 2 <e+i e
C

) E=r10tB+i2ew)E=0, (9.3.3)
&

wobel

Arko

e(w)=¢€e+1i (9.3.4)

Der zugehorige Brechungsindex n = y/¢(w) ist dann

Rn) | _ |1 2 (4rko)? .
I(n) }_ [2 ( T 2 - )
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[Man rechnet direkt nach, dass (R(n) +iS(n))? = e(w).] Nach (9.1.1) ist
B=neAE, wobei nun n = |n|e"¥ . (9.3.6)

Der Betrag von n, |n| bestimmt daher das Amplitudenverhéltnis von E und B, wéihrend
¢ die Phasenverschiebung beschreibt.

Im Spezialfall eines guten Leiters, also fiir
Tse (guter Leiter) (9.3.7)
w

ist der Brechnungsindex n von der Form

. l4dmko drko T
n=(141)/ 5 In| =1/ — p= (9.3.8)

In diesem Fall ist also das B-Feld wesentlich starker als das E-Feld. Zum Beispiel gilt
dann fiir ein transversal elektrisches Feld geméss (9.1.11)

cos ]

E 2 w
By (1 + nm) ~ 0 ( E) ’ (5:89)

wobei der Bereich (1) und (2) der Aussenraum ist, wo ny = 1 (und wir E; = Ey gesetzt
haben). Entsprechend finden wir im transversal magnetischen Fall geméss (9.1.17)

B__ 2
BO_(1_|_1M)

n Ccos a1

~0(1) . (9.3.10)

Im Innenraum fallt das elektrische Feld exponentiell ab. In der Tat gilt fiir die ebene
Welle (8.4.39)

E(x) = E, exp((i% n(w)ke - x) (9.3.11)

und da n(w) einen nicht-trivialen Imaginérteil hat mit einer Eindringtiefe von

c 1 | 2c?
§d=— = ) 3.12
w Sn(w) Ak ow (9:3.12)

Fiir grosse Frequenzen (mit w < o, so dass (9.3.7) weiterhin gilt) ist § klein — das
ist der sogenannte Skineffekt. Fir w — 0 (statischer Grenzfall) divergiert zwar §, aber
dafiir verschwindet auch E geméss (9.3.9). Die Analyse fiir B ist &hnlich; der einzige
wesentliche Unterschied ist, dass fiir w — 0 das Magnetfeld wegen (9.3.10) tatséchlich
eindringt.
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9.4 Das Feld in einem Supraleiter

In einem Supraleiter ist ¢ = oo, und die Ladungstriager (mit Masse m und Ladung e)
folgen derselben Bewegungsgleichung wie im Vakuum

dv 1
mo —e(E—l—Ev/\b) . (9.4.13)

Das Geschwindigkeitsfeld v(x(t),t) ist hier definiert durch

d
v=2 2 vx(t),t) (9.4.14)
dt
und damit ist die Beschleunigung
dv  Ov ov v?
ov _ 2y : = — = tv . 4.1
i 6t+(v V)v 8t+v2 v A rotv (9.4.15)

Nun betrachten wir die Rotation von (9.4.13)

0
marotv — mrot(v Arotv) = erotE + < rot(v A B)
c
e 0 e
= ——B+- B 4.1
ey + Crot(v/\ ) (9.4.16)
wobei wir benutzt haben, dass rot grad = 0 sowie rot E = —%%—?. Nun definieren wir w
durch .
w=rotv+ —B (9.4.17)
mc

wobei w die Wirbeldichte rot v/ in einem mit der Larmorfrequenz —(e/2mc)B rotieren-
den Bezugssystem ist, fiir das gilt v/ = v+ (e/2mc)B A x. Mit dieser Definition kénnen
wir nun (9.4.16) als

%w = rot(v A rotw) (9.4.18)

schreiben. In einem Supraleiter vom Typ I gilt
w=20, (9.4.19)

was natiirlich eine Losung beschreibt. Weiterhin ist die Dichte der Ladungstrager n
konstant. Damit gilt fiir die Stromdichte j = nev — multipliziere (9.4.17) mit ne
. ne’
rotj +—B =0. (9.4.20)
mc

Das ist die sogenannte London Gleichung.
Im stationaren Fall ist %—}f = 0, und die inhomogene Maxwell Gleichung impliziert, dass

Ark
rot B = —2j | (9.4.21)
&
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Da divj = divB = 0 folgt dann
Aj=A"?j, AB=A"?B, (9.4.22)
wobei wir rot rot = grad div — A benutzt haben und

mc?

die London-FEindringtiefe ist. Zum Beispiel sind das Analogon der ebenen Wellenlosun-
gen nun von der Form

B(x) =Boe * ,  j(x) =joe * (9.4.24)

wobei e ein Einheitsvektor ist und j, und By vermoge

e A By (9.4.25)

zusammenhéngen. Diese Losungen fallen exponentiell ab, und dringen nur iiber eine
Lénge A in den Supraleiter ein (Meissner-Ochsenfeld- Effekt). Hierbei schirmt die Strom-
dichte j, die in der Nahe des Randes lokalisiert ist, das aussere B-Feld nach innen ab.
Geméss der Analyse in Kapitel 6.2.2. bt das an der Oberflache lokalisierte B-Feld
einen Druck auf den Supraleiter aus — dies fithrt zur magnetischen Levitation.

9.5 Streuung von Licht an Materie

Elektromagnetische Strahlung breitet sich im Vakuum geradlinig aus. In inhomogenen
Materialien kann jedoch Streuung auftreten. Wir betrachten den Fall, wo die Dielek-
trizitdtskonstante ortsabhéngig ist. Dazu entwickeln wir €(x,w) um einen festen (z-
unabhéngigen) Wert ¢y = €p(w) herum,

€(x,w) = (w) + €1(x,w) . (9.5.26)

Ausserdem sei y = 1. Wir nehmen an, dass €; klein relativ zu ¢, ist und machen eine
formale Storungsrechnung. Dazu schreiben wir

E:E0+E1+"', DZEE:Do—I—Dl—I—"', (9527)
wobei
D(] = EoEO
Dl = E()El + ElE() s (9528)

u.s.w. Typischerweise ist Ey und By eine einfallende ebene Welle

B = §eitheox—t) Yy = e, (9.5.29)
C
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wobei £-e = 0. Die Formel fiir das Magnetfeld ist einfach By = e AE. Die makroskopis-
chen Maxwell Gleichungen lauten in erster Ordnung — wir nehmen an, dass keine
Ladungen oder Stréme vorhanden sind

divBi =0, r1otE — 2B, =0 (9.5.30)
C

sowie , .
€0 diVEl = —diV(ElEo) s I'OtBl + Zﬁ €0E1 = —ZﬁelEo . (9531)
C C

[Wir haben hier angenommen, dass die Zeitabhédngigkeit aller separaten Storungsterme
gleich e~ ™" ist.]

Diese Gleichungen sind jetzt formal identisch mit den Maxwell Gleichungen im Vakuum,
wobei wir die Felder ersetzen durch E — ¢,E;, B — nBj, die Lichtgeschwindigkeit
¢ — ¢/n und als Quellen die Terme

) 1
p= —mdlv(elEO) , J= Tk iwerEg (9.5.32)

haben. (Beachte, dass diese ‘Quellen’ der Kontinuitatsgleichung geniigen.) Also konnen
wir die Resultate aus Kapitel 4 benutzen: die retardierte Losung — wir betrachten die
Wellenzone — ist (siehe (4.4.15))

wn

ek = —Te/\(e/\A)
- _ wn 3 ikeo-y —iw(t—%|x—y|)
A — / Py e1(y) E ey ¢ . (9.5.33)

Nun entwicklen wir |x —y| = r — e -y, wobei e die Richtung von x ist, und erhalten
damit

i(kr—w
e —eneng) (U)o [ —ik(e—eo)y 9.5.34
1 e (e 0) - At Yy 61 ) . ( R )

Das ist die sogenannte Born’sche Ndherung. Der Polarisationsanteil £ (wobei € orthog-
onal zu e ist) ergibt sich dann einfach zu

z(kr wt)

&-Ei= (& &) (—) / dPy €1 (y) e lemeo)ly (9.5.35)

A7y

Wir wollen nun den differentiellen Streuquerschnitt 3—;’2 fiir die Streuung bestimmen,
wobei die einfallenden Welle sich in Richtung e, ausbreitet und Polarisation &, hat,
wahrend die auslaufende Welle in Richtung e lauft und Polarisation £ hat. Der Streu-
querschnitt berechnet sich aus dem Vergleich des einfallenden und auslaufenden En-
ergiestroms

§|50\2da - §|5 B9 (9.5.36)
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Mit (9.5.35) folgt damit die sogenannte Rayleigh Formel

do 1 (w\* (£-&)
dQ 1672 (Z) o Fa, (9237

wobei F(q) der Strukturfaktor ist

2

Fla) = ‘/dgyel(y) e gq=k(e—e). (9.5.38)

Fiir den Fall der Streuung von Licht an Luft kann man F(q) als ungefidhr unabhéngig
von q annehmen. Dann folgt aus (9.5.37), dass der Streuquerschnitt zur vierten Potenz
der Frequenz proportional ist. Blaues Licht wird also viel starker gestreut als rotes Licht
— dieser Umstand erklart, warum der Himmel am Tag (wenn man im wesentlichen nur
das gestreute Sonnenlicht sieht) blau erscheint, und warum der Sonnenuntergang (wenn
man dasjenige Licht sieht, das nicht gestreut wurde) rot ist.
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A Identitaten der Vektoranalysis

In diesem Appendix sammeln wir oft benutzte Identitdten der Vektoranalysis.

konnen mit standard Methoden abgeleitet werden.

a-(bA
aN(bA
(aAb)-(cnd
rot grad ¢
div(rot A)
rot(rot A)
div(A)
)

)

)

C
C

)
)
)

rot(p A
grad(A - B
div(AAB

b-(cha)=c-(aAb)

(a-c)b—(a-b)c
(a-c)(b-d) - (a-d)(b-c)

0

0

grad(divA) — AA

A -grady + ¢ divA

(grady) A A +¢rot A

(A-V) B+ (B-V)A+AArotB+BArotA
B -rotA—A - -rotB.
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