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Als erstes Beispiel wahlen wir das Integral
(38) J(— 2)*1Q(z) dz.

Darin sei a eine reelle Zahl und Q (z) eine rationale Funktion derart, da8 z2Q (z) fiir z — 0 und
z —> 00 gegen Null geht. Der Integrand ist mehrdeutig, denn wenn z den Nullpunkt entgegen dem
Uhrzeigersinn umlauft, so durchlauft — z denselben Weg, und daher wachst das Argument von
—2z um den Summanden 2. Somit multipliziert sich —z selbst mit dem Faktor 2™, und

(— 2z)*! hat nach dem Umlaunf die Gestalt (— z)*1e2(a-1)7, d. h., in diesem Fslle wird die
Fupktion mit dem Faktor e2(a-1)ni mult1phz1ert der ungleich Eins ist, sofern @ keine ganze
Zahl] ist. Der Nullpunkt ist also ein Verzwelglmgspunkt unseres Integranden. Um die
Funktion eindeutig zu machen, schneiden wir die Ebene lings der positiven reellen Achse vom
Punkt z =0 an auf. In dieser aufgeschnittenen Ebene T ist unser Integrand eindeutig, und
um ihn vollstindig zu definieren, miissen wir das Argument von — z in irgendeinem Punkt der
T-Ebene vorgeben. Dementsprechend wollen wir annehmen, da3 das Argument der negativen
Zahl — z auf dem oberen Ufer des Schnittes, auf dem z positiv ist, gleich — 7 sei. Beim Durch-
laufen irgendeines geschlossenen Weges um den Nullpunkt treffen wir vom oberen Ufer des
Schnittes aus auf das untere, wobei das Argument von — z den Zuwachs 2% erhalt. Wir miissen
also auf dem unteren Ufer des Schnittes das Argument von — z gleich z annehmen. Bezeichnen

Y wir den absoluten Betrag von z mit z, dann gilt
‘ —z=gxe " auf dem oberen Ufer,
—] — z = 2¢'™ auf dem unteren Ufer

und folglich

29 (—2)* = 2% 1e* @ D7 auf dem oberen Ufer,
( ) ( z)a—l a-1 ei (a-1)=n

\

auf dem unteren, Ufer.

%  Fiir das Integral (38) wiahlen wir jetzt den Inte-
grationsweg l. Er sei eine geschlossene Kurve, die aus
folgenden vier Stlicken besteht: Aus dem Intervall

(& R) des oberen Ufers des Schnittes, dem Kreis Cg
um den Nullpunkt mit dem Radius R, der entgegen

{( o]

[

dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird, dem Intervall
(R, €) des unteren Ufers des Schnittes und schlieSlich
aus dem Kreis C; um den Nullpunkt mit dem Ra-
Abb. 62 dius &,derim Uhrzeigersinn durchlaufen wird (Abb.62).
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Damit wir langs der positiven recllen Achse integrieren diirfen, setzen wir voraus, dall dic rationale
Funktion Q (z) auf dem positiven Teil der reellen Achse keine Pole habe.

Nach dem Residuensatz ist der Wert des Integrals (38) gleich dem Produkt aus 271 und der
Summe der Residuen in allen Polen der rationalen Funktion @ (z), die gleichzcitig auch Pole des
Integranden sind; dabei mége & hinreichend klein und R geniigend grofl gewahlt sein, so
daB alle erwihnten Pole innerhalb des durch unseren Integrationsweg begrenzten Gebietes
liegen. Wir zcigen jetzt, dafl die Integrale itber die Kreise Cr und C; fiir B — 00 und € —> 0 gegen
Null streben. Verwendet man dic iibliche Integralabschitzung, so erhialt man

| [(—2* " Q(z)dz| < 2aR- R max|Q(z)| = 2aR* max |Q(2) .
Cr aufCp aufCp

Nach Voraussetzung gilt aber 22Q (z) — 0 fiir 2 - 00, und folglich strebt der rechts stehende
Ausdruck fir R — 00 tatsichlich gegen Null. Entsprechend gilt auf dem Kreis Cs folgende
Abschitzung:

I f(—z)“'lQ(z)dz | < 2ncmax|Q(2)],
¢, aufC,

und da nach Voraussetzung 2@ (z) — 0 fiir z—> 0 gilt, strebt der letzte Ausdruck fiir £ =0
gegen, Null. Also bleibt uns schlieBlich nur die Integration lings des oberen und unteren Ufers
des Schnittes, wobei der Wert des Integranden dort durch die Formel (39) definiert ist. Sie liefert
uns

R
lim a-1-in(a-1) — 21D (z))dz=2ni Yr.
lim [ Q=) Q)] 2
R-so0

Dabei ist 2 r die Summe der Residuen in allen Polen der Funktion (— 2)3-1Q (z), die im End-
lichen liegen.

Beriicksichtigt man, daB %" = ' = — 1 ist, 50 kann man die letzte Gleichung wie folgt
schreiben :

&

(79 —e i) f 2*7Q(z)dz = 2mi J'r
0

oder (gemaB der EULERschen Formel)

o0

(40) [ 22 1Q(z)dz = si:an 27' .

0

Die Beziehung (40) gibt die Méoglichkeit, viele bestimmte Integrale zu berechnen, deren Stamm-
funktionen, nicht in geschlossener Form angebbar sind. Wir erinnern nochmals an die Voraus-
setzungen, die die Funktion @ (z) erfiillen mufl, damit diese Formel gilt: Die Funktion Q (2) mup
eine rationale Funktion sein, die auf dem positiven Teil der reellen Achse keine Pole hat und aufer-
dem die Bedingungen

2°Q(z) -»0 fiir z -0 und z — oo
erfallt.

Als spezielles Beispiel betrachten wir das Integral

oo

za-l
(41) /1+xdx (0<a<l).
0
Die Funktion
Q@) =

142
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erfiillt, wiec man leicht sieht, alle oben angegebenen Bedmgungen und hatden einzigen Polz = — ],
In ihm hat die Funktion
(— z)a—l
142z

ein Residuum, dag man wiederum nach der Regel bestimmt: Zahler, dividiert durch die Ableitung
des Nenners. Es ist also
r=(_2)a-—1|‘ L

Wir miilssen uns bei der Berechnung des Wertes der Funktion (— z)*-! im Punkt z = —1
nach der oben angegebenen Definition dieser mehrdeutigen Funktion richten: Auf dem oberen
Ufer des Schnittes ist das Argument von — z gleich ~— 7, und folglich ist es nach halbem Umlauf
um den Nullpunkt auf dem negativen Teil der reellen Achse gleich Null. D.h., es ist

r=1.

SchlieBlich ergibt sich nach Formel (40) fiir das Integral (41) der Wert

(o]

(42) /‘xa-l dr =

J1l1+z sinan
0

Als zweites Beispiel eines Integrals fiber eine mehrdeutige Funktion wahlen wir

43 2= —d ubl do Mebauiry
(43) fVA+ + CM)W

Dabei setzen wir voraus, dafl der Ausdruck 4 - 2 —g-+ % reelle Koeffizienten und reelle ver-

schiedene Nullstellen z = 2; und z = 2z, mit 0 <<z; <z, hat.

Wir wollen auBerdem 4 < 0 annehmen, woraus unmittelbar folgt, dal obiger Ausdruck far
z, < z < z, positiv ist. In (43) wird iiber das Intervall z; < z <X 2; der reellen Achse integriert
und die Wurzel in diesem Intervall als positiv vorausgesetzt. Der Integrand

(44) VA+2B C’ VA(z—zl)(z—zz)

z

hat in z; und z, Verzweigungspunkte erster Ordnung. Schneiden wir die Ebene langs des Inter-
valls (z,,2,) der reellen Achse auf, dann ist die Funktion (44) in der so entstehenden 7'-Ebene
regulér und eindeutig [19].

Wir setzen die Wurzel auf dem unteren Ufer des Schnittes als positiv voraus. Um zum oberen
Ufer zu gelangen, miissen wir einen, der Verzweigungspunkte umgehen, und auf dem oberen Ufer
ist dann die Wurzel negativ [19]. Wir integrieren also lings des gesamten Randes des Schnittes
in positiver Richtung, d.h., wir integrieren iiber die Funktion (44) laings des unteren Ufers in
der Richtung von 2; nach 2, und liangs des oberen von 2z, nach z,. Der erste Teil dieser Inte-
gration liefert uns offensichtlich das Integral (43). Bei der Integration lings des oberen Ufers
wechselt der Integrand das Vorzeichen, aber auch die Integrationsrichtung geht in die entgegen-
gesetzte iiber. Folglich ist der Wert des Integrals langs des oberen Ufers derselbe wie der langs
des unteren. Der Wert des Integrals iber den gesamten Rand des Schnittes ist also gleich dem
Doppelten des Integrals (43).

Nach dem CAUCHYsohen Satz konnen wir, ohne den Wert des Integrals zu éndern, eine stetige
Deformation unseres geschlossenen Weges unter der Bedingung vornehmen, daf dabei das Re-
gularitatsgebiet der Funktion (44) nicht verlassen wird. Ist ! irgendein geschlossener Weg, der
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den obengenannten Schnitt im Inmnern enthilt, und zwar so, daB der einfache Pol 2 = 0 der
Funktion (44) im Aufleren von 1 liegt, so folgt aus den vorigen Uberlegungen, da

1 - B C
(45) J=7fl/A+2?+§dz
1

ist. Wir wollen jetzt die Funktion (44) in der Nihe von z = 00 und z = 0 entwickeln. Im ersten
Falle konnen wir schreiben:

1
BE._C B, C\|z
'/A+2?+?=VA[1+<2ZZ+AT=)] :

Wendet man die Binominalformel an, so bekommt man
B C B 1
(46) ]A+2?+§=VZ(I+Z?+"')‘

Es soll der Wert von VA in dieser Formel bestimmt werden. Dazu betrachten wir die
rechte Seite von (44). Sie ist nach Voraussetzung auf dem unteren Ufer des Intervalls (z,, z,)
positiv. Um vom unteren Ufer aus zum Intervall (24, + ©0) der reellen Achse zu gelangen, mufl
man den Punkt z = z,entgegen dem Uhrzeigersinn umgehen. Dabei vergroBert sich das Argument

der Differenz z — z, um «, jedoch das Argument des Ausdruckes (44) um -%— ; letzteres ist also

nicht gleich Null, sondern gleich z . Mit anderen Worten, die Funktion (44) mufl im Intervall
g 4 D)

(zg) -+ ©0) der reellen Achse als positiv imagindr vorausgesetzt werden. (Als positiv imaginir
bezeichnen wir die Zahl ta mit a > 0.) Aus (46) folgt dann, da8 auch VA4 als positiv imaginfr
angenommen werden muf.

Entsprechend muBl man, um vom unteren Ufer des Intervalls (2, z,) zum Intervall (0. z,) zu
gelangen, den Punkt z = 2, im Uhrzeigersinn umlaufen. Nach diesem Umlauf ist das Argument

des Ausdruckes (44) gleich — %, dieser Ausdruck selbst ist also im Intervall (0, z,) negativ
imaginar.
Wir schreiben jetzt die Entwicklung der Funktion (44) in der Nahe von z = 0 auf:

B, C_Yc B: | A?\|%
z z 2
V“+2:+?=7[1+(2‘6+7’)]

oder nach der binomischen Formel:

B C V¢ B
(47) l/A+2?+z_.=_z_<1+b.z+...),

Auf Grund der vorigen Uberlegungen muB VC als negativ imaginar angenommen werden. Wir
erinnern daran, daf nach Voraussetzung 4 << 0 ist und aus der Ungleichung z, > z; > 0 auch
C <0 folgt.

Nach dem CAUCHYschen Satz ist das Integral fiber die Funktion (44) langs eines groBeren ge-
schlossenen Weges L in der Umgebung von z = 00 gleich der Summe der Integrale iiber den
obenerwithnten Weg ! und iiber den Weg 4, der um z = 0 herumfiihrt. Dabei sind beide Integra-
tionen entgegen dem Uhrzeigersinn auszufithren. Die Integrale siber L und 4 sind gleich dem
Produkt von 27¢ mit dem Koeffizienten von z! in den Entwicklungen (48) und (47). Folglich gilt

/‘l/A+2g+%dz=2ni(V%—V5) “2 . %-\IE)

-
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