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Aufgabe 10.1 Bogoliubov-Valatin Tranformation fiir das freie Elektronengas

Der Hamilton-Operator fiir ein freies Elektronengas wird in zweiter Quantisierung geschrieben
als

H= kaCLSCks, (1)
ks

wobei s den zwei Spin Komponenten enspricht und &, = €, — p, mit dem chemischen Potential
= Er (bei T = 0). Wir mochten den Hamilton-Operator in einer anderen, aber dquivalenten
Form schreiben, in der die Anregungen des Systems quasi-Teilchen entsprechen. Wir definieren

den Erzeugungsoperator O‘IT(T eines Quasiteilchens mit Spin T und Impuls k als eine Linearkom-

bination von c_j| und CLT durch eine Bogoliubov-Valatin Transformation

Ck1 Q1
= Uy , (2)
( ey > ( aly >

wobei Uy eine 2 x 2 Matrix ist. Zeige, dass die Operatoren aks,a};s eine fermionische Statistik
erzeugen falls Uy unitér ist, das heisst,

Ui = ( U ‘k) 3)

Uk Uy

mit der Bedingung |uy|> + |uk|? = 1. Um die Anregungen eines freien Elektronengases zu be-
schreiben, wihlen wir ux = 1, vk = 0 fiir £ > kp und uy, = 0, vy = 1 fiir k < kp. Zeige, dass der
Hamilton-Operator die Form

H=> & (aLTakT + OéLlOékl) + Eg, (4)
k
mit der Grundzustandenergie Eg =23, ;& annimmt.

Aufgabe 10.2 Bogoliubov-Theorie des schwach wechselwirkenden Bose-Gases

Wir betrachten den allgemeinen Hamilton-Operator mit einer Paarwechselwirkung in Impuls-
darstellung

k? 1
H = Z %alak + W Z anL+an)_qapak, (5)
k k,p.q

wobei h = 1 gesetzt ist und die Operatoren a;r( und ay Bose-Vertauschungsrelationen geniigen.

Vq ist die Fourier-Transformierte der Paarwechselwirkung

Vq= /d3:c e AXY (x). (6)

Im Falle des idealen Bose-Gases ist der Grundzustand mit k = 0 makroskopisch besetzt. In einem
schwach wechselwirkenden Bose-Gas wird sich der Grundzustand nur leicht vom Grundzustand
des idealen Bose-Gases unterscheiden, d.h. die Anzahl der Teilchen Ny im Grundzustand wird
viel grofler sein als die Anzahl der Teilchen in angeregten Zustidnden, so dass N — Ny < Ny
erfiillt ist, wobei N die Gesamtteilchenzahl des Systems beschreibt. Man kann dann nur Wech-
selwirkungen von Teilchen im Grundzustand mit Teilchen im Grundzustand und Wechselwir-
kungen von Teilchen in angeregten Zustdnden mit Teilchen im Grundzustand betrachten und



Wechselwirkungen von Teilchen in angeregten Zustdnden mit Teilchen in angeregten Zustédnden
vernachléssigen. Die Wirkung von ag und ag) auf den Grundzustand mit Ny Teilchen ist

a0|N0,...> = \/N0|N0—1,...>,
al[No,...) = V/No+1|No+1,...). (7)

Da der Grundzustand makroskopisch besetzt ist, entsprechen beide Relationen ndherungsweise
der Multiplikation mit \/No Der Kommutator aoag — agao =1 ist im Vergleich zu den Matrix-

elementen von ag und ao klein. Daher kénnen die Operatoren ag = ao = +/Ny durch eine ¢-Zahl
gendhert werden.

a) Zeige, dass der Hamilton-Operator (5) mit den obigen N#herungen die Form

2
H= Z Qk—ma;r(ak + % Z VkaLak + WVO + — Z Vi (CLkaJr k T axa— k) (8)

K#0 K#0
annimmt. Hierbei wurde Ny durch N und die Zahl der Teilchen in angeregten Zustéinden
ausgedriickt

N = Ny + Z a;r(ak. 9)
k#0

b) Der Hamilton-Operator (8) ist nicht diagonal. Wir wollen ihn durch eine Bogoliubov-
Transformation der Form

ax = ukak—l—vkoﬂ_k
alT( = uka;r(—kvka_k, (10)

mit reellen Koeffizienten uy, vy diagonalisieren. Zeige, dass uj — v = 1 (x), wenn man
voraussetzt, dass ayx und a;r( Bose-Vertauschungsrelationen erfiillen.

c¢) Setze nun (10) in (8) ein und leite eine Bedingung fiir ux und vk her, so dass die nicht-
diagonalen Elemente des Hamilton-Operators verschwinden. Bestimme aus () und dieser
Bedingung die Koeffizienten uy und vy und zeige, dass

H=Ey+ Z wka;r(ak, (11)
K£0
mit

N? 1 k?
E = — — JE— —
A kz#o (2m +nl wk)

E2\?  nk2V
“k \/<2m) + m (12)

geschrieben werden kann.

d) Betrachte nun eine Kontaktwechselwirkung der Form V (x) = AJ (x) mit einem reellen
Parameter A\. Entwickle wy fiir kleine und grofie k& und diskutiere die Grenzfille. Um
Suprafluiditdt zu erhalten, muss fiir die Geschwindigkeit einer Fliissigkeit gelten

dk

Was kann man im Grenzfall kleiner k fiir ein schwach wechselwirkendes Bose-Gas iiber
dessen suprafluiditits Eigenschaften sagen

d
v < ming (ﬂ> (Landau — Kriterium). (13)

(i) fiir A — 0,
(ii) fiir endliches \?

CK



