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Ubung 1. Ring mit Streuer

(a)

Wir wihlen die Eichung A = %(—Y, X,0)” in den Kartesischen Koordinaten X,Y, Z

(im Gegensatz zur 1D Koordinate x entlang des Rings) und mit R = L/27w dem Radius
des Rings. Damit gilt (wie verlangt) fiir den magnetischen Fluss durch den Ring

j{dlA =9, (L.1)

und entlang des Rings A, = 2. Durch die Transformation ¥(z) — e~%/Ly (1) ergibt sich
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mit der Ranbedingung
U(z) =U(z + L) = U(x)e /" = U(x + L)e t@+D)/L (L.4)
= U(z)e" =T(z+ L). (L.5)

Damit hat ¥(z) Bloch-Form und die Schrédingergleichung léasst sich (vgl. Skript (3.8))
schreiben als

ho 02

_%@ + V($) @Z)a,n(l‘) = ea,nwa,n(x)v mit wa,n(x + L) = eiawa,”(aj)' (L'6)

Das Spektrum entpricht dem eines freien Teilchens mit periodischen Randbedingungen

(diskretes Spektrum) mit
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Im Festkorper entspricht a <+ k, dem Kristallimpuls, der immer in der 1. BZ liegt. Hier ist

« ein dusserer Parameter, der beliebig fixiert werden kann. Fiir o/ = o+ 27 ist die Physik
jedoch dieselbe. Dies entspricht der Quantisierung des Flusses.

(2mn — a)? (L.8)

Nun wollen wir das Problem und damit V(x) stérungstheoretisch behandeln. Dies ent-
spricht formal exakt dem Beispiel ”1D periodisches Potential” in Kapitel 9.3 des Skripts.
D.h. die Periodizitat des Potentials und damit das Mischen von Energieeigenwerten zu n
und n’ erzeugt Bandliicken im Spektrum, vgl. Fig. ?7.
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Abbildung 1: Die Entartungen des Spektrums fiir V' = 0 (gestrichelte Linie) werden fiir endliches,
periodisches Potential V' # 0 durch die verschiedenen Fourierkomponenten V,, des Potentials
aufgehoben (durchgezogene Linie).

Ubung 2. Harmonischer Oszillator im elektrischen Feld

Der freie Hamilton-Operator (ohne E-Feld) lautet:

2 T
Hy=—+— . L.
0 2m+2mw:r (L.9)

Der volle, zeitabhéingige Hamilton-Operator ist
H(t) = Ho+ H'(t), H'(t) = —eExz0O(t), (L.10)

mit der Heaviside-Theta Funktion O(t), so dass fiir ¢ > 0:

2
1
H(t) = 2])—m + EmwQ(:r — x0)? + €0, (L.11)
wobei zg = TZEQ und g9 = —mT“’Q:L"(Q). H(t) stellt also einen bis auf eine additive Konstante £y um

o verschobenen harmonischen Oszillator dar.

(a) Fiir den Ubergang 0 — 1 koénnen wir Formel (9.87) des Skripts anwenden:

Pooa(t) = (w) (U(—eEx) 0} + O(t") (L12)
2
wobei fiwgy = (F1 — Ey) = hw, also
Py_i(t) =4 (;f)Q sin? (“;) [(1]2|0)]* + O(t*). (L.13)
Esist (1|z|0) = \/%ﬂ|a+ af|0) = anw, so dass mit ag = —/ 57w folgt
Poor(t) = \EX (002 4 0(1%) = a2t + (). (L.14)



(b)

Um Py_,o bis einschliesslich O(#?) in zeitabhéingiger Stérungstheorie zu berechnen, miissen
wir auch den O(H'?)-Term in der Stérreihe berechnen, denn gemiiss Skript (9.83):
ot
i
Poso(t) = | 010}~ 5 [ dtr(0]Hp(2)]0) (L.15)
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- / dtydts (0| T[H} (1) Hp (82)][0) + O#)| . (L.16)

wobei Hf,(t) = eHo/h{'(t)e=Ho/h und T7...] das zeitgeordnete Produkt bedeutet. We-
gen (0]|x|0) verschwindet das erste Integral, so dass:

Poso(t) = |1 = I(t) + O(®)|* = 1 — 2Re I(¢) + O(#), (L.17)

mit I(t) = 57 fo dt1dto(0|T[HY,(t1)Hp(t2)]|0). Bleibt uns noch das Integral I(¢):

1 t
I(t) = h?/ dtl/ dto (0| HY(t1)Hp (t2)]0) (L.18)
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n=0

wobei wir das Integral iiber dts von 0 bis ¢; laufen lassen und wegen T'...] ein Faktor 2
bekommen. Hier ist H' = —eEx = aphw(a + a'), so dass (0| H'|n) = hwagdy 1. Somit:

= |apl? / dtq /t1 dtgw?e @t =t2) — |2 / dﬁf 1—e™m] (L.21)
= |ao* (=it + (L —e™T)). (L.22)
Also ist
2Re I(t) = 2|ap|*(1 — cos ) = 4|ap|? sin2(%t) = |ao*(wt)* + O(tY), (L.23)
und Poyo = 1 — |ao|2(wt)? + O(t4).

Da der Hamilton-Operator ein nach xy verschobener harmonischer Oszillator ist, kénnen
wir diesen ausdriicken als

H =TH T + ¢, (L.24)

wobei T' der Translationsoperator 1" = e~@op/M ist (denn TxT~' = z — xp). Daher sind
E, = E, + ¢9, n € N die Eigenwerte von H, und die zugehorigen Eigenvektoren sind
) = T'|n), wobei E,, = hw(n + 1) und Ho|n) = E,|n).

Aus Gl. (L.24) folgt auch dass
U(t) = e HH/h = o=iteo/h (0T, (L.25)

mit dem Zeitentwicklungsoperator des freien Systems Up(t) = e~ "Ho/h Die Wahrschein-
lichkeit das System zur Zeit £ > 0 im n-ten angeregten Zustand bzgl. Hy zu messen, ist
gegeben durch:

Poyn(t) = [(n|U(1)|0) . (L.26)



Wir berechnen F,y_,,, exakt:
(n|U(#)|0) = e (n| TU ()T 1 |0) = e~ (n| Ty (t) |aro) (L.27)
= ¢ 0t/he =2 (0| T a(t)), (L.28)
wobei wir aus Serie 7 benutzen das T10) = e**0P/"|0) = |ag) ein kohérenter Zustand ist,
und Up(t)|ag) = e 2|a(t)), mit a(t) = age ™", auch aus Serie 7.

Folglich miissen wir also noch (n|T|a(t)) berechnen. Fangen wir an mit (n|T = (TT|n)):

Tlin) = \;mT_l(aT)”TT_1|O> = L@y Tag) = \;m(T_laTT)”|ao>. (L.29)

V!
Schreiben wir jetzt af = 7( By — z\/ip) und benutzen T~ 12T = (z + z0) und
T~1pT = p, dann folgt

T 1T = || + a'. (L.30)

Demzufolge haben wir

(n|U(1)]0) = e~ 0t/ he =t/ (laol +a)"[a(t)). (L.31)
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Aber da kohérenten Zustéinde |«) Eigenvektoren zum Eigenwert o des Vernichtunsopera-
tors a sind, also a|a) = ), erhalten wir

1
(n|U(#)|0) = e~/ e 12— (|ag| + a(t))"(ao|a(t)) (L.32)
\/77
t . wt—m
_ icot/hivt/2 fuaow sin” <°‘;> e ) (agla(t). (L33)
n!
Aus |ap — a(t)|? = 4|ap|?sin? (%) und afa(t) = |ao|*(coswt — isinwt) folgt schliesslich:
<C¥0‘a(t)> _ e—2|a0\281n2(“§t) —i\ao|2sinwt, (L34)
und als Endergebnis fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit Py, erhalten wir somit:
Bis auf O(t*) finden wir dann:
Poso(t) = e~ dlool®sin® (%) — 1 o0 2(wt)? + O(#4), (L.36)
und
t 2w
Posi(t) = 4|ag|? sin? (‘“;) e~ 4ol sin® () — |0 12(wt)2 + O(t4). (L.37)
Beachte, dass 1 — Py0(t) — Pos1(t) = O(#*), da aus > 00, Py—sn(t) = 1 folgt
1= Poso(t) = Posa(t) = Y Possn(t), (L.38)
n>2

und die rechte Seite ist O(t*) gemiss Gl. (L.35). Weiterhin sehen wir, dass ¢ und w im-
mer gepaart auftreten. Neben |ag| entscheidet deshalb auch wt iiber die Giite der Ap-
proximation. Beide dimensionslosen Parameter sollten moglichst klein sein, damit eine
storungstheoretische Behandlung des Problems mdoglich ist. Eine Approximation des ex-
akten Resultats durch eine endliche Ordnung der Storreihe ist daher maximal auf einer

Zeitskala t ~ w™! sinnvoll.



