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Kapitel 0

Einfithrung

Ausgangs des 19. Jahrhunderts basierte das physikalische Weltbild auf fol-
genden Theorien:

— Mechanik (Newton)
— Elektrodynamik (...., Coulomb, Ampere, Faraday, Maxwell)

— Thermodynamik (...., Boltzmann)

Die Existenz der Atome/Molekiile wurde von den Physikern gerade ak-
zeptiert, der Disput unter den Chemikern war noch offen. Die Avogadro-
/Loschmidt’sche Zahl der Molekiile pro Mol wurde auf N ~ 10?2 — 10%
(heute N = 6.02 - 10?®) geschiitzt und fiir den Radius des H-Atoms/HyO-
Molekiiles bewegten sich die Schiitzungen im Bereich 1 —2-107% cm, d.h.
1-2 A. In die Zeit von ca. 1900 bis ~ 1930 fielen eine Reihe von Experimen-
ten, welche in klarem Widerspruch zum klassischen Weltbild standen. Diese
Experimente schienen zu zeigen (und taten dies auch wirklich), dass

(Licht—)Wellen — Teilchen sind,

Teilchen — Wellen sind,

und dass eine Quantisierung physikalischer Grossen wie Energie oder Dre-
himpuls auftritt. Die Erkldrung all dieser Experimente durch die (neue)
Quantenmechanik basierend auf den Arbeiten von Heisenberg, 1925 (+
Bohr, Born, Jordan, Pauli) und seinem Rivalen Schrédinger, 1926 (< de
Broglie, Einstein) ist wohl der grosste Triumph der Physik des letzten Jahr-
hunderts. Heisenbergs (abstrakter) Matrix-Formalismus und Schrodingers

1



2 KAPITEL 0. EINFUHRUNG

(anschauliche) Wellenmechanik stellten sich als &quivalent heraus (Schrodin-
ger 1926) und bildeten zusammen mit der Kopenhagener Interpretation
(«+— Heisenberg’sche Unschirferelation, Bohr, Born,...) die Grundfesten der
Quantenmechanik wie wir sie heute kennen. Im Folgenden diskutieren wir
einige Schliisselexperimente, die die Entwicklung der Quantenmechanik in-
spiriert haben.

0.1 1900 Plancksches Strahlungsgesetz

Betrachte einen Hohlraum (V = L3) der Temperatur T. Das klassische
Rayleigh-Jeans Gesetz fiir die spektrale Energiedichte u(w) [Energie / Volu-
men Hz] folgt aus dem Abzihlen der freien elektromagnetischen Moden
und der Tatsache, dass klassisch jede Mode die Energie kT tragt. Ein
einfaches Argument zur Abzéhlung der Moden im Volumen V' liefert die
Anwendung periodischer Randbedingungen fiir das Vektorpotential, A =
dE ffE exp(ik - ) mit & - ‘LTE = 0 (A ist transversal) und E—E = ffz (A ist
reell). Erlaubte k-Werte sind k = (27/L)# mit n; ganz und wir erhalten die
Anzahl dN Moden im Interval [k, k + dk| (Faktor 2 fiir zwei transversale
Richtungen, Faktor 2 fiir fl}; komplex, Faktor 1/2 fiir A reell)

1 4nk?
dN =2-2- = . —— _dk. 1
2 (2w/L)3 (0.1)

Will man die physikalisch korrekten Moden finden muss man etwas mehr
arbeiten. Wir nehmen eine ideal-metallische Kavitiit der Dimension L?d (d =
L am Schluss) und finden TE (transversal elektrische) und TM (transversal
magnetische) Moden (siehe Elektrodynamik Vorlesung oder J.D. Jackson,
Classical Electrodynamics),

TE: H, o cos(mmz/L)cos(nmy/L)sin(prz/d), (0.2)
m,n ganz, nicht beide = 0,p # 0 gangz,
TM: E, « sin(mnx/L)sin(nmy/L) cos(prz/d), (0.3)

m,n # 0 ganz, p ganz.

Die Komponenten ﬁL und E_l folgen aus V| H, und V| E,. Das Abzéihlen
der erlaubten Werte fiir m,n,p (mit d = L) ergibt dann dN = (1/8) -2 -
47k?/(n/L)3dk, in Ubereinstimmung mit (0.1) (Faktor 1/8 fiir einen Ok-
tanten, Faktor 2 fiir TE und TM Moden).
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u :': ~®?, klassisch
i Abb. 1: Spektrale Energiedich-

te u(w). Die klassisch unbegrenzte
Energiedichte (gepunktet) saturiert
in Realitit (ausgezogen) und fillt
bei hohen Energien exponentiell auf
Null (Wien und Plancksches Strah-
lungsgesetz).

[0]
-g .
~ ¢ “kT | Wien

Im thermodynamischen Gleichgewicht bei der Temperatur T trigt jede Mo-
de eine Energie kT (ks = 0.8617107% eV/K bezeichnet die Boltzmann
Konstante) und mit der Dispersion w = ck (¢ = 2.998 10% m/s die Lichtge-
schwindigkeit) fiir Licht ergibt sich die spektrale Energiedichte

kT

u(w)dw = 23

widw. (0.4)

Daraus ergibt sich die Ultraviolettkatastrophe

o
/ dwu(w) = 0. (0.5)
0
Experimente und empirische Analysen zeigen aber (Wien), dass

w?, w — 0,
u(w) ~ { wde—9w/ksT ;5o (06)

wie in Abbildung 1 dargestellt. Die Konstante g hat die Dimension Energie
mal Sekunden, was eine Wirkung ergibt; man bestimmt sie via Vergleich mit
Experimenten. Man findet das Plancksche Strahlungsgesetz basierend auf
der Hypothese, dass die Materie nur Strahlung in Quanten von hw abgibt;
unter dieser Annahme findet man den neuen Ausdruck fiir die spektrale
Energiedichte

h w3
u(W) = 53 helkaT T (0.7)
wobei 7 = 6.58210710 eVs = 1.0551073* Js. (0.8)

Der Vergleich mit dem Experiment gibt einen ersten Hinweis auf die Quan-
tisierung des Strahlungsfeldes. '

! Moderne Formulierung: die Mode mit w = ck wird mit einer Anzahl Quanten (n)
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0.2 1905 Photoeffekt (Einstein)

Wird eine (metallische) Oberfléche durch Licht ((Kreis-)Frequenz w, sichtbar
oder UV) bestrahlt (Hertz, Lenard) findet man eine obere Grenze

Ekin = = hw - W (010)

fiir die kinetische Energie der Elektronen («+— J.J. Thompson, 1897, Elek-
tronen als Bestandteile der Atome: J.J. Thompson ~ 1899). W ist die Aus-
trittsarbeit, mit einem Wert in der Grossenordung eV'. Klassisch wiirde man
ein anderes Resultat erwarten: Die Intensitét der Strahlung wird durch ihre
Energiestromdichte S = (¢/47)E x H charakterisiert. Die kontinuierliche
Absorption dieser Strahlung lidsst uns erwarten dass i) keine obere Schran-
ke fiir die kinetische Energie F,;, existiert, ii) keine untere Schranke fiir w
auftritt, und iii) eine verzogerte Emission bei schwacher Intensitéit (propor-
tional zur Energiedichte (E? + H?)/87) auftritt. Stattdessen findet man,
wie in Abb. 2 gezeigt, dass der Photostrom sofort einsetzt wenn hw > W
(untere Schranke fiir w) und E, begrenzt ist. Daraus kann man schliessen,
dass Licht aus Photonen (Energiequanten der Energie fiw) besteht. Spéter
zeigten de Broglie und Compton, dass den Lichtwellen Teilchen entsprechen
mit

Impuls: p'= hE, w =ck

Energie: FE = hw,

Viererimpuls : < Egc ) = h< > . (0.11)

i

besetzt die gegeben ist durch

—Bnh
S nen
Zn e—ﬁnhw

mit 8 = 1/kgT. Jede Mode trégt dann eine Energie hw(n(w)) zur Energiedichte des
Strahlungsfeldes bei. Fiir kleine Energien hw < kgT lésst sich die Exponentialfunktion in
(n(w)) entwickeln und man findet weiterhin den Beitrag hw{n(w)) = kg7, wihrenddem
Moden mit fiw > kgT exponentiell wenig beitragen. Aufgabe: Vergleiche (E)xiass, und
(E)am.

= (=01 =€) Mymine = Sy (09)

(n(w))
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A

E Abb. 2: Photonen der Ener-
,,,,,,,,, gie hw schlagen Elektronen aus
< einem Metall. Die Intensitét
= Aw (links) des emittierten Elektro-

nen wird durch die Bandkante
— Vo (unten) und durch die Fermi-
W energie der metallischen Elektro-
I X nen begrenzt (oben).

A
\

Metall

0.3 1907 Spezifische Wiarme des Festkorpers (Ein-
stein)

Die Quantisierung der Anregungen (Phononen) im Festkorper, ist in der
Behandlung der Hohlraumstrahlung/Planckschen Strahlungsgesetz &hnlich;
Unterschiede sind im Spektrum (Dispersion) und in der endlichen Moden-
zahl (endliche Anzahl von Atomen, endliches Gitter statt kontinuierlichem
Vakuum). Wir gehen nicht nochmals darauf ein.

0.4 1913 Bohrsche Quantisierung des Atoms

Ausgangspunkt ist das Rutherford Atom mit kleinem, positiv geladenen
Kern (Ausdehnung ~ 10713 — 107!2 ¢m) umkreist von (negativ geladenen)
Elektronen (J.J. Thompson, 1899). Die Formel v = R(1/n? — 1/m?), R =
Rydberg Konstante, m, n ganz, fiir die Balmer Serie beschreibt die Frequen-
zen der beobachteten Spektrallinien.

Klassisch bewegt sich das Elektron auf einer Kreisbahn und ist somit be-
schleunigt. Aufgrund dieser Kreisbahnbewegung strahlt das Atome Ener-
gie ab und das Elektron sollte (unter Emission kontinuierlicher Strahlung)
in den Kern stiirzen. Bohr postuliert, dass das Atom nur in stationéren-
oder quanten- Zustédnden wohldefinierter Energie existiert. Die scharfen
Spektrallinien sind dann die Konsequenz von Ubergingen zwischen diesen

Zustanden.

Absorption : E; < Ey,
hw = |E; — Ei, SOTPHON = M = 7 (0.12)

Emission:  E; > Ey,

wobei ¢, f fiir den 4 nitial, f inal Zustand steht. Der Grundzustand Ey =
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min(E;) ist stabil. Fiir das Wasserstoffatom gilt

21 R

n2’

E,=—h n=1,23..., (0.13)

woraus sich die Balmer Formel ergibt.

0.5 1914 Franck-Hertz Experiment

Das Experiment, vgl. dazu Abb. 3, untermauert die Existenz diskreter Ener-
gieniveaus in Atomen. Die Struktur (Peaks) in der beobachteten Strom

Kathode Gitter ~ Anode
‘ b\ inelast. St.
{% He-Gas | 1| elast. St.
I
+ L+
4_”—.‘_'_ | |
v 0.5V 0 5 10 15 y

Abb. 3: Durch ein elektrisches Potential beschleunigte Elektronen treffen
auf Hg-Atome. Inelastische Stosse transferieren die Atome in hochenergeti-
sche Anregungszustéinde die unter Aussendung elektromagnetischer Strah-
lung zerfallen.

versus Spannung Kennlinie wird folgendermassen interpretiert: Elektronen
nehmen im Potential V' kinetische Energie auf, die sie durch inelastische
Stosse mit den Hg-Atomen an selbige abgeben. Die Atome werden vom
Grundzustand mit Energie Ey in einen angeregten Zustand mit Energie
E,, E, — Fy =5 eV gehoben. Die gestoppten Elektronen erreichen die An-
ode nicht mehr und es ergeben sich Peaks in I(V'); die Atome fallen unter
Abgabe von Strahlung in den Grundzustand zuriick.

0.6 1922 Stern-Gerlach Experiment

Paramagnetische Atome mit magnetischem Moment [ = pg E, L der Dre-
himpuls, werden einem inhomogenen Magnetfeld B ausgesetzt und deren
Ablenkung wird gemessen. Klassisch wird folgendes Verhalten erwartet: Aus
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klassische
Detektor Erwartung

Quelle

—
e

Abb. 4: Paramagnetische Atome mit magnetischem Moment [, i = u()f/ = Drehim-
puls und (thermischer) Energie E = mv?/2 ~ kT werden in einem inhomogenen
Magnetfeld abgelenkt. Man beobachtet diskrete Auftreffpunkte am Detektor, statt
der klassisch erwarteten kontinuierlichen Verteilung.

der Energie im Magnetfeld Epagn = — ﬁg ergibt sich die Kraft F = i .B ).
Hier ist F, = pu,0,B und damit findet man fiir die Ablenkung am Schirm
s = (u20,Bd/2kgT)(d/2 + D). Da (klassisch) der Drehimpuls L, entlang
z kontinuierlich verteilt ist, wiirde man eine kontinuierliche Verteilung der
Atome entlang z erwarten, siche Abb. 4, im Widerspruch zum tatséchlich
beobachteten quantisierten Resultat mit diskreten Flecken. Folglich ist der
Drehimpuls der Atome quantisiert.

0.7 1923/25 Compton-Effekt (Compton and De-
bye)

In diesem Experiment werden Lichtstrahlen an Elektronen gestreut, vgl.
dazu die in Abb. 5 skizzierte Geometrie.

Klassisch erwartet man folgende Resultate: einen kontinuierlichen Impuls-
iibertrag vom Strahlungsfeld an das Elektron (der Strahlungsdruck l&sst
den Impuls p. des Elektrons kontinunierlich mit der Bestrahlungszeit wach-
sen); alle Elektronen werden gleichermassen beschleunigt; die Absorption
und Re-emission von Strahlung durch das Elektron erfolgt im (momenta-~
nen) Ruhesystem des Elektrons bei gleicher Wellenldnge. Der Dopplereffekt
produziert dann eine (winkelabhéingige) Wellenlédngenverschiebung A\ (es
sei A die Wellenlénge des einfallenden Strahles),

0
A)\ = 2)\% Sin2 5, 19 = 0, E62 = m§c4 +p302. (014)
(S (S
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Tatséchlich findet man aber die Verschiebung

h 0
AN = 41— sin® — (0.15)
MeC 2
mit dem neuen Parameter h/mec = 3.86107!' cm, der Compton-

Wellenldnge des Elektrons. Auch findet man, dass nicht alle Elektronen
gleichzeitig und gleichmaéssig beschleunigt werden: Nur diejenigen Elektro-
nen, die ein Photon absorbieren, weisen einen Impuls pe # 0 auf und zudem
variiert dieser Impuls diskret. Diese Resultate deuten an, dass sich das Licht
im Streuprozess wie ein Teilchen entspricht, obwohl das Licht eindeutig Wel-
lencharakter besitzt, vergleiche dazu andere Experimente mit Licht, z.B. das
Doppelspalt Experiment oder die Diffraktion an Kristallen (von Laue, 1912).
Das Experiment deutet also auf eine Teilchen—Welle Dualitét fiir die Strah-
lung hin.

Abb. 5: Réntgen-Strahlen
(Photonen «) treffen auf
ein ruhendes Elektron e~
und werden gestreut.

Die Annahme, dass der Streuprozess als Teilchen—Teilchen (d.h., Photon—
Elektron) Streuung mit Impuls- und Energieerhaltung (4-er Invariante) be-
schrieben werden kann, fithrt zum richtigen Resultat (0.15): der Viererimpuls
bleibt im Streuprozess erhalten,

! /2 2.2
initial : <ﬁk>+(mec)’ final : (hk_,>—|-< pc—i_:mcc )7

hk 0 hk! De
h(k — k') + mec /p2 + m2c2
> = e e (0.16)
h(k — k) De
und dem Vierer-Skalarprodukt a*a, = aag — @ - @ ergibt sich

h

MeC

k—FK = kK (1 —cosb). (0.17)

Das Resultat (0.15) folgt dann mit der Annahme k = 27/A. Das Experiment
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attestiert dem Licht einen Teilchencharakter mit

E = hw,
= e )= (k)

= hkj: s PM: 4 :h o ,
" ’ < p k (0.18)
p/p = Propagationsrichtung,
w = ck.

0.8 1923 De Broglie Hypothese

Materie und Strahlung verhalten sich gleich (universell) und zeigen beide
sowohl Wellen- wie Teilchencharakter,

Welle — Teilchen 2% Welle

(h = 27h). (0.19)

Dass sich eine Welle wie ein Teilchen verhalt folgt aus dem Photoeffekt und
der Comptonstreuung. Neu ordnet De Broglie den Teilchen mit Impuls p
eine Welle mit Wellenléinge A = h/p zu.

0.9 1923 Bohrsches Korrespondenzprinzip

Die klassische Theorie ist makroskopisch und in Spezialfillen (z.B. zum
Beispiel in der Beschreibung von Elektronen im statischen elektromagneti-
schen Feld) auch mikroskopisch korrekt. Andererseits versagt die klassische
Theorie wenn Quantendiskontinuitédten relevant werden. Die Quantentheorie
muss die Resultate der klassischen Theorie im Limes grosser Quantenzah-
len (entsprechend kleinen Quantendiskontinuitéiten) reproduzieren. Folglich
muss eine formale Analogie zwischen der Quantentheorie und der klassischen
Theorie bestehen. Diese Argumente bilden die Basis fiir das Korrespondenz-
prinzip.

Als Beispiel betrachten wir das Bohrsche Atom mit den Energien FE, =
hR/n?, vgl. Abb. 6, R eine soweit unbekannte Proportionalititskonstante.
Das klassische Analogon ist das Kepler Problem mit dem Gravitationspo-
tential ersetzt durch das elektrische Potential —e?/r. Das Keplergesetz fiir
die Umlauffrequenz v(F) = 1/T, T die Umlaufperiode, E die Energie der
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klassischen elliptischen Bahn, lautet (iibertragen auf das elektronische Po-

tential)
1 [(2EP\Y?
v= < ) . (0.20)

me2 \\ m
Andererseits ergibt eine quantenmechanische Betrachtung des Spektrums
bei grossen Energien die (energieabhiingige) Grundfrequenz

Epi1 — En  1dE, 9R 1B, 3\
E,) = ~ AR =1) = =9 . (0.21
v(En) h hdn A=Y =105 <Rh3 (021)

wobei wir die Abhingigkeit E, = hR/n? benutzt haben. Die relevanten
Frequenzen in der Strahlung bei hohen Energien sind dann gegeben durch
[Entan— En]/h =van(E) = Anv(E), vorausgesetzt dass An/n < 1 erfiillt
ist.

E A

n Abb. 6: Diskretes Spektrum im

: Bohrschen Atommodell. Das Korre-
spondenzprinzip lisst sich auf hohe
Anregungsenergien E, mit n > 1,
anwenden wo das Spektrum quasi-
kontinuierlich ist.

Aus der Korrespondenz zwischen dem Keplerproblem (0.20) und dem quan-
tenmechanischen Problem (0.21) erhalten wir einen Ausdruck fiir die Kon-
stante R,

VKep = me? m =2 RA3 ~ Y
2m2me? met 1 13.6 eV
o B Bimgma s 022

Wir iiberpriifen kurz die dimensionelle Korrektheit des Resultates: Der
Grundzustand ist charakterisiert durch die potentiellen und kinetischen
Energien Epot ~ —e?/r und Eg, = p?/2m =~ h?r%/2mr?, wobei wir
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die Unschérferelation in der Form p - r ~ wh gebraucht haben. Setzen
wir Eygn, ~ —Epot (Virialtheorem), so erhalten wir r ~ h%72/2me? und
E ~ —2me*/m?h?, was um den Faktor 4/72 ~ 0.4 daneben liegt.

0.10 1925 Matrix-Mechanik (Heisenberg)

Siehe ausfiihrliche Diskussion spéter.

0.11 1926 Wellenmechanik (Schrédinger)

Siehe ausfiihrliche Diskussion spiter.

0.12 1927 Davisson und Germer Experiment

Wir betrachten das Streuexperiment analog zum von Laue Diffraktionsex-
periment aber mit Teilchen. Die Reflexion von Elektronen von einer Kristal-
loberflache ergibt ‘von Laue’ Reflexe wie in Abb. 7 skizziert. Die bendtigte

Detektor ~ Abb. 7: Streuuung von Elek-
tronen an einer Kristallober-
fldche.

einfallender
Strahl

gestreuter
Strahl

Wellenldnge und Energie der Elektronen erhalten wir aus der de Broglie
Beziehung (benutze, dass i - h = 6.58.10716 eVs - 1.055.1073 Js)

orh onh 12.2 A

A T VamE VERV]

(0.23)

Die Gitterkonstante a ~ 5 A fiihrt auf eine Energie E von einigen eV:;
dies ist auch gerade die typische Energieskala der Elektronen im Kristall
(die Elektronen im Kristall sind kompatibel mit einer Kristallstruktur der



12 KAPITEL 0. EINFUHRUNG

Léngenskala a). Umgekehrt bestétigt die Struktur des von Laue Interferenz-
bildes die Giiltigkeit der De Broglie Relation A = h/p (das Interferenzbild
ergibt einen Wert von A der kompatibel mit der Energie E der gestreuten
Elektronen ist).

0.13 1913-1927 Bohr-Sommerfeld Quantisierung
und ‘alte’ Quantenmechanik

Das Korrespondenzprinzip und die Bohrsche Quantisierung fithren auf ein
Selektionskriterium fiir in der Quantenmechanik erlaubte klassische Bahnen:
auszuwihlen sind diejenigen Bahnen, welche eine Quantisierungsbedingung
erfiillen (das Kriterium funktioniert fiir periodische Bahnen). Damit erhalten
wir den Ubergang von kontinuierlichen zu quantisierten Resultaten.

Die gewiinschte Quantisierung muss etwas mit dem Planckschen Wirkungs-
quant h zu tun haben. Dimensionell ist [A] = Wirkung, also ist die Wirkung
der Bahn zu quantisieren. Gehen wir zuriick auf die Lagrange-Mechanik,
so ist ein mechanisches Problem definiert durch die Koordinate ¢ und
die Lagrangefunktion L. Der konjugierte Impuls ergibt sich als Ableitung
p = 0L/0q und die Wirkung einer Bahn ist gegeben durch das Zeitintegral

S—fdtﬁ—qup—Efdt (0.24)

wobei wir den Ortsteil absepariert haben. Letzteren quantisieren wir geméss

%dqp =nh (0.25)

mit n € N. Im Beispiel das Wasserstoffatoms werden die radialen und azimu-
talen Bahnanteile quantisiert, § drp, = kh und ¢ dp p, = lh. Wir wihlen
eine fixe Bahnebene; mit £ = (m/2)[7? + (r¢)?] + €2/r folgt p, = ;L = mr,
pp = OpL = mr¢ = L mit dem erhaltenen Drehimpuls L (es ist p, = 0).
Aus §dpp, = lh folgt die Quantisierung des Drehimpulses L = hl. Das
zweite Integral 0 > E = H = p,7 + ppop — L = p2/2m + L?/mr* — %/r
zusammen mit 2 f:"fax dr p, = kh gibt die zweite Bedingung

27T2me4> 1/2
— —lh =kh (0.26)
( B

und damit E, = —me?/2h%n? mit n = [ + k. Die klassischen Orbits sind

Ellipsen mit Exzentrizitit /1 + 2EL2/me* = /1 +12/n?, fir | = n er-

gibt sich eine Kreisbahn (Bohr 1913); fiir 0 < [ < n ergeben sich Ellipsen
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(Sommerfeld). Der Fall | = 0 ist nichttrivial, siehe spater oder Migdal; der
Entartungsfaktor fir £, ist n+ 1 (bis anhin, wird noch zu korrigieren sein).
Lassen wir die Ebene des Orbits frei, erhalten wir die Quantisierungsbedi-
gnung fiir die z-Komponente des Drehimpulses, ¢ dp L, = mh und damit
L, = mh. Die magnetische Quantenzahl nimmt Werte — < m <[ an und
ergibt den zusitzlichen Entartungsfaktor 21 4 1.2

0.14 1927 Heisenbergsche Unschirferelation

Zusammen mit der Matrix- oder Wellen-Mechanik sowie der Kopenhagen
Interpretation der Quantenmechanik ergibt sich damit die ‘neue’ Quanten-
mechanik.

Seien p und g konjugierte Variablen, z.B. p, und x, L, und ¢, F und t.
Dann ist eine simultane Bestimmung von p und ¢ nur bis auf eine Unschérfe
Ap - Agq 2 h moglich.

Insbesondere, ist ¢ bekannt, dann ist Ag = 0 und somit Ap = oo, d.h. p
ist vollig undeterminiert und vice versa. Die Unschérferelation erbringt den
Bruch mit der Kausalitét der klassischen Physik: Klassisch gilt, dass die An-
fangsbedingungen und die dynamischen Gesetze (z.B., p = —0,H, ¢ = 0,H)
die Bahnen fiir alle Zeiten festlegen. Nach dem Heisenberg Unschérfe Prin-
zip (HUP) ist eine der Voraussetzungen des Determinismus nicht erfiill-
bar: Die Anfangsbedigungen kénnen nicht scharf festgelegt werden und da-
mit verlieren wir die klassische Kausalitidt (Einsteins Einwand gegen die
Vollstandigkeit der QM basiert auf diesem ‘Defekt’ der Theorie). Wichtig
(und richtig) aber ist, dass eine konsistente Interpretation der QM nur mit
Hilfe der Heisenbergschen Unschérferelation (HUR) erreicht werden kann
(siehe spiter). Das klassische Experiment (Gedankenexperiment; zitiert von
Heisenberg (falsch) und korrigiert durch Bohr) ist das Rontgen-Mikroskop
(siehe Abb. 8) zur Beobachtung eines Elektrons:

Gemiss Wellenoptik kann ein Objektiv eine Auflosung

A

AT =5

(0.27)

erreichen. Das Lichtquant () muss die Linse treffen. Die maximalen und
minimalen Impulsiibertrige auf das Elektron (e™) sind ppax = p+ hsing /A

’Die Langer-Korrektur ersetzt L? — (14 1)h% — (I + 1/2)?h? (quasiklassische Appro-
ximation); im selben Rahmen ist k — k4 2-1/4 zu ersetzen, eine Folge der Reflexion am
lokal linearen Potential, siehe Kapitel 10 iiber quasiklassische Methoden oder Migdal.
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und ppin = p — hsinf /X (der Streuprozess wird als elastisch approximiert),

woraus sich ein Impulsiibertrag
AxAp ~ h (0.28)

ergibt. Eine rigorosere Herleitung der HUR folgen spéter. Im Folgenden

optische Linse Abb. 8: Rontgenmikroskop
zur Beobachtung eine Elek-

z A ‘ trons (Gedankenexperiment).

yﬁ%ﬂ» e

-~ X

A

bauen wir die Schrédinger Wellenmechanik aus dhnlichen Gedankenexperi-
menten auf (siehe z.B. Feymann & Hibbs).

Y




Kapitel 1

Wellenmechanik

1.1 Doppelspaltexperiment

Der experimentelle Aufbau ist in Abbildung 1.1 skizziert: Eine Quelle emit-
tiert Teilchen (Elektronen, Photonen, ... ) welche auf einen Schirm mit Dop-
pelspalt auftreffen. Die durch die beiden Spalten propagierenden Teilchen
werden mit einem geeigneten Detektor registriert.

Z Abb. 1.1: Das Doppel-
@ spaltexperiment:  Die
—————————————————————————————————— | von der Quelle emit-

Quelle o) tierten Teilchen/Wellen
(Elektronen/Licht) ‘ treffen auf einen Schirm
Schirm mit zwei durchléssigen
) Detektor .
(mit Doppelspalt) (Fluoreszenz— Spalten und werden im
schirm/Zahler) Detektor analysiert.

Das Resultat der Messung ist in Abbildung 1.2 dargestellt wobei I = Intensi-
tét, in [/] = Anzahl Teilchen/s gemessen wird. Fiir einen Spalt (ohne Beu-
gung) sieht das Resultat fiir Wellen und Teilchen gemiss klassischer Erwar-
tung gleich aus (siehe I; und Iz). Werden beide Schlitze geoffnet erwartet
man (klassisch) verschiedene Resultate, Iy, fiir Wellen und Iy fiir Teilchen.
Das experimentelle Ergebnis des Doppelspaltexperiments mit Teilchen zeigt
aber wiederum ein Interferenzmuster in der Intensitét, woraus der Schluss
zu ziehen ist, dass die Teilchen wie Wellen propagieren.

15
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D & @offen  nur (1) offen  nur (2 offen  Summe I; +1,

A A A
zZ

z

I I B

Abb. 1.2: Links: die Intensitit I, ist das klassisch erwartete Interferenzmu-
ster fiir Wellen. Das gleiche Resultat findet man fiir das Experiment mit
Teilchen. Rechts: die Intensitéit Iy ist das klassisch erwartete Resultat fiir
Teilchen, wird aber nicht beobachtet. Die Schlussfolgerung aus dem Experi-
ment ist, dass Teilchen wie Wellen propagieren.

Auch bei der Detektion findet man ein unerwartetes Resultat: klassisch wird
eine diskrete Detektion von Teilchen erwartet. Demgegeniiber erwartet man
klassisch fiir die Intensitéit von Wellen ein kontinuierliches Resultat. Das
Experiment zeigt aber auch fiir die Detektion von Wellen diskrete Ereignisse,
vgl. Abb. 1.3.

# #

z=0 z=0

zx0 70

Abb. 1.3: Links: Die diskrete Detektion wird fiir klassische Teilchen erwartet.
Der gleiche Befund ergibt sich fiir die Detektion von Wellen. Rechts: Die
kontinuierliche Detektion erwartet man fiir Wellen, wird aber experimentell
nicht beobachtet. Man zieht den Schluss, dass Wellen wie Teilchen detektiert
werden.
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Zusammenfassend zieht man aus den experimentellen Befunden folgende
Schliisse:

Die Streufunktion mit
Nebenmaxima ist das
klassisch erwartete Re-
sultat fiir (Licht) Wel-

Teilchen

propagieren

Eine monotone Vertei-
lung, siehe Abb. 1.2,
I, ist das klassisch
erwartete Resultat fir

len, aber gleicher Be- wie Wellen Teilchen, wird aber
fund fiir Teilchen, sie- nicht experimentell
he Abb. 1.2, I. realisiert.
/I\
Welle
Teilchen
Dualitét
4
Die diskrete zeitliche Di . Zunah
Zunahme ist das klass- 1 stetige un‘a me
. Wellen des aufintegrierten
isch erwartete Resul- . ) ) .
tat fiir Teilchen. Aber detek.tlert Signals wird klassisch
. wie erwartet fiir Wellen,
der gleiche Befund er- , ) . .
Teilchen ist aber nicht experi-

gibt sich fiir (Licht)
Wellen, siehe Abb. 1.3.

mentell realisiert.

Im folgenden wollen wir diesen Befund formalisieren. Wiirde man das Dop-
pelspaltexperiment klassisch interpretieren, so miisste das Teilchen entweder
@ oder @ passieren. Definieren wir P;(2), i = 1,2, als (relative) Wahrschein-
lichkeit fiir die Passage von Teilchen durch die Spalten 1 oder 2 und darauf-
folgende Detektion in z, so wiirde man bei offenen @ und @ klassisch das

Resultat
P(z) = Z Pi(z) (Teilchen) (1.1)

erwarten. Andererseits wiirden wir fiir Wellen eine Amplitude ®;(z) de-
finieren und die (relative) Wahrscheinlichkeit wére dann gegeben durch
Pi(z) = |®;(2)|? falls nur Spalt @ offen ist. Sind dagegen die Spalten @

und @ offen, so erwartet man Interferenzen geméss
2
‘ (Wellen). (1.2)

P(z)= |3 #i(2)

Das Experiment liefert das Resultat, dass die Teilchen dieselbe
Wahrscheinlichkeitsverteilung P(z) wie die Wellen erzeugen, daher muss
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man auch den Teilchen eine Wahrscheinlichkeitsamplitude ®;(z) € C zuord-
nen und wie fiir Wellen die Giiltigkeit des Superpositionsprinzips fordern.
Das Problem stellt sich nun, dass man sich unter einem Teilchen, wenig-
stens unserer Wahrnehmung geméss, immer einen kleinen Korper vorstellt,
der dann aber entweder durch den Spalt @ oder den Spalt @ zum Detektor
gelangt. Dieser Widerspruch motiviert eine Erweiterung des Experiments
dahingehend, dass man nachmisst durch welchen Spalt das Teilchen zum
Detektor gelangt, sieche Abb. 1.4.

ZA Abb. 1.4: Doppelspalt Experi-
ment mit Detektion: Von der

@ % Lampe emittiertes Licht soll den

Durchgang des Teilchens durch
aI T den Spalt @ aufzeigen.

Wir zéhlen also ein Teilchen, wenn immer es durch Spalt @ fliegt, das heisst,
es muss jetzt gelten, dass

P=P+P (13)

ist. Tatséchlich stimmt diese Erwartung mit dem Resultat des Experimentes
iiberein. Scheinbar liegt hier eine paradoxe Situation vor.

Als néchstes minimieren wir die Stérung durch den Test mit der Lampe
indem wir die Intensitit reduzieren, lies; — 0. Sobald Iiest so klein ist, dass
die einzelnen Photonen nicht mehr an jedem Elektron streuen (siehe Comp-
toneffekt) geht P = P; + Py in P = |}, ®;|? iiber. Andererseits kénnen wir
die Storung durch den Test auch minimieren indem wir die Wellenlénge des
Lichtes erhchen, Atest — 00. Sobald Atest SO gross ist, dass die Distanz a nicht
mehr aufgelost werden kann geht P = P; + P, in P = |, ®;|? iiber. Wenn
wir also wenigstens im Prinzip! wissen, ob das Teilchen nun via @ oder @
zum Detektor gelangte, erhalten wir P = Y, P, andernfalls P = |}, ;|2

'Es ist hier unerheblich, ob wir tatséichlich am Messergebnis interessiert sind oder nicht,
es geht nur darum, die Messresultate im Prinzip zur Verfiigung zu haben indem die Lampe
hinter dem Doppelspalt den Durchgang der Teilchen detektiert.
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Ein Experiment, das die Information iiber den vom Teilchen genommenen
Pfad liefert (‘which path detection’), stort also das urspriingliche Experiment
so stark, dass die Interferenz zerstort wird [siehe auch E. Buks, R. Schuster,
M. Heiblum, D. Malahu, and V. Umansky, Nature 391, 871 (1998)]. Dies
ist eine direkte Manifestation des Heisenbergschen Unschérfeprinzips. Dieses
Prinzip garantiert die Konsistenz des Ansatzes P = | Y, ®;|? fiir die Pro-
pagation der Teilchen; solange das Unschérfeprinzip gilt, gibt es auch kein
Paradoxon. Bis heute sind alle Experimente im Einklang mit dem Unschérfe-
prinzip. Zum besseren Verstindnis/Beweis iiberlegen wir uns ein neues Ex-
periment, dessen Aufbau in Abb. 1.5 gezeigt ist.

(a) < (b) N
D d|
ga f/
d
- o a %
! !
Fede%

Abb. 1.5: Doppelspalt Experiment mit Detektion: Die Auslenkung des Schir-
mes soll Riickschliisse iiber den Durchgang des Teilchens ergeben. Diese An-
ordnung fithrt automatisch auf das Heisenbergsche Unschérfeprinzip.

)

|

Im Experiment wird der Streuer (hier der Schirm mit dem Doppelspalt) so
eingerichtet, dass ein Elektron welches durch den Spalt @ fliegt eine Aus-
lenkung 6z > 0, eines das durch @ fliegt, eine Verschiebung dz < 0 erzeugt.
Teilchen mit Impuls p erzeugen ein Interferenzbild mit d gegeben durch
(p = h/A, sieche Abb. 1.5)

~

Q| >
~|

(1.4)

Der Impulsunterschied dp, = | pgD — pgz)] fiir Teilchen, welche durch @ bzw. @
fliegen, ist dp, ~ pa/l = h/d. Stellen wir fest ob der Weg @ oder @ gewihlt
wurde, miissen wir eine Genauigkeit Ap, < dp, erreichen. Wollen wir aber
zuséitzlich das Interferenzmuster sehen, muss die Position z des Schirmes bis
auf Az < d bekannt sein, da eine grossere Auslenkung eine ‘Verschmierung
der Maxima’ nach sich zieht. Wollen wir beide Ergebnisse, die Information
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iiber den Pfad und die Interferenz realisiert sehen, dann muss Ap,Az < h
sein, im Widerspruch zum Unschérfeprinzip.

Zusammenfassend vermerken wir folgende Punkte:

— Propagation: Die Propagation geschieht immer als Welle und invol-
viert die Amplitude .

— Detektion: Die Detektion geschieht immer als Teilchen und involviert
die Wahrscheinlichkeit P = |®|2.

— Observierung: Jegliche Observierung stort die Propagation und zer-
stort die Interferenzbildung ® = ), ®; in der Gesamtamplitude.

Die Widerspruchsfreiheit der QM verlangt noch erstaunlichere Effekte: Statt
der Alternativen im Doppelspalt- Streuexperiment betrachten wir die in
Abb. 1.6 skizzierte Teilchen-Teilchen Streuung mit ebenfalls zwei Alternati-
ven (hier ersetzen die sogenannten ‘Quantenalternativen’ die einfachen Pfa-

de).

1 i
Abb. 1.6:  Teilchen-Teilchen

Streuuung: Teilchen werden von
den Quellen A und B emittiert

A und in den Detektoren 1 und 2
]

gemessen.

e
|

oL

Sei ® (i, j) die Amplitude fiir den Prozess (oder Quantenalternative) ‘Teil-
chen von A fliegt nach 4, jenes von B fliegt nach j’. Aus der Symmetrie der
Anordnung folgt unmittelbar: ®ap(1,2) = ®op(2,1). Sind die Teilchensor-
ten in A und B verschieden, so liasst sich immer feststellen, welche Teilchen-
sorte in welchem Detektor ankam. Es existiert keine Interferenz zwischen
den ‘Pfaden’ A - 1, B — 2 und A — 2, B — 1 und die Koinzidenzmessung
wird durch die Wahrscheinlichkeit

Pioin = |®aB(1,2)> + |®ap(2,1)> = 2p (1.5)
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beschrieben (Pkein gibt die Wahrscheinlichkeit, gleichzeitig ein Teilchen im
Detektor 1 und das zweite Teilchen in 2 zu messen.) Sind die Teilchen iden-
tisch, etwa *He, a-Teilchen, Spin-0-Bosonen,...so konnen wir die ‘Pfade’
nicht unterscheiden und erhalten daher

Pioin = |®an(1,2) + ®ap(2,1)* = 4p (1.6)

in Ubereinstimmung mit den Experimenten. Fithrt man das Experiment mit
identischen Teilchen wie *He Atome, Protonen p, Neutronen n, Elekronen
e~, oder anderen sogenannten Spin-1/2-Fermionen aus, so sind die Pfade
zwar weiterhin ununterscheidbar (sofern die Spins gleich ausgerichtet sind),
aber wir erhalten?

Pioin = |®an(1,2) — ®ap(2,1)[* = 0. (1.7)

Das Resultat fiir Bosonen ist in direkter Ubereinstimmung mit der Vermu-

tung
2

Pxoin = ‘ D ®paa ¢
Pfade

wir summieren die Amplituden vor dem Quadrieren und erzeugen damit
einen Interferenzterm. Bei Fermionen findet man genau wie bei Bosonen
Interferenz bei gleichen Spins, allerdings gehen die ‘vertauschten’ Pfade A —
1, B— 2und A — 2, B — 1 mit verschiedenen Vorzeichen in die Summe
ein,

2
Pioin = ‘ > (—1)"®ppa ¢

Pfade
Ein weiterer konsistenter Input gibt die Neutronenstreuung mit polarisier-
ten Neutronen am polarisierten Kristall, vgl. Abb. 1.7: auch hier finden sich
Interferenzterme aufgrund der Summierung {iber verschiedene Streupfade.
Diese Interferenz wird zerstort sobald die Information an welchem Atom ein
Neutron gestreut wurde zur Verfiigung steht. Diese Experimente und Ideen
fithren uns auf ein Verfahren zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten P fiir
einen Prozess: Um P zu finden miissen wir die moglichen ununterscheidbaren
‘Pfade’ C und ihre Amplituden ®pgq ¢ bestimmen und summieren,

2
P:‘ > (1) ®ppaa ¢ - (1.8)
Pfade
2¢ind die Spins verschieden, so erhilt man wieder Pkoin = 2p, da hier ein Kriteri-

um zur Unterscheidung der Teilchen vorhanden ist, die Interferenz beider Pfade daher
verlorengeht.
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Bragg Peaks Abb. 1.7: Streuung von
\3\‘ Neutronen an Atomen mit
/ polarisierten Spins. Die

Interferenz wird zerstort
initial 4—$—H—L —t—H—#—#—final

wenn das Neutron eine
diffuse Spinanregung zuriicklésst

initial Streuung . ) . .
die die Identifikation des
\ m / Streupartners erlaubt.
initial 4—#—1—#—# @—‘—L final

Fiir Einteilchenprobleme ist v = 0 und ein Pfad stellt einen Weg im physi-
kalischen Raum R" dar. Die zwei Probleme, die es nun zu losen gilt sind:

1. Welches ist die Amplitude ®pg.q ¢ fiir einen beliebigen Pfad C? und

2. Was bedeutet Y ppq0”

1.2 Pfadintegrale

Gewohnlich gibt es nicht nur zwei klassische sondern unendlich viele Pfade,
siehe Abbildung 1.9.

- .
. -~
e
- ad N
- -~ _ - R
\\ - NN -
N ~ \ NN 4
—~ _—
~ = = 7
— ~ =
\\/ ~

. . Abb. 1.9: In der Quanten-
Abb. 1.8: Zwei klassische Pfa- mechanik tragen alle von der

de verbinden die Quelle und Quelle zum Detektor fithren-
den Detektor. den Pfade zum Resultat bei.

Ein Pfad ist eine Funktion y(x) oder, in parametrisierter Form, ein Vektor
(x(t),y(t)) mit dem Kurvenparameter ¢. Naheliegenderweise ist mit ¢ meist
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die Zeit gemeint. Allgemein ist ein Pfad eine vektorwertige Funktion 7(¢),
7 € R™, wobei 7 die Position angibt.

1.2.1 Klassische Mechanik

In der klassischen Mechanik wird bei der Bewegung eines Teilchens ge-
nau ein Pfad 7(t) realisiert, ndmlich derjenige mit der kleinsten Wirkung.
Wir betrachten den ein-dimensionalen Fall mit n = 1. Es sei L(x,4,1)
die Lagrangefunktion, & = tib dtL(z,%,t) die Wirkung; deren Variation
0S = 0 gibt uns den klassischen Pfad Z als Losung eines Anfangswertpro-
blems. Explizit findet man fiir die Variation (benutze die Funktionalablei-
tung 0f(z)/0f(2') = 6(x — 2/) in Kombination mit der Kettenregel; hier,
f(x) = x(t))

SSlalt)] " ge[OL5uE) | OLBE))

dx(t) Ox dx(t) 0% dx(t)
_ /tab dt’ [gia(t — )+ ggé(t - t’)}

ty d oL
P i 0. (1.9)

Der Randterm wird mit den Randbedingungen dz(t,) = dz(tp) = 0 elimi-
niert und wir erhalten die Euler-Lagrangegleichung

d (0L\ oL
o ((%) —5-=0. (1.10)

Das Funktional S[z(t)] ist dann extremal fiir den Pfad z(¢). Dabei gibt es
verschiedene Typen von Extremalpunkten, vgl. dazu Abbildung 1.10.

Minimum Sattel Maximum

Abb. 1.10: Verschiedene Extrema der Wirkung S[z(t)] im Phasenraum
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1.2.2 Quantenmechanik

Geméss dem Heisenbergschen Unschérfeprinzip konnen wir x(t) nicht scharf
festlegen. Die Unschérfe liegt in der Wirkung und ist von der Grossenord-
nung h, dem Wirkungs Quantum. Daraus kann man vermuten, dass der
relevante Parameter die dimensionslose Wirkung S/h ist. Weiter suchen wir
eine komplexe Amplitude ®[z(¢)] € C fiir den Pfad z(t). Diese Amplitude
beschreibt den Wellencharakter des Teilchens, weshalb wir eine dimensions-
lose Phase ¢[z(t)] benotigen. Der Ansatz ¢[z(t)]/2m = S/h fir die Phase
ergibt die Amplitude

® [a(t)] ~ SN/ (1.11)
fiir den Pfad x(t). Beachte, dass dies keine Herleitung der Quantenmechanik
ist. Es ergeben sich folgende Korrespondenzen 3

Quantenmechanik = Wellenoptik (1.12)
h—0 | Approximation Eikonalapprox | M\ — o0

klassische Mechanik = geometrische Optik

Die Kombination von (1.8) und (1.11) liefert fiir die Amplitude K (b, a)
welche die Propagation eines Teilchens von a nach b beschreibt

K(b,a) =Y ®x(t)] (1.13)
x(t)

und fiir die (relative) Wahrscheinlichkeit P(b, a), dass das Teilchen ungestort
von a nach b gelangt (also ohne Zerstorung der Interferenz)

P(b,a) = |K(b,a)|?. (1.14)
K (b,a) heisst Propagator und beschreibt die ‘Bewegung’ des Teilchens von
a nach b.
Klassischer Limes

Betrachte (1.13). Nehmen wir nun an, dass die typische Wirkung S [z(¢)] fiir
x(t) von a nach b von der Grossenordnung Sy sei. Sp/h gibt dann die Pha-~
sendrehung in der Amplitude zum Pfad von a nach b an. Falls Sy gross ist,

3Néiheres entnehme man spiteren Ausfithrungen oder den Lehrbiichern von Messiah,
p- 222, sowie Fetter, Walecka, p. 184, siehe auch der Hamilton-Jakobi Formalismus in der
Mechanik oder die quasi-klassische Approximation in Kap. 10.
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! Abb. 1.11: Im Pfadintegral wird
t iiber alle Pfade C beginnend in
a = (x4,t,) und endend in b =
(zp, tp) summiert.
C
la
Xa Xp X -

unterscheiden sich benachbarte Pfade z(t) und z(t) 4+ dz(t) bereits um viele
Umdrehungen, d.h., sie sind stark phasenverschoben und interferieren daher
destruktiv; ihre Summe ist klein. Nur Pfade mit Deviationen 0Sp/h < 1 tra-
gen zu K (b, a) bei; solche Pfade liegen in der Nihe des klassischen Pfades wo
0S[z(t)] = 0 ist, d.h., die relevante Trajektorie ist die klassische, z(t). Fiir
grosse Sy (grosse Massen, grosse Energien, ...) trigt nur die allernichste
Umgebung des klassischen Pfades Z(t) zum Integral bei und wir finden die
Resultate der klassischen Physik; ebenso geht fiir h — 0 die Quantenmecha-
nik in die klassische Mechanik {iber.

Halb-klassische Approximation: In der halb-klassischen Approxima-
tion schreiben wir den Propagator als Produkt eines Volumenfaktors und
einem Phasenfaktor, wobei letzterer via der Wirkung iiber dem klassischen
Pfad evaluiert wird,

K(b,a) =V (b) S/, (1.15)

Der Volumenfaktor V' (b) ist eine glatte Funktion; die starke Variation mit der
Verénderung des Endpunktes b steckt im Phasenfaktor e?S[%1/" Der Name
‘halb-klassisch’ bezieht sich auf die Beschreibung des Teilchens (Systems) via
einer Wellenfunktion, deren Phase durch die klassische Wirkung bestimmt
ist. V(b) gibt das Volumen der Pfade an, welche einen Beitrag zu K liefern,
vgl. Abbildung 1.12.
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Abb. 1.12: In der halb-klassischen
Approximation ergibt sich der Pro-
pagator K (b,a) als Produkt ei-
nes Volumenfaktors V(b) und eines
Phasenfaktors exp[iS [Z] /] mit ei-

ner Wirkung S evaluiert iiber dem
X Volumen® —V klassischen Pfad z(t).

Summierung iiber Pfade

Das Riemann-Integral iiber eine Funktion f(z) ist definiert als Grenzwert
der Riemann Summe

lim [n;ﬂxi)], (1.16)

wobei das Mass 1 durch die ‘Breite’ eines Intervalles gegeben ist, vgl. Abbil-
dung 1.13. Analog dazu definieren wir eine Summe iiber Pfade, indem wir

t
tp,—t, = Ne
tb b~ ta
f €
1
//
e /7
fa N=9
X, n x X, X
Xa  Xi Xb X

Abb. 1.13: Links: Riemannintegral mit Stiitzpunkten z; im Abstand 7.
Rechts: Im Pfadintegral wird iiber alle Pfade summiert die a = (z4,1%,)
mit b = (zp,tp) verbinden. Dabei wird sowohl die z-Achse als auch die Zeit
t diskretisiert, mit Intervallen dz (wie im Riemann Integral) im Ort und €

in der Zeit. Das Zeitinterval € legt das Mass A = \/2wihe/m fest.

Zeit und Raum diskretisieren, und den geeigneten Grenzwert nehmen, vgl.
Abbildung 1.13. Fiir jeden Zeitschritt ¢; summieren wir {iber alle méglichen
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Positionen z;,

d]?l dI‘Q > d.’L‘Nfl iS[:C(t)]/h

Es stellt sich die Frage nach dem Wert vom Mass A. Da diese Konstante
universell ist (analog zum Riemann-Integral), geniigt es, das Pfadintegral
fiir einen einfachen Fall auszurechnen. Wir betrachten ein freies Teilchen,

RN
ﬁ(va:E(:b):m@?zm(f’fzﬂs%) |

und allgemein, £ [(zi41 + x;)/2, (i41 — i) /e, (tit1 + t;)/2]. In der diskreti-
sierten Form konnen wir die auftretenden Integrale berechnen,

N-1 im No1/Tjp1—7;\2
K(bya) = limA™N H /dxi ¢ 2 250 ( = ])

e—0

= limA™Y H /dJU et Ty (@i r])Q/dme%s[( 2=21)*+(@1-2a)’]

e—0

ZL‘% — 2x119 + 23}% — 2x124 + xg
=2[z1 — (2 + :Ua)/2]2 + :U% + :L'(21 — (z2 + xa)2/2
=2z — (2 + xa)/2]2 + (9 — CBa)2/2

/ W2ﬁ26 e%(zzfﬂfaf

J  mit Gauss: da:e \/ T und /daze % =270

. 1/2N 1
= lim AiN (27T/Lh€> dx €2ﬁ5 J 3 (®j41— 93])2

2m

diy e (@3 —22)*+ 5 (@2—20)?]

2mih2e

e Qh%(rgs) (z3 _‘ra)Z

— lim A- N<2mh8> /2

e—0

im 2
62}‘7(7Ns) (zp—2a)

23
=] W

N
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2 h 5577 T 3\ X x
- cll—If(l)A< 2 6) \/ 62’1(% ia)( b—a)?
oA /2mh€
im(xy — xa)T

27rih(tb ) P [ 2ty — to)

%

Mit den vereinfachten Anfangs- und Endkoordinaten ¢, =0, t, =t, , =0
und xp = x finden wir fiir K die einfachere Form

m imax?
K(x,t) = . 1.19
(%) \ 2mint eXp[ 2ht ] (1.19)

Definition: Unter dem Pfadintegral

/  Dla(t)] ¢ S@l/n (1.20)

versteht man den Ausdruck

. m N/2

; — . . . — s ts ts
X exp % ZL <$]+12+ 113]’55]—{-15 55]7 _7+12+ ]> ’ (121)
j=0

wobei N = (t, — t4) /e, (xo,t0) = a und (zn,tn) = b ist.

Eine Hlustration des Propagators K (z,t) des freien Teilchens (1.19) ist in den
Abbildungen 1.14 und 1.15 gegeben; diese suggerieren die Definition einer
lokalen Wellenlénge A und einer lokalen Periode 7. Die lokale Wellenlédnge
A, sieche Abbildung 1.14 l&sst sich in der Naherung grosser Distanzen x > A
berechnen als

2 .2
m(:r—{—)\) x _ ma ] A _ or
2ht ht 2z
h
DAL 1.22
o /P (1.22)

= Teilchen, welche zur Zeit ¢ einen Beitrag zu K in z geben, haben den
Impuls p = ma/t und werden quantenmechanisch als Welle mit A = h/p
beschrieben.

(1.18)
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0
X

Abb. 1.14: K(x,t) fir das freie Teilchen als Funktion von x bei fixem ¢
fithrt auf die Definition einer lokalen Wellenldnge A welche mit zunehmender
Distanz = abnimmt.

Die lokale Periode T' (Abbildung 1.15) kann man in der N&herung langer
Zeiten t > T bestimmen zu

ma? (1 1 ma? T
1_ - ome L) oo 1.23
oh <t t+T> 2ht? <1+T/t> i (1:23)

Teilchen, welche zur Zeit ¢ einen Beitrag zu K in x geben, haben die Energie
E = m(z/t)?/2 und werden quantenmechanisch als Welle mit Periode T =
h/E beschrieben. Die Kreisfrequenz der Welle ist dabei gegeben durch

2T T 1m /sx\2 _ E
725G =5 (1.24)

w =

Allgemein kénnen wir einen beliebigen Propagator K in der halb-klassischen
Approximation K (b, a) ~ exp[iSki (b, a)/h] durch eine lokale Wellenlidnge und
eine lokale Periode beschreiben: die dominierende Abhéngigkeit von K(b)
erscheint im Phasenfaktor und erlaubt die Definition der lokalen Wellenlénge
und der lokalen Periode geméss

oS,
h = 2th = Sulze+A) — Su(zs) = A2t = Ap,
oxyp
h = 2nh = Skl(tb+T>_Skl(tb) = Taastkl = TEFE. (125)
b

1.2.3 Produktregel

Der Propagator K (b,a) lidsst sich aus partiellen Propagationen iiber Teil-
intervalle (a,c) und (c,b) zusammensetzen, wobei iiber alle Positionen des
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t

Abb. 1.15: K(z,t) fiir das freie Teilchen als Funktion von ¢ bei fixem z,
erlaubt die Definition einer lokalen Periode T welche mit zunehmender Zeit
zunimmt.

Zwischenpunktes ¢ zu summieren ist, vgl. Abb. 1.16. Die Additivitit der
Wirkung im Exponenten fithrt auf das Produkt der Teilpropagatoren; die
Faktorisierung in Teilpfade lédsst sich iterativ wiederholen,

K(b,a) = /D e(1/M)[S(b,e)+5(c,a)]
= / dl‘c K(b, C)K(c’ a)

= /Hdazl (byzn—1)K(zn—1,2N-2) - K(z1,24); (1.26)

1.2.4 Wellenfunktion

K (b, a) beschreibt die Propagation eines Teilchens von a nach b. Wir ver-
allgemeinern dieses Resultat indem wir ein Teilchen betrachten, von dem
wir nicht seine Anfangsposition (bei a) sondern nur die Amplitude ¥(a) =
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Abb. 1.16: Illustration der Pro-
tp b duktregel mit einem Zwischen-
schritt bei t..

te

U(zq,t,) kennen. Dann ergibt sich gemiss (1.26) folgende Amplitude in b,

[e.e]

U(zp, tp) = / dzg K(xp, ty; a,te)V(2a, ta). (1.27)
—00

die Wellenfunktion des Teilchens zu einem spéteren Zeitpunkt t,. |W(zy, t3,)|?

ist die (relative) Wahrscheinlichkeit das Teilchen zur Zeit ¢ in x} zu finden.

Beachte: Die Kenntnis von ¥ zu einer Zeit (hier ¢,) legt W fiir alle Zeiten fest.

Damit ergibt sich fiir die Zeitevolution eine Differentialgleichung 1. Ordnung

in d/dt.

In der klassischen Mechanik sind zwei Anfangsbedingungen x und 0z er-
forderlich, um die Teilchenbahn festzulegen. Deshalb ist in der klassischen
Mechanik eine Differentialgleichung 2. Ordnung in d/dt vonnoten.

1.3 Verallgemeinerungen

Wir betrachten drei Verallgemeinerungen fiir den Propagator K, das Teil-
chen im Potential V (x), das Teilchen im mehrdimensionalen Raum R", und
den Propagator fiir mehrere Teilchen.

1.3.1 Teilchen im Potential V' (x)

Wir kénnen den Propagator K genau dann exakt bestimmen, wenn die La-
grangefunktion £(z, i, t) ein Polynom 2%*" Grades in z und % ist. Der Grund
dieser Einschrinkung liegt darin, dass wir nur Gauss-Integrale berechnen
konnen. Es sei

L = ai®+biz+ca® +di+ex+ f. (1.28)
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Gesucht ist K,

K(b,a) = /D J exp [}:L/t:bdtﬁ(x,x',t)]. (1.29)

Miihsamer Weg; wie zuvor auf Seite 28. Einfacher: Sei 65(Z) = 0, mit dem
klassischen Pfad z. Dann gilt mit x = Z + v,

tp
Slz(t)] = S[z(t)]+ /t dt [ag? + byy + cy?]; (1.30)

die Beitriage der Terme linear in y und ¢ verschwinden da §5(z) = 0. Damit
finden wir

K(b,a) = exp[ [Z(t }/ Dly(t)] exp [%/:bdt[ayﬂbyywy?]
— exp [;S[i‘(t)]} F(ty, ta), (1.31)

eine Entwicklung um den klassischen Weg. Die gesamte Abhéngigkeit von
den Positionen x,, x; erscheint im Exponentialfaktor via dem klassischen
Pfad z(t).

Sei jetzt L = T — V, wie aus der klassischen Mechanik bekannt. Dann
schreiben wir wieder

Vi(x)

V(z+y) = V(@) +yV'(z) + y;v”(:z) + fv’”(:ﬁ) +

J quadratische Approximation

1

2
V(@) +yV'(z) + %V”(iﬁ). (1.32)
Damit erhalten wir

K(b,a) = exp [iS[z(t)]/ 1] (1.33)

i [t m mw?
Dly dt 72— 2
/ exp[h/ta <2 2 yﬂ

mit w? = V”(Z(t))/m analog zum harmonischen Oszillator. Diese Approxi-
mation ist gut, falls einer der folgenden Punkte zutrifft:

~ S/h>> 1, dann ist y ist klein und 3> ist vernachlissigbar.

— V quadratisch, also ist (1.33) exakt.
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~ V glatt, also V™ fiir n > 3 ist klein — WKB (Wenzel-Kramers-
Brillouin).

— tp — to klein und damit ist y klein weil sonst T' gross ist.

1.3.2 Teilchen im R"

Die Definition (1.20) des Pfadintegrals fiir n = 1 ldsst sich unmittelbar auf
Bewegungen in hoher dimensionalen Rdumen verallgemeinern,

/ DI (1) exp(iS[7 (1) /)
mit D[7(t)] = Dlx1(t)]---Dlza(t)],  (1.34)
d.h., das Pfadintegral involviert fiir jede Dimension einen Faktor. Beachte,

dass das Problem im allgemeinen nicht faktorisiert; die Bewegungen in den
verschiedenen Richtungen sind nicht unabhéngig.

1.3.3 Mehrere Teilchen

Auch hier ist die Verallgemeinerung unmittelbar einsichtig: wiederum tritt
ein Produkt von Pfadintegralen auf, dhnlich wie in 1.3.2. Fiir k£ Teilchen, die
von ay, nach by propagieren, ldsst sich der Propagator schreiben als

. by by

X exp [;sm t),. .. ,Fk(t)]] . (1.35)

Fiir zwei wechselwirkende Teilchen im R! x R! mit dem Lagrangian

M .
L= %332 + 5 X2 V(X 1), (1.36)

findet man den Propagator,

K (e, Xty 0, X t) = / DL (0] exp |1 Slott), X(0)]

/ Dl(t)] exp [ : mﬁdt} Tla(t)] (1.37)
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mit dem Funktional T[z(t)] gegeben als Pfadintegral iiber die Koordinate
X (t) des anderen Teilchens (das Influenzintegral)

Tlz(t)] = / DX (1)] exp [; /ttb [MX2/2 ~V(z, X, t)H . (1.38)

Falls V = V,(z) + Vx(X) ist, also keine Wechselwirkung stattfindet, dann
separiert das System und

K(xba Xpy by Ta, Xas ta) = Kx(-rba ty; a, ta) X Kx (Xb7 tp; Xas ta)' (1'39)

Dissipative Probleme: In der klassischen Mechanik lédsst sich ein Teil-
chen mit Reibung durch die dissipative Dynamik ma + ni = —9,V (x) be-
schreiben; der Term n& beschreibt die Reibung und impliziert, dass Energie
dissipiert wird. Die quantenmechanische Beschreibung dieses Problems ist
schwierig, da wir auf eine Hamiltonsche Formulierung zuriickgreifen miissen.
Feynman und Vernon und spéter Caldeira and Leggett haben vorgeschlagen,
das System an ein Reservoir von harmonischen Oszillatoren anzukoppeln
und anschliessend iiber die Koordinaten der Oszillatoren zu integrieren, vgl.
Abb. 1.17. Das Gesamtsystem Teilchen & Reservoir wird durch den Lag-

Abb. 1.17: Beschreibung eines dis-
sipativen Systems: Die Koordinate
wird an ein Reservoir von harmo-
nischen Oszillatoren gekoppelt, iiber
die anschliessend integriert wird.

rangian

_ Mm.a My oo Mywj o

2.2
4T
I 1.40
- WLk — 2 My (1.40)

lin. Kopplung Gegenterm

beschrieben. Die Interaktion findet dabei iiber den linearen Kopplungsterm
x X}, statt; der Gegenterm garantiert, dass das Potential V' (z) durch das Bad
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nicht renormiert wird. Nach der Integration iiber die Reservoirfreiheitsgrade
X, findet man den effektiven Propagator

K(xp, ty; 2a, ta) = /D exp{ Seﬁ[x(t)]}

Set = /dt [ 5 @2 — V(z) + Dissipativer Term | . (1.41)

Weitere Details findet man in R.P. Feynman and F.L. Vernon, Annals of
Physics 24, 118 (1963) und in A.O. Caldeira and A.J. Leggett, Annals of
Physics 149, 374 (1983). *

1.4 Schrodinger-Gleichung

Wir gehen aus von der Relation (1.27), welche die Evolution der Wellen-
funktion eines Teilchens beschreibt,

o0
U(zp, tp) = / dzg K(xp, ty; e, te)V(2a, ta); (1.42)

—00

dabei wird die Dynamik des Systems in integraler Form beschrieben. Wir
suchen eine differentielle Form der Dynamik. Da (1.42) fiir alle ¢, > ¢, gilt,
kénnen wir ¢ = t, und t, = t + ¢ withlen und mit £ = (m/2)2? — V(z,t)
erhalten wir

U(z,t+e) = /Cf}(exp [;gz (x;y x;y,t—i— ;)} U(y, 1) (1.43)

:/ﬁ/exp BZZ@W] exp [Z;v <x;y t+ ﬂ\lf(y,t).

Es muss x —y klein sein, sonst ist T = md? /2 gross. Wir definieren y = 2+,
mit 7 klein, und finden

U(z,t+¢) /exp[

4Die Arbeit von Feynman und Vernon befasst sich mit dem Problem der Realzeitdy-
namik, wihrenddem Caldeira und Leggett quantenstatistische Probleme im Imaginérzeit
Formalismus diskutieren.

} exp [—i;V(x /2t 5/2)] Uz +n,1).

(1.44)
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Fiir mn?/2he > 1 oszilliert der erste Faktor stark und schneidet damit die
n-Integration effektiv bei n ~ (/eh/m ab. Wir erhalten eine konsistente
Entwicklung in Ordnung ¢ wenn wir bis Potenzen ¢ und n? entwickeln,

o9 ; 2 ;
U(x,t) +e0p¥(x,t) = / %exp <Zg;7z ) [1 — Z;V(x,t)}

2
X [\Il(x,t) + 0,V (z,t) + 7723%\11(1‘,@] . (1.45)

Die Entwicklung in Ordnungen von ¢ ergibt

e Terme:
B * dn imn?
U(z,t) = - 4 ©XP < o7 > U(z,t)
2mihe 1
= — U(x,t
m A ('1"7 )
2mih
= A = (1.46)
m
Dies ist das einfachste Verfahren um A zu finden.
el/2 Terme:
00 . 2
mn
0 = 0 d =0]). (1.47
</_OO nnexp[zhg] ) (1.47)
el Terme:

*®dn o imn?] €
— U+ — \\ . 14
" gnpew '] w4 SV 0. (18)

Oz, 1) = /

ihe/2m
Daraus erhalten wir die Schrodinger-Gleichung

. h?
iy = —%83%\I'+V(a;,t)lll. (1.49)

Bemerkungen

1. Die Schrodingergleichung (1.49) ist eine 1-te Ordnung Differentialglei-
chung, damit geniigt ¥(x,t = ty) als Anfangsbedingung.

2. Der Zeitableitung ihd; definiert eine Hamiltonsche Dynamik, die von
der dissipativen Dynamik 9;¥ = D92V der Diffusion verschieden ist
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(ein typisches Beispiel fiir die Diffusionsgleichung ist diejenige fiir die
Temperatur 7', d.h., ¥(z,t) = T(z,t)).

3. Es ist K(xa,t2;21,t1) = K(2,1) eine Losung der Schrodinger-Glei-
chung (1.49) fiir to > t;:

2
ihO, K(2,1) = —%8§2K(2,1)+V(2)K(2,1). (1.50)

Weiter gilt K(2,1) = K(z2,t2;71,t1) — 6(z2 — x1) fiir t2 — ] (be-
nutze (1.42)). Wir definieren K(2,1) = 0 fiir ¢t < ¢;. Dann ist K die
Greensche Funktion zu 1.49,

h2

ihatQ + 78‘% - V(l‘g,tg) K(2, 1) = zh5(x2 — 1‘1)5(t2 — tl). (1.51)
2m 2 N——

Green

Schrodinger

4. (1.49) beschreibt Teilchenwellen; im freien Raum (Potential V' = 0)
sind dies ebene Wellen, z.B., in einer Dimension,

gilko—wt), (1.52)

Diese Welle ist tatséchlich eine Losung von (1.49), wobei sich als Dis-
persion die Beziehung hw = hA?k?/2m ergibt. Mit (1.25) erhalten wir
die richtige Dispersion E = p?/2m fiir ein klassisches, massives, nicht-
relativistisches Teilchen. Fiir eine alternative Herleitung von (1.49)
kann man bei £ = p?/2m starten und das Korrespondenzprinzip
E ~ ih0; sowie p ~ —ih0, verwenden.

5. Dimension von (1.49): [h0;] = Energie.

6. Verallgemeinerung auf mehrere Dimensionen, x — 7,

thoyW = HWY
K2 9
H= - ”
2mV + V(7 1),
U= U7 t). (1.53)

Der Ausdruck H ist ein Operator, der Hamiltonoperator. Die Ablei-
tung V wirkt auf ¥, das Potential multipliziert .
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Der Hamiltonoperator H ldsst sich iiber das Korrespondenzprinzip
(siehe spiter) herleiten, wobei man p' <> —ihV verwendet. Andere
Beispiele fiir Operatoren sind

= Ortsoperator = Multiplikation mit 7,

ST

= Impulsoperator = Ableiten nach 7. (1.54)

1.5 Superpositionsprinzip

Die Schrédinger-Gleichung (1.49) ist eine lineare Differentialgleichung. Wenn
U, Losungen der Schrodinger-Gleichung sind, dann sind das auch die Funk-
tionen

v = Zai\lfi, a; € C. (155)

Die Koeffizienten a; folgen aus der Anfangsbedingung W (7, ¢y); wir kommen
spater darauf zuriick. Im folgenden betrachten wir zwei einfache eindimen-
sionale Beispiele, das freie Teilchen und das Teilchen im Potentialtopf.

1.6 Freies und gebundenes Teilchen

1.6.1 Freies Teilchen

Der Hamiltonian und die Schrédingergleichung sind gegeben durch

h? , h?
Wir suchen die allgemeine Losung zu einer beliebigen Anfangbedingung
U(xz,0), analog zu (1.27). Wir konnen das Problem durch den Separati-

onsansatz Vi (x,t) = xx(t)pr(z) 16sen,

. h?
ihOixr = ExXk, Eypr = —733%7
m
Xk = exp|—iwt], o = exp(ikz), keR,
B, = hwy, = h%k?/2m. (1.57)

Die Losungen ¢ (z) = e** stellen eine Basis dar. Beachte, dass Teilchen
beschrieben durch ¥, (z,t) = el Pz=Ept)/h den Tmpuls p = hk und die Energie
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E, = p?/2m haben, aber da |¥,|? = 1 im Ort vollig undeterminiert sind.
Das Anfangswertproblem wird durch die Superposition (1.58) gelost,

W t) = / Ry, t) = / ;i—ka(k)ei(m_w’“t). (1.58)

27 s

Aus der Anfangsbedingung zur Zeit ¢t = 0 lisst sich mit (1.58) direkt die
Amplitude a(k) bestimmen,

U(z,0) :/;lf_a(k) ke = q(k)

/dy U(y,0) e~ kY
- / dy W (y, 0) W} (y,0), (1.59)

und die zeitabhéngige Wellenfunktion W(x,t) ergibt sich direkt aus der An-
fangsbedingung via

Unt) = /dy/;l?]i\IIZ(y,O)\I/k(x,t)\I/(y,O). (1.60)

Fiir den Propagator finden wir den Ausdruck

dk

K tip0) = [ 5500000

_ /dk e—iky 6i(k:z—o.)kt)
2m

_ [ [_W<k_<x—y>m>2+im<x—y>2]

or P | T, ht 2t

B m im(x —y)?
=\ 2mint eXp[ ont } (1.61)

in Ubereinstimmung mit (1.19). Beachte auch die Vollstindigkeit
[(dk/2m) Ui (y,0)¥y(z,0) = K(z —y,0") = §(z — y) und Orthogonalitéit
[ dz ¥} (z,0) W (2,0) = 216 (k — k).

1.6.2 Teilchen im oo tiefen Potentialtopf

Der oo tiefe Potentialtopf ist eine potentialfreie Region die von co hohen
Wiénden umgeben ist, vgl. Abb. 1.18. Aus Symmetriegriinden wahlt man den
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Abb. 1.18: Zustiande im Potential-
" topf mit wohldefinierter Paritéits-
Symmetrie.

gerade

ungerade

>

—a/2 0 a/2 X

Nullpunkt mittig. Das System lésst sich durch den folgenden Hamiltonian
beschreiben,

n
H = - 00 5

_ 10 |zl <a/2,
Voo() = {oo, |z| > a/2.

Wiederum separiert man die Probleme in der Zeit und im Ort mit dem
Ansatz

(1.62)

Un(z,t) = Xn(t)en(); (1.63)
wir erhalten das dynamische Problem
thoixn = FEnXxn (1.64)
mit der Losung
Xn = e, (1.65)

sowie das Eigenwertproblem

i) a
Enpn = —%@3%, o] < 5 (1.66)
mit den Randbedingungen
a
puls) =0 Ja] 2 5. (167)



1.6. FREIES UND GEBUNDENES TEILCHEN 41

Die Losungen sind gegeben durch Exponentialfunktionen exp(+ikz), wobei
die erlaubten Werte von k durch die Randbedingungen fixiert werden, k,, =
nm/a. Man findet Losungen zu geraden und ungeraden n; diese sind ungerade
resp. gerade in x,

sinnmz/a, n >2, gerade,
on(x :{ (1.68)

cosnmz/a, n >1, ungerade,
mit den Energien E,, = h%k2/2m (k-Werte aus den Randbedingungen)

21.2 2,2
By = huy = hn T o (1.69)

om 2ma2n

Wiederum ist die Losung des Anfangswertproblems durch die Superposition
U(z,t) = Y an¥n(z,t) (1.70)
n

gegeben. Damit die Anfangsbedingung erfiillt ist, muss

U(2,0) = Y ay¥u(z,0)

L / Ay (y,0) W (4, 0), (1.71)

und damit findet man folgende Losung des Anfangswertproblems,
V(e t) = /dyz T (3, 0) T (2, )Ty, 0). (1.72)
n
Der Propagator fiir das Teilchen im Topf ist
K(z,t9,0) = > Wh(y,0)¥p(x,t)
n

= D enenlz) et (1.73)

Offensichtlich liasst sich diese Losungsstrategie auch auf andere Probleme
verallgemeinern, siehe spéter.

In der Beschreibung des freien Teilchens stellen wir fest, dass die ebene
Wellen Basis Wy (z,t) nicht normierbar ist. Um mathematische Probleme
zu vermeiden, miissen wir die Wellenfunktionen sorgfiltiger behandeln; ei-
ne Moglichkeit besteht im Ubergang zu Wellenpaketen, zum Beispiel den
Gaussschen Wellenpaketen.
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1.7 Gausssche Wellenpakete

Gausssche Wellenpakete im Ort, vgl. dazu Abb. 1.19, beschreiben Teilchen
in einem lokalisierten Zustand mit endlicher Ausdehnung Az. Geméss dem
Heisenberg Unschérfe Prinzip ist das Produkt Ax Ak ~ 1 fixiert; eine prizi-
se Lokalisierung im Ort impliziert dann eine breite Verteilung im Impuls
(und umgekehrt). Weg vom den Limes Az — oo ist die Wellenfunktion nor-
mierbar. Mathematisch sind Gausssche Wellenpakete durch den Ausdruck

Abb. 1.19: Gausssches
Wellenpaket im Orts-
raum.

U(z,0) = 4; eihor o= (z=20)* /4o (1.74)
2ro
definiert. Diese Form involviert zum einen den Triger exp(ikox), zum an-
deren die Umbhiillende exp[—(z — z0)?/40], sowie einen Normierungsfaktor.
Auch im k£ Raum hat die Wellenfunktion eine Gausssche Form (und ist daher
normierbar fiir endliche Werte von o),

U(k,0) = FlU(z,0)] = /dx\p(w’o)eikx

N

= V8rg e ilk—Ho)wo o= (k—ko)* (1.75)
Die Propagation findet man wie iiblich via der Propagation freier ebener
Wellen,
dk

U(z,t) = /271- U(k,0) exp [i(kx — tht/Qm)]

= V8ro /;ike_i(k—ko)wo o0 (k—ko)? i(ka—hk>t/2m)
™
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k—k+ko YSro etkor e—ihk%t/2m/dk eik(z—hkot/m—zo) e—ihk%/?m e—Uk:2
2m

— 49 5 eikoz efihkgt/2m ef(xfhkgt/mfxo)z/élot (176)
27TUt —_—
Phase

mit oy = o + iht/2m. Mit der Wellenfunktion (1.76) findet man die Erwar-
tungswerte

<:L'> = 29+ %t = x9 + vot,
) = hik) = h/i’j\l}*(k,())k\lf(k,o) ko,
-1 2,2
(AP = ((z— 20— vpt)?) = 2<j+01) _ 0<1+4Z2:2>,
2
(B9 = {(p—hh)?) = - (1.77)

Um (Az)? zu bestimmen haben wir verwendet, dass eine Gaussverteilung
o exp(—ax?) die Breite (Az?) = 1/2a hat. Damit finden wir das Zerfliessen
des Wellenpaketes linear in ¢, Ax ¢, und die Unschérfe nimmt mit der Zeit
7,

h h2t2 h
A1l — > —. 1.78
2 + 4m202 — 2 ( )

AzAp =
Beachte, dassin der Hamiltonschen Dynamik ein Paket linear in der Zeit
zerfliesst, Az o t, wihrendem die dissipative Dynamik ein Paket langsamer
zerfliessen lisst, gemiss Az o< v/t.

1.8 Orts- und Impulsdarstellung

Es sei die Funktion f(7) € C, 7 & R" gegeben. Die Fouriertransformation
ist eine unitédre Operation auf dem Raum der komplexwertigen Funktionen.
Ubertragen auf den Raum der Wellenfunktionen erhalten wir die Darstel-
lungen

= d’ ip-F/h =
(7t = /m%nep Mg (5, 1), (1.79)

Wt = / dny PTG (5 p), (1.80)
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/ d"p PN = (2mh)" 6 (7). (1.81)
Interpretation

— Die ebene Welle ¢, = exp[ip - /h], Gl. (1.57), beschreibt ein Teilchen
mit Impuls p. Der Impuls ist scharf, entsprechend ist der Ort undefi-
niert (¢, ist nicht normierbar, siehe spéter).

— Nach dem Superpositionsprinzip beschreibt (1.79) die Funktion W (7, t)
als Superposition von Teilwellen ¢, mit Impuls p.

Aus diesen beiden Punkten lisst sich schliessen, dass W(p,t) die Amplitude
des Teilchens zur Zeit ¢ im Impulsraum ist (wihrenddem W(Z, ¢) die Ampli-
tude des Teilchens im Ortsraum darstellt).

Es ist
(7, )| dr (1.82)

die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit ¢ im Volumen d"r um 7 zu
finden, und analog interpretiert man

d"p
(2mh)™

U (5, 1) (1.83)
als die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen zur Zeit ¢t den Impuls in d™p
um p herum hat. Wir nennen

U(r,t) : die Wellenfunktion in Ortsdarstellung,
U(p,t) : die Wellenfunktion in Impulsdarstellung. (1.84)

Die Fouriertransformation transformiert zwischen Orts- und Impulsdarstel-
lung, die Normierung ist erhalten,

n N Parseval Clnp -
/d r (2 T /(%h)n () (1.85)

Zwischen diesen beiden Darstellungen vermittelt eine Basistransformation—
wir gehen im néchsten Kapitel im Detail darauf ein. An dieser Stelle
erwidhnen wir die verschiedenen Basen (Orts- und Impulsbasis mit schar-
fem Ort 7 und Impuls py) in den Orts-(O-Dar) und Impulsdarstellungen
(I-Dar) (beachte, diese Ausdriicke sind distributiv resp. nicht normierbar):

Ortsbasis in O-Dar Wy () = §"(7—170)

Impulsbasis in I-Dar W (p) (27h)6™ (P — Po) (1.86)
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Impulsbasis in O-Dar ¥ (7) = [ % Vs

() e

Ortsbasis in I-Dar Ve (p) = [d'r g (7) e~ T/h

o7/ h

— —iFTo/h

(1.87)

45
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Kapitel 2

Formalismus der
Quantenmechanik

2.1 Hilbertraum

Die Giiltigkeit des Superpositionsprinzips impliziert als mathematische
Grundlage fiir die Beschreibung der QM einen linearen Funktionenraum
mit Skalarprodukt (fiir die Normierung), allgemein einen Hilbertraum.

Ein Hilbertraum H ist definiert als eine Menge von abstrakten Elementen
(Vektoren) ¢,1), ..., wir nennen sie iiblicherweise Zustéinde,! mit folgenden
Strukturen / Eigenschaften:

1. H ist ein linearer Raum, d.h. mit ¢; € H, a; € C, ist auch
Zz’ aiqbi cH.

2. Es existiert ein Skalarprodukt (-|-) mit den Eigenschaften

— ¢, € H, (1) € C, linear in 1), antilinear in ¢, das heisst (mit
aj,ag € C)

(@11 + azga|) = aj(d1]y) + a3{g2ly) ,
Plarpr + axh2) = a1 (@) + a2(Plye) -

(
(p|Y) = (1|@)* ist hermitesch.
(p|lgp) > 05 falls (¢|p) = 0 ist ¢ = 0.

'Die Zustinde im Hilbertraum beschreiben physikalische Zustinde (QM Postulat)

47
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3. H ist vollstéindig, das heisst fiir jede konvergente Folge ¢,, mit ¢, € H
gilt lim,, oo ¢, € H (eine Folge ¢, heisst konvergent wenn ||¢, —
G|l — 0 fiir n,m — oo wobei ||6[|? = (¢|¢)).

Oft verlangt man zusétzlich:

4. dimH = oo, das heisst, es existieren oo viele linear unabhéngige Ele-
mente in H. Sonst spricht man von einem endlich dimensionalen Hil-
bertraum.

5. H separabel, d.h. es existiert eine abzéhlbare Menge {1, } € H, so dass
sich jedes ¢ € H durch Elemente aus {1, } beliebig gut approximieren
lésst.

Zwei Beispiele seien erwahnt:

— Komplexer Vektorraum, ein endlich dimensionaler Hilbertraum mit
endlich vielen Basisvektoren.

— Raum der quadratintegrablen Funktionen Lo(R™), ein oo-
dimensionaler Vektorraum. Dies ist der typische Hilbertraum
den wir in der Quantenmechanik betrachten.

2.1.1 Skalarprodukt

Mit Hilfe des Skalarproduktes definieren wir die Norm von ¢ € H als

ol = (olo)/2 (2.1)

Das Skalarprodukt zweier Zusténde erfiillt folgende Ungleichungen:
Schwarz’sche Ungleichung: Sei ¢, € H, dann gilt

(o) P < (ole) (wlw). (2.2)
Dreiecksungleichung: Sei ¢, € H, dann gilt
le 4+l < ol + Il (2.3)

Dabei sind (¢[t) und (¢, ) gleichwertige Schreibweisen. Im Raum der qua-
dratintegrablen Funktionen ¢(7") € C, 7 € R" ist das Skalarprodukt (von
¥, ¢ € H) definiert durch

,8) = / " (7)6(7). (2.4)
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2.2 Vektoren/Zusténde

Ein Zustand ¢ € H heisst normiert wenn
l¢]] = 1< ¢ ist normiert. (2.5)

Fiir ¢ € Lo (d.h., ¥ ist quadratintegrabel) ist 1) normierbar, ¥ — ¥/|[¢]].
Wir definieren die Orthogonalitéit von ¢, € H als

(p|lYy) = 0 <> ¢ ist orthogonal zu 9. (2.6)

2.2.1 Orthonormierung und Vollstindigkeit

Ein Set {¢n}, ¢n € H heisst orthonormiert wenn

<¢m7¢n> = dmn. (2.7)

Ein Set {¢,} € H (H separabel) heisst vollstindig wenn sich jedes ¢ € H
durch die {9y} darstellen lisst,

= cutn. (2.8)

Ein System von Zustdnden {i,} € H heisst vollstéindig und orthonormiert
(vVONS) wenn (2.7) und (2.8) erfiillt sind. Man nennt dieses System eine Ba-
sis im Hilbertraum # (oder {t,} spannt H auf). Fiir ein Set von orthonor-
mierten Funktionen {1, (x)} € Ly lésst sich die Vollstdndigkeit ausdriicken
durch

S Uiwhen@) = 8 -y (2.9
dann lassen sich Funktic:Lnen #(z) € La(R) darstellen als
o@) = [dyse-wot) = [ v
= ) (thn, O)tn(x) = zw. (2.10)

n n

Allgemein gilt fiir ein orthonormales System (ONS) die Besselsche Unglei-
chung,

el = D (6 0n)(Wn,6) < (6,9), (2.11)

n n

fiir ein vONS gilt in (2.11) statt der Ungleichheit < die Gleichheit =.



50 KAPITEL 2. FORMALISMUS DER QUANTENMECHANIK

2.2.2 Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

Sei {¢n} eine Menge von Elementen in Lo(R"™). Wir konstruieren ein Ortho-
normalsystem durch

Y1 = ¢1/llénl
(2.12)
{ ha = ¢2— (Y1, P2)¢1
ey = ha/||he||
{ b = — S0 (ke )
(2.13)
Un = hn/thH

2.3 Operatoren

Ein linearer Operator A auf H ist eine lineare Abbildung von H in H,

A: H—H

A peH—ApcH (2.14)
o, peH, abeC
Alinear:  A(a¢ + b)) = aAp + bA). (2.15)

2.3.1 Beispiel: Impulsoperator

Aufgabe: Berechne (p') in der Ortsdarstellung:

o d'p oo
@) = [ G EOFG
— dn’f' dn’f‘/ dnp

. Gy S O B e T
2 x Fourier ¢*E;it) w(ﬁ,t)

ey, — <_7zve—iﬁf/h 1/)10&“:1“- e—iﬁf/ﬁ%vq/}

%

= [arvn fveeo). (2.16)
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Der Impulsoperator in der Ortsdarstellung ist (vergleiche Seite 38)
p = —ihV. (2.17)

2.3.2 Allgemeine Definitionen & Eigenschaften

Wir definieren folgende Begriffe:

— Aist linear wenn AY . a;th; = Y . a;Ay; fiir a; € C ist.
— At ist die Adjungierte zu A wenn gilt (AT¢,¥) = (¢, Ap) Vo, € Lo.
— A ist hermitesch? (selbstadjungiert) wenn A = AT,

Es gilt: (AB)I = BfAf.

Beispiele linearer hermitescher Operatoren sind:

7, Multiplikation mit 7, der Ortsoperator.

p, Ableitung —ihV, der Impulsoperator.

H, der Hamiltonoperator.

f(7), Multiplikation mit f(7), f : R" — R", z.B. V(¥).
g(p), wie f(7) aber im Impulsraum, oder

9@, =>, %(—MV)" im Ortsraum wenn eine Taylorreihe existiert.

Waihrenddem Produkte von Operatoren z™ oder p™ einfach zu behandeln
sind, miissen wir bei gemischten Produkten, wie zum Beispiel xp, aufpassen;
obwohl z und p hermitsch sind gilt dies fiir das Produkt xp nicht mehr: es
ist (zp)! = plz’ = pr und die Anwendung auf eine Funktion 1 (z) ergibt

prp(z) = —ihdy(xp) = —ih(y + axv))

xpY(x) = z(—ihdy)y = —ihay) (2.18)
= xp — px = ih (als Operatoridentitéit). Es ist also mit 7 auch f(7), mit p’
auch g(p) hermitesch, aber ein gemischtes Produkt hermitscher Operatoren

(z.B. h(7- p')) fithrt nicht auf einen neuen hermiteschen Operator. Man kann
xp aber hermitisieren,

%(acp + pa). (2.19)

2Physikalische Observable entsprechen hermiteschen Operatoren (QM Postulat).
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2.3.3 Kommutator
Seien A und B lineare Operatoren. Dann heisst

[A,B] = AB— BA  Kommutator von A mit B. (2.20)

Beispiele von Kommutatoren:

[zi,pr] = thdix; @ =k sind (kanonisch) konjugierte Variablen.

[xz‘, ZU]‘] = 0

Operatoren kommutieren.

2.3.4 Niitzliche Identitiaten

[AB,C] = A[B,C]+|[A,C]B,
[A,B]l = [BT Af]. (2.21)

Baker-Haussdorf: mit exp[A] = > 7, A"/n! gilt

eBe 4 = B+[A,B]+%[A,[A,B]]+-~ (2.22)

Falls [A, B] mit A und mit B kommutiert, also [[A, B], 4] = [[A, B], B] =0,
insbesondere wenn [A4, B] € C, dann gilt

2.3.5 Erwartungswerte

Gegeben sei ein Zustand ¢ € H und ein (hermitescher) Operator. Wir defi-
nieren

(A = (Y, Ay) = /d”r »*(r)Ay(r) den Erwartungswert von A.

(A4) = (A (4}
= ((A%) - <A>2)1/2 die Schwankung von A. (2.24)
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2.3.6 Komponentenzerlegung von Ay

¢ heisst orthogonal zu ¢ wenn (¢, 1) = 0. Wir bezeichnen mit 1| eine zu ¢

orthogonale Funktion. Sei A hermitesch, ¢, normiert, |[¢ || = 1, dann lésst
sich Avy zerlegen geméss
A = (A)ytp + (DAY, (2.25)

(Hinweis: Fiir Ay # (A)¢ ist 1y = (A — (A))/[[(A = (A)y].)

2.3.7 Operatoren mit diskretem Spektrum

Sei A ein linearer Operator und 1, erfiille

Ay, = apthn, an € C. (2.26)
ap heisst Eigenwert von A, v, der zugehorige Eigenvektor. Das (diskrete)
Set {a,} heisst (diskretes) Spektrum von A.

Sei A hermitesch, dann ist a,, = a}, = a,, € R, das heisst, das Spektrum (die
Eigenwerte) hermitescher Operatoren ist (sind) reell.

Sei a, # am,, dann sind die zugehorigen Eigenvektoren orthogonal,

(Vny ) = 0 oder by, L .

Sei a, = a,, ein entarteter Eigenwert, dann lassen sich die zugehorigen
Eigenvektoren {¢,,} orthogonalisieren: wir definieren die Matrixelemente

Cinn ist hermitesch, also 3 Uy, U unitér, sodass Uy, CrinUpg = cadap dia-
gonal ist. Dann ist ©o = Xo/|lXal| mit Xo = Unatn, orthonormiert (siehe
auch Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren). Wir kénnen schliessen,
dass ein System von Eigenvektoren {1, } zu einem hermiteschen Operator
immer orthonormiert werden kann, (1., ¥n) = dmn.

Das Eigensystem {9, } zu einem hermiteschen Operator mit diskretem Spek-
trum ist vollsténdig; ein solcher Operator definiert also immer ein vONS
(eine Basis im Hilbertraum).

2.3.8 Operatoren mit kontinuierlichen Spektren

Beispiel: Wir betrachten die Operatoren z,p auf Lg(R) (Warnung: diese
Betrachtungen erheben keinen Anspruch auf mathematische Rigorositét).
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Die Eigenfunktionen zu x, p sind nicht regulir (vergleiche Seite 43)
xwio (.%') = xowzo (l’), wIO (.’E) = 5(.7] — 1’0),

eipow/h

x) = x), x) = ;

PUpo () Po¥po () Yo (2) J2rh

Vg, (x) ist eine Distribution, )y, (z) ist nicht normierbar. Entsprechend

brauchen wir zur Formulierung der Orthogonalitit und Vollstédndigkeit
Distributionen und Integrale (Mass!) statt Summen.

(2.28)

Es sei jetzt {14} ein Eigensystem zu A, Ay, = ai),.

Orthogonalitit Der Satz von Funktionen {t,} ist orthogonal wenn

/dx Vo, (T)Yay(z) = (a1 — a2), a = xo,pPo, """ (2.29)

Vollstindigkeit Der Satz von Funktionen {t,} ist vollstindig wenn

/ Qi (Wa(z) = S(x—1v),  a=xopo- (230

Ein hermitescher Operator (z.B., z oder p) erzeugt wiederum ein vollstandi-
ges System {1, }. Eine saubere Formulierung kann mit der Spektraldarstel-
lung der Operatoren gegeben werden.

Entwicklung nach ¢,(z) Jede Funktion ¢ lisst sich in den {t,} ent-
wickeln,

o(z) = / dys(z — y)dly) = / da / Ay (9 bal(2) ()
— [ dalbudynle) = [ da clayun(a). (2.31)

Kontinuierliche und diskrete Spektren unterscheiden sich geméss

Kontinuierliche Spektren <— Diskrete Spektren
(2.10)
C(CL) = <%,¢> S Cp = <1/}n7¢>7

/da-~- — Zn: (2.32)
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Allgemein kénnen Operatoren mit gemischtem Spektrum vorliegen, teils dis-
kret, teils kontinuierlich (z.B., gebundene- und Streuzusténde eines Hamil-
tonians H = p?/2m + V(7) mit attraktivem Potential V).

Bemerkung, fiir die Operatoren z und p ist (Eig z = Eigenwert zum
Operator )

Y(z) = c(a) fir a € Eig z,
Y(p) = c(a) fir a € Eig p; (2.33)

damit sind ¢ (x) und ¥ (p) gerade die Entwicklungskoeffizienten wenn als
Basis die vONS der Operatoren z & p = —ihd, gewihlt werden (z.B., fiir

a =z, c(x0) = (Yzy, ¢) = [dx 6(xo — z)p(x) = ¢(20)).

2.3.9 Matrixdarstellung eines Operators

Sei {¢n}, ¢n € H eine Basis in H, A ein (hermitescher) Operator auf H,
dann lasst sich A in dieser Basis darstellen via der Matrix

Ap = (U, AT,)) = AF . (2.34)

2.4 Observable und Korrespondenzprinzip

Wir verbinden die oben erarbeiteten mathematischen Strukturen mit phy-
sikalischen Inhalten; aus den komplexen Funktionen ¢ werden jetzt Wel-
lenfunktionen ¥, die Operatoren werden zu Observablen: Einer Messgrosse
der klassischen Physik, z.B. dem Ort, dem Impuls, der Energie oder dem
Drehimpuls, entspricht in der Quantenmechanik ein hermitescher Operator
— Observable in der Quantenmechanik sind hermitesche Operatoren. Die
Zuordnung der klassischen Messgrossen zu den quantenmechanischen Ob-
servablen regelt das Korrespondenzprinzip:

— Den physikalischen Grossen sind in der Quantenmechanik (hermite-
sche) Operatoren zugeordnet (QM Postulat).

— Den klassischen Relationen entsprechen quantenmechanische Relatio-
nen.
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Die folgenden Zuordnungen und Relationen sind konsistent:

ort¥ — 7
Impuls pp — —ihV

Energie F —  ih0,
2
fiir die klassische Bahn gilt:  E = % + V(7)
m

h2
fiir die qm Wellenfunktion gilt: k0, ¥ (7, t) = {—MVQ + V(F)} U (7, t)

Bemerkungen: i) Die Beziehung ihd; = —(h?/2m)V? + V gilt nicht als Ope-
ratoridentitéit sondern angewandt auf eine quantenmechanische Wellenfunk-
tion W. ii) Betrachte die klassische Hamiltonfunktion H(p,q); es gilt die
klassische Relation E = H (pi, gk ) fiir die Bahn (i, ¢iq ). In der Quantenme-
chanik haben wir den korrespondierenden hermiteschen Hamiltonoperator
H(—ihV,q), H = HT, und es gilt die Schrodingergleichung

ihd ¥ = HU. (2.35)

2.4.1 Ehrenfest-Theorem

Das Ehrenfest-Theorem besagt, dass die Mittelwerte einer Observablen die
klassischen Gleichungen erfiillen (4 klassische Bewegungsgleichungen fiir
() und (p), siehe spéter). Wir konstruieren die dynamischen Gleichungen
fiir den Mittelwert (A) des Operators A wie folgt:

Schrodingergleichung (SG) : ihd, 0 = HWY
SG komplex konjugiert : —ih0,¥* = HY*
Observable : A
Dynamik fiir (4) = /d”r U (7, t) AW (T, ) :

%<A> - / d"r[(0,T*) AT + U (8, A)T + U* A(D, )]

= C(H, A} + (2.4). (2:36)

Das Ehrenfest Theorem der klassischen Mechanik besagt, dass

SImat) = (.} +o (237)
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mit den Poissonklammern {H, f} = (0,H)(0qf) — (0pf)(04H ), wobei 0, =
d/dz. Der Vergleich von (2.36) mit (2.37) ergibt die Korrespondenz

i

H[F.Gl, (2.38)

{fig} «—

wobei die Grossen f <> F und g <> G den Observablen entsprechen.

Beispiel: Teilchen im Potential V' (7),

A =7 — [H7] = [p*/2m,7] = —ilp/m,
A =7p — [Hp] = [V(F),p] = ihVV, (2.39)
somit folgt
&= p)/m
%<ﬁ> = —(VV(7)) p Ehrenfest Theorem. (2.40)
mip(r) = —(VV()
Allerdings gilt nicht, dass md?(7') = —VV((F)); der Erwartungswert ()

folgt nicht der klassischen Bahn da im allgemeinen (VV (7)) # VV((F))
(die Korrekturen ergeben sich mit 7= () + (¥ — (7)) und anschliessender
Entwicklung um (7)).

2.4.2 Kontinuititsgleichung

Die Interpretation von W*(#)¥(7) = p(7) als Wahrscheinlichkeitsdichte
fithrt auf die Frage nach der Definition der Wahrscheinlichkeitsstromdichte
j(f' ). Die folgende Betrachtung gilt fiir einen Hamiltonoperator vom Typ
H = p?/2m + V(7). Sei p = U*(7,t)¥(F,t) die Wahrscheinlichkeitsdichte,

dann ist

S. -1 1
— (HU"W + —U*(HU
F (HY)Y + U (HP)
h * *
3 (V2T — O*(V20)

HQ

h
= ———V - (V"'VU - IV~
2ma ( )
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. h
LoJ = g (VY - eV

ma

= —-V-J. (2.41)
Damit gilt die Kontinuitédtsgleichung
dp+divy = 0 (2.42)

wenn wir die Stromdichte j via (2.41) definieren.

Bemerkungen: i) 7 ist so definiert, dass mit ih9,¥ = HV die Kontinuitéts-
gleichung gilt und die Dynamik keinen Teilchenverlust generiert. Damit be-
sitzen wir eine Methode bei bekannter Wahrscheinlichkeitsdichte p(¥) und
bekanntem Hamiltonian H die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j(ﬁl) zu fin-
den. ii) Sei U = /p(7,t) explip(7,t)] dargestellt durch Amplitude und Pha-
se. Dann ist 7 = (h/m) p(F,t)V(7,t), der Teilchenstrom, nur dann # 0,
wenn W eine ortsabhingige Phase ¢(7,¢) hat. Es ist der Phasengradient
welcher die Strome treibt (vergleiche mit dem Ohm’schen Gesetz in der
Elektrodynamik, wo ein Teilchenstrom im Material iiblicherweise durch ein
elektrisches Feld getrieben wird).

2.4.3 Stationire Zustinde

Sei 0:H = 0, H zeitunabhéngig, dann kénnen wir die Dynamik abseparieren,

U(rt) = x(t) o),
mit hd = HU gilt { x(t) = expl-ilit/hl (2.43)
He(r) = Ep(r);

die ortsabhéngige Komponente ¢(7") ist Losung der zeitunabhéngigen Schro-
dinger-Gleichung. W(7,t) = e~*Ft/"p(F) heisst stationirer Zustand, die zu-
gehorige Dichte p = |U|? = |p|? ist zeitunabhingig. Die Randbedingung
/ Normierungsbedingung des Eigenwertproblems Hp, = E,p, legt die er-
laubten Energien E,, fest. Im Sinne der Diskussion auf Seite 52 definiert die
zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung ein niitzliches (v)ONS {¢,} so dass

UG = (o Ut = 0))pa(F)eEnl/M, (2.44)

n
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2.5 Messprozess

In der Quantenmechanik kénnen wir fiir die Messung einer Observablen
nur eine Verteilungsfunktion w(a) bestimmen; die Grosse w(a)da gibt die
Wahrscheinlichkeit einen Messwert a im Intervall [a,a + da] zu finden. Die
Verteilungsfunktion w(a) ist in der Quantenmechanik festgelegt durch die
Observable A und den Zustand ¥ des Systems. Wahrscheinlichkeitstheore-
tisch korrespondiert einem Messprozess {A, ¥} eine Zufallsvariable A, wel-
che Werte a geméss w(a) annimmt. Wir definieren

My = L/daa”wﬁw (2.45)

tes

als n*® Moment von w(a), und

x(1) = Fr(w) = /dae_i‘”w(a) (2.46)

als charakteristische Funktion, der Fourier Transformierten der Verteilungs-
funktion w(a). Damit ist w(a) aus den Momenten m,, bestimmbar durch

w(a) = /00 d—Teme(T). (2.47)

Bemerkung, oft werden anstelle der Momente die Kumulanten cy
beniitzt,

n

T _ zF
Do = exp|d ekl
k

n

cl1 = Mmi, (2.48)
2

C2 = MMy — My,

c3 = m3—3mamy + Qmi’,

cy = myg—4dmsmq — Sm% + 12m2m% — 6m11,
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Anwendung, auf den quantenmechanischen Messprozess {A, ¥}:

~ Sei ¥ = ¥, ein Eigenzustand von A, AV,, = a,¥,,. Dann ist (A¥) = ak
das k-te Moment,?

_ (—i)* ko .
x(t) = Z (anT)" = exp(—ia,T),
k
w(a) = d(a—ay), (2.49)

und es wird mit Sicherheit a, gemessen, da es sich bei der Messung
um einen reinen Zustand mit einer Eigenfunktion handelt.

— Sei ¥ =) ¢, V¥, eine Superposition, dann ist das k-te Moment
<Ak> = Z ‘C"’L 2al;:“
n
X(m) = ) leaffe™,
n
wia) = Y leal?0(a— ay), (2.50)
n

d.h., es wird mit der Wahrscheinlichkeit |c,|? der Eigenwert a,, gemes-
sen.

Zusammenfassend, sei {¥,} ein VONS zu A mit (diskretem) Spektrum
{an} (kontinuierliche Anteile im Spektrum werden entsprechend (2.32) be-
handelt). Jeder Zustand eines Systems kann geschrieben werden als

o= ) a0, 1) = Jen]* =1. (2.51)

Die Messung der Observablen A am System im Zustand ¥ ergibt, dass

— mit Wahrscheinlichkeit |c,|? der Eigenwert a,, gemessen wird (Born),
insbesondere werden nur Eigenwerte gemessen,

— nach der Messung des Eigenwertes a,, sich das System im Zustand ¥,,
befindet (von Neumann Projektion®),

Messung von a,
—

7 U, (2.52)

3Der Erwartungswert (A) ist gleich dem physikalischen Mittelwert der Messresultate
iiber viele dquivalente Messungen { A, ¥}; dasselbe fiir die Momente (QM Postulat).
4von Neumann Projektionspostulat (QM Postulat)
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Die Reduktion der Wellenfunktion auf die Komponente ¥,, ist bekannt
unter dem Begriff “Kollaps der Wellenfunktion”; in einem modernen
Kontext ist dieser Kollaps eine Fiktion—es ist die Dekohérenz via
Wechselwirkung mit der Umgebung welche die Wellenfunktion (bes-
ser die Dichtematrix, siehe spéter) reduziert. Noch weitergehend ist
Everett’s Theorie des Multiversums: dieses wird durch eine globale
sich entwickelnde Wellenfunktion beschrieben [siehe dazu Max Teg-
mark, Many lives in many worlds, Nature 448, 23 (2007); Tegmark
and Wheeler, 100 Years of the Quantum, Scientific American, February
2001]. Das Konzept der von Neumann Projektion kommt insbesondere
bei wiederholten Messungen zum tragen: eine nochmalige Messung von
A liefert die Wahrscheinlichkeit w(a) = 6(a —a,,), sofern die Zeitevolu-
tion des Systems W, erhilt, d.h. [A, H] = 0. Im allgemeinen ergibt eine
zweite Messung zu einer spéteren Zeit eine komplexere Messgrosse, den
(zeitlichen) Korrelator einer Messgrosse welcher Information iiber die
zeitliche Evolution des Systems beinhaltet. Im weiteren lisst sich ein
System durch eine Messung in einem Zustand préparieren; allerdings
hat diese Priparation einen statistischen Charakter, da der priparierte
Zustand erst nach der Messung festgelegt ist.

2.5.1 Mehrere scharfe Messungen

Seien A und B zwei Observablen. Wir interessieren uns fiir die Bedingungen,
die uns erlauben A und B gleichzeitig (scharf) zu bestimmen. Wir zeigen,

Es existieren gemeinsame Eigenfunktionen
[A,B] =0 <= | V,,,, so dass eine Messung von A und B die| (2.53)
Eigenwerte a,, und b, scharf liefert.

und unterscheiden zwei Falle:

1. AV = aV nicht entartet - ABV = BAV = ¢BY und da der Eigen-
raum Eig, von a nicht entartet ist, muss BY = bV sein. o

2. AV, = aV¥,, fir n = 1---k, ein k-fach entarteter Eigenraum von
A. Es gilt wieder ABY,, = aBV,, und somit BV, = SF _ ¢, 0,..
Die Koeffizientenmatrix Ch,, = (¥, BU,,) ist hermitesch und somit
existiert U unitar mit

utcu = Op diagonal, U'U=U0U"=1. (2.54)
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Die Linearkombinationen ®, = 21127,:1 UV, sind Eigenfunktionen
sowohl von A als auch von B, denn

(®s, B®,) = > (U, Upys BUS, U,)

= Z Um’sBmm’U:;w = ZUmsBDSU;Lr

= Bp.bsr, (2.55)

wobei B, = By, (offensichtlich) hermitesch ist, Bf = B, UTU =
ZUr*anmS = 5rs und BU= Zm, Bmm’Um’s = BmsBDS = UBD. <

Umgekehrt gilt: sei {¥,,} ein vVONS zu A und B mit Eigenwerten a,, und b,,,
dann kommutieren A und B, [A, B] = 0.

Vollstindiger Satz von Observablen. Wir nennen ein vONS zu A
eine Basis von A. Wir nennen ein Set von Observablen Aq,---, A, einen
vollstdndigen Satz von Observablen, falls [A;, A;] = 0 und das gemein-
same System von Eigenfunktionen nicht mehr entartet ist. Die Eigenwer-
te a1,---,a, eines vollstindigen Satzes von Observablen nummerieren und
charakterisieren die Eigenfunktionen V¥, = W, .., . Die Messungen von
Ay, -, Ay liefern die maximal verfiigbare Information iiber das System.

Bemerkungen: i) Sei Aj,---, A, ein Set von Observablen mit ¥,, noch
entartet, dann gibt es eine Symmetriegruppe (endlich oder kompakt) deren
Erzeugende mit den Aj,---, A, kommutiert. ii) Falls H € {A,} zerstort
die Dynamik nicht die scharf gemessenen Eigenwerte. iii) Fiir das Potential-
problem im R! sind die Operatoren z oder p vollstéindig (Fouriertheorem),
allgemein sind im R"™ die Vektoroperatoren 7 oder p vollsténdig.

2.6 Basistransformationen

Aus der linearen Algebra ist bekannt: Seien €;, €’; zwei Basen mit

(€;-er) = Z egei = 0, (ortho) (2.56)
J

und

Ze?eé = (vollst), (2.57)

7
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(ebenso fiir €%;) sowie ¥ € V ein Element im Vektorraum. Der Vektor ldsst
sich in den verschiedenen Basen darstellen,

o= vE = > vl (2.58)

Die Komponenten v; = (€ -0), v, = (€’;-7) transformieren gemiss
v = (€5-7) = &) nék
k
= Z(glzgk)vk = Zlevk (2.59)
k k

mit der Transformationsmatrix
Ty = (& &) (2.60)
Andererseits transformiert die Basis geméss

l m 1l P A
e; = E T g epepe; = E (€% - €i)eg,
n

nk k
& = ZTkiglka (2.61)
k

womit man folgende Eigenschaften der T-Matrix findet,

E TiwiTy = g elelleMell = g Smnerte” = Oul
7 mn

imn
=77 = 1, 7T = 1. (2.62)

Man erhéilt konsistent dazu

<L

) = > Thil@%-0) = Thivg,
k !
e = Z(gk'gli)gk = angk- (2.63)
e %

Dieses Schema iibertragt sich direkt (bis auf Komplexitdt) auf den For-
malismus der Quantenmechanik. Sei H ein Hilbertraum komplexer (Wel-
len-) Funktionen, die Mengen {¥,(z)}, {¥] (z)} zwei vONS, das heisst
(YnlWm) = dmn, Doy Vi (y)¥n(2) = d(x — y). Wir konnen den Basiswechsel
wie folgt vollziehen,

Uj = (V]|¥;), die Transformationsmatrix,
U'U = UU' = 1 unitér, wobei
ut = Un", Uhy; = U (2.64)
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Sei W(z) =) ,a;¥;i(z) = >, a,Vi(x) € H, dann transformieren die Basen
und Amplituden geméss

Ui(r) = X Un¥() a; = Y,(UNaa,

Vi) = NpUDw¥i@) |af = X, Ui
Dabei ist der Zustand ¥(x) selbst unabhéngig von der Basis. Nebst dem
Zustand ¥ € H konnen wir auch (hermitesche) Operatoren in einer Basis
darstellen, siehe (2.34), Apm = (¥, AV,,) = A .. Eine zweite Basis {¥] }
definiert die entsprechende Darstellung A}, = (¥, A¥! ); die zwei Dar-
stellungen hingen wiederum via der unitdren Transformation U zusammen,

A;Lm = (q};wA\I];)J = <Z Uni Wi, A Z Upi Y1)
Ny

(2.65)

= > UnAuUpy,
K

s A = UAU. (2.66)

Die Darstellung von A in der Eigenbasis definiert durch A®%(x) = a, % (x)
ist besonders einfach, da sie diagonal ist,

in der Eigenbasis

Beispiel: Der Ubergang von der Orts- zur Impulsdarstellung ist eine Ba-
sistransformation im obigen Sinne,

1 .
Ui(z) < U, (x) =6y —x), U(z) < U,(z) = ——eP*/". (2.68
(@) W) =0y o) W) o Bylo) = eI (269
Damit ist U;; <> Upy = (¥, |¥,) = exp[—ipy/h]/v2rh und es ergibt sich
e—ipy/h eipx/h

Uy (z) = /dPUpy‘I’p(ﬂf) = dpﬁ\/ﬁ = o(y — ),
6i;{)y/h 6ipa:/h
W) = [y @) = [dy sl -a) =

Nz
() = / dy Bly) ¥,()

Q(y)¢ra;

e—iy/h
= / dp dy WCP(@/)

®(p)+>a;

U, (). (2.69)
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Rechnet man obige Formeln nach, so kommt man zum Schluss, dass dies ein
ziemlich miithsamer Formalismus ist. Dies éndert sich schlagartig, wenn wir
zur Dirac Notation iibergehen.

2.7 Diracnotation

Grundlegende Grossen im Formalismus sind die

Zusténde U e H, H der Hilbertraum, und die
Operatoren A, A: ¥ — AV € H. (2.70)

Diese Grossen kénnen wir in einer Basis {¥,,} darstellen. Verschiedene Ba-
sen geben gleichwertige Darstellungen im Sinne der obigen Transformations-
regeln zwischen Basen. Wir fithren deshalb eine basisunabhéngige Vektor
Notation (Dirac Notation) ein und bezeichnen einen Zustand im Hilber-
traum H mit

vy € H. (2.71)
Ein quantenmechanischer Zustand legt |¥) bis auf eine Phase fest,
qm-Zustand = e“|W), ¢ € R beliebig aber fix.  (2.72)
Das Skalarprodukt zweier Zustdnde |¥) und |®) bezeichnen wir mit

(®|¥)y € C, (®| = dualer Vektor zu |P).

T
(bra|ket) (2.73)

Wie iiblich gilt (®|W)* = (V|D), (¥|¥) > 0; im weiteren gelten natiirlich die
Schwarzsche Ungleichung, die Dreiecksungleichung, und die (anti-)Linearitét
des Skalarproduktes.

Basis: eine Basis ist ein Set {|¥,) = |n)} welches orthonormiert (2.74)
und vollstandig (2.75) ist,

(nlm) = dnm, (2.74)
> | = 1 (2.75)
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Projektoren: Der Operator P, = |n)(n| ist der Projektionsoperator auf
den Zustand |n), denn
PaW) = |n) (n[¥) = (n|¥)[n),
——
eC
Py = |n){nln)(n] = |n)(n|] = Pu (2.76)
~——

damit ist P, idempotent.

Die Darstellung von |¥) in der |n) Basis ist gegeben durch

) = L) = Y [n)(nl¥)
= D @m¥)n) = > anln). (2.77)

n

Wird die Basis durch ein Kontinuum von Zustédnden festgelegt, so ersetzen
wir (n — a € R)

Z—>/da . (2.78)

Spezielle Zustinde sind

|Z) (Teilchen am Ort &),
D) (Teilchen mit Impuls p'). (2.79)

Die Sets {|Z) | Z € R"} und {|p’) | p' € R"} legen die Orts- und Impulsbasen
fest. Die Orts- und Impulsdarstellung von |¥) ist dann

(Z|P) = (&), Ortsdarstellung,
(P|¥) = ¥(p), Impulsdarstellung. (2.80)

Basistransformation: Die Basistransformation wird zur Trivialitét,
V@) = @) = [ e
1 / L
= —— [ d"p PP, (2.81)
(2mh)"™/?

v5) = @Yy = [aaplnE

1 .
= M)TL/Q/dnm G_ZP'I‘/E\II(Z_"), (282)
s
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oder allgemeiner,

v, = e = el = Y, (2.83)
1
wobei u, v diskret oder kontinuierlich sein konnen. Offensichtlich ist,
N R R T (284)
= /d"x(:i‘|\1!)|f) = /d”x\l!(f)|f) (2.85)

_ z@\m ) = ixpyyyy (2.86)

Operatoren: Ahnlich wird die Behandlung von Operatoren viel einfacher.
Sei |v) eine diskrete oder kontinuierliche Basis, dann ist

1 1
A = iruxvmimm - i WA )l (287)
v m Vi SN

v

Besonders einfach (weil diagonal) ist die Darstellung in der Eigenbasis mit

Ala) = ala),
A = Y@ @@l = X ekl (2.89)

Adjungierte Operatoren: Sei Af zu A adjungiert, das heisst, (v|Af|u) =
(u|Alv)*. Sei jetzt |a) = A|B), was ist (a?

@l = Yl = Lol wl = Ywiap v

= Yl = (5141 = (3, (2.80)

v

somit verstehen wir (A3| als (3| AT.
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2.8 Zehn Regeln der Quantenmechanik

. Formale Basis ist ein Hilbertraum H mit Zustédnden |¥) € #, Skalar-

produkt (-|]-) und Operatoren A.

. Der Zustand eines Systems wird beschrieben durch den Zustandsvektor

|¥) € H (bis auf eine Phase) (QM Postulat).

. Den Observablen entsprechen hermitesche Operatoren A (QM Postu-

lat).

. Die Erwartungswerte (A) = (¥|A|V¥) sind gleich den physikalischen

Mittelwerten evaluiert iiber viele Messungen {4, U} (QM Postulat).

. Wird an einem System im Zustand |¥) ein Eigenwert a zum Operator

A gemessen, so reduziert sich der Zustand zu |a) (von Neumann Pro-
jektion, QM Postulat, Kollaps der Wellenfunktion als praktische An-
leitung zum Ubergang zur klassischen Welt, vgl. aber Max Tegmark,
Nature 448, 23 (2007)). Der Eigenwert a wird mit der Wahrschein-
lichkeit |(a|¥)|* gemessen (Bornsche Regel).

. Die maximale Information iiber den Zustand eines Systems ist durch

die Messung eines vollstédndigen Satzes von Observablen gegeben.

. Die Dynamik (Zeitentwicklung) des Systems wird durch die Schrodin-

ger Gleichung bestimmt (QM Postulat),
iho|W,t) = HI|¥,t), (2.90)

mit H dem Hamiltonoperator; letzterer folgt aus dem Korrespondenz-
prinzip. ‘Eine Theorie wird quantisiert’ heisst, dass i) der Lagrangian
zum Pfadintegral erhoben wird (integrale Darstellung) oder ii) die Va-
riablen im Hamiltonian durch Operatoren ersetzt werden indem die
Poissonklammern fiir die konjugierten Variablen durch Kommutato-
ren (mit &) ersetzt werden (differentielle Darstellung).

. Gilt 9:H = 0 so ist die Zeitevolution des Systems gegeben durch

W, t) = Z; (E|W,0)e Bt/ E), (2.91)

mit den stationdren Zusténden |F) als Losungen der zeitunabhéngigen
Schrodinger-Gleichung, H|E) = E|E).
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9. Ein vONS {|v)} C H, charakterisiert durch
(Wlp) = Ou oder &(un—v),

S mol = (2.92)

definiert eine Darstellung,

vy = iww: wa
A = Al V. 2.93
g;wr v [ (o] (2.93)

10. Verschiedene vONS sind unitér &quivalent: Seien {|a)}, {|v)} zwei
vONS, dann sind

(] W) a-Darstellung

} unitér dquivalent. (2.94)
(v| ) v-Darstellung

Insbesondere existiert eine Transformationsmatrix U,, = (v|a) so,
dass

<arw>:2§<a\u> W)
ww) = i<u|a><a|w>, (2.95)

vy = i<a\u>|a>. (2.96)

Der Zusammenhang zwischen verschiedenen Darstellungen eines Ope-
rators ergibt sich zu

(Wl Aly) = i<u\a><ﬁll/><a|fllﬁ>- (2.97)

af

Die Transformationsmatrix U, ist unitar,

Sty = Y3 = s (2.98)
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2.9 Normierung und ¢-Funktion

Problem: Kontinuumszusténde sind im allgemeinen nicht normierbar, z.B.
gilt fiir ebene Wellen W} = exp(ik - 7), dass [1¥2d3r — oco. Wir diskutieren
zwei Methoden das Problem der Normierung zu behandeln, den Ubergang
zu Wellenpaketen oder die Boxnormierung. Es gibt drei verschiedene Arten
der Boxnormierung im weiteren Sinne:

— Fixe Winde mit V(7€ Wand) = 0. Damit wird das Spektrum diskre-
tisiert und die Eigenfunktionen (zu p’oder H) sind normierbar, siehe
Seite 39 fir dim = 1,

2 ( sinkuw, k=2mn/L,

Ur(®) = L { coskx, k=2m(n+1/2)/L. (2.99)

— Periodische Randbedingungen,
Ue(F+L) = U;

k k
1 - » 2
= W) = e k:%ﬁ, 7= (n1,--,ng). (2.100)
Orthonormierung;:
1 M AN
d * (= -\ d k—k")-T __
/d T\IIE’(T)\IIE(T) = ‘Ld/“/:[/(j 7"67’( )T = (5EE,, (2101)
mit 51215" der Kronecker §-Funktion:
1, k=FK,
Ok = {0 ,  sonst. (2.102)
Vollstandigkeit:
* (= - 1 mwin-(F—7"
D) = gy T
k 7

J  Poisson-Gleichung
= > §(F—7+mL)
m
L d
l dn= () dk (2.103)
2

[e'e] 1 T = =)
L3 L / A T = §d(F— 7).
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— Statt der Boxnormierung kénnen wir auch auf eine §-Funktion nor-
mieren; mit den Wellenfunktionen W,

1

ikv 7 d
Rt ke RY, (2.104)

V(7)) =

haben wir die Orthonormierung

1 I - o
d k(N (7) — d,. i(k—k")7 _ sdip.
/d T (F)U(7) = (27r)d/d re =6k — k), (2.105)

und die Vollstandigkeit

1 o
d k(27 — dy. jik-(F—F") _ sd/= =/
/d k() Ue(r) = (27’[‘)d/d ke =0Yr—7"). (2.106)

2.10 Regeln zu Deltafunktionen

6-Funktionen werden im Sinne von Distributionen behandelt, wirken also
auf Testfunktionen ¢(z),

Us(t) = / T dro(@)i(z) = 1(0) (2.107)

—00
fiir alle Testfunktionen ¢(x). Man kann die 0-Funktion durch Grenzprozesse
darstellen,

sin yx sin? ya

d(z) = lim = lim ,
Yy—oo  TX Y—00 7T’)/.T}2
. e/
= lim %,
e=0 x4 + ¢
—x2 /20

e
= Ilim

o—0Q \/2770',
1/a , |z|<a/2,

= ignoxa(l’), X = { 0 , sonst.

(2.108)

Eigenschaften der §-Funktion:
6(x) = o(—x),

'(z) = —0'(-=),
xd(x) = 0,
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28 (x) = —d(x),
Slaz) = —6(x),

lal

@) = Y rpedle = o). mit fza) =0

at—at) = polile— o)+ b+ a),
/dmé(m—a)5(x—b) = d(a—0b),
f(x)d(x —a) = fl(a)d(x —a). (2.109)

Diese Beziehungen sind zu beweisen durch Multiplikation mit einer Test-
funktion ¢(x) und Integration iiber .

Auch niitzlich ist die Heaviside-Funktion ©(x),

0, <0,
O(x) = {31, z=0, (2.110)
1, z=>0;
5(x) = (). (2.111)
Beachte auch
a(z) = % Oz +a/2) — Oz — a/2)], (2.112)

mit O(z) gegeben durch (2.110), die charakteristische Funktion auf
[—a/2,a/2].



Kapitel 3

Quantenmechanik in einer
Dimension

Die Quantenmechanik in einer Dimension ist nicht nur einfach, sie ist auch
illustrativ (viele wesentliche Situationen ergeben sich bereits in dim = 1)
und sogar relevant, letzteres vor allem im Bezug auf die Physik der Mikro-
(um) und Nano- (nm) Strukturen. Im folgenden behandeln wir zuerst den
Fall stiickweiser konstanter Potentiale, vgl. Abb. 3.1.

A

Vv

Abb. 3.1: Stiickweise
j -------- konstantes Potential.

Y

X

Als Spezialfille untersuchen wir anschliessend verschiedene Potentiale mit
exemplarischen Charakter, insbesondere gebundene Zusténde in Topf (Abb.
3.2(a)), den Tunneleffekt durch eine Potentialbarriere (Abb. 3.2(b)), ver-
schiedene Streuprobleme die auf Resonanzen fithren (Abb. 3.2(c) und (d)),
das §-Funktionspotential (Abb. 3.2(e)), periodische Potentiale die auf Ener-
giebdnder fithren (Abb. 3.2(f)), oder ungeordnete Potentiale welche die Wel-
lenfunktion lokalisieren (Abb. 3.2(g)).

73
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v @ A ]
5/ N — v =7
\% (c) ‘[/Z __________ \% Yo
Ef ==eeeene-- El meeefeeaaa
* @ L° @
v ) v (@) —U
X L] X

Abb. 3.2: (a) Gebundene Zusténde in Topf, (b) Tunneleffekt durch Poten-
tialbarriere, (b), (c), (d) und (e) Streuprobleme und Resonanzen, (e) o-
Potential, (f) periodisches Potential, (g) Zufallspotential.

Anschliessend betrachten wir einige exakt losbare Fille, den harmonischen
Oszillator, siehe Abb. 3.3(a), das Morse Potential, siche Abb. 3.3(b), das
cosh™2 z Potential, siche Abb. 3.3(c), und das konstante Kraftfeld, vgl. Abb.
3.3(d). Der Hamiltonoperator hat in allen Fillen die Form H = p?/2m+
V(z), wobei das Potential V(z) die beschriebenen Formen annimmt.

3.1 Transfermatrix Formalismus

Betrachte die in Abbildung 3.4 skizzierte Potentialstufe. Wir sind interes-
siert an stationdren Zustdnden W welche die zeitunabhéngige Schrédinger-
gleichung HV = EV erfiillen. Die generischen Losungen zu diesem Eigen-
wertproblem mit stiickweise konstantem V' sind exp(+ikz) falls £ > V und
exp(tax) fir F < V. Entsprechend definieren wir die Wellenfunktionen

U; = aet® 4 pe~ikz U, = Ae”™* + Be™” (3.1)
mit

k=+v2mE/h, «a=+/2m(E,—E)/h. (3.2)
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VICEVAY

—1/cosh?

Abb. 3.3: Exakt losbare Probleme: (a) Harmonisches Potential, (b) das
Morse Potential das ein Oberflichenpotential annéhert, (¢) das Cosekans-
hyperbolikus Potential (das entsprechende Eigenwert Problem kommt in
verschiedenen Situationen vor), (d) das konstante Kraftfeld, z.B., ein Elek-
tron im elektrischen Feld.

1%4 I r Abb. 3.4: Potentialstufe als
E, | - Element im Transfermatrix
b Formalismus.
Eraceaa- -
\ 0 X -

Stationdre Zusténde zu H miissen in x stetig sein, so dass ¥;(0) = ¥,.(0)
und ¥;(0) = ¥;.(0), wobei " die gewdhnliche Ableitung 9, = d/dx bezeich-
net (ansonsten erzeugt 02 in H eine §-Funktion in 0; wenn im Hamiltonian
verschiedene (effektive) Massen m; # m, auftreten muss die korrekte her-
mitesche Form benutzt werden). Die Auswertung der Stetigkeitsbedingung
verbindet die Amplituden,

—a ()10 ED0)
E===w|om=u- b b N 2 1_% 1_|_2a
k io A -

0 0 N M<B>’ det M =—~.  (3.3)
g A—~ A 1/1+k 1k
A ORIt )()

Abb. 3.5: Potentialstufe (a .

= M- (b> det M~1 = = (3.4)
1o

Ebenso erhélt man die Transfermatrix (mit dem Ansatz ¥U; = ae™** + be®*
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und ¥, = Ae*® + Be*) fiir die umgekehrte Stufe

k k
E, ——— v - | I+ 1-%
1o k = 3 )

k k
E---wa|e===- =3 1+
k
0 det M = (3.5)
(16}
und weiter
S R T )
k ! 2\1—¢ 1+¢/°

00— | = V2m(E—Ey)/h < k., (3.6)

£ === je---F 1/1+% 1%
b M = ( k k)’
— 0 det M = % (3.7)
; ; Eb M = 1 1+% 1_%
iB la 2\1-2 1+4+2)
0 E B
P B = \/m/h < a, (3.8)
E,— 1 1+g 1—§
i iB M= 51 5 1.8/
— 0 aﬁ *
E---wle===- det M = " (3.9)

Im weiteren benotigen wir Matrizen, welche die ‘Propagation’ {iber stiickwei-
se konstante Potentiale beschreiben. Fiir positive Energien nehmen Rechts-
und Linksldufer die Phasen exp(ikw) und exp(—ikw) auf, wobei w die Pro-
pagationsdistanz bezeichnet; im Bereich verbotener Propagation sind die
Wellen gedéampft, .7 = e~** ¥;” fiir Rechtslaufer und ¥;~ = e7*V¥;70
fiir Linkslaufer, wobei r und [ das rechte und linke Ende des Intervalls (vgl.
Skizze) bezeichnet und die Pfeile — bzw. <+ die Richtungen angeben. Im
weiteren mischen Rechts- und Linksléufer nicht, woraus sich die Transfer-
matrizen
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—ikw
—~ 0
E|e=-=-=-- _ (¢
k M < 0 6ikw> ’
det M = 1 (3.10)
W
und
= | ;
- N QW 0
E | a M = ( 0 —aw) ’
0 e
- detM = 1 (3.11)
ergeben.

Das Gesamtproblem mit stiickweise konstanten Potentialen,

A

Vv

E- N|ML[K J E D|C B|A

Y

Abb. 3.6: Stiickweise konstantes Potential mit beliebiger Form.

wird durch eine einfache Matrix-Multiplikation gelost; sei die Wellenfunktion
auf der rechten Seite gegeben durch

v, — (g), (3.12)

dann ergibt sich die Wellenfunktion ¥; auf der linken Seite als
a __ __ __
v, = (b> = MxvMar, My My y Myt Mg Muc
— — — A
X MagrMreMgp MpcMcsMpa B (3.13)

Beachte, dass die Wellenfunktionen ¥; und ¥, gegeben sind durch
\I}'r’ — Aeikx + Be—ik:r}7
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U = ae®@W) L pe=k@=W)  (hier: W < 0) (3.14)

da die Matrizen M immer auf x = 0 bezogen wurden. Natiirlich sind immer
die relevanten «, 3, k, [ und Propagationsdistanzen w einzusetzen. Der obige
Formalismus eignet sich besonders fiir numerische Losungen (per Compu-
ter). Da immer die vollstdndige Information berechnet wird, ist die Losung
spezifischer Fragestellungen (mit einigen Koeffizienten A, B,a,b = 0) oft
einfacher mittels direkter Analyse statt mittels Transfermatrix-Technik.

3.2 Streumatrix

Eine mit der Transfermatrix M verwandte wichtige Grosse ist die Streuma-
trix S: Wahrenddem die Transfermatrix die Amplituden A, B, ... auf der
rechten Seite des Potentiales mit den Amplituden a,b, ... links vom Poten-
tial verbindet, verbindet die Streumatrix die einfallenden Amplituden (z.B.
a und B) mit den ausfallenden Amplituden (z.B. A und b),

b r t a
\I’out - (A) — (t ’I"/> (B) —Sq]ina

(&owi) - (gﬁ 5?;) (&mﬁ). (3.15)

Die Matrixelemente Sr;, = r und Spr = t’ reflektieren und transmittieren
von links einfallende Teilchen (Amplitude a) nach links und von rechts ein-
fallende Teilchen (Amplitude B) nach links und entsprechend fiir S, = ¢
und Srr = r’. Die Teilchenzahlerhaltung verlangt, dass S unitir sein muss,
St = §~=1, woraus sich fiir die Koeffizienten folgende Bedingungen ergeben
(berechne ST9)

L2+ |2 = 1=+ (3.16)
rt+t*r = 0, (3.17)
tr' + 't = 0, (3.18)

— ' = =" (3.19)

Die Zeitumkehrinvarianz (7-Invarianz, erfiillt bei verschwindendem Ma-
gnetfeld H = 0) verlangt, dass mit ¥ auch ¥* eine Losung sein muss,
v =S¥, woraus wir die Bedingung

—t =t (3.20)
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(oder S = ST) erhalten. Schliesslich gilt fiir ein symmetrisches Streupoten-
tial (P-Invariant, PSP = S mit P = o, die Pauli- Matrix)

— ' =r t' =t (3.21)

Damit finden wir die Streumatrix in der Form (7-Invariant, P-Invariant)

S = <; ;) (3.22)

mit |72 + [t|2 = 1 und t*r = —r*t sowie det S = r/r* = —t/t*, |det S| = 1.

Abb. 3.7: Die Streumatrix S trans-

Viin 1 formiert die einfallenden Amplitu-
— den (hier 1 von links) in die ausge-
out ¢ out henden Amplituden, hier eine trans-

0 - 7 mittierte ¢ (nach rechts) und eine re-

| 0 w X flektierte (nach links).

Die Amplituden r und ¢ heissen Reflexions- und Transmissionsamplituden.
Betrachte eine Potentialbarriere zwischen £ = 0 und z = w und eine von
links einfallende Welle mit ¢« = 1, vgl. Abb. 3.7; dann wird eine Welle
t explik(x — w)] transmittiert und eine Welle r exp(—ikx) reflektiert. Die
Phase 2¢ des Reflexionskoeffizienten r = |r|exp(i2¢) nimmt innerhalb der
quasi-klassischen Approximation den Wert ¢ = 7/4 fiir ein linear ansteigen-
des Potential an; fiir eine unendlich hohe Potentialstufe ist ¢ = 7/2 und die
einfallende und reflektierte Welle 16schen sich am Rand aus, » = —1 fiir die
Totalreflexion.

Die Form (3.22) ldsst sich diagonalisieren,

G _(rHt 0\ _ [t (et 0
b= 0 r—t) V¢ 0 —eTi®
i(0£p) 0
e
_ ( i _61.(5%0)) (3.23)

mit t = |t[e?, § die Phase von t und ¢ = arctan(|r|/|t]).

'In einem ersten Schritt findet man die Eigenwerte r & t. Die Unitarititsrelationen
[t +|r|?> = 1 und t*r+r*t = 0 implizieren, dass |r+t|* = 1. Mit dem Ansatz t = |t| exp(id),
r = |r|exp(ix) folgt aus t*r + r*t = 0, dass x = § £ 7/2 + 2n7. Damit erhdlt man
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3.3 Teilchen im Topf

Ein Potentialtopf wie in Abb. 3.8 abgebildet bindet Zusténde in einer Anzahl
die durch die Potentialtiefe V bestimmt wird. Das Heisenbergsche Unschérfe-
prinzip gibt uns die Energieskala des Problems: mit Ax ~ w ist Ap ~ h/w
und wir finden die Energie Ey = h?/2mw?. Die gebundenen Zusténde im Po-

Abb. 3.8: Potential-Topf der Breite w

v und Tiefe V.

o [ o
E [ S — "
0

w2 0 wr X

tentialtopf lassen sich mit Hilfe des Transfermatrix-Formalismus finden. Wir
konstruieren die Transfermatrix aus den entsprechenden drei Elementen,

<a> B 1<1+$@ 1—5{><e—“w 0 )<1+m 1—m> (A)
b)  4\1-L 141 0 e™/)\1-ix 1+in)\B
A
- u(s)

wobei k = a/l,a = \/2m(V — E)/h, | = v/2mE /h. Mit etwas Trigonometrie

finden wir die Transfermatrix

M o= (cos lw — smhysmlw — Cosh‘y sin l?u ’ (3.24)
cosh y sin lw cos lw + sinh y sin lw
mit ¥y = —Ink und
) 1/1 1/1
sinhy = 3 (K - /<c> , coshy = 3 (R + /<c> . (3.25)

Die gebundenen Zusténde finden wir, indem wir Normierbarkeit verlangen.
Entsprechend diirfen keine exponentiell wachsenden Komponenten auftre-
ten, weshalb die Amplituden a und B verschwinden miissen (keine ‘einfal-

lende’ Teilchen),
<Z>:(2>’<g>:(§)- (3.26)

Eigenwerte in der Form 7 + ¢ = exp(i6)[(£4)|r| + |¢|]] und r — ¢ = exp(4d)[(£s)|r| — |¢]]. Mit
¢ = arctan(|r|/|t|) findet man das Resultat r+t = exp[i(d £ )], r—t = —exp[i(d F¢)]; das
Vorzeichen von ¢ ergibt sich aus der Stetigkeit der Losungen und wechselt bei Resonanzen
(r = 0; beachte, dass dann die Phase x = § & m/2 von r ebenfalls um 7 springt), vgl. das
Beispiel der Streuung an zwei §-Potentialen in Fig. 3.20.
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Diese Randbedingung erzwingt das Verschwinden des Matrixelementes M1
und wir erhalten die Bedingung
coslw = sinhysinlw (3.27)
welche sich mit Hilfe der Relation (3.25) umschreiben ldsst zu
2cotlw = cot(lw/2) —tan(lw/2) = 1/k — k. (3.28)

Mit cot z = 1/ tanx erhalten wir die einfacheren transzendenten Gleichun-
gen

cot - =k und tan? =K (3.29)

die sich graphisch 16sen lassen. Dazu definieren wir neue Koordinaten & =
lw/2 und n = cw/2 und finden die Relationen
Ecoté = —n,  Etan€ = 1. (3.30)

Die Parameter £ = wv2mE /2hund n = w+/2m(V — E)/2h sind via Energie

FE und Potential V' verkniipft und wir erhalten die zweite Relation

mw2 Vv Eo:hQ_/Qmw2 Vv

2 2 -
ST = T 1E,

(3.31)

Abbildung 3.9(a) illustriert die graphische Losung des Problems. Die Losun-
gen mit einer geraden und einer ungeraden Anzahl Knoten ergeben sich ab-
wechslungsweise aus den beiden transzendenten Gleichungen; die Energien
ergeben sich aus den Werten von & via

R21? 9
E = — = 4E 3.32
7 0§ (3.32)
mit der Energieskala E, = h%/2mw?; die zugehorigen Eigenwer-

te/funktionen sind in Abbildung 3.9(b) und (c) dargestellt. Eine Erhéhung
von & um 7/2 ergibt einen weiteren gebundenen Zustand sofern & unterhalb
des Radius /V/4Ej des Kreises (3.31) bleibt. Daraus ergibt sich sofort die
maximale Anzahl gebundener Zustinde npoung = [\/V/Eo/7].

3.3.1 Paritat

Fiir V. — oo ergeben sich Wellenfunktionen der Form o sin(nmz/w) und
x cos(nmx/w), vgl. Abschnitt 1.6.2; diese sind ungerade und gerade in x.
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Abb. 3.9: Energieeigenwerte und Eigenfunktionen fiir Potentialtopfe der Tie-
fe V.=4Ey und V = 64E). (a) Graphische Losung der transzendenten Glei-
chung mit tan¢ (gerade Losungen, ausgezogene Linien) und mit & cot &
(ungerade Losungen, gestrichelte Linien). (b) Losung fiir den flachen Topf
mit V = 4Ey, (c) Losungen fiir den tiefen Topf mit V' = 64FE).

Diese Symmetrie fiir die Wellenfunktionen gilt auch fiir Potentialtopfe end-
licher Tiefe, d.h., V' < o0; sie ist eine Folge der Symmetrie x <> —z des
Hamiltonoperators. Wir definieren den (Symmetrie) Operator P, den Pa-
ritdtsoperator

(PU)(z) = Y(—x), (x| P|¥) = (—x|U). (3.33)

Der Hamiltonoperator H kommutiert mit P, d.h., H ist invariant unter der
Vertauschung x <» —z da wir V(z) symmetrisch gewéhlt haben, V(x) =
V(—). Insbesondere ist der kinetische Term invariant unter z <» —z: 92 —
(—0,)%* = 02 und explizite findet man, dass (x|HP|¥) = (z|PH|V) fiir alle
¥ und alle z,

(z|HP|W) =

Il
/\.T‘.—|r—|

>t

[N}
~
[\~
2
3

—2|H|T) = (z|PH|D). (3.34)

P ist eine Involution, P? = 11, woraus sich die Eigenwerte +1 ergeben. Da
H und P kommutieren, vgl. die Diskussion auf Seite 61, kénnen wir H und
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P gleichzeitig diagonalisieren, das heisst, wir konnen Eigenvektoren zu H
wiahlen, welche auch gleichzeitig Eigenvektoren zu P und damit entweder
gerade oder ungerade in x sind. Da H keine weitere Symmetrie aufweist,
ist dimEigp = 1 und unsere Eigenfunktionen zu H sind automatisch ge-
rade oder ungerade: Die Losungen zu £ tan = 7 sind gerade (es existiert
offensichtlich immer mindestens eine solche Losung) wihrend die Losungen
zu £ cot & = —n ungerade sind. Fiir V < w2Ej gibt es nur einen einzigen
gebundenen Zustand.

In speziellen Fillen (oder allgemeiner wenn eine zusétzliche Symmetrie vor-
liegt) konnte dimEigg > 1, z.B., ein symmetrisches Doppeltopfpotenti-
al mit unendlich hoher Zwischenwand. Sei das Potential V(z) = V(—x)
symmetrisch, dann erhalten wir mit ¢, (z) auch ¢,(—2z) als Losung. Ist
dimEigp = 1 so gilt p,(—z) = (+ oder —)p,(z) und wir finden (anti-
)symmetrische Eigenfunktionen. Ist dim Eig g, = 2 so definieren die Linear-
kombinationen ¢, = [¢n(z) £ pn(—2)] /V2 gerade bzw. ungerade Eigen-
funktionen in Eigg .

Zusammenfassend, sei H symmetrisch unter Vertauschung x <+ —zx, [H, P] =
0, P der Parititsoperator, P? = 1. Sei ¥ eine Losung zu HV = E¥, dann ist
auch ® = PV Losung des Eigenwertproblems zur gleichen Energie, H® =
HPY = PHV = PEV = E®. Es ist entweder (U, ®) =0, ® L ¥, und ¥, P
spannen mindestens einen zwei-dimensionalen Eigenraum auf (— (anti-)-
symmetrisiere die Wellenfunktionen) oder ® = a¥ = P¥ — PV = £V und
U ist entweder gerade oder ungerade. Es lassen sich also immer Zusténde
finden, die sowohl H als auch P diagonalisieren.

3.4 Tunneleffekt

Der Tunneleffekt beschreibt die Propagation eines Teilchens durch eine ener-
getisch verbotene Zone, vgl. Abb. 3.10, ein reiner Quanteneffekt der klassisch
verboten ist. Wiederum lésst sich der Tunneleffekt mit dem Transfermatrix-

Abb. 3.10: Tunneleffekt: Teilchen

\% 1 ¢ kénnen eine Potentialbarrie-
P i o — re durchdringen. ¢ und r sind
r .. .
E R - - Transmissions- und Reflexions-
0 K K Koeffizienten und wir definieren
\

0 w X k=k/a.
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Formalismus beschreiben; mit k = k/« setzen wir die Transfermatrix M aus
drei Elementen zusammen und finden

<a> B 1< —- 2+ 1+;)<eaw 0 ><1—m 1+m)<A>
b)  4\1+L 1-1L 0 e )\1+ik 1—ix) \B

_ M(é), (3.35)

Moo= cosh aw + ¢ sinh y sinh aw i cosh y sinh aw (3.36)
- —i cosh y sinh aw cosh aw — 7 sinh ¢ sinh aw '
mit ¥y = —Ink und
1/1 1/1
=) sl
sinhy = 5~ — coshy = R—i—/@ (3.37)

Die Transfermatrizen (3.36) und (3.24) sind unter der Vertauschung k < icv
dquivalent. Die Tunnelkonfiguration kénnen wir auch als Streukonfiguration
verstehen, mit einfallender und reflektierter (Riickwértsstreuung) Ampli-
tude @ = 1 und b = r, sowie einer transmittierten (vorwérts gestreuten)

Amplitude ¢,
() -() (&) -6) o9

Die Kombination mit (3.36) fithrt uns auf die Transfermatrix in der Form

1 *
M = 7{ tl* : (3.39)
t ot
mit den Eigenschaften (durch Ablesen)
r* r
= ¢ WP =1
1P
detM = ———5 =
" i T
1 _r~ 1
-1 & & T
Ml = (_T K > - < 1> = M. (3.40)
o &1

Fiir die Berechnung von M ~! haben wir den iiblichen Zusammenhang

i a b -1 _ 1 d —-b
A_<c d) e A _detA<—c a) (3-41)
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benutzt. Die hier definierten Transmissions- (¢) und Reflexions- (r) Koeffi-
zienten sind identisch mit denjenigen in der Streumatrix,

S = <: :) (3.42)

wihrenddem die Streumatrix S die Amplituden (a B) und (b A) verbindet,
fithrt die Transfermatrix M die Amplituden (A B) in (a b) iiber.

Obwohl klassisch alle Teilchen reflektiert werden (beachte, dass E < V)
konnen quantenmechanisch Teilchen durch die verbotene Region hindurch-
dringen und fiir x > w weiter propagieren: dies ist der Tunneleffekt. Die
Wahrscheinlichkeit fiir den Tunnelprozess ist gegeben durch

2
| |2 . 1 (%er)QiE(\‘/CE) ; (3.43)
- 2 : 2 - V2 sinh? * .
1 + cosh” y sinh” aw 1+ M

Dabei haben wir die Relationen cosh? aw — sinh? aw = 1 und cosh? aw +
sinh? y sinh? aw = 1 + cosh? ysinh? aw benutzt. Die Tunnel-Amplitude er-
gibt sich zu

2ika

t = . 44
2ika cosh aw — (a2 — k?) sinh aw (344)

Mit aw = w\/2m(V — E)/h=+/(V — E)/Ey und Ey, E < V erhalten wir

16F E
It? ~ 76—2\/%0, t o —4i Ve—\/V/Eo, (3.45)

oder

t? =~ ge—?‘””m‘//h, t%—4m/§e_wv2mv/h. (3.46)

Die Tunnelwahrscheinlichkeit ist exponentiell klein in der Distanz w und
im verbotenen Impuls « V: /(V—E)/Ey = aw = (verbotener
Impuls/h) - Weg = ApAz/h. Damit ist das Heisenberg-Unschérfe-Prinzip
(HUP) letztlich fiir den Tunnelprozess verantwortlich: Ein Teilchen kann im
verbotenen Regime eine Distanz Az ~ h/Ap ‘iiberleben’. Der Exponent
aw = [ pdxz/h misst, wie stark verboten der Prozess ist.

Der Tunneleffekt hat vielfache technische Anwendungen. Zum einen sind
dies ‘alltégliche’ Effekte wie das Durchdringen von Elektronen (Strom) durch
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Oxydschichten in Halbleitern (Elektronik, Transistoren, vgl. dazu die Arbei-
ten von Tsui & Esaki, Appl. Phys. Lett. 22, 562 (1973), Sollner et al., Appl.
Phys. Lett. 43, 588 (1983), Ricco & Azbel, Phys. Rev. B 29, 1970 (1984)).
Zum anderen hat der Effekt interessante Anwendungen wie das Tunnelmi-
kroskop (Binnig und Rohrer, Phys. Rev. Lett. 50, 120 (1983)), skizziert in
Abbildung 3.11.

Tunnelstrom

Spannung entlang

Piezokristalle
metallische
(% ) Spitze
IT

Abb. 3.11: Tunnelmikroskop (Binnig & Rohrer, IBM): Der Tunnelstrom I
fliesst von der Metallspitze des Mikroskops zur untersuchten Oberfléiche.
Der Strom I hiangt empfindlich (exponentiell) von der Distanz Spitze-zu-
Oberfliche ab und kann damit als Steuergrosse genutzt werden: Der Strom
I wird in eine Spannung V,(x,y) verwandelt die den Piezokristall entlang z
manipuliert, so dass I7 konstant bleibt. Die Kristalle entlang der x, y Ebene
dienen der Verschiebung der Spitze (‘scanning’). Das Potentialrelief V (x, y)
dient dann als Hohenkarte der Oberfliche.

3.5 oJ-Potential

Die Losung fiir das d-Potential, siehe Abb. 3.12 involviert eine besondere
Transfermatrix die auch in anderen Situationen niitzlich ist, z.B. fiir die
Losung des Kronig-Penney Modelles oder fiir das Problem der Doppelbar-
riere. Zu losen ist das Eigenwertproblem mit dem Hamiltonian

n
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Abb. 3.12: Delta-Potential der Stirke
Vv Vo Vo.

a_—»|— A

b<—<—B

wobei die §-Funktion besondere Randbedingungen bei 0 erzwingt. Beachte
die Einheiten von [V] = Energie, wihrenddem diejenige von [Vj] = Ener-
gie - Lénge ist. Um die Randbedingungen an ¥'(z) bei 2 = 0 zu erhalten
integrieren wir HWV {iber das Intervall [—¢,¢], € — 0, um 0 herum,

c h2 " h2 !/ !/
&€
= EV(z)dr = 0. (3.48)

—E&

Mit ¥;(0) = ¥,.(0) regulér in 0 und (3.48) ergibt sich das Gleichungssystem

a+b = A+ B, k = vV2mE/h,
a(l —2iv/k) —b(1+2iv/k) = A—B, v = mVp/R?, (3.49)

in Matrixnotation,

(6) = (o (8 e

das gleiche Resultat erhélt man aus (3.36) mit V -w = V[ = const. und
w — 0,

aw = 2m(wVy— Ew?)/h — 0,

k = a/k = 2m(Vo/w— E)/hk — oo. (3.51)

In der Folge betrachten wir sowohl attraktive als auch repulsive Potentiale:

3.5.1 V4 <0, gebundener Zustand

Fiir gebundene Zusténde gilt die Randbedingung

G)-() m ()-() o
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sie erzeugt die Bedingung 1 + iv/k = 0 welche verlangt, dass k — ia =
in/2m|E|/h rein imaginir sein muss was einer negativen Energie £ < 0
entspricht. Der Energieeigenwert ergibt sich aus

. 2
= o mlh MY (3.53)

k h2\/2m|E| 2h%
und wir finden fiir jedes Vj < 0 genau einen gebundenen Zustand (beachte,
dass dim = 1), siehe Abb. 3.13.

Abb. 3.13: Das attraktive o-
Potential in 1D bindet genau

\4 einen Zustand. Der Knick in der
X Wellenfunktion bei x = 0 erzeugt

W nach zweimaliger Ableitung gerade

E die kompensierende J-Funktion.
Vergleiche auch mit dem Knick in

der 1D Greenschen Funktion zum
Operator £ = 02.

3.5.2 V1, > 0, Streuzustand

Die Transmissionsamplitude ist

1 5 1 Vo gross 2R%E
t= ———, |t = r  —. (3.54
L+iv/k g 1+ mVE/2R2E mVg (3:54)

Dieses Resultat folgt auch aus (3.43) mit sinh aw ~ aw und der Substitution
V—E — Vh/w—E =~ Vp/w. Die relevante Energieskala im Problem ist durch
E = mV§@/2h? ~ V2?/4E, gegeben.

3.6 Resonanzen

Wir betrachten ein Topfpotential wie in Abb. 3.14 skizziert. Die Energie des
Teilchens sei diesmal aber positiv, einer Streukonfiguration entsprechend.
Klassisch erwarten wir, dass das Teilchen die Potentialmulde iiberfliegt —
das quantenmechanische Resultat ist davon verschieden.

Die Propagation involviert wiederum drei Teilelemente

1 /1+L 1-1L —ilw () 14k 1— A
G) =10 )y ) 1) () 69
b 4 I—= 14+ 0 "% 11—k 1+& B
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Ejm====mm==—— Abb. 3.14: Topfpotential der Tie-
k k _ fe V und Breite w welches Streu-
0 X resonanzen erzeugt. Wir definieren
k=+v2mE/h, |l = \/2m(E - V)/h,

\ W und k = k/I.

und wir finden die Transfermatrix fiir das Streuproblem in der Form

M - coswl - zcos'hysmwl —1 sm.hysmw'l . (3.56)
¢ sinh y sin wl cos wl + i cosh y sin wl
mit y = —Ink und
1/1 1/1
=i e de)
sinhy = 5~ — & coshy = o H—l—n (3.57)
Ausgedriickt durch Reflexions- und Transmissionsamplituden kénnen wir
schreiben
a 1 t A
()-0) = 2lo) = el(s) o
mit

| ok
~~

r

w0 D)
t*

1

t = . 3.59
cos wl — i cosh y sin wl ( )

Die Transmissionswahrscheinlichkeit ist
t? = .
1+ [sin®(wl) V2] JAE(E — V)

(3.60)

und [t|? < 1 im Allgemeinen. Das bedeutet, dass quantenmechanisch Teil-
chen auch mit Energien F > V(z) am Potential reflektiert werden kénnen,
was klassisch unmoglich wire; quantenmechanische und klassische Streu-
prozesse sind verschieden. Perfekte Transmission tritt unter der Bedingung
t|?> = 1 auf; dies ist fiir sin?wl = 0 der Fall. Die Bedingung | = n7/w,
ergibt dann die zugehérigen Energien

R 2

FEres = 2mw2n2 +V = Ey(nn)*+V. (3.61)
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Die Anzahl gebundener Zustéinde folgt aus der Bedingung Eo(n7)? +V < 0
und wir finden das minimale n fiir eine Resonanz,

1 /|V
Nmin = ; ‘E/‘() +1. (362)
—_——

"hound

Ein hiibsches Anwendungsbeispiel ist die resonante Tunneldiode, vgl. Abb.
3.15. Die Transmissionsamplitude hat die Form

A
v MoV Resonanzen Abb. 3.15: Doppelbarriere fiir die

resonante Tunneldiode.

Co
t(E) = |
(E) C\OT, + CoTh)T, + CsT, )T + C4/TlTr’ (3.63)

mit den Transmissionskoeflizienten 7; und 7, fiir die linke und rechte Bar-
riere. Wir wéhlen V;, V,. gross, E klein, so dass 1;, T, < 1. Damit ist
t(E) =~ (Cv/Cy) TiT, < 1, es sei denn Cy = 0. Wihlt man E so, dass
C4(E) = 0 verschwindet, dann ist t(E) ~ CTyin/Tmax ~ 1 fir T} = T,
(symmetrische Barrieren). Die resonante Tunneldiode RTD ist ein niitzli-
ches Device mit negativem differenziellem Widerstand (NDR) in gewissen
Spannungsbereichen, vgl. Abb. 3.16.

3.7 Analytizitit

Die analytische Struktur des Transmissionskoeffizienten ¢(p) oder t(E) als
Funktion des Impulses p oder der Energie E gibt Aufschluss iiber gebundene
Zustédnde und Resonanzen. Dazu setzen wir die Funktionen ¢(p) und ¢(E)
in die komplexe p- und E-Ebene fort. Der Zusammenhang zwischen dem
Impuls p = v2mFE und der Energie E ist gegeben durch

E=—, p=+V2mE, (3.64)
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NDR

>

Vext

Abb. 3.16: Links: Doppelbarriere der resonanten Tunneldiode unter Span-
nung Vey. Die Transmission durch die Doppelbarriere erh6ht sich drama-
tisch, wenn Elektronen im linken Leiter resonant zu einem quasi-gebundenen
Zustand innerhalb der Doppelbarriere sind. Rechts: I-V Charakteristik einer
resonanten Tunnelbarriere mit Resonanzpeaks. Der negative differentielle
Widerstand (NDR) wird technologisch genutzt.

mit der komplexen Wurzel definiert via
Vz = \/]z|e?®®@/2 mit argz e [0,27) (3.65)

und ist in Abb. 3.17 dargestellt. Die physikalische Ebene ist die erste Rie-
mannsche Ebene von F mit Imp > 0.

Imp>0 EeC 1. Riemann Ebene

thysi kalisch
meyo &&
i 2. Riemann Ebene

2. Riemann Ebene Schnitt

unphysikalisch

peC

1. Riemann Ebene

Abb. 3.17: Komplexe p Ebene und ihre Abbildung in die komplexe E Ebene
mit zwei Riemannflachen.

3.7.1 Pole von t, Nullstellen ¢! =0

Die Untersuchung der Nullstellen von ¢t~! oder Pole von t fiir das Topfpo-
tential ergibt die Bedingungen

2iklt™ = 2ikl coslw 4 (k* + 1?) sinlw = 0. (3.66)
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Die Gleichung (3.66) ist erfiillt wenn

w lw ik l
2cotlw = cot— —tan— = — — —,
2 2 l ik
lw ik lw ik
cot 5 = 7 oder tan -5 =7 (3.67)

Der Vergleich mit (3.29) zeigt, dass diese Bedingungen gerade die gebunde-
nen Zusténde ergeben, wobei ik gerade —« fiir eine negative Energie £ < 0
entspricht,

ik = % omE =° —a, a = v 2m|E|/h,

lw -« lw Q
= cot ? = T, tan ? = 7 (368)
Damit liegen die Pole von t auf der imaginiiren Achse in p, p € iRT oder
auf der negativen Halbachse E' < 0. Die Pole von t liegen in der ersten Rie-
mannschen Ebene; sie sind physikalisch relevant und beschreiben gebundene
Zusténde.

3.7.2 Resonanzen in t, t ~ 1

Als néchstes untersuchen wir ¢(E) in der N#he einer Resonanz, wl =~ n,

1 1 (k1
T = cos wl [1 —5 <l + k) tanwl] ~ £1. (3.69)

Es ist coswl =~ 1 und wir konnen den zweiten Faktor in £ — FE,, entwickeln
(benutze, dass tanwl|g, = 0)

i d ko1 2
1-— 57E [<l + k:) tanwl] énE -LE,)=1- f(E — E,), (3.70)
. 4 ko I\ dwl

Damit erhalten wir fiir ¢(F) eine rationale Funktion erzeugt durch einen Pol
bei E = E, —iI'/2 in der unteren komplexen Halbebene,

+il'/2

HE) = F—(E, —a>

Den Pol bei E = E,, —iI'/2 erhalten wir indem wir ¢(£) analytisch durch
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den Schnitt in R* in die untere Halbebene fortsetzen, womit dieser Pol in
der zweiten Riemannebene zu liegen kommt und deshalb unphysikalisch ist.
Das heisst, dieser Pol entspricht nicht einem gebundenen Zustand. Was wir
auf F € RT von diesem Pol sehen, ist ein quasi-gebundener Zustand, eine
Resonanz. Die Distanz I'/2 von der Achse Rt gibt uns die Lebensdauer der
Resonanz/des quasi-gebundenen Zustandes,

U(z,t) o« e Bt/h = o=i(En—il/2)t/h

o~ iBnt/h,~Tt/2h (3.72)

Alle diese Eigenschaften (Pole, Resonanzen und Phasenshifts) sind allgemein
giiltige Strukturen der Streumatrix die in der Streutheorie in dim = 3 wieder
auftauchen. Die Abbildung 3.18 fasst diese Ergebnisse zusammen.

Wir kénnen die Amplitude ¢(E) schreiben als ein Produkt von Modulus und
Phase,
HE) = |teP®) (3.73)

das Betragsquadrat |t(E)|? wird durch eine Lorentzkurve beschrieben, vgl.
Abb. 3.19(a),
I2/4

t? = 3.74
und fiir die Phase erhalten wir (modulo )
d(F) = arctan[2(E — E,)/I]. (3.75)

Bei jeder Resonanz erhsht sich die Phase 6(E) um , vgl. Abb. 3.19(b). Der
Wert §(E = 0) ist liiert mit der Anzahl gebundener Zusténde, vgl. Levinsons

peC EcC
ebundene )
gzusxande gebundene Schnitt
i |V| verkleinern ﬁ j
s 1. Riemann Ebene
; 2. Riemann Ebene
Resonanzen Resonanzen

Abb. 3.18: Gebundene Zusténde erzeugen einen Pol in t(p), ¢(F) fir p €
iRT, E < 0 in der 1. Riemann Ebene. Resonanzen erscheinen als Pole in
der Transmissionsamplitude ¢(E) fiir Energien E in der unteren komplexen
Halbebene der 2. Riemann Ebene; sie sind unphysikalisch.
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Abb. 3.19: (a) Transmissionswahr-

It 12 (@ scheinlichkeit |t(E)|?> bei einer Reso-
: r nanz E,, > 0; ein gebundener Zu-
stand bei E,, < 0 entspricht einer -
Funktion. (b) Phasenshift §(F) in ¢t(F)

iiber eine Resonanz; der Sprung in 7 ist

1 E,, E  iiber die Breite I'(= inverse Lebenszeit
“ der Resonanz) geschmiert. Ein gebun-
S(E) (b) dener Zustand entspricht einer scharfen
L Stufe.
T

Theorem [z.B. in M. Sassoli de Bianchi, J. Math. Phys. 35, 2719 (1994)],
9(0) = (Pbouna — 1/2)7 (Fall ohne E = 0 Losung).

In Abbildung 3.20 sind die Transmissionsamplitude ¢ = |t| exp(i6) und die
zugehorige Reflexionsamplitude r = |r|exp(ix) fiir den Fall zweier repulsiver
5-Funktionen im Abstand w gezeichnet. Die Gesamtphase § = § — kw der
Transmissionsamplitude ¢ involviert den zusétzlichen Shift —kw; man findet
diese Korrektur indem statt verschiedener Referenzpunkte fiir die ebenen
Wellen ¥; und ¥, ein einziger Referenzpunkt verwendet wird, vgl. (3.14).

Abb. 3.20: Transmissions- (t =
t|exp(id)) und Reflexions- (r =
|r| exp(ix)) Amplituden fiir zwei re-
pulsive d-Funktionen im Abstand w.
| Der Plot startet bei der Energie
4 E =0 wo (t,r) = (0,—1) (schwar-
| zer Punkt) und durchliuft zwei Re-
sonanzen mit |t| = 1. Fir £ — oo
ndhert sich £ in Windungen dem
Wert 1. Die Reflexionsamplitude r
steht, geméss t*r+r*t = 0 senkrecht
Rot), Re(r) auf ¢ (weisser Punkt). Die Phase x
springt bei jeder Resonanz um =£.

Im(t), Im(r)
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3.8 Periodische Potentiale

Wir betrachten Energie-Eigenzustéinde im periodischen Potential V (z+w) =
V(z), hier stiickweise konstant angenommen damit wir die Transfermatrix-
methode anwenden kénnen, vgl. Abb. 3.21. Der Hamiltonian hat wie iiblich
die Form

2

p
7
V(z+w) = V() periodisch. (3.76)

Das Problem hat die Symmetrie V(z — w) = V(x), eine diskrete Transla-

Abb. 3.21: Stiickweise konstan-
tes, periodisches Potential V (z) =
V(z — w) mit Periode w.

tionssymmetrie. Wir definieren den Translationsoperator T;, im Ortsraum
durch T,x = x 4+ w; entsprechend existiert eine Darstellung von T, der
Translationsoperator U, im Hilbertraum. Er verschiebt Wellenfunktionen
gemass

(Up0)(z) = U(T,'z)=T(z—w)
U, Y) = (o —w|D); (3.77)

beide Formen sind dquivalent, die zweite nutzt die Dirac-Notation. Die
Translation um w ist eine Symmetrie des Hamiltonians, also vertauschen
die Operatoren, HU,, = U,,H, oder explizit,

(@[HU,|W) = [—(h*/2m)d7 + V (2)|{x|Uy|¥)
= [- (h2/2m)6§+V(x—w)]<x—w]\I/>
= (z—wlH|Y) = (z|U,H|V). (3.78)

Damit kénnen wir H und U, gleichzeitig diagonalisieren,

H\I/nk = Enk\:[]nky
UpWk = MTpp. (3.79)
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Wir suchen zuerst die Eigenwerte Ax. Dabei verlangen wir, dass die Zustdnde
auf dem ganzen Raum ausgedehnt sind, also muss der Eigenwert den Mo-
dulus 1 haben und kann nur eine Phase sein, A\, = e *%; die assozi-
ierte Quantenzahl k definiert den Kristallimpuls = hk (beachte, dass der
Kristallimpuls nicht gleich dem Teilchenimpuls ist; da die Translationssym-
metrie durch das periodische Potential gebrochen ist, kénnen wir keinen
scharfen Impuls erwarten. Andererseits wird die kontinuierliche Translati-
onssymmetrie durch die diskrete Symmetrie des Potentiales ersetzt; ent-
sprechend ersetzt der Kristallimpuls den iiblichen Impuls). Die Relation
explikw] = exp[i(k + 2mn/w)w] erlaubt uns den Wertebereich fiir die Wel-
lenzahl k des Kristallimpulses auf k& € [—m/w,7/w| einzuschrianken; das
Intervall

[—7/w,7/w]  heisst Brillouin-Zone. (3.80)
Mit
Uop(z —w) = e F0, () und  Up(z) = e up(z) (3.81)
erhalten wir den periodischen Anteil
Unk(x —w) = wupr(x)  periodisch. (3.82)
Wir finden, dass ¥,;(z) die Form einer weich modulierten periodischen

Funktion hat; W, (x) heisst (nach Felix Bloch) Bloch Wellenfunktion.

Die Losungen von (3.76) werden durch zwei Quantenzahlen n und k klas-
sifiziert. Wir werden sehen, dass n ein Band-Index (Energieband) ist und
k die Lage im Band beschreibt. Im folgenden 16sen wir das Kronig-Penney
Modell mit dem Potential V' (x) gegeben durch eine periodische Sequenz von
d-Funktionen, siehe Abb. 3.22

Viz) = > Vib(x —nw), (3.83)

n=—oo

Wir benutzen den Transfermatrix Formalismus um den Zusammenhang
zwischen den Amplituden (a,b) und (A, B) iiber eine Periode zu erstellen,
vgl. dazu Abb. 3.22. Mit v = mVy/h? und E = h2K?/2m (beachte, dass K
die Energie festlegt, wihrenddem k den Kristallimpuls definiert) finden wir
die Beziehungen

3.5 1+ iy A A
20 - (5 B D) e
b —% — % B B
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Abb. 3.22: Kronig-Penney
Modell: Das periodische Po-
E-t-- - St RRRRRRRRRRN RN tential ist definiert als Summe
von J-Funktionen der Stéirke
Vo im Abstand w.

G <g) - <exp[—0in] exp[?Kw]> (é> B M<g)7

) = (N i) (3) = o (5):

Der Vergleich der zwei ersten Gleichungen mit der dritten ergibt die Bedin-
gung

<

(DM — U,) (g) = 0. (3.85)

Die Existenz einer nicht verschwindenden Welle verlangt, dass det(DM —
Uy) = 0 ist, oder einfacher det(D — U, M) =0,

det 1+ % _ ei(Kw—kw) ‘ % |
_% 1— % — e~ {Ew+tkw)

= 2¢ " [coskw — cos Kw — (v/K)sin Kw] = 0. (3.86)

Abb. 3.23: Graphische Darstellung
n=5 der Gleichung (3.87), cos[k(K)w] vs

1 \ /\ / / Kw; gegeben k, bestimme cos[kw] €

2 [—1,1] und finde die Losung K.

3l ) Die ausgezogenen Linien enumme-

© \ X, / riert durch n definieren die er-
Vi

laubten Werte fiir K aus denen
4 sich die Energiebdnder FE,; =
R2K?(n, k)/2m ergeben.

Y
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Die implizite Gleichung (vergleiche Abb. 3.23)

sin Kw

coskw = cos Kw+ vw (3.87)
bestimmt bei vorgegebenem Kristallimpuls hk € [—7h/w, 7h/w] den Para-
meter K und damit die Energie

R%[K (n, k)]? .

E =
nk om

(3.88)

Die Losungen K (k,n) arrangieren sich in Biandern (indexiert durch n), wor-

Abb. 3.24: Skizze der Energiebénder
fiir ein periodisches Potential. Die
n=5 quadratische Dispersion E(k) =
< h2k%/2m (gepunktete Linie) eines

- freien Teilchens teilt sich auf in er-
. laubte Energiebénder und verbote-
Bander
/—\
7

Liicken

n=3 ne Energieliicken. Der Kristallim-
v puls k ist auf die erste Brillouinzone

n=2 eingeschrinkt; die Indizes n enum-

—n=1 — merieren die Bander. Alternativ be-
nutzt man das Schema mit den peri-
odisch ausgedehnten Béndern (Viel-
ausgedehnte Zone fachzéhlung vermeiden).

A
-t 0

W

SE
~

Brillouin
B
Zone

aus sich die erlaubten Energien E,;, = E(K (n,k)) = h2K?(n,k)/2m und die
verbotenen Bereiche, die Energieliicken unmittelbar ergeben. Innerhalb der
Bénder werden die Losungen durch den Kristallimpuls £ unterschieden, vgl.
dazu Abb. 3.24. Teilchen mit Energien in den Bandliicken sind exponenti-
ell gedampft und kénnen nicht propagieren, z.B., Tamm-Zustéinde an den
Oberfléchen eines Kristalls.

3.9 Ungeordnete Potentiale*

Ungeordnete Potentiale erzeugen einen neuen Typ von Eigenzusténden, die
im Raum lokalisiert sind (im Gegensatz zu den ausgedehnten Blochwellen
des periodischen Potentiales). Im folgenden betrachten wir ein stiickweise
konstantes zufilliges Potential wie in Abb. 3.25 dargestellt. Unsere Ana-



3.9. UNGEORDNETE POTENTIALE* 99

Abb. 3.25: Stiickweise konstantes
Zufallspotential.

Y

0 J X

lyse unterscheidet sich vom bisherigen Schema. Statt ein Eigenwertproblem
zu 16sen, betrachten wir den Transport von Teilchen durch den ‘verunrei-
nigten Leiter’ = 1D-Zufallspotential. Wir berechnen den Widerstand R als
Funktion der Lénge L des Leiters und stellen fest, dass R exponentiell zu-
nimmt. Dieses Resultat interpretieren wir als eine exponentielle Dédmpfung
der Wellenfunktionen im Unordnungspotential.

Wir leiten zuerst die Landauer Formel fiir den Transport von Teilchen in ein-
dimensionalen leitenden Kanélen her und berechnen den durch einen Streuer
erzeugten Widerstand. Dazu betrachten wir den einfachsten Fall einer ein-
zelnen Barriere, vgl. Abbildung 3.26.

Abb. 3.26: Transport durch eine
1 Tunnelbarriere welche als Streu-
—_— t zentrum agiert. Die Besetzungs-
- niveaus (chemische Potentiale)
- w1, 1 der Zuleitungen A und B
eV unterscheiden sich um die aufge-
- baute Spannung eV, pu; — p, =
Hr eV.

Die Teilchen (Elektronen e™) fliessen von Leitung A nach Leitung B; die
Reflexion der geladenen Teilchen an der Barriere erzeugt einen elektrischen
Dipol der einem Potentialsprung V zwischen den Leitern entspricht. Das
Potential verschiebt den Boden der Energiebénder so dass die Zuleitungen
ladungsneutral bleiben. Beachte, dass in dieser Argumentation der Strom [
der Treiber ist und das Potential V' die Antwort definiert. Sei I der einfal-
lende Strom, dann wird der Strom I = Iy|t|*> von A nach B transportiert.
Der zu kompensierende Dipol involviert die Ladungsdichte

I
on o= mp—np = 1+ - [t?),
ev

v = 0FE/Jdp  die Geschwindigkeit. (3.89)
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Abb. 3.27: Landauer Dipol: Reflektier-
te Elektronen héufen sich vor der Bar-
riere an und erzeugen eine negative
Uberschussladung; diese fehlen auf der
riickwértigen Seite des Streuers woraus
sich eine unkompensierte positive La-
dung ergibt. Der entstehende Ladungs-
dipol wird letztlich durch die angelegte
Spannung kompensiert.

Diese Ladungsdichte wird durch eine entsprechende Ladungsdichte kompen-
siert, die sich aus der Verschiebung der Bénder in den Zuleitungen um das
Potential V ergibt,

= L dE |p, dN ~ dkay "I
dN dN
@y 2 s 9. @3
und dE |y, ~ dE (3.90)

Spin Richtung
Fiir den Widerstand R = V/I finden wir das Resultat

_ LAt h e

= — 91
R devely|t]|? 2e2 |t|2’ (3:91)
wobei der Quantenwiderstand den universellen Wert
Rq = Rx = h/e?* = 25.812807449 kQ (3.92)
annimmt (ein Klitzing). Die Grosse 2
2¢? |t|?
G /R e (3.93)

heisst Konduktanz, I = G- V.

Wir betrachten als néchstes den Widerstand eines ungeordneten Leiters, d.h.
V(z) sei ein ungeordnetes, stiickweise konstantes Potential. Wir beginnen
mit einer einfallenden Amplitude 1 und wollen die Transmission ¢ errechnen,
siehe Abbildung 3.28,

2Wird die Spannung iiber die Reservoire (anstelle der Leitungen) gemessen, dann ist
zum Widerstand Rq|r|?/2|t|* noch fiir jeden Kontakt zwischen Reservoir und Leiter ein
Kontaktwiderstand (Sharvin Widerstand) Rq /4 zu addieren, also R = (Rq/2)(|r|?/|t|* +
2:1/2) = Rq/2|t|?, woraus sich eine Konduktanz G = (2¢*/h)|t|? zwischen den Reservoiren
ergibt.
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t, Abb. 3.28: Stiickweise konstan-
— /tZ\A tes Potential mit zwel Barrie-
t . . . .

) (, ) (, r(?n. Fir die Transml.ssmn durch
) 1 r r; 2 r die Gesamtstruktur sind alle We-
ge mit Vielfachreflexionen zu

w beriicksichtigen.

t = tity + tirerite + tirorirorita 4+ - -

1

= t1———19. 3.94
- ror] 2 ( )

Der Widerstand ([R] in Einheiten h/2e?) iiber die Reservoire ist
R=1/[t]? =1 = |1 —rory|*/|ta?|t2]* — 1. (3.95)

Wir mitteln iiber die Distanz w, dann gibt der Term (ror),, = 0 keinen
Beitrag da die Koeffizienten zufillige Phasen e enthalten und wir finden

1+ |ro|?|7h |? ( 1 > ( 1 >
R=—121l 7 — (= 1)+ (—= -1
|t1]2]t2]? |t1]? [t2]?

|t1]? [t2]?
= R+ Ry + 2R1Ry . (3.96)
~—— ~——

klassisches Resultat  qm-Interferenz

Der Interferenzterm hat eine drastische Wirkung auf das Resultat indem der
Widerstand R exponentiell mit der Lénge ansteigt. Wir zeigen dies, indem
wir ein ungeordnetes Leiterstiick der Linge L um ein Stiick dL verldngern
und dabei den Zuwachs im Widerstand berechnen. Wir setzen Ry = R(L),
Ry = dR = adL, der kleine Zusatz. Dann ist

R(L+dL) = R(L)+ adL+2aRdL a = OLR,
dR
=0, R = of 1 +2R). (3.97)

klassisch qm

Der klassische Term alleine ergibt ein Resultat linear in L, R(L) = alL.
Berticksichtigt man die quantenmechanischen Interferenzen ergibt sich ein
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exponentieller Anstieg des Widerstandes,

14 2R
1 = 20(L-L
"1 2R, a(L = Lo),
Bolein o~ (€2l — 1))2. (3.98)

Wir interpretieren dieses Resultat dahingehend, dass die Zusténde im unge-
ordneten Potential lokalisiert sind, d.h., die Wellenfunktionen 16schen sich
durch destruktive Interferenzen aus und zerfallen daher exponentiell mit der
Distanz L, ¥ o exp(—ax) und daher R x exp(2az).

3.9.1 Vergleich V(z) periodisch <> V(x) ungeordnet

Sowie im periodischen wie im ungeordneten Potential spielen Interferenzen
eine wichtige Rolle, vergleiche dazu Abb. 3.29. Beim periodischen Potenti-
al sind diese Interferenzen regelméssig und entweder konstruktiv, wenn die
Energie innerhalb eines erlaubten Energiebandes liegt, oder destruktiv, wenn
die Energie in einer verbotenen Liicke plaziert wird. Positive Interferenzen
ergeben modulierte periodische Blochfunktionen von unendlicher Ausdeh-
nung. Im Zufallspotential tauchen die positiven Interferenzen nur lokal auf,

1% Vv

£ e fiefleaf gt Af

o X |_||_|'—|_||_|x

JAN

I I V x ~\xo\//x/

Abb. 3.29: Wellenfunktionen im periodischen (a) und im Zufallspotential
(b). Konstruktive Interferenzen im periodischen Potential erzeugen ausge-
dehnte Blochfunktionen. Im ungeordneten Potential entstehen konstruktive
Interferenzen nur lokal (abhéngig von E) und die Wellenfunktionen zerfallen
exponentiell o exp[—a(E)|z — zo(E)|].

eine konstruktive Interferenz auf lange Distanzen ist nie moglich. Abhéingig
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von der Energie und den Details des Potentiales entstehen lokalisierte Ei-
genfunktionen welche exponentiell zerfallen; deren Zentrum ‘springt’ mit der
Verdnderung von F.

In dim = 1 sind alle Zustédnde im Vzyg1(2) exponentiell lokalisiert. In dim =
3 gibt es eine Grenzenergie Fy; (index M fiir ‘Mobility’) welche ausgedehnte
von lokalisierten Zusténden trennt. Die Situation fiir dim = 2 ist marginal,
das heisst alle Zusténde sind gerade noch lokalisiert.

Fiir Hacker: Lose das Problem V(z) -periodisch und -ungeordnet mit Hilfe
der Transfermatrix Technik auf dem Computer. Wihle V stiickweise kon-
stant. Fiir den ungeordneten Fall geniigt es die Positionen x; zufillig zu
wéihlen. Mehr Details findet man im Artikel von Anderson, Thouless, Abra-
hams, Fisher, Phys. Rev. B 22, 3519 (1980).

3.10 Harmonischer Oszillator

Der harmonische Oszillator ist eine ‘Drosophila’ der Quantenmechanik. Viele
Probleme lassen sich durch eine Abbildung auf den (verschobenen) harmoni-
schen Oszillator zurtickfithren und werden damit exakt 16sbar (Phononen im
Kristallgitter, e~ im Magnetfeld, H., im Typ II Supraleiter, elektromagne-
tisches-Strahlungsfeld, ---). Eine ausfiihrliche Diskussion dringt sich auf.
Wir definieren das Problem via dem Hamiltonian H mit dem Potential
V(q) = (f/2) ¢* (vgl. Abb. 3.30),

2
p [ 9
H = — 4+ = 3.99
2m+2q ( )
2_ f 2
W= p } 2 2
N 2m+2qu’

p,q) =h/i — p=—iho,.

Gesucht sind die stationédren Zustédnde mit HV = E¥ und Randbedingun-
gen V(g — £o00) = 0. Wir gehen zu dimensionslosen Variablen iiber,

mw h
T =4/—q = q = \|—u,
h mw
p = —ivVmhwo,
(=02 +27%), [i0y,2] =i. (3.100)
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v Abb. 3.30: Harmonisches Potential
V(g) = f¢?/2 = mw?¢?/2 mit w =
VFm.

0 q

Dabei ist

hw = hy/f/m, |[f] = F/L = E/L* die Federkonstante, (3.101)
[f/m] = E/mL* = sec™® = hw eine Energie.

Wir erhalten das Eigenwertproblem HV = E'V in der dimensionslosen Form

2F
2+ X—22) 0 = 0, X= — (3.102)

Dieses Problem lidsst sich auf verschiedene Arten losen.

3.10.1 Konventionelle Losung

Der fithrende Term fiir z — oo ist (22 > \),
@2—2)T =0 — T oce /2 (3.103)

(0,0 = —a¥, 2V = —¥ + 22V ~ 22V fiir z — oo). Wir benutzen den
Ansatz ¥(z) = H(z)e*"/2 und finden die Differentialgleichung fiir H(z),

(02 — 220, + (A= 1)] H(z) = 0. (3.104)
Zur Losung verwenden wir den Fuchsschen Ansatz

H(z) = mSZanac", (3.105)

mit ag # 0 und s > 0, und finden durch Koeffizientenvergleich
s(s—1)ag = 0,
(s+1)sa; 0,
(s+2)(s+1)az —(2s+1— N)ag 0,

(s+n+2)(s+n+1)apt2—(2s+2n+1—Na, = 0. (3.106)
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Gemiss Voraussetzung ist ag # 0, weshalb s = 0 oder s = 1 sein muss;
weiter setzen wir ohne Beschrénkung der Allgemeinheit a3 = 0. Aus diesen
Bedingungen ergibt sich

— fiir s = 0 ist H(z) = ag + ag2z® +---  gerade in x,
~ fiir s = 1ist H(z) = z(ap + azz® 4+ --+) ungerade in z.

Beachte, dass V(q) = V(—q) und somit [P, H] = 0, das heisst, wir kénnen
Eigenfunktionen mit definierter Paritét finden. Die Asymptotik a,42/a, —
2/n ergibt (mindestens) ein asymptotisches Verhalten H ~ exp(x?) fiir z —
0, also iiberkompensiert die Reihe fiir H(z) die Asymptotik ~ exp(—22/2)
im Ansatz ¥(z) = H(z)e *"/2. Die Randbedingung lim,_,, ¥(z) — 0 kann
nur befriedigt werden wenn die Reihe abbricht und wir erhalten die Eigen-
werte A\, = 2n + 1 mit den Eigenfunktionen ¥,, = H,,(z) exp(—22/2), H, ()
den Hermite Polynomen. Zusammenfassend finden wir das Resultat

(N, = 2n+1
U, = N,H,(z)exp[-2?/2]
0 = H'-2:H, +2nH,
Losung Hy =1, H; = 2z, (3.107)
Hy = 422 -2,--
No = 1/7'/4, N, = Ny/v/2"n!,
E, = hw(z+n).

Beachte, dass ¢ = \/h/mw z, — Ng = \/mw/mh in der ¢ Koordinate. Dieser
Losungsweg reprisentiert das Standardvorgehen: Separiere die Asymptotik
(e7**/2) fiir x — oo ab, finde die Korrektur (hier die Funktion H(z)) durch
einen Reihenansatz; die Randbedingung (RB) verlangt den Abbruch der
Reihe und es ergibt sich das Spektrum FE,, und die polynomialen Eigenfunk-
tionen o« H,,. Im folgenden betrachten wir einen eleganteren Weg.

3.10.2 Elegante Losung

Diese basiert auf einer Operatortechnik mit Auf- und Absteige Operatoren
wie sie auch fiir die zweite Quantisierung beniitzt wird. Wir definieren

(z+0:) = Z(@ﬁ \/ﬂiihwp)’
(x — Op); (3.108)

a =

al

Sl Sl
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umgekehrt ist

1
_ T
r = —(a+a'),
\/5( )
1
0 = —=(a—ad). 3.109
ﬂ( ) (3.109)
Einsetzen in (3.100) ergibt den Hamiltonian
fuw
H = 7(—82‘1'552)
fuw
= [a—a(a—a)+(a+al)(a+al)
M2 4 aal +ata—at? + a® + aal + ata+ at?
= Z(—a +aa'+a'a—a"" +a” +aa" +a'a+a'”)
= hw(aa' —[a,a’]/2). (3.110)

Fiir den Kommutator finden wir (vergleiche (3.100))

a0l = S+ 8w~ 8) — (¢ — 8)(x +02)]

1
= 5(—.7}6954-81«.%)2 = 1. (3.111)

Wir definieren den Operator N = a'a, so dass
1
H = hw(N + 5). (3.112)
Das Eigenwertproblem HV = EWV reduziert sich zu
Nin) = n|n), (3.113)

womit wir zur Diracnotation {ibergehen, |n) <> W¥,. Wir untersuchen die
Wirkung der Operatoren af und a auf die Eigenzustinde |n) von N. Dazu
bestimmen wir die Kommutatoren von N mit af und mit a,

[N,a'] = [aTa,al] = al[a, a] + [af, al)a = o, (3.114)
[N,a) = [a'a,a] = a'[a,a] + [af, dla = —a. (3.115)

Die Zusténde

a'ln),  aln) (3.116)
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definieren dann neue Eigenvektoren zu N mit Eigenwert n + 1 und n — 1:

Nalln) = (N +[N,alln) = alnln) +afln) = (n + 1)l n)
Naln) = (aN + [N,al])|n) = an|n) —a|n) = (n — 1)a|n). (3.117)

Die Operatoren a' und a erhthen und erniedrigen also den Eigenwert n eines
Eigenzustandes |n) um 1; diese Eigenschaft ist eine Folge der Kommutati-
onsbeziehungen zwischen a, af, und N = a'a (die letztlich das Spektrum
definiert),

[a,a’] =1, [N,af]=al, [N,d] = —a. (3.118)

Wir nennen af einen Aufsteige- und a einen Absteigeoperator.

Die Zusténde af|n) und a|n) sind noch nicht normiert: Sei (n|n) = 1 nor-
miert, dann ist

(nlataln) = (n|Nln) = n und
(nlaa’|n) = (n|[a,al] +a’aln) = n+1 (3.119)

und wir erhalten normierte Eigenvektoren, wenn wir definieren

1
In—1) = ﬁam),
;awn). (3.120)

n—+1
| ) vn+1

Im n#chsten Schritt bestimmen wir die Eigenwerte n via eines Abbruchkri-
teriums. Sei |n) ein Eigenvektor zum Eigenwert n, dann ist

a*ln) = Vnn—1Dn—-2)---(n—k+1)|n—k) (3.121)

und |n — k) ist ein Eigenvektor zum Eigenwert n — k. Es ist aber n =
(n|N|n) = (anlan) > 0. Wéhlen wir k& € N gross genug, so erhalten wir
einen negativen Eigenwert n — k zu N = die Iteration muss abbrechen und
somit muss n ganzzahlig > 0 sein. Der kleinste Eigenwert ist n = 0 und

al0) = 0, (3.122)
d.h. der Operator a annihiliert |0). Es folgen dann alle |n) durch Anwendung
von al,
\n
my = @ n>0. (3.123)
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Der Eigenwert n bestimmt die Energie,

E, = hw(N%—%) - hw(n—l—%); (3.124)
somit zdhlt n die vorhandenen Energiequanten Aw. Die Anwendung von
al erzeugt ein zusitzliches Energiequant welches die Schwingungsamplitu-
de des Oszillators erhoht. Der tiefste Eigenzustand, der Grundzustand |0),
hat keine Energiequanten, aber eine endliche Energie Ey = hw/2 # 0, ei-
ne Folge des Heisenbergschen Unschirfe-Prinzips (HUP): das Teilchen kann
nicht scharf bei z = 0 verweilen = durch die Unschérfe wird der Erwar-
tungswert (H) # 0 endlich, sogar im Grundzustand; die Energie fw/2 ist
das Resultat der Nullpunktsschwingungen (des Vakuums). Wir kénnen diese
minimale Energie leicht abschéitzen: Das HUP impliziert ép ~ A/dx, somit
E ~ h?/2méx? + mw?622/2; E ist minimal fiir Epot ~ Exin — 02 ~ y/h/mw
und E ~ hw. Der numerische Faktor 1/2 ergibt sich aus der exakten Rech-
nung.

Wir nennen:

a den Absteige- oder Vernichtungs- Operator,
af den Aufsteige- oder Erzeugungs- Operator,
Tinn 1 von Energiequanten
|0) = den Grundzustand oder das Vakuum
Tinn 1 keine Quanten.
N = Z&hlt die Quanten im System. (3.125)

Wir kénnen die Quanten als ‘Teilchen’ der Energie iiw auffassen, dann hat
|0) = das Vakuum = keine ‘Teilchen’
|n) = n Energiequanten = n ‘Teilchen’. (3.126)

Schliesslich brauchen wir noch die Wellenfunktionen, zuerst |0), das Vakuum.
Es ist a|0) = 0, in Ortsdarstellung,?
0 = v2(zla|0) = (2+8:)(x|0) = (x4 ) ¥o(x)
= (z|0) x e /2
4 Normierung

]. _ 2 2
(z]0) = s ¥/2, (3.127)
™
3Beachte den Abfall &< exp(—2%/2) wenn die Wellenfunktion in die verbotene Zone
tritt. Vergleiche dies mit einer Potentialstufe und mit eine linearen Potential, Gl. (3.161)
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Die Zusténde (z|n) folgen durch iterative Anwendung von af,

1 1 2 2
z[1) = (z]af|0) = —(z—0, e /2 = 2 e % /2
(z[1) = (z[a'|0) 2( )\% NG
= }xe—xg/? (3.128)
T
1 2
rn) = 7x—8x"e_w/2
(z|n) \/W( )
1 2
= ——H,(x)e™™ /2,
o)
mit
HO 17
H1 = 2$,
H2 = (2.%’)
= (22)3 —6(2:1:)
= (22)" — 12(222) + 12. (3.129)

Die Form der Eigenfunktionen ist in Abbildung 3.31 gegeben. Gehen wir
iiber zur dimensionsbehafteten Variable ¢ = \/h/mw x so erhalten wir

() = [ b (Vo) e (.130)

2

v l"Jn 'V ‘ Lpn‘ iV

T T~ TN I~
i e
— /
/\\/\ : NG
$ hw $
Eo < p
a q

Abb. 3.31: Eigenfunktionen (ox Hermitepolynome) des harmonischen Os-
zillators, links die Amplituden W,,, rechts die Wahrscheinlichkeiten |¥,, |2,
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3.10.3 Klassischer Limes

Fiir grosse Energien E,, néhert sich die quantenmechanische Losung der klas-
sischen — klassischer Limes. Die klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit
und Energie sind gegeben durch

W =
1
Bg = -mw’¢; (3.131)

In Abbildung 3.32 vergleichen wir dieses klassische Resultat mit dem quan-
tenmechanischen fiir n = 10 Quanten, wobei die Amplitude gy gegeben ist
durch Ekl = ElO‘

Abb. 3.32: Klassischer Limes des
harmonischen Oscillators. Die
Wabhrscheinlichkeit |¥10|? nihert
sich (nach Mittelung iiber klei-
ne Skalen) dem klassischen Re-
sultat Wi(qo) an, wobei gy aus
der Beziehung Ey = FEip zwi-
schen den Energien folgt.

0

_qO 0 qO

3.10.4 Kohirente Zustéinde
Kohérente Zustédnde sind Eigenzustdnde zum Vernichtungsoperator a,
ale) = ala). (3.132)

Mit a|n) = /n|n — 1), vgl. (3.120), findet man leicht, dass die Reihe

_ lapzyn 3.133
) = S (3.13)
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das Eigenwertproblem (3.132) mit o € C beliebig, 16st. Die Zeitentwicklung
der kohdrenten Zusténde hat die Form

la)(#) = |a(t))e ™2 mit a(t) = ae ™, (3.134)
und produziert die Amplitude einer klassischen Schwingung,

(@a(t) = R/2mw[a(t) + a*(1)]. (3.135)

Kohérente Zustédnde sind von grosser Bedeutung in der Quanten Optik.
Weitere Details in den Ubungen.

3.11 Morse Potential

Das Morse Potential
V(z) = Vp(e 2#/®0 — g w/a0) (3.136)

ist in Abb. 3.33 skizziert. Wie iiblich 16sen wir das Eigenwertproblem

Abb. 3.33: Morse Potential V(z) =
4 Volexp(—2x/x0) — 2exp(—xz/zo)];
das halbseitige Potential mit re-
pulsiven und attraktiven Anteilen

—X,In2 eignet sich zur Beschreibung einer
ad Oberfliche. Beachte das expo-
Q/x nentielle Verhalten im Vergleich

zum algebraischen Lennard-Jones

Vo (Teilchen-Teilchen) Potential
V(r) = 4Vp[(ro/r)12  (ro/r)6).

HY = ET; (3.137)

fir £ < 0 (F > 0) erhalten wir ein diskretes (kontinuierliches) Spektrum.
Zur Lésung von

h2
—Tag + V(e 22/ _ 9=/ _ Bl W& = 0, (3.138)
m
gehen wir zu neuen Variablen iiber,
2 Yy = 2k01‘0 e_x/$°

Vv 2mVp,
v/ 2m|E)|, e = axg, (3.139)

1
ke = =
0 h
[0 =

1
h
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und finden mit 8 = (92y)dy + (0»y)*0; das modifizierte Problem

1 1 kol‘o 62
OBt~y ——+———|¥(y) = 0. 3.140
vt T, | YW (3.140)
Wir schreiben kozg = n + e + 1 und benutzen den Ansatz U(y) =

y°e Y2 o(y) der aus der Asymptotik fiir limy — 0 und limy — oo folgt,

. 2 1 ~ e Y/2
y—oo: 0 —3 =>Ur~e )
2

y=0: 0+ ,0,— 5 = T~yl (3.141)

Wir erhalten die Differentialgleichung fiir ¢(y) in der Form
[y0; + (2 +1—y)dy +n]p = 0 (3.142)
sie wird durch die konfluente hypergeometrische Funktion
oly) = F(-n,2e+1y) (3.143)

gelost. Diese hat die Reihenentwicklung

F ; = —= 4+ — = 3.144
) = 1+ 25420 (3.144)

und erfiillt die Differentialgleichung
[y0; + (v —y)dy —a] F = 0. (3.145)

Wiederum muss (fiir gebundene Zusténde) F' abbrechen (Polynom statt Rei-
he) und wir finden die Bedingung, dass n > 0 ganzzahlig sein muss. Fiir den
diskreten Teil des Spektrums finden wir die Energien

1
n + 5 < xoko; (3.146)

Fiir zoko < 1/2 ergeben sich keine Losungen, eine Konsequenz der Asym-
metrie im halbseitigen Potential (ein symmetrisches attraktives Potential
bindet immer mindestens einen Zustand).
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3.12 H-Sekans?-Potential

Das sech? Potential tritt bei der Behandlung verschiedener Probleme in
Erscheinung, z.B., bei der Losung der nichtlinearen Schrédinger-Gleichung
(Solitonen), beim Tunnelproblem von elastischen Strings (dim = 1 elastische
Objekte), oder in der Transportphysik (Boltzmann-Gleichung mit e~ — e~
Streuung, siehe Fermi-Liquid-theory). Das Potential

Vo
%4 = - 3.147
(@) cosh?(z/x0) ( )
ist in Abb. 3.34 gezeichnet;
| 14 ‘ Abb. 3.34: Das H-Sekans® Po-
‘ X X tential V(z) = —Vj/ cosh?(z/xq)

kommt in verschiedenen Kontex-
ten vor, z.B., bei der Behand-
lung der nichtlinearen Schrédin-
ger Gleichung, Instantonen in
Tunnelprozessen, oder bei der
Streuung von Fermionen.

-V,

hier suchen wir Losungen zur Eigenwertgleichung

n? Vo

2 " eTe V() = 0. (3.148)

Fir E < 0 ergibt sich ein diskretes Spektrum. Wir definieren die neue
Variable y = tanh(x/xg) und die Parameter o = /2m|E|/h, e = axy,
ko = v/2mVy/h; dann ist

1 2/x
Goy= Ty MW T (3149)
cosh®(x/xq) cosh®(x/x0) xo
und die Differentialgleichung (3.148) fiir W(y) lésst sich schreiben als

2
&
Iy [(1 —y*) 9y +k‘8$(23—17y2 T(y) = 0. (3.150)

) )

(B)
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Der Term (A) lisst sich mit k323 = s(s + 1) durch die Legendrepoly-
nome Py losen; der vollstindige Ausdruck (B) fithrt auf die assoziierten
Legendrepolynome. Durch den Ansatz ¥ = (1 — y2)e/ 2y werden wir den

letzten Term los,
(1—y) 02 — 2(e + 1)y Oy + [kgag — e(e + 1)] p(y) = 0. (3.151)

Der Ubergang zu u = (1 —y)/2, 9, = —0,/2, liefert eine hypergeometrische
Differentialgleichung,

[u(1—u)02 + (e + 1)(1—2u)dy, — (e—s)(e+s+1)] p(u) = 0. (3.152)
—_——
e(et1)—-s(s+ 1)
——

2 2
koo

Die Standardform der hypergeometrischen Differentialgleichung
{lu=w) 02 + [y = (a+B+1)u] Oy —aB} F(a, B, 7u) =0 (3.153)

wird durch

af ala+1)B(B+1) 5
Fla,8,viu) = 14+ ——u+ u” +
(o, 8,73 ) 11y SRCES))
gelost. Durch Koeffizientenvergleich findet man den konsistenten Satz von
Parametern a =e—s, 8 =e+ s+ 1,y =e+ 1, und damit die Losung

o(u) = Fle—s,e+s+1,e+1;u) oder,
U(y) = (1—y?)?Fle—s,et+s+1,e+1; (1—-y)/2]. (3.154)
Wieder muss F' ein Polynom sein und wir erhalten die Bedingung e—s = —n,
E
2 2 ni2 2
= — = "k
e (S n) ‘/O 0x07

2
-E, = W (S n) und mit s(s +1) = kZz2,
zoko

— s = [—14 (14 4k222)"/?)/2
2
V14 4k3x3 — (14 2n)
= W s
2$0k0

2

(3.155)

h? / 8ma?
0




3.13. KONSTANTES KRAFTFELD 115

Wiederum ist n < s >~ xokg (fiir s > 1) und somit die Anzahl gebundener
Zusténde beschrankt; n = 0 ist immer eine Losung. Beachte, dass in dim = 1
jedes attraktive Potential mit V (z — £o00) — 0, V(0) < 0, mindestens einen
gebundenen Zustand hat. Das Morse Potential hat V(z — —00) — oo und
damit muss zoko < 1/2 erfiillt sein damit ein gebundener Zustand existiert.
Ein weiteres hiibsches Beispiel ist das 2 ~2-Potential in d Dimensionen, siche
Landau-Lifschitz und Phys. Rev. Lett. 85, 1590 (2000).

3.13 Konstantes Kraftfeld

Das konstante Kraftfeld lasst sich durch das lineare Potential
V(z) = —Fux, F > 0, (3.156)

beschreiben, vgl. die Notation dazu in Abb. 3.35. Wir suchen die stationére

A Abb. 3.35: Das lineare Potential
V(z) = —Fx beschreibt ein Teil-
E chen im Kraftfeld, z.B., ein Elek-
tron im elektrischen Feld, und ist
> wichtig bei der Beschreibung des
Teilchen-Transports.

Losung der Schrodingergleichung; das Eigenwertproblem HV = EWV fiihrt
auf die Differentialgleichung

[—(h%/2m) 9% — Fx — E]¥(z) = 0 (3.157)

mit beliebigem Eigenwert F als Parameter (das Problem ist invariant unter
gleichzeitiger Verschiebung des Ortes und der Energie). Wie iiblich wéhlen
wir angepasste Variablen,

v = @mEY et BIF) = (o +ap)lr,
lp = (ﬁ2/2mF)1/3, (3.158)

mit [p der charakteristischen Lange im Problem. Die Differentialgleichung

0 +y)¥(y) = 0 (3.159)
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mit der Randbedingung ¥(y — —o0) — 0 hat die Airy Funktion Ai(—y) als
Losung,

U(y) = NAi(—y) = \]/V%/OOO dv cos (V;—Vy). (3.160)

Die Airy Funktion erzeugt folgende Asymptotik fiir y — Fo0,

N _2),13/2
_ ~ 5l
y— —o0: Y(y) 2\y|1/4e 3 — 0,
. ~ N . 2 3/2 ™

und wir wihlen eine Normierung
/ U [(z + 2p)/lp|¥][(x + 2p)/lplde = 6(E—E') (3.162)
R

mit der reellen Wellenfunktion ¥* = ¥. Zur Bestimmung des Normierungs-
faktors N nutzen wir die Asymptotik y — oo, welche einen dominanten
Beitrag liefert, und normieren ¥ so, dass U™ eine Stromdichte 1/h liefert *,
siche Landau Lifschitz; als Resultat finden wir

N = 1/VaFlp. (3.163)

Mit der Normierung N finden wir schliesslich die gesuchte Eigenfunktion

VA Abb. 3.36: Lineares Potential
V(z) = —Fx mit Airyfunk-
tion als stationire Losung des
) BN W A I VY S B zugehorigen Eigenwertproblems
zur Energie F.

Y

U, vgl. Abb. 3.36,

B 1 ) _1:+E/F
U(z) = \/ﬁlpA1< i > (3.164)

“Mit der Normierung (3.162) trigt die Wellenfunktion ¥ die Einheit [|¥|?] =
1/Energie-Lénge und die Stromdichte j ~ (f/2im)[¥*0, ¥ — c.c.] wird in Einheiten von
1/Wirkung gemessen.
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Die Funktion Bi(y) bezeichnet die zweite Losung fiir das Problem (85 +
y)¥(y) = 0 mit der Randbedingung ¥(y — —oo0) — oo; diese ist nicht
normierbar und deshalb unphysikalisch.

3.14 Geladenes Teilchen im elektrischen Feld

Als Beispiel des konstanten Kraftfeldes betrachten wir das Elektron mit La-
dung g = —e < 0, e > 0 im elektrischen Feld g , siehe Abbildung 3.37 (wir
definieren die Ladung des Elektrons als ¢ = —e, e die (positive) Ladungs-
einheit). Dann wirkt die Kraft F' = e£ > 0 und fiir das Potential schreiben

«éf Abb. 3.37: Lineares Potential

e V(x) = —efx erzeugt durch ein

@ - elektrisches Feld € der Stirke &
. und wirkend auf eine elektroni-

@ X sche Ladung ¢ = —e < 0. Die
Ladung ¢ =—e <0 Kraft F = —9,V = e€ beschleu-

Feld -€<0 nigt das Teilchen in positiver x-
Kraft ee>0 Richtung.
wir V(z) = —e€x. Das Eigenwertproblem hat die bekannte Form
: R,
HUp = BEVp mit H=-_ -0 cta. (3.165)
m

Wir kénnen die obige Losung iibernehmen und finden die stationdren Ei-
genfunktionen

1 _ x—i—E/eS)
v = —— A1),
B(w) vrelles 1< leg
Up(z,t) = Uplx)e PV (3.166)

Andererseits konnen wir ein konstantes elektrisches Feld darstellen durch
. 1 - . .
E=——-0A = A= —ct, p=0. (3.167)
c

Der allgemeine Hamiltonian fiir ein Teilchen mit Ladung ¢ im elektroma-
gnetischen Feld folgt aus dem Korrespondenzprinzip
(7 — gA/c)?

H = X7 : 3.168
5 + q¢; ( )
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wir wéhlen jetzt o =0, ¢ = —e, A = —c&t und erhalten

H = “9*5553)2 — H(#). (3.169)

Wir suchen eine Losung von ihdyV(z,t) = H¥(x,t). Mit dem Ansatz

U (z,t) = P (t) (3.170)
erhalten wir
. p 4 eft)?
ihoppp(t) = (2m)g0p(t)
. ¢ "2
= U,(x,t) = exp [; <px —/ dt'%?)] ) (3.171)

Die Losungen W, (x,t) heissen Houghton Funktionen. Wir vergleichen die
beiden Losungen

W, (2, 1) Le(@.?)

Stationdre Losung zu H mit

Nichtstationdre Losung zu H mit O,H = 0.

O.H # 0.

U, ~ expli(pz — E(t)t)/h] Vg ~ expli(p(z)z — Et)/h] + c.c.,

p(z)x ~ V2mFxx ~ 23/ fir . —

st k 1 . .
ist komplex und tragt Strom oo ist reell, trigt keinen Strom.

Mit Hilfe einer Eichtransformation kénnen wir die beiden Losungen in Be-
ziehung bringen.”

5 Wir wenden die Eichinvarianz auf das Problem ‘Elektron im konstanten Feld’ an und
gehen aus vom Hamiltonian H(A,t) in der Form

o - L (ﬁ+ EE)Q, A= —cét, p=0, (3.172)
2m c

mit den Losungen ¥, (x,t) der zeitabhéngigen Schrodingergleichung, i70:¥, = HV,. Mit

der Umeichung auf A’ = 0 = y = —c&tz = ¢ = Ex und V(z) = —ep’ = —ex,

erhalten wir den transformierten Hamiltonian H' = p®/2m — ef2 und die transformierte

Wellenfunktion

W) (z,t) = exp {% |:px —/tdt' (%(p +e&t')? + eEw)} } . (3.173)

Es ist th0y ¥, = H'¥}, aber auch ihd Vg = H'Ug mit Up(z,t) = Up(z) exp(—iEt/h).
U, und ¥g erzeugen vollstéindige orthogonale Basissysteme und lassen sich entsprechend
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3.15 Eichtransformation

Betrachte ein geladenes Teilchen der Ladung ¢ und Masse m im elektro-

—

magnetischen Potential gegeben durch (¢, A ); der Hamiltonian in der Form

(7 — qA/c)?
2m

H +qp (3.175)
folgt aus dem Korrespondenzprinzip. Die Eichtransformation der elektri-
schen Potentiale

A = A+Vx(Ft) = A,
1
¢ — so—gatx(ﬁt) = ¢, (3.176)

liisst die Felder B = VA A und E = —ﬁgp — ¢ 19,4 und damit die Max-
wellgleichungen invariant. Dabei ist x (7, t) eine skalare Eichfunktion. In der
Quantenmechanik verlangt man zusétzlich, dass die Schédingergleichung in-
variant ist, was eine dritte Transformationsregel fiir die Wellenfunktion im-
pliziert,

U Wexp [;ix(ﬁ t)] = (3.177)

die Transformation (3.177) garantiert, dass mit ihd,¥ = H(p, A,t)¥ auch
ih0, 0" = H(¢', A t)U eine Losung ist. Zum Beweis: Schreibe die Schrodin-
gergleichung in der Form (ihd; — qo)¥ = (P?/2m)¥ mit dem Operator
P = 5 — (g/c)A und zeige, dass (ihd, — q¢')¥' = exp(igx/hc)ihd, ¥ und
P’ = exp(iqx/hc) P¥ erfiillt ist.

ineinander iiberfiithren, zum Beispiel (zu iiberpriifen)

d
Vp(@,0) = [ 3rap(p)¥(z,0),
ip (P

aslp) = \/%exp {— N (67'1 _ E>] . (3.174)
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Kapitel 4

Rotation & Drehimpuls

Symmetrien spielen eine wichtige Rolle in der Physik, insbesondere in der
Quantenmechanik. Sie erlauben nicht nur die Klassifizierung von Lésungen
sondern vereinfachen auch deren Berechnung. Zum Einstieg beginnen wir
mit den Translationen, eine einfache und wichtige Symmetrie Operation.

4.1 Translation

Sei W(7") eine Wellenfunktion in der Ortsdarstellung, z.B., ein Wellenpa-
ket bei 7 = 0. Eine (aktive) Verschiebung des Paketes um @ wird erreicht
durch die Operation ¥(7) — ¥ (7 — @), siche Abb. 4.1. Wir bezeichnen die
Translation 7 — 7+ @ im realen Raum mit 7z 7 = ¥+ @. Die Abbildung im
Hilbertraum

Ug:H — H
Ua9) (7) = w(T7'7)
= Y(F—a) (4.1)
erzeugt eine Darstellung ! der (abelschen) Gruppe Gr = {Ty|@ € R} der
Translationen im R3 im Hilbertraum H der Wellenfunktionen. Wir bezeich-

nen diese Darstellung mit Gr = {Uz|Tz € Gr}. Die Ortsdarstellung fiir die
Operatoren Uy ldsst sich leicht finden,

Ua0)(F) = Wa(r) = ¥(F—a)

YUz9)(7) = O(T ) erzeugt eine Antidarstellung.

121
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QL
22%
5

U(i) —d- (VI)(7)
(0 — i@ - p/h)¥(F)
e AP/ (7). (4.2)

Das Resultat (4.2) ist exakt: a) schreibe ¥(7—a ) als Taylor Reihe und resum-
miere, oder b) integriere: wihle zuerst einen infinitesimalen Shift @ — d+4d,
Viisg = Vg — (i6d - p/h)¥z und wir erhalten die Differentialgleichung
07V = —i(p/h)¥s; mit der Anfangsbedingung ¥z = ¥ erhalten wir via
Integration die Losung W5 = exp(—ip- @/h)V5. Damit hat der Translations-
operator die Form

Uz = e~ "@p/h, (4.3)

Er beschreibt die aktive Translation/Verschiebung der Wellenfunktion um
a, wobei der Impulsoperator p die infinitesimale Erzeugende der Translation
ist. Mit p’ hermitesch ist Uz unitir. Gr und Gp sind abelsche, kontinuierlich
zusammenhéngende, dreiparametrige nicht-kompakte Gruppen.

Y Abb. 4.1: Aktive Translation ei-
nes (Gausschen) Wellenpaketes
um a, ¥V(z) — ¥Y(xr —a) =

(U V) ().
ol x
N7
0 a X

Die isomorphen Gruppen Gr und G sind von Nutzen wenn sie eine Sym-
metrie des Problems beschreiben: Sei der Hamiltonoperator H translations-
invariant, dann gilt [H, Uz| = 0 fiir alle Tz € Gp und die Operatoren H und
Uz € Gr haben gemeinsame Eigenvektoren. Die Nutzung derartiger Symme-
trien erleichtert die Losung vieler Probleme, insbesondere die Lésung von
Eigenwertproblemen wie dasjenige des periodischen Potentiales, vgl. Kapitel
3, wo wir die Symmetrie der diskreten Translationsgruppe benutzt haben.
G ist ein Beispiel einer geometrischen Symmetrie.
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4.2 Rotation

Ein weiteres Beispiel einer geometrischen Symmetrie sind die Rotationen
Rz € SO(3) mit der Drehachse & und dem Drehwinkel 0 < w < 27. Die
Gruppe SO(3) heisst spezielle orthogonale Gruppe (det = 1) im R3; sie ist
nicht abelsch, kontinuierlich (aber nicht einfach) zusammenhingend, drei-
parametrig, und kompakt, vgl. dazu auch Abb. 4.2. Die Gruppenoperation

o ist die Matrixmultiplikation.
(b)
£
&

(@)
®
i
Abb. 4.2: (a) Die spezielle orthogonale Gruppe SO(3) ldsst sich durch Vek-
toren in der Kugel mit Radius 7 parametrisieren, wobei gegeniiberliegende
Punkte auf der Oberfliche zu identifizieren sind. (b) Die Gruppe ist nicht
einfach zusammenhéngend: die beiden Wege von A nach B kombinieren sich
zu einer Schleife die sich nicht zusammenziehen lésst.

Wir bezeichnen die unitidre Darstellung der Rotation Rg € SO(3) um & im
Hilbertraum der Einteilchen Wellenfunktionen ¥ (7) mit Ug,

Us0)(7) = Wa(F) = W(RG'F); (4.4)

der Drehoperator Ug dreht die Wellenfunktion um . Wiederum gilt: Ist der
Hamiltonoperator invariant unter Drehungen (z.B., V() = V (r), ein Zen-
tralpotential) dann ist [H, Uz] = 0 fiir alle Rz € SO(3). Beachte aber, dass
die Rotationen Rg untereinander (i.a.) nicht kommutieren. Trotzdem ist die
SO(3)-Symmetrie wieder extrem hilfreich (wenn auch nicht ganz trivial)
bei der Losung vielfiltiger Probleme, z.B., beim Auffinden der Eigenbasis
zu einem drehinvarianten Operator. Beachte, dass das Coulombpotential
—r/r nicht nur die geometrische Symmetrie SO(3) sondern eine zusétzliche
dynamische Symmetrie aufweist Diese Symmetrie ist assoziiert mit dem
Lenz-Vektor M = g A L/p — s7/r und ist fiir das Entstehen der geschlos-
senen Ellipsenbahnen im Keplerproblem verantwortlich (fiir ein beliebiges
Zentralpotential wiren die Bahnen nicht geschlossen = M # const. ). Die
Symmetrie des Keplerproblems ist durch die Gruppe SO(4) gegeben, mehr
dazu spéter.
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Fiir kleine Drehungen ist R51F ~ ' — A7 und in Analogie zu (4.2) finden

WITr

Us(r) ~ Y(F—GdAT)=T(F) _5ijkwi7'jakq/<7?> + -
klein
= M —i@- L/h+ -] O(F) = e @ g(7),
E = AP & L; = €ijk Tj(—iﬁak). (4.5)

Die Darstellung Uz = exp(—i@ - L/h) gilt auch fiir grosse &: Sei 75 = REIF,
dann ist 75,65 = T — @ A g dw mit 0 parallel zu & und w = &/w. Wir
erhalten die Differentialgleichung

oV i

- 0. LA 4.

mit ¥y = ¥, und die Integration ergibt
V(7)) = Ugl (i) = e &Ly (), (4.7)

Der Operator L=FA P ist der Drehimpulsoperator (vergleiche Korrespon-
denzprinzip) und ist die infinitesimale Erzeugende der Rotation

Us = e @Lih e g0(3). (4.8)

Die Gruppen SO(3) und ihre Darstellung SO(3) im Hilbertraum # sind
isomorph.

Statt der Zustinde ¥ koénnen wir auch die Operatoren A verschieben oder
drehen: Mit (U, AV) = (Uz, A;V;) = <\II,U;[A5U5 U) (simultane Verschie-
bungen/Drehungen von A und ¥ heben sich auf) findet man sofort

A; = e /MA@ P/h ynd ebenso

Ay = o~ L/h g yis-L/h (4.9)
In Diracnotation schreiben wir fiir die Formel (4.5)

(T;'7| = (F—d| = (Fle7 @7,

(RG'F| = (Fa] = (Fle @ T, (4.10)

!

<
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4.3 Drehimpuls

Wir kénnen den Ausdruck fiir den Drehimpuls

—

L = 7FAp (4.11)

entweder aus dem Korrespondenzprinzip oder als infinitesimale Erzeugende
der Rotation herleiten. Mit L; = €;j52;(—ih)0j finden wir (1 = 2,2 =y, 3
= Z)

Le = yp:—2py, LL = L,
Ly = zp; — xp., LL = Ly,
L. = apy—yps, LI = (apy)' — (ypa)'
= plat —plyl = pya — pay
= wxpy—yp: = L.. (4.12)

Der Drehimpulsoperator L = L ist hermitesch und damit sind die Rota-
tionsoperatoren Uz = exp|—id - E/ h) unitdr. Interessant wird es, wenn wir
verschiedene Vertauschungsrelationen betrachten (7 der Einheitsvektor in
Richtung 7),

) [Li,xj] = ihegpay
t dem Ort: 2 ! 4.13
b dem {[ﬁ-L,F] — AR (4.13)

) [Li,pj] = iheijipr
t dem I Is: - 4.14
it dem Tupuiss {(F5P T e (4.14)

[Li, LJ] = ZhEijLk
mit sich selber: [n-L,L] = 4hL AR (4.15)

LANL = kL

mit einem Skalar: [L,A] = 0. (4.16)
Beweis durch nachrechnen: [L,,z] = [yp. — 2py, 2], involviert alles verschie-
dene Richtungen — = 0; [Ly, y] = [yp. — 2py, Y] = —z[py,y] = ihz; [Ly, 2]
= [yp. — 2py, 2] = ylpz, 2] = —ihy, somit ist [L,, ;| = iheyj, xk, zykli-
sches Vertauschen fiihrt zu [L;, x;] = iheyj x5, Die Multiplikation mit 7,
gibt [+ L,7] = ih7A#. Alle anderen Ausdriicke werden ebenso berechnet.

Einen alternativen und eleganten Beweis findet man durch die Betrachtung
der Wirkung kleiner Rotationen auf Vektoroperatoren. Sei A ein Vektorope-
rator (d.h., die Komponenten von A verhalten sich unter Drehung wie ein
Vektor), dann ist

—

I; ~ A-GNA (4.17)
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fiir kleine Drehungen um &. Andererseits folgt aus (4.9)

I, = e @LhE®L/h o (1 —ig- L/h) AL+ i - L/h)
A — (i/R)wi[Ls, A]. (4.18)

Der Vergleich mit dem obigem Ausdruck (4.17) ergibt (i/h)w;[L;, A;]
= gjip Wi Ag; [0 - E, ff] = ihA A &. Die Operatoren Z, p, L sind Vektoropera-
toren, womit sofort die Formeln (4.13) — (4.15) folgen.

4.4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir erarbeiten eine formale Losung des Eigenwertproblems fiir einen Vek-
toroperator mit den Eigenschaften

L hermitesch , L A L = ikL. (4.19)

Die Beziehungen (4.19) charakterisieren den Drehimpuls vollstédndig. Die
drei Komponenten L; kommutieren nicht paarweise, also existiert keine
gemeinsame Eigenbasis. Aber L? = L - L ist ein Drehskalar, somit ist
[L2, I_;] = 0. Demzufolge kénnen wir L2 und eine Komponente von L gleich-
zeitig diagonalisieren. Wir wéhlen L,. Beachte: Mit L, scharf ist sicher
Ly, Ly unscharf, da [L, L,] = —ihL,, [Ly,L,] = ihL;. Der Operator L?
ist positiv, (U, L2W) = (U, L;L; ¥) > 0, somit sind die Eigenwerte von L?
positiv und wir machen den Ansatz A%1(I + 1), [ > 0 (beachte [L] = [zp]
ist eine Wirkung). Die Eigenwerte von L, haben die Form Am, wobei m die
azimutale Quantenzahl bezeichnet. Die formale Eigenbasis zu L? und L, ist
damit das Set {|l,m)} mit

L2l,m) = RA(1+1)|l,m),
L.|ly;m) = hm|l,m); (4.20)

wir miissen die erlaubten Werte fiir [ und m finden. Unser Vorgehen folgt
der beim harmonischen Oszillator angewandten Strategie. Wir fithren Auf-
und Absteige Operatoren L.y ein

Ly =L;+iLy, L_=L;—iLy, (4.21)
und betrachten deren Vertauschungsregeln,

[L.,Li] = [L.,Ly+iL,] = ih(Ly, FiL,)
h+Ly+iL,) = +hLs. (4.22)
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Der Kommutator [L, LL] = [L4,L_] = 2hL, folgt aus
LiLy = Li+L}Fi(LsLy—LyL,) = L*—L2+hL,. (4.23)

Damit spielen die Paare L., L+ die gleiche Rolle wie N, a und N,a: L ist
ein Aufsteigeoperator fiir L,, wihrend L_ die Rolle des Absteigeoperators
einnimmt; dies ist auch Konsistent mit der Beziehung Ll = L_. Im Ver-
gleich zu den Operatoren a, af, und N = aa im Problem des Harmonischen
Oszillators mit (vgl. (3.118))

[a,a’] =1, [N,a]=a', [N,d]=—a,
erfiillen die Operatoren L4, und L, folgende Beziehungen
[L_,Ly]=—-2hL,, [L,,Ly]=hLy, [L,,L_]=—hL_. (4.24)

Beachte, dass der Kommutator [L_, LL] = —2hL, manifest verschieden von
seinem Analogon [a,a!] = 1 im Harmonischen Oszillator Problem ist; auch
ist N = a'a aber hL, # L, L_; die wichtigen Eigenschaften fiir die Anwen-
dung von Auf- und Absteigeoperatoren sind durch (4.24) gegeben.

Abb. 4.3: Das System mit Dreh-
impuls L = h/I(l+1) hat eine
scharfe Komponente entlang der z-
Achse mit erlaubten Werten L, =
mh, —l < m < [, und undetermi-
nierten Komponenten L, und L, in
der zy-Ebene.

Wir verifizieren, dass L+ wirklich Auf- und Absteigeoperatoren fiir Eigen-
zusténde von L, sind,

L.Li|lym) = (L+L,+[L,,Li])|l,m) = Li(L,=+h)|l,m)
= h(m=£1)Li|l,m); (4.25)
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die Zustédnde Ly |l, m) stimmen also, bis auf Normierung, mit den Zusténden
|I,m £ 1) iiberein. Mit Hilfe der Normierungsbedingungen (wir machen Ge-
brauch von (4.23))

(I, m|LeLz|l,m) = B*[I(1 + 1) —m(m ¥ 1)] = |cfm\2<l,m FlUL,mF1),

finden wir die neuen Eigenvektoren |l,m 4+ 1) zu L,

ll,m£1) = Ly|l,m)/B/I(1 + 1) — m(m = 1). (4.26)

Um das Spektrum zu finden schauen wir uns wieder die durch L4 und L_
produzierten Zusténde, insbesondere deren Norm an. Es ist

(I, m|LyL<|l,m) = K I(I+1)—m(m=F1)] > 0. (4.27)
Damit folgt (I + 1/2)%? > (m + 1/2)? und wir erhalten die Beschriinkung,
1 <m <L (4.28)

Zum Beweis nehme man an, dass m > [, dann ist (m + 1/2)? > (I +1/2)?
und wir finden einen Widerspruch. Sei m < —I dann ist (m — 1/2)? >
(=1 —1/2)? = (I + 1/2)? und wieder finden wir einen Widerspruch. Die
iterative Anwendung von L, und L_ muss wegen der Bedingung (4.28)
beschrinkt sein, also muss sowohl [(I + 1) — m(m + 1) fiir das grosste m als
auch [(I +1) — m(m — 1) fiir das kleinste m verschwinden. Offensichtlich
ist Mmax = { und muyi, = —I. Da aber mpax aus mpyi, durch Addition von
Einsen folgt, muss [ entweder halb- oder ganzzahlig sein. Damit kann m
folgende Werte annehmen:

m=—-l,-l+1,-14+2,---,0,---,1 —2,1 —1,1; [ ganz-zahlig,
11
m = —l,—l+1,‘--,—5,5,.--,l—2,l— 1,1; [ halb-zahlig. (4.29)

Diese formalen Betrachtungen liefern uns die Losung des Eigenwertproblems
zu den Operatoren L%, L, in der Form:

L*l,m) = RA(1+1)|l,m) mit [ =nodern+1/2, n>0,
L.lym) = hm|l,m) mit m=-l,—-l+1,...,1—1,1. (4.30)

Der Eigenraum zu [ ist 2l + 1-fach entartet. Wir geben diesem Resultat
folgende physikalische Interpretation: Sei ein System mit Drehimpuls L =
ha/l(1 + 1) gegeben. Wir kénnen entlang einer Achse (ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit wihlen wir die z-Achse) die Drehimpulskomponente L.
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messen ohne den Wert von L? zu stéren. Die Werte fiir L, liegen zwischen
—lhund A und kénnen in Quanten von h gedindert werden. Die Werte fiir die
transversalen Komponenten L, und L, sind unbestimmt, siche Abbildung
4.3, eine Folge der Unvertauschbarkeit von L, mit L, und L.

Die |I,m) bilden ein orthonormiertes System: (I, m|l’,m’) = §;:0,r. Damit
haben wir alle irreduziblen Darstellungen ? der Drehimpuls-Lie-Algebra ge-
funden. Es sind gerade die 2] + 1-dimensionalen Darstellungen aufgespannt
durch die Vektoren {|I,m)} mit L? und L, diagonal. Einige Beispiele sind
in der Tabelle 4.1 dargestellt.

4.5 Ortsdarstellung

Die natiirliche Ortsdarstellung fiir das Drehimpulsproblem (oder die Rota-
tion) im R? ist die Einheitssphiire S2. Eine Ortsbasis ist durch die Winkel
0, ¢ gegeben: |0, p)= Zustand (eines Teilchens) mit scharfen Richtungskoor-
dinaten 6 und ¢, vgl. Abb. 4.4. Der Raum der quadratintegrablen Funktio-
nen iiber den R3 lisst sich gemiiss Lo(R3) =1L2(5?) ® Lo(R4) zerlegen. Die
sich entsprechenden Zusténde zum Ortsoperator schreiben wir als |7) und
|0, @, r) in kartesischen- und in Kugelkoordinaten.

Abb. 4.4: Winkelkoordinaten 6 €
[0, 7] und ¢ € [0, 27).

Wir wollen die abstrakten Vektoren |I,m) in der |0, ¢) Basis darstellen. Dazu

?Die Darstellungen von SO(3) / SU(2) gehéren zu den ganz/halb- zahligen I.
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miissen wir die Transformationsmatrizen (6, ¢|l, m) berechnen. Wir benétti-
gen eine Ortsdarstellung der Operatoren L, und L? und starten mit Formel
(4.10)

(Ro| = (F|exp(i@- L/h)
~ (F’|]l—|—ic3-l_j/h fiir kleine &
~ (F+TAF| (4.31)

Wir wihlen » = 1, ¥ € S2, und gehen zu Kugelkoordinaten iiber

x = sinfcosyp
y = sinfsing < (T = (0, ¢ (4.32)
z = cos 6

Wir suchen eine Darstellung der Operatoren L, und L,, L,. Zuerst schreiben
wir die Differenziale von kartesischen Koordinaten um in Kugelkoordinaten,

dx cos B cos p df — sin 0 sin p dy
dy | = | cosfsinpdd +sinfcospdp | . (4.33)
dz —sin 6 df

Um L, zu finden wihlen wir & = (0,0,w), w klein; die zugehérige Drehung
Rz ~ ¥+ & A 7 produziert eine Verschiebung

dx —wy
dy | =~ | wz (4.34)
dz 0

und wir finden durch Vergleich von (4.33) mit (4.34) die Differenziale df = 0
und dp = w. Die Relation (4.31) ergibt dann die Darstellung von L, als
Differenzialoperator in Kugelkoordinaten,

(0 +db, ¢ +dol = (0,0 +w| =~ (0, 0] +wip(0, 0| = (0, (1 +iwL:/h)
= L, = —ihd,. (4.35)

Um L, zu finden wihlen wir & = (w, 0,0), w klein. Die assoziierte Rotation
in kartesischen Koordinaten ergibt

dy | =~ | —wz (4.36)
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und der Vergleich mit (4.33) ergibt die Differenziale

dd = —wsinp,
dp = —wcotfcosp. (4.37)

Die Evaluation von (4.31) fiir die Drehung um (w, 0,0) liefert uns den Ope-
rator L, in der Form

(0 +db,p+ do| =~ (0 —wsing, p —w cot O cos |
= (0, | —wsinp 0p(0, p| — wcot O cos p O, (8, ¥
= (0, |l +iwL,/h
= L, = —ih(—sinpdy — cot @ cos ). (4.38)

Ebenso findet man L, und mit L? = L2 + Lz + L? auch L2,

L, = —ih(cosyp0y— cotfsinpd,), (4.39)
1 1
L* = -p? 2 infdy)| . 4.4
sin? @ Qp + sin 6 Do (sin 6 Op) (4.40)

Die Auf- und Absteige Operatoren Ly haben die Form
Ly = —ihe* (£i0y —cot00,). (4.41)

Der Laplaceoperator in Kugelkoordinaten lésst sich in folgender Form schrei-
ben,

Vi o= 1327‘ iL—z mit L? aus (4.40) (4.42)
o T r2 h? o '
Wir kénnen jetzt die Eigenvektoren |I,m) in der |f, ) Darstellung berech-
nen. Zuerst bestimmen wir die p-Abhéngigkeit: Es ist L,|l,m) = hmll,m)
und die Projektion auf |0, ¢) hat die Form

(O, plLl,m) = hm(,p[l,m)
U _ina, (0, ol m); (4.43)
die Integration iiber ¢ ergibt
0,0|l,m) = €"™?(0,0|l,m). (4.44)

Das Resultat (4.44) ist im R?® unter der Rotation ¢ = 27 eindeutig wenn
m ganzzahlig ist; entsprechend betrachten wir hier die Basis Funktionen zu
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den irreduziblen Darstellungen von SO(3) mit [ ganzzahlig (Darstellungen
mit halbzahligen [ haben keine eindeutigen Basis Funktionen).

Zur Bestimmung der 6-Abhéngigkeit betrachten wir die Relation L |l,1) =0
und schreiben diese wiederum auf |0, ¢) projiziert,
0 = <‘97 <)0|L+|la l> = _ihei@ (Z 69 —cot 890) <07 90|lv l>7
0 = (09— 1lcoth)(0,¢|l1). (4.45)

Die Integration ergibt
0,0|1,1) = c1pe (sin )" mit [ ganz. (4.46)

(= 2+t |
calr = 2ll! - (21) (4.47)

ergibt sich durch Integration iiber [dQ = 0277 de [, sin6df; der Faktor
(—1)! ist Konvention. Die verbleibenden Funktionen |I,m) mit m < [ erhal-
ten wir durch Anwendung von L_ auf |/,1) (und iterativ weiter auf |I,m < [))
und anschliessender Projektion auf |0, ¢),

1
hm=1) = R0+ 1) — m(m — 1)L‘|l’m>’

0,p|L- = —ihe " (—idy—cotf3y,) (0, | (4.48)

Die Normierung

Die so definierten Funktionen (6, ¢|l,m) sind gerade die Kugelfunktionen

Yim (8, ¢),
(=D 20+ 11 +m) eme
Yim (0, ¢) = 207 47 (I —m)! sin™ 6 80[059 sin® 6. (4.49)

Beispiele fiir die einfachsten Kugelfunktionen sind in der Tabelle 4.2 gegeben.

Die Kugelfunktionen zeigen folgende Symmetrien, unter m — —m:
Yi—m(0, ) = (=1)"Y;5, (6, ¢); (4.50)
unter Paritéit: die Paritdtsoperation ¥ — —7 ist dquivalent zu § — 7 — 0,

© — p + m, somit transformiert e™¥ — (—1)" "™, sin® — sinf, cos —
—cos 6 und wir erhalten (vgl. (4.49))

[ gerade: gerade in P,

— (_1\!
PYin(6,0) = (=1) Ylm(e’(’p){l ungerade: ungerade in = P. (4.51)
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Die Yj,, sind vollstindig in Ly(5?) und orthonormiert,

00 l

1
Yim(0,0)YE (0,0) = 0 —0 —
;m;l lm( 7@) lm( 7(70) sin@é( )5(()0 ‘,0)
= (-9, (4.52)
/dQ }/l;kn(ea W)YZ/m'(@a SD) = 5ll/6mm/- (453)
Es gilt das Additionstheorem fiir Kugelfunktionen,
l
20+1
> Vi)@' 0) = = Rcosd), (450
T

m=—I1
mit cos? = 7 - #, ¥ dem Winkel zwischen 7 und 7’, und

1 d

2 l

B(z) =
den Legendrepolynomen. Die Vollstéindigkeit der Y;,, in Ly(S?) impliziert,
dass Ly (S?) in orthogonale Unterriume zerfillt, so dass

Ly(S?) = é%l, (4.56)
=0

wobei H; mit dimH; = 2] + 1 den Vektorraum aufgespannt von den Ku-
gelfunktionen Y}, zu fixem [ bezeichnet. Damit haben wir den Hilbertraum
Lo(S?) gemiss den irreduziblen Darstellungen von SO(3) [oder O(3)] zer-
legt.?

3 Die orthogonale Gruppe O(3) ergibt sich aus der speziellen orthogonalen Gruppe
SO(3) durch Multiplikation mit der Gruppe C; = {1, 1}, mit I = P der Inversion oder
Paritit, O(3) = SO(3) x Cr. Die irreduziblen Darstellungen von SO(3) sind die D' mit
! € Ny und dim D! = 2[ + 1. Die irreduziblen Darstellungen von O(3) sind die DE mit
dim D'* = 21 + 1. Die Basisfunktionen Yim gehoren zu D' wenn [ gerade ist und zu D
fiir [ ungerade, vgl. (4.51). Zu D' mit ! ungerade und D'~ mit ! gerade gibt es keine Ba-
sisfunktionen. Die Ausreduktion des Raumes LL2(S?) nach Massgabe von SO(3) ergibt alle
Darstellungen D' mit den Basisfunktionen Yi,, (da die Gruppe SO(3) die Inversion nicht
enthilt ist das Transformationverhalten von Yi,, unter I bei der Ausreduktion von SO(3)
irrelevant). Demgegeniiber enthilt die Ausreduktion des Raumes Lo (S?) nach Massgabe
von O(3) nur ‘die Hilfte’ der Darstellungen D'F von O(3); da I nunmehr ein Gruppen-
element von O(3) ist, ist das Verhalten der Basisfunktionen Yi,, unter I jetzt relevant
und es treten nur die Darstellungen D' mit geradem ! und D'~ mit ungeradem [ auf.
Beachte, dass bei der Ausreduktion einer Darstellung nicht alle irreduziblen Dartsellungen
auftreten miissen — dies ist bei der Ausreduktion von L2(S?) nach Massgabe von O(3)
gerade der Fall.
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Zur graphischen Verdeutlichung sind in Abb. 4.5 die Kugelfunktionen Y;,,
als Polardiagramme wiedergegeben, r = |Y},,(0, ¢ = 0)]2.

S d

NN
o

|| —@@—»

i .
m=0 m=t2 m=t1 m=0
@@ S
m=1t3 m=t2 m=1%1 m=0
f

Abb. 4.5: Polardiagramme r = |Y},,(0,» = 0)|> der Kugelfunktionen zu
I < 3. Die Abkiirzungen s, p, d, f beziehen sich auf Drehimpulszustéinde mit
1=0,1, 2, 3.

Es ist (I,m|Lz|l,m) = (Lg)im = (Ly)im = 0. Die Zusténde |[,+l) sind
in der xy-Ebene konzentriert mit (AL,)y = (L2 — (L, >”>ll/2 (L2>1/2
mh und (ALy); = mn Die Zusténde |I,0) sind entlang der z-Achse
ausgedehnt.

Es ist instruktiv die Kugelfunktionen Y}, als Losungen des Eigenwertpro-
blems zu den Operatoren iL,/h = 0, und —L?/h?* = A auf Ly(S?) zu finden.
Wir berechnen zuerst die - Abhanglgkelt

agoyim = imYyy,
= Yim(0,9) = €"p(0), (4.57)

mit m ganz, so dass Y, (0,9 + 27) = Yu(0, ). Dann bestimmen wir die
f-Abhingigkeit,

LY (0,0) = R+ 1)Y,(0,¢),

29+l(l+1)] p#) = 0 (4.58)

1 . m
[sin 0 0p sin 0y — sin?

oder mit z = cos#,
2

[az [(1-2%0.] - 1722 +1(1 + 1)] p(z) = 0. (4.59)




4.6. ROTATION UND TENSOREN 135

Als Losung erhalten wir die assoziierten Legendrefunktionen, siehe (3.150).
Zuerst betrachten wir den Fall m = 0 und finden die Legendrepolynome

p(z) = Bi(z) = 2171 OL(z* - 1), (4.60)
Py=1, Pi=z Py=(32>-1)/2, P3y=(52>—32)/2,

mit den Eigenschaften

(+1)Py = (2+1)zh —1P,
(1-2%0.P = P, —1zP,
2
/ dz P(2)Py(z) = ST 15”/. (4.61)

Als néchstes betrachten wir m # 0 beliebig und erhalten die assoziierten
Legendrepolynome,

Pp(z) = (1—22™297P(2), m=0,1,...,1,
207N = 222 — 1) m=—1,..., 1. (4.62)

Sie haben die Eigenschaften (mit n!! =n(n —2)(n —4)...)

le(_z) = ( )l+mle()

Po=P,  Pi= (2-1N01-2"7
(l +1- m)PH—lm = (2l + 1)Zle - (l + m)Pl—lma
(1 - 22)8zplm = (l + m)Pl 1m — 2Py,
! 2 (+m)
dz Py (2) P, = 4.63
/_lz (Pin(2) = g (o (4.63)
Die Kombination der obigen Resultate gibt uns die Kugelfunktionen
20+1(1—m)!

Y, = (=™ e p . 4.64
n(09) = ()" [T e Puncost). (464)

4.6 Rotation und Tensoren

In diesem Abschnitt setzen wir i = 1. Die Rotation Ug = exp(—i@- L ) dreht
einen Zustand um die Achse ¢ mit dem Winkel |& |; die Drehung ist positiv
(beachte Uz verschiebt eine Position um @, Ug dreht eine Position um & ).
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Es werde der Eigenzustand |I,m) zu L?, L, gedreht. Uz lisst [ invariant aber
mischt im allgemeinen die m—Werte. Demzufolge ist

!
Usll,m) = Y dly,(@)|Lm). (4.65)
m/=—1

Die Koeffizientenmatrix d!, (&) ist gegeben durch

dl, (@) = (I,m/|e" L]l m)

= [D'@)lmm- (4.66)

Die Matrizen [D!()] definieren die 21 + 1-dimensionalen irreduziblen Dar-
stellungen der Rotationsgruppe SO(3). Die Drehmatrizen D sind unitér,
DHEG)D(G) = D(—&)D(@) = 1, also ist D (&) = D(—&), und in Kompo-

nenten, [D(&G)]m = d'y, (@) = dl, (&), Um die Matrizen d!, (&)
zu finden fithren wir die Eulerwinkel ein, sieche Abbildung 4.6. Eine beliebige

Abb. 4.6: Eulerwinkel ¢ (Dre-
hung um z, definiert y'), § (Dre-
hung um ¢/, definiert 2’), ¢ (Dre-
hung um 2/, definiert y”).

Rotation R(ep, 0, ) lasst sich mit Hilfe der Eulerwinkel als Kombination von
Einzeldrehungen darstellen,

Rlp.6,9) e Wh by iel Lor
Drehung um P y'—  z— Achse, (4.67)

vergleiche Abb. 4.6. Wir benutzen, dass

Ly = e WL,

e—i0Ly

efzgoLZ eszLy ezt,pLZ ’

e—i’ll)LZ/ — e—zGLy/ e—il/)Lz eleLy/ 7 (468)
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die Verwendung dieser Ausdriicke in (4.67) ergibt

R(tp, 0 ¢) — ZOLyze—zsz eieLy/e—iApLze—ié’Ly 6754,0Lz6—i<,0LZ

1
o—i9Lz ,—i0Ly giLs ;=i Lz ,—ipLs yi0Ly ipLs ,—ieLz ,—i0Ly

o~ 0Lz g—i0Ly ;—iLs (4.69)

Einsetzen von (4.69) in die Definition (4.66) ergibt fiir die Koeffizientenma-
trix d! (¢, 0,1)

dmm’ ((pa 97 w) = e_imwe_im,wdfnm/(9>
mit d!, . (0) = (I,mle" |l m’).  (4.70)

Die Elemente d!,, sind einfach zu finden: Es ist |0, ¢) = Ry, ,0/0 = 0,0 = 0)
und die Projektion auf (I, m| ergibt

(1, ml|0, ) = Za m|Ryp.0ll,m'){1,m'|0,0),

ljn(ea(p) = Zd /(. 0,0) }/lfm’(oao)
N —
) /’0\/214»1/471'

[ Ar

Die iibrigen Elemente dTlnm, mit m’ # 0 sind etwas schwieriger zu finden; das
Resultat ist (siehe Ubungen)

/ m’)! 2
har(6) = (1) | s o) (472

x cos™ ! (6/2) (1 =ty g (g |

g2 8
t=cos 5

Die dfnm/ beschreiben uns das Transformationsverhalten von Tensoroperato-
ren unter Rotation: Ein irreduzibler Tensoroperator T der Ordnung k mit
seinen 2k + 1 Komponenten qu, qge{-k,—k+1,...,k—1,k} transformiert
unter Rotationen geméss

k
Us Ty U = ) db (@) Ty, (4.73)
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Die Relation (4.73) ist die definierende Eigenschaft eines ‘Drehtensors’ T*.
Die Kenntnis des Verhaltens (4.73) unter Drehungen erlaubt uns eine einfa-
che Berechnung der Kommutatoren [E, T(f]: Fiir kleine @ ist Uy ~ 11 — i@ - L
und wir erhalten

LT = > (k.qd|L|k,q) T}, (4.74)
q/

[LzaT(f] - QT;C,

Lo, T = VE(k+1)—qlg£1)TE,. (4.75)

Fiir £k = 0 erhalten wir einen skalaren Operator S mit dem Transformati-
onsverhalten (benutze, dass d, = 1)

S — S =U;SU;'=8, (4.76)

d.h., ein Skalar ist unter Rotation invariant.

Das Superskript & = 1 bezeichnet einen Vektor-Operator V mit 3 Kompo-
nenten, z.B. 7, p, L. Die g—Komponenten von V sind

Vom0 =V, Vg=t1 = F (Vo + iVy). (4.77)

1
V2
Fiir Vektor-Operatoren V in kartesischen Komponenten haben wir friiher
gefunden, dass

[L“V]} = /LEZ]ka) i7j7k = x,Y,z. (478)
Die Resultate (4.75) und (4.78) sind unter Zuhilfenahme von (4.77) dquiva-
lent.

Ein Beispiel eines Tensoroperators 2'" Ordnung lisst sich wie folgt konstru-
ieren: Seien U und V zwei Vektoren. Wir gruppieren die Komponenten des
direkten Produktes geméss

.U ViU; — U,V ViU +UV; V.U
Vin:7V U(sij—i- R +< it J —V U(SZ])
3 2 2 3
———
—Skalar %Eijk(\_/‘/\lj)k%Vektor —Tensor 2-ter Ordnung

Wir driicken die 5 Komponenten T;; dieses Tensors (Tj; = Tj;, SpT = 0) in
Drehkomponenten qu aus,

1

T02 _ 76(1/1U,1+2%U0+V71U1)a
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R
V2
T2, = Vi Usy. (4.79)

% = (VirUo + VoU+1),

Weitere Details, siehe Gordon Baym, Kapitel 17.
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I=0|L=0
0 1 0 —i 1 0
_1 _ =k _h _h
=t =t (1) w=t (0 0) st 8
(Lg, Ly, L, heissen Pauli-Matrizen) L? = % <(1) (1)>
01 0 0 -1 0
_ _ h __ ik o
l=1|Le=2|10 1), Ly=2%(1 0 1],
01 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0
L.=h[0 0 0 |, L?=2r2|0 1 0
0 0 —1 0 0 1
0 v/3 0 0 0 —vV/3 0 0
j_s |po_n|V3B 0 2 0| V3 0 =2 0
T2 P20 2 0 V3PPV 2Z1l0 2 0 =3
0 0 V3 0 0 0 V3 0
30 0 O 10 0 0
01 0 0 01 0 0
—h 2 _ 1532
LZ_200—10’L 4h0010
00 0 -3 00 0 1

Tabelle 4.1: Verschiedene Drehimpuls Darstellungen
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_1
Yoo = 7=
Yio = ,/%cos@ Yit1= F S%eﬂ‘/’ sin @

Yoo = 1/ 10= (3cos?0 — 1) | Y1 = T/ g2 sinfcosf

}/Q:tQ =4/ %e:&%ap sin2 0

Tabelle 4.2: Kugelfunktionen Y},
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Kapitel 5

Zentralpotential

Im Folgenden untersuchen wir stationidre Zustdnde im Zentralpotential
V(7) = V(r), d.h., in Problemen mit rotationssymmetrischen Potentialen.
Der Hamilton-Operator ist

2

H = 2 +V(r), (5.1)

und wir untersuchen das Eigenwertproblem
HY(7) = EY(r). (5.2)

Es ist V = V(r) aber ¥ = ¥(7), das heisst, die Wellenfunktion ¥ hat auch
Struktur in den Winkelkoordinaten. Die Rotationssymmetrie [H,Ug] = 0,
Uz € SO(3), erlaubt uns H, L? und L. gleichzeitig zu diagonalisieren und
vereinfacht dadurch die Losung des Problems. Die Situation ist &hnlich der
in der Mechanik: jeder Symmetrie entspricht eine erhaltene Grosse, im vor-
liegenden Problem ist dies die Invarianz unter Translationen in der Zeit
und unter Drehungen; die zugehotrigen Erhaltungsgrossen sind die Energie
FE und der Drehimpuls L. Diese Erhaltungssétze sind &usserst hilfreich in
der Losung des mechanischen Problems. Die gleichen Symmetrien in der
Quantenmechanik geben uns eine scharfe (erhaltene) Energie und einen er-
haltenen Drehimpuls da [H,L] = 0 ist. Ein Unterschied tritt allerdings
aufgrund der Nichtkommutierbarkeit der drei Drehimpulskomponenten auf;
obwohl wir L in einer beliebigen Richtung (wir nennen sie die z-Richtung)
festlegen konnen folgt wegen [L;, L;| = ihe;ji Ly, # 0 dass wir nicht alle drei
Komponenten gleichzeitig festlegen kénnen. Den vier erhaltenen Grossen in
der Mechanik entsprechen also nur drei Quantenzahlen E (zum Hamiltoni-
an H, | (zum Drehimpuls L?), und m (zur Drehimpulskomponente L,) in

143
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der Quantenmechanik. Technisch wird die Losung des Problems vereinfacht
indem wir nur stationire Losungen der Schrodingergleichung finden miissen
und indem das Winkelproblem durch Ausreduktion der Drehgruppe im Hil-
bertraum bereits gelost worden ist. Das verbleibende Radialproblem kénnen
wir in jedem Sektor zu fixem [ 16sen.

Wir gehen zu Kugelkoordinaten iiber so dass wir die Rotationssymmetrie
direkt ausniitzen kénnen.

5.1 Eigenwertproblem in Kugelkoordinaten

Es ist

L? = jkTiPkitmTiPm

(0510km — 0jmOk1)T;PLTIDm

LiPkLjPk — TjPkTkPj

zj(2pre — 1hdjk)pk — xj(zkpr — 3ih)p;
T;T;pEpk — thajp; — xjxRprp; + 3iha;p;

> —ihi' p— xj(pjay + ihdjk)pr +3ihi - P

= 7”2p

(75)2 il
2.2 (o 2 ro
= r°p° — (F-p)° +ihi-p. (5.3)

Klassisch ist L2 = r2p? — (7 p')?; zum Beweis rechne man direkt nach oder
man benutze den lim% — 0 von (5.3). Es ist

- 1 1
V = (8;,;, 8y, (9Z) — <a7«, m@w, T@g)

und

7= —ihi - N = —ihrd, (5.4)

die Projektion von p auf 7. Mit (5.3) erhalten wir die kinetische Energie
(oder den Laplaceoperator A) in Kugelkoordinaten,

1 -
PP = —B*V? = —PPA=—(L*+ (F-p)? —ihi- )
T
h2 5 L2
= _7“72 [(Tar) +T6r:| + 7172
L2
= o+ (5.5)

72
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Py ist asymptotisch die Radialkomponente des Impulses und hat die Formen

1
pr = —ihr " (0,r) = zh(@r—l— r)' (5.6)

Der Operator p? lisst sich dann folgendermassen schreiben,

p; = I (83 + %ar) = —h? (83 + diII;_l ar)
= (Lo +0,) (5.7)
= —hz(% 0, r)2 = —hz(% o2r) = —hZ(T% 012 0,).

Es ist [r,p,] = ih, d.h., p, ist kanonisch konjugiert zu r. Das Eigenwertpro-
blem nimmt in Kugelkoordinaten folgende Form an,

(21 20) 4 s vv| v - BUE). 69
2m\" " 2mr? N ' '
Die Winkelkoordinaten stecken in L?, siche (4.40) und fiir den Laplace Ope-
rator A ergibt sich

2 1 1
A= P+ +— " P+ — i . .
O + ra +TQSiHQHa"D—i_r2sin989(8m989) (5.9)

—L2 /122

Da wir aber das Winkelproblem L2Y2,m = R21(I+1) Y} m bereits gelost haben,
ist es nicht sinnvoll zu (5.9) iiberzugehen. Der Rotationssymmetrie V = V (r)
wegen separieren die Winkel- und Radial- Koordinaten

‘I’(ﬁ@,@) = R<T)1/l,m(0790)a
LPYim = RU+1)Ym,

und wir kénnen sofort zum Radialproblem iibergehen,

2 2
[_;71 <a§ * ,2@) + W +V(r)|R(r) = ER(r).  (5.10)

Um die Form einer dim = 1 Schrédinger-Gleichung zu erhalten schreiben
wir die Radialfunktion R(r) in der Form

R(r) = ulr) (5.11)
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und erhalten die Gleichung
B h—282 R+ 1)

5 Or t = 5t V() Julr) = Eul). (5.12)
Vesr(T)

Nur fiir { = 0, Drehimpuls Null, ist Veg(r) = V(r). Ansonsten wirkt zusétz-
lich zu V(r) das abstossende Potential Vj(r) = A%l(I + 1)/2mr? auf das
Teilchen, die wohlbekannte Zentrifugalbarriere, vergleiche Abb. 5.1. Wir
werden sehen, dass wegen dieses Terms W¥(r) oc 7! fiir r — 0 und das
Teilchen von der Umgebung r = 0 verdridngt wird. Die Gleichung (5.12)

A

Abb. 5.1: Der Drehimpuls erzeugt

V die Potentialbarriere V; = h2l(l +

1)/2mr? und verdringt die Wellen-

funktion aus der Umgebung des Ur-

sprungs. Das Potential V' (r) kombi-

Viee niert sich mit V;(r) zum effektiven
Potential Vog(r).

)
Y

Vv

entspricht einem dim = 1 Schrédinger-Problem mit V(z < 0) = oo,
V(z > 0) = V(z = r); fiir ein attraktives Potential ist die typische Situation
in Abbildung 5.2 skizziert. Umgekehrt erhalten wir durch die symmetrische
Erweiterung V(z < 0) = V(|z| = r) ein typisches dim = 1 Problem. In
dim = 1 bindet jedes attraktive Potential (mit V(|z| — c0) — 0,V(0) < 0)
mindestens einen (in x geraden, V(z) = V(|z|) ist invariant unter z — —x)
Zustand. Betrachte nun das dim = 3, [ = 0 Problem. Dann muss «(0) = 0
sein, und somit u ungerade. Daraus folgt, dass das attraktive Potential in
dim = 3 eine Mindeststéirke aufweisen muss, damit es einen Zustand binden
kann, vgl. die Diskussion im Abschnitt 3.3 (Teilchen im Topf).

Eine dimensionelle Abschiitzung gibt die Bedingung Vg > h?/2m 73 fiir einen
gebundenen Zustand im [ = 0-Sektor. Fiir [ > 0 wirkt zusétzlich die Zentri-
fugalbarriere der Bildung von gebundenen Zusténden entgegen. Als néchstes
untersuchen wir das Verhalten von u(r) und damit der Wellenfunktion W (i)
in den Grenzfillen r — 0 und r — oo.
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Abb. 5.2: Das zentralsymme-
trische Potentialproblem lésst
Ve 0 ry sich auf ein dquivalentes halb-
. seitiges 1D Problem (mit r =
. 4 2 > 0) abbilden, hier fiir
_V' ein attraktives Potential illu-

L striert.

Grenzfall r — 0

Fiir V(r) oc 1/r%7¢, ¢ > 0, sind die fiihrenden Terme (I > 0) der Differenti-
algleichung (5.12) gegeben durch

K2, RA(L+1)
P RN S = . .1
[ 2m87" R v—— } u(r) 0 (5.13)

Damit ergeben sich folgende Losungen fiir u(r),

—l (5.14)

1« regulire Losung,
u(r) o . .
r < nicht normierbar.

Fiir [ = 0 muss u bei r = 0 verschwinden (Beweis ad absurdum): Sei u(0) =
ug # 0, dann ist W(7) oc up/r bei 0 und V? erzeugt eine d-Funktion bei 0
(die Funktion 1/r ist gerade die Greensche Funktion zum Laplace Problem,
V2(1/r) = —4n§(7), zu iiberpriifen mit Hilfe des Satzes von Gauss). Diese
d-Funktion bleibt in der Schrédinger-Gleichung unkompensiert und folglich
muss ug = 0 sein.

Grenzfall r — o

Wir nehmen an, dass V(r — oco) — 0 mindestens wie 1/r; die iiberlebenden
Terme sind dann

h2
P%ﬁ—ﬂu:o, (5.15)

und fiir gebundene Zustinde (mit E < 0) finden wir die Asymptotik

u(r) o e, a=+/2m|E|/h. (5.16)
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Fuchsscher Ansatz

Nach Separation der Asymptotik fir r — 0 und r — oo l6sen wir das
verbleibende Problem mit einem Fuchs’schen Ansatz,

u(r) = e x(r); 1>0; a=+/2m|E|/h, E <0, (517)

x(r) = r® Z apr* Fuchsscher Ansatz.
&

Fiir V(r) o« —1/r?T¢, ¢ > 0, stiirzt das Teilchen in die Singularitit bei
0, siehe Landau Lifschitz; der Fall ¢ = 0 ist marginal (Vorfaktor Vj von
V(r) ~ Vp/r? ist relevant (check)). Im Folgenden untersuchen wir im De-
tail zwei Beispiele, den 3D-Topf und das attraktive Coulombpotential. Wir
konzentrieren uns hauptséichlich auf gebundene Zusténde, E < 0. Die Streu-
zustédnde mit positiven Energien F > 0 werden wir spater behandeln.

5.2 Das Teilchen im 3D-Topf

Wir definieren wie iiblich E < 0, k = /2m(E + Vp)/h, a = \/2m|E|/h. Die
Losungsansétze unterscheiden sich fiir I = 0 und ! > 0, deshalb werden wir
die beiden Fille getrennt behandeln.

VA
o Abb. 5.3: Topfpotential der Tiefe V
0 . > und Breite 7q.
E 1o
k
-W

5.2.1 Firl=0

erhalten wir die Differentialgleichung

07 + K uo(r) = 0, <o,
02 —a®Jug(r) = 0, r=>m, (5.18)
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mit der Losung

TO) — Aeikr_}_Be—ikr’
rg) = Ce . (5.19)

(AVARVAN

Die Losung (5.19) muss die Randbedingungen bei r = 0, up(0) = 0 =
A+ B =0, und bei rq erfiillen,
uo(ry) = wo(ry)
= 2{ Asinkrg = Ce "0,

up(rg) = wup(ry)

= 2ik Acoskrg = —aCe . (5.20)

Wir erhalten eine zu (3.29) dquivalente implizite Gleichung fiir E,

cotkrg = —%. (5.21)

Wir finden gebundene Zustéinde sofern Vo > h?71?/ Smr% ist, wobei man
beachte, dass ro <> w/2.

5.2.2 Firl>0

definieren wir p = kr und erhalten fiir » < ry die Differentialgleichung

{ag + iap + (1 - l(l; 1))] Rip) = 0. (5.22)

Diese Gleichung gilt auch fiir r > ry wenn wir die Variable p umdefinie-
ren zu p = iar. Die Losungen von (5.22) sind die sphérischen Bessel- und
Neumann- Funktionen,

Bessel =  ji(p) = ,/%JH%(/)), (5.23)
Neumann — mny(p) = (—1)"*, /2% T 1(p). (5.24)

Dabei sind die Besselfunktionen J,, die Losungen der Differentialgleichung

[a}j + fl)ap + (1 — Z;)] Tnlp) = 0. (5.25)
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Beachte, dass (5.22) unter [ + 3 — —l — 3 symmetrisch ist, und damit
die Neumann-Losungen in die Bessel-Losungen iibergehen. Beispiele fiir die
sphérischen Bessel- und Neumann- Funktionen sind (siehe auch Abb. 5.4
und 5.5)

. sin p cos p
Jo = ’ no = — )
P P
) sin cos cosp sinp
o= S _cosp mo= -0 TP (5.26)
P P P P
_ <3 1) ) 3 (3 1) 3 .
= (= —~-)sinp— —cosp, N2 = —(—5— —)cosp— —sinp.
72 P p) NPT ep P> p p?
1
Jo
L 0
0.5 . i
_— ]
0 >4 6 8 10 b 10

Abb. 5.4: Besselfunktionen jo(z),  Abb. 5.5: Neumann Funktionen
jl(z)a ]2($) ’I’L()(l’), 'I’Ll(l’), nQ(':U)

Die sphérischen Besselfunktionen zeigen folgendes Verhalten fiir kleine (Rei-
henentwicklung fiir p — 0) und grosse (Asymptotik fiir p — oo) Argumente:

p — 0: p — 00 (5.27)
P 1
] —_— | o~ = — I+ 1)m/2
20 — ! 1.
mo~ IR w2 sinfp— (14 /2
Fiir die sphérischen Besselfunktionen z; = j;, n; gelten die Rekursionsfor-
meln (I > 0)
20+1
-1+t 241 = 2l

p
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[+1

8pzl = Z|-1— Zl. (5.28)

Fiir p — 0 ist n; immer singulédr und entfillt damit als Losung; R; ldsst sich
dann darstellen als

Ri(r <rg) = Ajkr). (5.29)
Im Aussenraum r > rg wiahlen wir die Kombinationen

1 } .
me) = ilp) +inmi(p),
2 . ,
W 0) = ilp) —imp), (5.30)
die Hankelfunktionen mit dem asymptotischen Verhalten
hl(1,2) N ;;ezl:i[p—(l—&-l)Tr/Q}‘ (5.31)
Mit p = i ar erhalten wir fiir R;(r > ro) ausserhalb von ry eine exponentiell
zerfallende Funktion,
Ri(r >r9) = B[jliar)+in(iar)]
= B hgl)(iar)
B
~  =(—i)Ftemar, (5.32)
p
die Komponente hl@)(kzr) o« exp[—ikr] wiirde eine einfallende Welle,

hl(2) (iar) o explar] eine nicht normierbare Losung beschreiben. Die Ener-
gieniveaus erhalten wir wieder aus den Randbedingungen bei r = rp: mit

& = kround n = arg, hk = \/2m(E + V) und ha = /2m|E| finden wir die

Relationen
E4+n? = 2mVyri/h? E=— * 0 (5.33)
077 2mr% ’ )
Die Randbedingungen
Ri(rg) = Ri(rg),  Ri(rg) = Ri(rg) (5.34)

ergeben die impliziten transzendenten Gleichungen fiir £ und n welche auf
die Energien E fiihren,

l=0: &cot& = —n, (5.35)
cote 1 _1
& & o
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Neue gebundene Zusténde erscheinen im | = 0 Sektor wenn cot £ — 0 geht,
also & den Wert nr 4 /2 durchschreitet; der erste gebundene Zustand (bei
E = 07) erscheint bei n = 0 und ¢ = 7/2, also Vo = h?x?/8mr3. Fiir [ = 1
erscheinen neue Zusténde wenn cot & von +oco her endlich wird, also bei £ =
nm, wobei n = 0 keine Losung erzeugt; der erste gebundene Zustand (bei £ =
0~) erscheint dann fiir n — 0, £ — 7 wenn Vg = h?7%/2mr3 ist, vergleiche
mit [ = 0 wo der erste Zustand bei Vy = h?n?/ 8m7’% erscheint; die repulsive
Zentrifugalkraft wirkt der Bildung gebundender Zusténde entgegen.

5.3 Wasserstoff Atom

5.3.1 2-Korper Probleme

Wir wiederholen zuerst das klassische Problem: Sei der Hamiltonian fiir
zwel wechselwirkende (Potential V' (r = |7])) massive (Massen mj 2) Teilchen
gegeben,

2

P% P3
H = — 4+ —= 1 — 7al). .
oy + Sy + V(|T1 TQD (5 36)

Wir gehen zu Schwerpunkts- und Relativ- Koordinaten R und 7 iiber,!

- M7 + mors
Fo= m-m, R= 11722 L me 2, (5.37)
mi + mg

ebenso fiir die (konjugierten) Impulse

. MapP1 — MiP2 = S
e S Y R R Y (5.38)
mi + mg

Wir definieren die reduzierte und die totale Masse

m = pu = M, M = mj+ mao. (5.39)
m1 4+ mo

IFiir ein Mehrkérperproblem mit n Teilchen in Positionen z;, i = 1,...,n, definiert
man die Schwerpunktskoordinate (COM) nX = Y7 x; und die COM-Relativkoordinaten
Z; = x; — X, dann gilt 37 & = 0. Die kinetische Energie T = )7 &7 lasst sich dann durch
die Relativkoordinaten dz;; = x; —x; = d%;; ausdriicken, T = nX? +n~" Dici §i3;. Zum
Beweis schreibe man 7' = nX? + Y7 i’?, dann driicke man die Gleichung (37 ;)% = 0
durch Y7 5:? + R = 0 aus und eliminiere den Rest R via der Beziehung

n 72

(n—1)Yri; — R

.2
i<j oy =
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Wir quantisieren mit Hilfe der Kommutationsbeziehungen: Aus [z,, p,;] =
ih 030, fir v,p € {1,2}; 4,5 € {1,2,3} folgen die Vertauschungsrelationen
fiir 7 und p und R und 13,

[xi,pj] = ih (51']‘, [Xm .PJ] = ih 57;]', (540)
und wir erhalten folgende Darstellungen fiir  und 15,

hi I
= -V P = -V A1
p=ZVr Vi (5.41)

Der Hamiltonoperator in Relativ- und Schwerpunkts- Koordinaten hat die
Form

2 g2
H = — +— 42
Wi + o +V(r) (5.42)

und erlaubt die Separation von Schwerpunkts- und Relativbewegung durch
den Ansatz

\I’R(ﬁﬁ”) _ ei[?-éefihKQtﬂMefiEt/hw(f*) (5.43)

mit dem verbleibenden Relativproblem

P’ . .
[2M + V(T)] () = Ey(F). (5.44)

Die totale Energie ist dann die Kombination E + h2K?2/2M.

5.3.2 Coulomb-Potential, H-Atom

Wir 16sen das Relativproblem

h? - .

[—VQ + V(r)}ﬁ(m = Ey(7) (5.45)
2m

mit dem Coulombpotential V(r) = —Ze?/r. Nach der Abseparation der

Winkelkoordinaten [¢(7) = 9(r,0,¢) = Y (0, 9)Rai(r)] und unter Nut-

zung des Ansatzes Ry = ugq/r erhalten wir das Radialproblem

[82 - l(l;; D + i - 042} uar(p) = 0. (5.46)
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Dabei haben wir die Langenskala
ap = h?/mee? = 0.529 A (5.47)

eingefithrt (p = Zr/ap; wir approximieren m ~ m, da M > m, fiir das
Wasserstoffproblem) und die Energie F umgeschrieben gemiiss der Skalie-
rung

) -E h?

= Ep = —— = 13.605 eV. (5.48)

Z2ER’ 2mea%

ap heisst Bohrscher Radius, ER ist die Rydbergenergie; sie sind die relevan-
ten Léngen- und Energieskalen im Problem. Nach der iiblichen Abspaltung
der Asymptotik (fiir p — 0, 00) benutzen wir den Fuchsschen Ansatz (siehe
(5.13) und (5.16))

ua(p) = pe P fulp) mit
falp) = Y aup” (5.49)

und erhalten die Differentialgleichung

a/%fal +2 (l—;l - a) apfal + /2)[1 - a(l + 1)] fal(p) =0. (550)

Der Koeffizientenvergleich in den Potenzen p” ergibt die Rekursion

all+v+1)-1
= 2 " =0,1,2,... . 5.51
CrDwr2ar™ 7 (5:51)

ay+1

Der Koeffizient ay wird durch die Normierung festgelegt. Da a,11/a, ~
2a/v, v — o0, muss die Reihe abbrechen und wir erhalten das Spektrum

1

= —. 5.52
S (5.52)
Die Eigenwerte
Z°E
E, = _721%7 n=1,2,3,... = Hauptquantenzahl  (5.53)
n
treten mit den Entartungsgraden D,
n—1

Dn=Y Gpiom=» (@+1) = n’ (5.54)

m,l,v =0 )
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Endniveau n | Name Energiebereich
n=1 Lyman | UV
n=2 Balmer | sichtbar

n=23 Paschen | IR
n=4 Bracket | IR
n=>5 Pfund IR

Tabelle 5.1: Uberginge zwischen Niveaus

auf. Die Quantenzahlen n, [, m heissen Haupt-Quantenzahl n, Neben- oder
Bahndrehimpuls- Quantenzahl [, und magnetische Quantenzahl m. Die zu-
sétzliche Entartung in [ ist eine Konsequenz der dynamischen Symmetrie
im Coulombpotential. Wird der Spin beriicksichtigt, (sieche spéter) verdop-
pelt sich die Entartung, D, = 2n?. Die Ubergéinge zwischen den Niveaus
involvieren Al = 1 (siehe spéter) und gehoren zu einer der Sequenzen in der
Tabelle 5.1; siehe auch Abbildung 5.6 fiir eine graphische Darstellung der
involvierten Zusténde.

n

5 \ oy
1 by T pryng -
3 Bracket ———
5 LYYy Paschen

1 Y
Lyman

Abb. 5.6: Uberginge im H-Atom: Lyman-, Balmer-, Paschen-, Bracket- und
Pfund-Serien. Die Lyman Serie liegt im UV Bereich mit Energien grosser als
10 eV; die Balmer Serie liegt im sichtbaren Bereich mit Energien im Bereich
grosser 1.9 eV (rot, cyan, violett); die Paschen Serie liegt im IR Bereich mit
Energien grosser als 0.65 eV.
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5.3.3 Radiale Wellenfunktionen

Die radialen Wellenfunktionen des Coulomb-Potentials ergeben sich aus der
Differentialgleichung (5.50), die wir via den Manipulationen

R+2[(1l+1)/p—a]dp+ (2/p)1 — a(l +1)] (5.55)
$z=2ap
4020 + 4o 2a(l + 1) /2 — a] 0, + (4a/2)[1 — a(l + 1)] (5.56)
1-z/4a?
202 + 201+ 1) —2)0, + |1/a — (z+1)]. (5.57)
—— —

in die folgende Form bringen (n = 1/«)

{202+ [2(1+ 1) — 2]0: + [n — (1 + 1)]} fu(2) = 0. (5.58)
Der Vergleich mit der Differentialgleichung
20°F + (b—2)0,F —aF = 0 (5.59)

mit den Losungen (konfluente hypergeometrische Funktionen)

a ala+1)
F(a,b;z) =1+ — —_—
(a.0:2) = 1+ 5+ syl
liefert uns die Radialfunktionen in der Form
Ru(r=pap/Z) = pe 2 fu(z=2p/n) (5.61)
o« (kr)le " F(—n 41+ 1,20+ 2;2kr)

SRR (5.60)

mit z = 2ap = 2Zr/nap = 2kr, kK = Z/apn die effektive Wellenzahl. Die
Randbedingung (bei r — o0) verlangt, dass n—I—1 = v > 0 eine ganze Zahl
ist, woraus sich das Spektrum E = —h%/2mca%n? = —mee?/2h%n?, n € N
ergibt. Die konfluente hypergeometrische Funktion mit ganzzahligen Para-
metern ist (bis auf einen Faktor) identisch mit dem zugeordneten Laguerre
Polynom?

LE(z) = (pf!k)!ezag(zpkw), (5.67)

F(-p+k,k+1;2) L];(z), (5.68)

’Die Laguerre Differentialgleichung
[265 + (1 —2)0. +p] Ly(2) =0, p>0, (5.62)
wird durch die Laguerre-Polynome gelost

Lp(z) =€*0% (2" 7), p=0,1,.... (5.63)
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und die Identifikation p = n+1, k = 2I+1 gibt uns folgende Schlussresultate
fiir das verallgemeinerte Wasserstoffatom,

anlm(h 07 ()0) = Rnl(r)}/lm(ev (P)? (569)
Ry(r) = - nl(QHr)le_”Lilrll(%@r) (5.70)

Z\? 2 (n—101-1)!

N, = |— 5 i

ap/) n%(n+1)! (n+1)!
Dabei ist die Radialfunktion auf 1 normiert,
| ariramp = 1 (5.71)
0

womit sich via dem Integral
0 2 13
/ ds K Hle—2 [Ll;(z)} _ ()
0 (p—k)!

die Normierungskonstante IV,,; ergibt. Explizite Beispiele fiir Radialfunktio-
nen mit n < 3 sind (vgl. auch Abb. 5.7)

(2p—k+1) (5.72)

Rig = 26%%exp[—rr], (5.73)
Ryy = 2&3/2(1 — KT) exp[—kr],
21%3/2
Ry = 7 KT exp|—kr],
Ryg = 26%%[1 — 2k + 2(kr)? /3] exp[—kr],
4+/2 3/2
Ry = \[; kr(l — kr/2) exp|—kr],
2/
Rz = kr)? exp[—rr].
32 35 (k7)” exp| ]
Es gelten folgende Rekursionsformeln fiir L,(z),
Lpt1 = (p+1—-2)Lp— szpflv
8ZL,, = p (asz71 — Lpfl) . (564)
Die zugeordneten Laguerre-Polynome
! z -k _—z
LE(z) = 05 Ly(z) = 5 P e (zp ke ) (5.65)

16sen die Differentialgleichung

[202 + (k+1—2)0. + (p— k)] Li(2) =0, k<p. (5.66)
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vy 10 Abb. 5.7: Radiale Wahr-
x|, i scheinlichkeitsdichten 72R2,.
Y Beachte die zunehmende Ver-
i 20 . dringung der Wellenfunktion
/\ aus der Umgebung von r = 0
0.7 mit [ (+ Zentrifugalbarriere)
0.35¢ 30 | und die Zunahme der Null-
0 =22 /\ stellen mit n; die Anzahl
I 21 | Nullstellen ist durch n —1 —1
/\ gegeben. Die radiale Funktion
0.7 Run1 = [(26)%2/\/(2n)!]
0.35L 31 | (2kr)"le=rr mit dem
o~ /\ hochsten [ hat jeweils keine
0 Nullstelle und definiert fiir
- 32 n — oo scharfe Bahnen (i.e.,

/.\ Ar/r — 0) bei r ~ agn?/Z.

0 5  xr 10

Mit zunehmender Hauptquantenzahl n verschieben sich die Bahnradien (r),;
nach aussen
ap

(Y = 57 (3n* —1(1+1)), (5.74)

und die Schwankungen Ar = [(r2),; — (1")7211]1/ ? wachsen gemiiss

Ar = 2B/t 2) - P, (5.75)

wobei wir benutzt haben, dass

2.2
n-ap

272

(rm = [5n2 = 31(1+1) +1]. (5.76)
Wir betrachten abschliessend die Charakteristika zweier besonders einfacher
Falle, l = n —1und [ = 0. Fiir [ = n — 1 hat die Radialfunktion R, ,—1
keine Nullstellen und ihre Charakteristika sind

ap
(Mnn-1 = 27 n(2n + 1),
Arpp_1 = g—g nvan + 1,

Ar/(r)y 1 ~ 1/¥V2n+1 — 0 fiir n — oo. (5.77)
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Fir [ = 0 hat R,y die maximale Anzahl von n — 1 Nullstellen und ihre
Charakteristika sind

RnO(O) 7é Oa
SCLB 2
<T>n70 2Z

Ar/(M)],e = I+ (2/n%)/3 ~ 1/3. (5.78)

5.3.4 Dynamische Symmetrie

Der dynamischen Symmetrie liegt eine besondere Form des Kraftgesetzes
(des Potentiales) zugrunde, hier V(r) o 1/r. Ein Potential 1/r'*¢ ¢ # 0
hat zwar die geometrische Rotationssymmetrie, nicht aber eine zusétzliche
dynamische Symmetrie. Im Fall des H-Atoms hat die dynamische Symme-
trie ein klassisches Analogon, den (erhaltenen) Lenzvektor. Dies ist nicht
immer der Fall: Eine quantenmechanisch dynamische Symmetrie muss nicht
unbedingt ein klassisches Analogon haben. Wir untersuchen das Keplerpro-
blem H = p?/2u — k/r, wobei u die reduzierte Masse bezeichnet und & fiir
das verallgemeinerte Wasserstoffatom zu x = Ze? gewihlt wird. Klassische
Bahnen sind geschlossene Ellipsen (vgl. Abb. 5.8) mit Halbachsen a und b
und Exzentrizitit e = (1 — b?/a )1/ 2 Erhaltungsgrossen sind die Energie
E = —k/2a und der Drehimpuls L die Richtung L legt die Bahnebene fest,
der Betrag L bestimmt die Exzentrizitit via L? = pra(l — e?). Die Bahn
ist somlt durch die Erhaltungsgrossen E und L festgelegt. Zusétzlich zu H
und L ist auch der Lenz- Runge Vektor M erhalten,

- 1 - [
M = ~pAL-"F M =rke, L-M =0,
n r
2H
M? = L2 +k% (5.79)
ol

M = const. impliziert die Absenz der Periheldrehung, eine Besonderheit des
1/r-Potentials.

Fiir V' oc 1/r1%¢ resultiert eine Periheldrehung; ein beriithmtes Beispiel sind
die Korrekturen zum Kepler Problem infolge der Allgemeinen Relativitéts
Theorie (ART); die Periheldrehung des Merkurs war eine der ersten experi-
mentellen Bestétigungen der ART. Auch der isotrope harmonische Oszillator
mit 72 Potential besitzt eine dynamische Symmetrie: Im isotropen harmoni-
schen Ostzillator ist die erhaltene Grosse nicht ein Vektor sondern ein Qua-
drupol, denn Zentrum der Anziehung ist nicht ein Brennpunkt sondern das
Zentrum der Ellipsenbahn.
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Abb. 5.8: Der Runge-Lenz
Vektor M zeigt vom Brenn-
Aphel punkt zum Perihel und ist
eine erhaltene Grosse im Kep-
lerproblem. Stérungen des
1/r-Potentials  verursachen
eine Drehung von M ; die
Beobachtung der Periheldre-
T hung des Merkurs war eine
M :
der ersten experimentellen
Perihel Bestitigungen der ART.

In der Quantenmechanik definieren wir den Pauli-Lenz Vektor

. 1 Lo 7
M = —(FAL—LAP)—r-. 5.80
2M(p P) ke (5.80)

Es gilt immer noch M-L=0=L-M sowie
M? = 2H(L* + W%/ + K (5.81)

mit dem zusétzlichen Term oc h2. M ist ein Vektor, somit gelten die Vertau-
schungsbeziehungen

[LZ', Mj] = ihé—jijkMk. (5.82)
Die Vertauschung der Komponenten M; untereinander ergibt
[M;i, M;] = —(2H/p)iheijpLy. (5.83)

Wir definieren K = v —u/2H M und schrinken M auf Eigr<oH ein,
K = \/u/2|E| M; fir E < 0 ist K ein hermitescher Operator. Die sechs
Operatoren {K, L} erfiillen die Kommutationsbezichungen

[Ki, Kj] = iheijkLk:a
[Li, Kj] = ih&iijk,
[LZ', Lj] = ih&'jkLk- (5.84)

Erweitern wir die Variablen z;,p;, ¢ € {1,2,3}, um x4, ps, indem wir ver-
langen dass

L’Lj = TipPpj — TjDi, (XS {17 27 374}7

Ly = K;, Loy = Ky, L3s = K, (<> x4 &ps), (5.85)
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so bilden die L;j, i € {1, 2,3, 4} gerade die Lie-Algebra von O(4). Wir finden,
dass die Symmetriegruppe von H nicht SO(3) sondern die grossere Gruppe
SO(4) ist. Fiir E > 0 erhalten wir anstelle von SO(4) die Poincare- (oder
Lorentz-) gruppe iiber M* = (¢,7), dem Minkowski-Raum.

Schliesslich berechnen wir noch das Spektrum zu H: Unter Benutzung von
(5.81) konnen wir H schreiben als

2

UK
H = — : 5.86
2(K2 + L2 + h?) (5.86)

Die beiden Vektoroperatoren
1
2

S = (E+I€) und D:%(E—ﬁ) (5.87)

definieren gerade die zwei Casimiroperatoren® S? und D? zu SO(4):

(i, Sj] = iheijrSk, [D;,D;] = iheyjp Dy,
[$,0] = 0 —  [$%9] = [$*,D] = 0, (588)
D%,8] = [D2 D]

D und S definieren je eine SO(3) oder SU(2) Algebra. Erlaubte Eigenwerte
sind

Eig D* = h%d(d+1),
Eig S* = h%s(s+1),
1 3.5
d,S S {072,1,2,2,2,“'}. (589)

Da weder S noch D Bahndrehimpulse sind, sind halbzahlige Werte fiir d
und s erlaubt. Es ist

pur?

H — _
2[(5—5)2+(§+ﬁ)2+h2}

2
- e
0 2(282+42D? + p2) (5:90)

3Der Casimir Operator ist eine bilineare Kombination der Erzeugenden einer Lie-
Algebra, welche mit diesen Erzeugenden kommutiert. Die Anzahl unabhéngiger Casimir
Operatoren ist gleich dem Rang der Gruppe, d.h., der maximalen Anzahl kommutierender
Erzeugender. Als Beispiel betrachte man die Gruppe SO(3) mit [L;, L;] = iheijpLy. Thr
Rang ist 1, der Casimiroperator ist L?. Ein anderes Beispiel ist SO(4), wobei {S;, D;} fiir
ein ¢ und ein j ein maximal kommutierendes Set bilden. Der Rang ist 2, die Casimirope-
ratoren sind D? und S®.
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Da K-L = 0ist, gilt (§—D)-(§+D) = $2—D? = 0, somit muss d = s

sein und wir erhalten die Energieeigenwerte
pK®
2h2 [4s(s + 1) + 1]
pu K
2h2(2s 4+ 1)2

2

UK
= ——FF 5.91
2h2n2 ( )

E, =

mit n = (2s + 1) ganz; die Dimension der Energiecigenrdume ist
dimEigy H = (2s+1)(2d+1) = n?



Kapitel 6

Streutheorie

In diesem Kapitel untersuchen wir folgende Problemstellung: Gegeben sei
ein (zeitunabhingiges) (Streu-)Potential V' (#) mit » V() — 0, d.h., das
Potential soll geniigend schnell abfallen (kurzreichweitiges Potential). Das
langreichweitige Coulomb-Potential mit V(r) o 1/r betrachten wir spéter
als Spezialfall. V' (7) kann attraktive Regionen haben, dann kénnen gebun-
dene Zustinde mit E < 0 auftreten. Hier betrachten wir Streuzustdnde mit
E > 0. Mit V(r — o0) — 0 sind diese Zustidnde asymptotisch frei. Fiir das
zeitunabhéngige Problem ist 9;H = 0 und wir kénnen stationire Zustédnde
betrachten,

HU(F) = EpVip(r), (6.1)
mit H = p?/2m + V(7) und der Definition Ej, = h?k%/2m. Die Rand-
bedingungen sind durch die Streugeometrie gegeben, sieche Abbildung 6.1.
Demnach soll sich die Wellenfunktion W asymptotisch fiir grosse Distanzen
r verhalten wie

eiksr

() ~ P4 f(Q) (6.2)
Fiir elastische Streuprozesse ist ks = k. Die Streuamplitude f;(€2) hdngt von
der Wellenzahl k/Energie E; und dem Raumwinkel Q ab. Im Experiment
werden einzelne Teilchen gestreut welche durch Wellenpakete beschrieben
werden. Da die Theorie linear ist konnen wir letztere durch Superposition der
stationéiren Losungen W finden, siehe spéter (Paragraph 6.2). Beachte, dass

k keine Quantenzahl ist; die Wellenfunktion W; enthélt Impulskomponenten
£ k.

163
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gestreuter
— Strahl = auslaufende

k \ / Welle

—_—
_—
_—
_—
— ‘
einfallende

Welle

Abb. 6.1: Streugeometrie: Die einfallende Welle exp(ik - 7) wird durch das
Potential V() gestreut. Die gestreute Welle hat asymptotisch die Form
einer im Raumwinkel 2 modulierten Kugelwelle f;(€2) exp(ikr)/r.

6.1 Lippmann-Schwinger Gleichung

In einem ersten Schritt 16sen wir das Eigenwertproblem (6.1) mit der Rand-
bedingung (6.2),

2

[; *2+Ek] V(i) = V()W) (6.3)
m N———

o Quelle

freie Propagation

wobei wir bereits eine sinnvolle Gruppierung der Terme vorgenommen ha-
ben, die der Streugeometrie angepasst ist. (6.3) ist nicht ein EW-Problem
im iiblichen Sinne (wo Ej unbekannt ist): Jede Energie Ej erzeugt eine
Losung. (6.3) ist eine inhomogene partielle Differentialgleichung, wobei die
Quelle V' (7)Wy () von der Lésung abhéngt. Derartige getriebene Differenti-
algleichungen 16st man iiblicherweise mit Hilfe von Greenschen Funktionen:
Wir wihlen eine Punktquelle §(7) und 16sen

2
[;LmVQ + E} G(7,E) =46(7) & Randbedingungen (RB) fir G. (6.4)
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Kennen wir die Losung zu (6.4) so kénnen wir die Losung zu (6.3) schreiben
als

V() = dET g / &1 G(F = ' E)V(F )WL) . (6.5)
Losung der hom. GI.

Losung der inhomogenen Gleichung.

Dabei ist die Losung der homogenen Gleichung gerade die einfallene Welle
und die Losung der inhomogenen Gleichung ist die gestreute Welle. Zum
Beweis, dass die Integralgleichung (6.5) &dquivalent zum Problem (6.3) plus
Randbedingungen ist, definieren wir den ‘freien’ Hamiltonian Hy = p?/2m
und wenden den Operator (Ej, — Hy) auf (6.5) an,

(By — H)U, = / &' [(Ey — Ho)G(F — PV (7)) T, (7")

= V(F)U(F). (6.6)

Die einfallende Welle befriedigt den ersten Term der Asymptotik (6.2), die
gestreute Welle muss demnach den zweiten Term o exp(ikr)/r, r — oo,
in der Asymptotik (6.2) ergeben, wozu wir die Asymptotik der Greenschen
Funktion G(7, E') brauchen. Wir finden die Greensche Funktion G(7, F) zu
(6.4), (E — Ho)G = 0, durch Fouriertransformation,

/ Bre=TT(B — H)G(F,E) — / B §3(7 )i (6.7)
2.2
(E—Zm) G@TE) = 1,
G(GE) = ! -1 (68

E — h2¢?/2m E—¢,

Durch Riicktransformation erhalten wir

3 G
GFE) = / dq e

(271')3 E —¢
) qu zqzr
- 0 47r2 / q 2 —2mE/h?
- 2m d 92singr 1
T 4an?h? 14 qr  ¢>—2mE/Rh?

m L) qelr
S R D PR L .
2m2h2ir /OO qq2 —2mE/Rh? (6:9)
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Das letzte Integral konnen wir mit Hilfe des Residuensatzes l6sen; dabei
implementieren wir die richtigen Randbedingungen, oder in anderen Worten,
fixieren wir die analytischen Eigenschaften von G(E, ). Der Integrand von
(6.9) besitzt Pole bei ¢ = +=v2mE/h. Es ist r > 0, somit miissen wir den
Integrationsweg oben schliessen, i(g, + ig;)r = ig,r — ¢;r im Exponenten.
Weiter wollen wir eine auslaufende Welle fiir r — oo, weshalb uns der Pol bei
+v2mE/h interessiert. Wir wéhlen deshalb den Integrationsweg ~y, geméiss

Abb. 6.2: Integrationsweg in

der komplexen ¢-Ebene. Durch
iq; einschliessen  des  Poles  bei
q = +V2mE/h garantieren wir
die Asymptotik einer auslaufen-
den Welle o« expli(qr — Et/h)].
Der Pol bei ¢ = —v2mE/h
erzeugt eine einlaufende Welle

Yr
@
0 /W q o« exp[—i(gr+ Et/h)]. Die Wahl der

Pole in der komplexen g-Ebene legt
/2mE/ 1 also die RB fest.

Abbildung 6.2 und erhalten

m etV 2mEr/h
mE) = — _ 1
G E) = (6.10)
Den Weg ~, koénnen wir von selber erzwingen indem wir G(7, E 4 i) be-
rechnen, die retardierte Greensche Funktion: Der Nenner ¢* —2m(E +1i0)/h?
hat dann Pole bei ++/2m(E + id)/h, siehe Abbildung 6.3, und die Integra-

iq; Abb. 6.3: Durch Verschieben der
Energie in die komplexe Ebene,
E — E +1id, § = 0T, verschie-
ben sich die Pole in die komple-
xe ¢-Ebene, ¢ = +V2mE/h —
++/2m(E +id)/h. Die Integration
entlang R beriicksichtigt dann au-

tomatisch den richtigen Pol in der
V2m(E+i07)/ R oberen Halbebene.

0

tion iiber ¢ € R nimmt automatisch den Pol bei ++v/2mFE /h mit. Die Wahl
GY7,E) = G(F,E —id) = —(m/2nh?)exp|—iv2mEr/h]/r erzeugt eine
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einfallende Welle. Die Wahl £ = E + i legt damit die Randbedingungen
fest und erzeugt eine auslaufende Welle (via der retardierten Greenschen
Funktion G"); umgekehrt erzeugt die Wahl E — id eine einfallende Welle
(via der avancierten Greenschen Funktion G?). Mit (6.10) haben wir eine
formale Losung von (6.3) gefunden,

V() = e“;';—k/d3r’G(F—F’,Ek)V(F’)\I/E(F’), (6.11)
) ~ m eikr
mit G(7, Ey) = o

Natiirlich haben wir (6.3) nicht wirklich gel6st, wir haben lediglich die Diffe-
rentialgleichung unter Beriicksichtigung der Randbedingungen in eine Inte-
gralgleichung umgeschrieben. (6.11) ist die Lippmann-Schwinger-Gleichung;
sie ist physikalisch transparent, beriicksichtigt automatisch die Randbedin-
gungen und eignet sich gut um Approximationen zu implementieren.

Als néchstes schauen wir uns den Fernbereich 7 — oo in (6.11) an um die
Asymptotik (6.2) zu verifizieren und einen Ausdruck fiir f(£2) [abhéngig
von V(7)] zu finden. Fiir r — oo ist k|7 — 7'| = kr\/(+ —7'/r)? = kr[l —
28 -7 fr + (' Jr)2]Y? & kr — kg - 7' wobei kg = k7 ist. Damit lisst sich
(6.11) umformen zu

- m =, eikr
UL(7) — T4 {— 573 / d*r' e TV (7)WL () —, (6.12)
und wir erhalten die Streuamplitude in der Form
m =
0 - _ 3,0 —ikq-T PV (7. 1
Q) =~ [ e TV () (6.13)

Die Streuamplitude fx(€2) gibt uns sofort den differentiellen Wirkungsquer-
schnitt
do di()

dQ T jindQ

_ Zahl der in d€) gestreuten Teilchen pro sec (6.14)
N einfallende Teilchen pro sec - df2 ’ '

[do/dQ) = cm?, barn 1 barn = 10~ *em?.

FEinsetzen der Ausdriicke fiir die einfallende und gestreute Stromdichte,

B} h hk
Jin = 5 (VLV¥y, —cc) =
2mi A m
» B i hk 1 _
Jro= e (U0~ ce) = —SIR@P+0 (),
mi Vo=fp(@eibr/r T
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ergibt mit di(Q) = j,r2dQ2 den differentiellen Wirkungquerschnitt in der
Form

do

a0 = MOP (6.15)

Schliesslich definieren wir noch den totalen Wirkungsquerschnitt

o = /dQ|fk(Q)|2. (6.16)

6.2 Wellenpakete

Wir lassen ein Wellenpaket (definiert zur Zeit t = tg)

> &’k ik
\I/(T,to) = /Wak’ek (617)

auf das Steuzentrum einfallen. Die Amplitude a; sei um ko herum konzen-

triert, so dass sich das Paket mit Geschwindigkeit vy = hEO /m dem Streuer
nihert. Die Zeitevolution der Wellenfunktion W(7,¢) bestimmt das im De-
tektor gemessene Signal zu einer spéteren Zeit ¢ > ty. Unsere Aufgabe ist
damit die Bestimmung von ¥(7,t > ty) zu einem spéteren Zeitpunkt. Die
Streuzusténde W sind vollstindig im Raum der ausgedehnten Wellenfunk-
tionen und wir kénnen die Zeitevolution von ¥ schreiben als

} B i
U(rt) = /(271)3 ApWp()e Ep(t=to)/h, (6.18)

Zur Zeit to miissen (6.17) und (6.18) {ibereinstimmen. Wir schreiben (6.17)
mit Hilfe von (6.11) und vergleichen anschliessend die Koeffizienten,

W (7) +

ik —7|
m / a3 < V(i) U (7")| . (6.19)

27h? |7 — 7|

R B3k
(7, to) :/(%)3%

Der Streuprozess ist in Abbildung 6.4 skizziert. Im zweiten Term haben wir
folgenden Ausdruck zu berechnen,

d°k kg (o
/(%)3 az e (7). (6.20)
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A
gestreutes
Paket
einfallendes
Paket

Abb. 6.4: Streuung eines Wellenpakets: Das einfallende Paket wird mit
Wabhrscheinlichkeit oc | fx, (€2)|? in Richtung Q gestreut.

Wir nehmen an dass W; iiber dem Support von ap glatt sei, also keine
Resonanzen hat (vgl. auch spéter). Damit ist ¥ ~ U in (6.20). Weiter

kénnen wir k schreiben als k ~ k - l%o und wir erhalten

3 N
/ A7k (ko)

(6.17)
(27-‘-)3 k ko(

) =T Wkl — 7|, t0) Wy, (F7). (6.21)

Dabei ist W(ko|7 — 7', o) das einfallene Wellenpaket evaluiert rechts vom
Streuer, wo es definitionsgeméss ~ 0 ist. Der Ausdruck (6.19) hat demnach
die Form

3
\I’(F,t()) = /(37_[_];:3@]}’\1’]2(7?) (6.22)

und der (Koeffizienten-)Vergleich mit (6.18) liefert Az = aj. Schliesslich
evaluieren wir W(7,t) zur Detektionszeit ¢ > to um zu verstehen, dass die
obige stationire Analyse wirklich physikalisch korrekt ist. Gemiss (6.18) ist

Ut = / Ph (g (7)e Bt/
N N CSER A

(12)(6.17)

d3k 6zkr )
~ \IIO(F, t) + / W QE Tfk(Q)B*'LEk(tfto)/h' (623)
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Dabei beschreibt W (7, t) die Evolution des einfallenden Paketes ohne Streu-
er,

Uo7 1) — d’k _ik-7 —iEy(t—to)/h 6.24
o(7,t) o) ape™ e . (6.24)

U (7, 1)

Mit fj glatt um k= ko (womit man fi ~ fy, vor das Integral ziehen kann)
und k = k - ky erhalten wir

U (7, t) + M‘I’o(i{or, t). (6.25)
——

)tﬁs
r

U(7t

ungestreutes Wellenpaket gestreutes Paket
Der Streuprozess ist in Abbildung 6.4 skizziert: geméss (6.25) involviert er
die Superposition des ungestreuten Wellenpaketes und eines in Richtung
Q gestreuten Paketes. Letzteres involviert die Amplitude \110(12:07‘, t) eines
in Vortwértsrichtung propagierenden Paketes welches lediglich zur richtigen
Zeit in der richtigen Distanz zu evaluieren ist. Diese Paket wird dann multi-
pliziert mit der korrekten winkelabhéngigen Amplitude f,(£2); der Winkel
erscheint also nur via der Amplitude f und nicht in der Wellenfunkton W.
Die obige Analyse ist in zwei Fillen nicht anwendbar:

— wenn V langreichweitig ist, z.B., V = 1/r,

— wenn die einfallende Energie E} resonant ist.

6.3 Bornsche Niherung

Die Lippmann-Schwinger Gleichung (6.11) und physikalische Argumente

suggerieren folgendes Iterationsschema als Losung: "
1 t
2 €

”7 nte

U = eiE'F+/d3r’G(F—F’,Ek)V(F’)\I)E(F’) (6.26)
H
!

; |

0% Niherung

A

5\111(20) () = eiE'F,
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o) = / &' GF -7 By V() &

() = / d' GG =, BV (70w (),

N
M) = Y sel @), (6.27)
n=0

Fiir N < oo ist (6.27) die N*'*® Bornsche Nitherung, der Limes N — oo ergibt
die Bornsche Reihe. Meist wird nur die erste Bornsche Ndherung,

W) = B [a G- BV R, (629

gebraucht. Fiir die Streuamplitude f,gl)(Q) finden wir

m

—W d37a/ V(F/) ei(kikﬂ)i‘ (629)

()

mit EQ = kéq, wobei éq den Einheitsvektor in Richtung des Raumwinkels
Q bezeichnet. fél)(ﬂ) ist durch die Fouriertransformierte Vi des Streu-
potentials gegeben.

Die Giiltigkeit der Ndherung muss von Fall zu Fall gepriift werden. Sicher
ist notwendig, dass |00 (7)] < |60 (7)] = 1, also

m 3./ —/
512 /d 'V (')

Fiir grosse Teilchenenergien und schwachem Streupotential, Vjrok < Ej,
(wobei Vp die Stérke und rg die Ausdehnung von V' bezeichnet) ist die Born-
sche Niherung vertrauenswiirdig: Wir setzen 7= 0 (dies ist der schlimmste
Fall) und nehmen V (7) ~ V(r), dann lisst sich |§% ™) (7)| schreiben als

/d?’rlv(r/) gikr’ (14-cos9') /OO dr’ V(?“,) (EQikr’ _ 1) ‘ )
0

,r./
Fiir kg > 1 und V glatt mittelt sich der Faktor o< exp(2ikr’) weg und wir
erhalten mit V(r) ~ Vp

m o0
ﬂ /0 d'l" V(T’)

=l
el T

< 1. (6.30)

‘ —

=7

m
2mh2

m
h2k

2

<1l = Wrek (6.31)

m .
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Problematisch sind kleine Energien kro < 1. Mit exp(2ikr’ — 1) ~ 2ikr’
erhalten wir die Bedingung

m o
=) /0 drrV(r)

d.h., Vo < h?/mr3, was einem flachen Potential entspricht (ein entsprechen-
des attraktives flaches Potential hat keine gebundenen Zusténde).

2

ki
<1l = V< —,
m

(6.32)

6.4 Rotationssymmetrische Potentiale V' (r)

Fiir rotationssymmetrische Streupotentiale V' (r) kommutiert der Hamilto-
nian H = p2/2m + V(r) mit den Drehoperatoren Uy = exp(—i@ - L/h),
& = Drehvektor, [H,Uz] = 0. Demzufolge lésst sich das Winkelproblem
abseparieren und wir kénnen das Streuproblem geméss den irreduziblen
Darstellungen der Drehgruppe zerlegen. Diese Partialwellen-Zerlegung re-
duziert das Problem auf die Losung der Teilprobleme in den verschiedenen
Drehimpulssektoren': Wir zerlegen den Gesamthilbertraum Lo(R3) geméss
Lo(R3) = Le(RT) ® [®;H;] und 16sen die Partialprobleme in Lo(R™) ® H,,
wo das Winkelproblem trivial (d.h., bereits diagonalisiert) ist. Wir niitzen
die Rotationssymmetrie vollstéindig aus indem wir ein Koordinatensystem
é.|k mit der z-Achse parallel zum cinfallenden Strahl wihlen, é, | k. Das
ganze Problem ist dann rotationssymmetrisch beziiglich Drehungen um die
z—Achse und es treten nur Quantenzahlen m = 0 auf. Wir kénnen die ge-
suchte stationiire Losung in Partialwellen entwickeln,

Up(F) = > il(20+1) P(cosb) Ri(r), (6.33)

! Yo

wobei der Faktor (2] + 1) eine vorteilhafte Konvention ist. Setzen wir den
Ansatz (6.33) in die stationdre Schrédinger Gleichung HW; = EjW; ein,
so erhalten wir das Radialproblem (vgl. 5.10)

2 2 27.2
2 ORII+1) K2k
[ 2m 2mr? + 2m Ru(r) Vr)Ru(r); (6.34)
mit p2/h? = —r~19?r fiihrt dies auf das Problem
(l+1 2
[8,? _K ; )4 k:Q] rRi(r) = SErVR(), (6.35)

'Der 21 + 1 dimensionale Hilbertraum H; = {Ylm}ﬁil_l wird von den Kugelfunktionen
zu | aufgespannt
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wobei W die Randbedingungen (6.2) erfiillen muss. Tatséchlich ldsst sich
die einfallende Welle exp(iE -7) in Partialwellen zerlegen: mit dem einfallen-
den Strahl entlang der z-Achse ist k= (0,0,k) und mit V' = 0 ergeben sich
die sphérischen Besselfunktionen R; = j; (siehe (5.23)) als regulédre Losun-
gen. Sie kombinieren sich zur einfallenden Welle exp(ikz) = exp(ikr cosf)
g(—}]méiss2

o

pikreosd Zil(2l+1)jl(kr)Pl(cost9). (6.40)
=0

Fiir den allgemeinen Fall mit kund 7 beliebig kénnen wir das Additionstheo-
rem fiir ¥, benutzen und Fj(cosf) durch die Kugelfunktionen ausdriicken,

2 Der Ansatz

ikr cos . / 21 +1
e k 0 — Z Al n (k’l") ?P[(COS 9) (636)
l

—
Yio

separiert die radiale- und winkel Abhéngigkeit in der einfallenden Wellenfunktion
exp(ik - 7); wir miissen die Koeffizienten A; bestimmen. Mit (4.61), P, L Py, erhalten
wir durch Integration

Ajikr) = %\/47r(2l—|—1) /7 11dzpl(z)e“”2. (6.37)

Wir wihlen r — 0, entwickeln einmal exp(ikrz) auf der rechten Seite und j;(kr) auf der
linken Seite und vergleichen die sich ergebenden Koeffizienten. Zuerst die rechte Seite: Wir
entwickeln exp(ikrz) und erhalten

1 oo . s 1 . l

2 p() S B o [ s pya el (6.38)

—1 —o St 1 Al

wobei wir benutzt haben, dass im Grenzfall kleiner » nur der Term s = [ einen nennens-
werten Beitrag liefert (Terme mit s < [ geben keinen Beitrag da Pi<s L 2° = ", aiPi<s;
Terme mit s > [ geben eine kleine Korrektur). Als néchstes ersetzen wir 2! durch Legendre-
polynome Py (z) mit I’ < I. Unter dem Integral verschwinden Terme mit I’ < [ (Orthogona-
litét der Legendrepolynome) und wir kénnen ersetzen (ikrz)' /Il — [(ikr)'2'11/(20)!] Pi(2).
Schliesslich nutzen wir die Normierung von P;(z) um das Integral iiber z auszufithren und
erhalten

1 o s N+l

(ikrz)® _ (ikr)27°0

/1dzPl(z) E R oY ST (6.39)
- s=0

Zur linken Seite: die Entwicklung fiir j; gibt A; j;(kr) = [210!/ (204 1)1] (kr)' A (vel. (5.27))
und der Koeffizientenvergleich liefert uns das gewiinschte Resultat.
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siehe (4.54); damit erhalten wir fiir die ebene Welle den Ausdruck

0o l
R = an N ST k)Y () Vi (Q5). (6.41)
=0 m=-1

Wir beniitzen jetzt das Resultat (6.40) um die Randbedingungen fiir die
Radialwellen R;(r) zu finden. Fiir r — oo geht V(r) — 0 (sogar rV (r) — 0
laut Voraussetzung) und R;(r) muss asymptotisch die Form haben

Ri(r) ~ o |BP(kr)+ s h{V(kr) ] (6.42)
mit
(1.2) 1 : _
M20) ~ = expftilp— 1+ Dr/2) o= bn (6.43)
die beiden Fundamentallosungen fiir V' = 0, die einlaufenden und auslau-

fenden Kugelwellen in der Form von Hankelfunktionen (5.30). Wir miissen
die Koeffizienten «; und s; bestimmen; fiir V' = 0 ist offensichtlich

R = k) = o [0+ 8OG)] (6.44)

und somit ist oy = 1/2, s; = 1. Fiir V' # 0 éndert sich die einfallende Welle
hl(Q) nicht, wohl aber die auslaufende Komponente hl(l) , weshalb letztere
ein nichttriviales Gewicht s; # 1 bekommt. Die Erhaltung der Teilchenzahl
verlangt, dass |s;| = 1 ist: Die totale radiale Stromdichte ist (beachte, dass

[ d=PR(z) = 2/(20 + 1))

. hoo )
jr(r) = 5 R O:Ri— R0 R]]
L 2R ~ [67i(kr+wl)/kr+sl 6i(kr+wl)/kr]
h
T Usil =1] =0 (6.45)

da insgesamt gleich viele Teilchen einfallen wie auslaufen. Wir kénnen dann
die Amplitude s; als komplexe Phase

s; = e20i(k) (6.46)

schreiben mit der Streuphase 0;(k). Die Streuphase ¢; determiniert die
Losung des Streuproblems indem sie die Streuamplitude fi(€2) festlegt: Brin-
gen wir die Losung (6.33) im asymptotischen Bereich

1 )
Vi) ~ 52+ 1)P(cosd) h§2>(kr)+ez251h§”(kr)] (6.47)
l
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mit Hilfe von (6.40) auf die Form (6.2)

-1 A
V(7)) ~ e’tkw52#(2”1)3(@59)[@%—1]h§1>(m«), (6.48)
l

~ fr(0)e* /v

so erhalten wir die Streuamplitude in der Form [hl(l) ~ (=) H e [kor]

£(0) = ﬁZ@l—kl)B(cos@)[em )
l

1 .
= 7 Z(2l + 1) Py(cos 0)e™ sin ;. (6.49)
1
Wir nennen
€20 _ 1 ¥ gin §,
= = 6.50
2ik k J (6.50)

die Partialwellenamplitude. Um diese zu berechnen, miissen wir die Radial-
funktion R;(r) kennen: Ausgehend von der Gleichung (6.13) fiir f(6) nutzen
wir den Ausdruck (6.33) fiir ¥ und (6.41) um den Faktor exp(—ikq - 7') in
Kugelkoordinaten zu schreiben,

m —1 T — -
@) = =53 & e R TV (7 (7))
= ot /d3’ D i (') Vi ()Y () (6.51)
LlI',m

xV (r") il (21 4 1) P(cos ') Ry (+").

Mit Py(cos@’) = /4w /(20 + 1)Yo(8Y) ergibt die Integration iiber d¥ den
Faktor /4w /(20 + 1)y 6,0 und wir finden den Ausdruck

fr(0)= —271—17; Z(?l + 1) P(cos (9)/0er/ T‘/ZV(T‘/) Ji(krY Ry (r")  (6.52)
=0

0

den wir mit (6.49) vergleichen, woraus sich das Resultat fiir f; (oder ;)
ergibt,

1 gin § 2
fl:%: h@ WPV (k) Ry, (6.53)
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Den totalen Wirkungsquerschnitt ¢ erhalten wir durch eine Winkelintegra-
tion,

o = [aln@p (6.54)
47
= 22 2+ 1) sin? 61—47TZ 21+ 1)|fi]%.
l
Die Grosse
41
o= 13 (20 + 1)sin? 6 = 4mw(20 + 1)| i) (6.55)

heisst partieller Wirkungsquerschnitt. Offensichtlich ist o; < 47 (20 + 1)/k?.
Die Phasenverschiebung exp(2i d;) lisst sich auf einfache Weise physikalisch
deuten: Betrachte die Funktion

iy
(ke +6) = 62 [hl( (kr + &) + h® (kr + 5z)}
eiél l+1 7, k?"+5l) (+Z‘)l+1€7i(k7’+5l)
Y kr+5, L
kr>6 2) i

20 [hl( kr) + 20! )(lm«)} ~ Ry (6.56)
Vergleichen wir nun den Fall

V=0: Ry(r) = ji(kr) (6.57)
mit

V£0: Ry(r) ~ e®uj(kr + &), (6.58)

so sehen wir, dass ein positiver Phasenshift §; > 0 die Wellenfunktion ‘ins
Potential reinzieht’, wihrend ein negativer Phasenshift J; < 0 die Welle
‘rausdriickt’, wie in Abbildung 6.5 skizziert.

6.4.1 Optisches Theorem
Betrachte die Vorwirtsstreuamplitude f(0), respektive ihren Imaginérteil,

Im f(0) = %Z(mﬂm(cose)sin?él‘ (6.59)
l

1 .ok dm .9
= kzl:(2l+1)s1n 0 = e Z(2l+1)sm 0 .

N~
g
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A A

¥ §>0 ¥ vir) 9<0

\ . \
0 V=0 r 0 veo
0 V=0

Vir) V=

Abb. 6.5: Phasenverschiebungen 0;(k): Ein attraktives Potential (links)
erhoht die kinetische Energie und die Wellenfunktion oszilliert schneller,
was zu einer positiven Phasenverschiebung fithrt. Umgekehrt verlangsamt
ein repulsives Potential (rechts) die Oszillation der Wellenfunktion und er-
zeugt ein negatives ;(k).

Wir erhalten damit das optische Theorem

o = ?Im £(0). (6.60)
Die tiefere Ursache fiir das optische Theorem findet man in der Erhaltung
der Teilchenzahl: Der gestreute Teilchenstrom (hk/m)o = Igtrey muss dem
einfallenden Strom Iy durch Streuung entnommen werden und fehlt damit
in der Vorwartsamplitude. Es ist die Interferenz der Streuwelle mit der ein-
fallenden Welle, welche die ungestreute Welle vermindert und damit einen
Schatten des Streuers in Vorwértsrichtung erzeugt. Die im Schatten feh-
lenden Teilchen sind gerade diejenigen welche gestreut wurden <> optisches
Theorem (Details siehe Baym oder Schwabel). Beachte, dass die Relation
(6.60) allgemein giiltig ist solange die Teilchenzahl erhalten ist; dies ist der
Fall wenn kein Einfang und keine Umwandlung der Teilchen erfolgt.

6.4.2 Bornsche Niherung fiir §;(k)

Ein Streuproblem kann als geldst betrachtet werden, wenn wir die Streuam-
plitude fx(0) kennen, da uns diese den im Detektor gemessenen Strom an-
gibt (letzterer ist die Messgrosse im Streuproblem). Fiir SO(3)-symmetrische
Probleme ist f; bekannt, sobald wir die Streuphasen ¢;(k) kennen. Letztere
miissen meist numerisch durch Integration der Radialgleichung (6.34) gefun-
den werden. Dabei erwarten wir, dass nur Drehimpulse | < krg nennenswerte
Phasenverschiebungen erleiden, wobei ry die Reichweite des Potentiales wie-
dergibt. Teilchen mit grésseren Drehimpulsen haben Stossparameter b ~ [/k
welche ausserhalb der Reichweite rg des Potentials liegen. Wir sehen, dass
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somit s-Wellen immer streuen, wihrend p-Wellen (und héhere Drehimpul-
se) bei kleinen Energien E < h%/2mr2 nur schwach gestreut werden. In
diesen Féllen geniigt eine approximative Berechnung von §;: Ausgehend von
(6.53) ersetzen wir die Radialfunktion R;(r) durch die Komponente j;(kr)
der einfallenden Welle und erhalten
107 o} o0
fi= SO 2 2 v ) ). (6:61)
k 2 Jy

Das Resultat (6.61) ist die Bornsche N#herung fiir die Streuphase &;(k).
Beachte, dass R; ~ j; keine gute Approximation ist in Gebieten wo V gross
und R; stark unterdriickt wird (z.B. eine harte Kugel). Fiir grosse [ ist
ji(r — 0) klein, j; ~ !, und & wird klein fiir ein beschrinktes Potential
V(r).

6.4.3 Analytizitit von s;(F)

Wir betrachten ein kurzreichweitiges Potential welches ausserhalb von r = rg
verschwindet. Die radiale Losung fiir » > 7 ist dann gegeben durch

Ri(r) = %h@wm+m%WM), (6.62)

wihrenddem R; fiir r < 79 durch Integration von (6.34) gefunden werden
muss. Die Streuphase s; ist so einzurichten, dass R; und 0,R; bei rq iiber-
einstimmen (Stetigkeit). Der Normierungsfaktor féllt in der logarithmischen
Ableitung (1/R;)0,R; = Op In R; raus und wir benutzen die Randbedingung

1 OR, o,ht? + 5,0,
R W= sl
Auflésen nach der Streuphase ergibt
20, —q)j
si—1 = (70")(311) (6.64)
(v =0 )hy 7|,
2i
it =1+—"—
+omit s +cotcsl—i
(ar - al)nl
cotdy = —-—— 6.65
: (87" - al)]l " ( )
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womit §; aus oy folgt. Der partielle Wirkungsquerschnitt ist

47 .
o = ?(% + 1) sin? 6 =

4 2l +1

k21 + cot2d; (6.66)

Die Analyse der Ausdriicke fiir s;(cot §;) und o;(cot 0;) zeigt, dass folgende
Aussagen gelten: fiir

cotd; = ¢ hat s; einen Pol, oy ist oo, (6.67)
cotd; = 0 st s; = —1und oy = 47 (2l + 1)/k? ist maximal.

Wie in dim = 1 entsprechen den Polen von s; gerade gebundene Zustidnde:
Fiir einen gebundenen Zustand gilt asymptotisch R;(r) ~ hl(l)(im") x e~
mit der Bindungsenergie Ep = —h%k?/2m. Die Stetigkeitsbedingung ist

gegeben durch

KT

a = oah/n ro:arlnhl“) (6.68)

T0

und einsetzen in die allgemeine Stetigkeitsbedingung (6.65) ergibt

h(l)a _ (9Th(1) D s
cotd, = l(l) rT — 1y (ll) 1 il-‘r 1 i (669)
hl arjl —Ji 8rhl

Ebenso entsprechen die Nullstellen von cot §; gerade den Streuresonanzen:
wir entwickeln um die Resonanz herum,

1 dd

t6(F) = to(E) — —— — E—FE,
cot () cot di(Er) sin®¢; dE Er( )
do;
= —=| (E-E) (6.70)
E,
2
it: I', = ——
J mit B0 |5,
= —FE(E—ET). (6.71)

Damit erhalten wir einen Resonanzpeak der Breite I', im partiellen Wir-
kungsquerschnitt o; mit der Form

4m (T'/2)?

o= UtV w e

(6.72)

vgl. Abb. 6.6. Die Streuamplitude s;(E) hat einen Pol in der 2. Riemann-
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(tE
E,
1 d;
n+)mr
I
nmr
E E, E

Abb. 6.6: Resonanzpeak der Breite I',.: Links der Wirkungsquerschnitt o;(E)
und rechts die Streuphase §;(E); in der Mitte ist die Lage des Poles in der
komplexen E-Ebene skizziert.

Ebene der komplexen Energieebene,
—il, ‘
E — (E, —il/2)’

s;—1 = (6.73)
die Streuphase §;(E) nimmt um 7 zu, je steiler desto enger ist die Resonanz.
Der Wert §;(F = 0) gibt die Anzahl gebundener Zusténde: es ist §;(0) =
nt 4w, wobei ein zusitzlicher Phasenshift +/2 im Sektor [ = 0 auftritt
falls ein ‘virtueller’ Zustand® zu E = 0 existiert, sieche Levinsons Theorem.

Im Folgenden betrachten wir das tiefenergetische Verhalten kry < 1 fiir
einen Streuer der Ausdehnung ry etwas genauer.

6.4.4 Tiefenergetische Streuung, kro < 1

Niederenergetische Streuung von Atomen ist neuerdings ein sehr relevantes
Thema in der Quanten Atom Optik (kalte Atomgase). Wir benutzen die
Entwicklungen j; ~ 2'/(21 + 1)!! und n; ~ (21 — D!/z*+1 in (6.65) und
erhalten fir krog < 1

204+ 1)M2 - 1M+ 1+ rooq(E)

td =~ . .74
corar (ko) 21 |~ rou(E) (6.74)

Eine grobe Abschétzung ergibt, dass

cosd; a1 1 1
sin 5[ sin 51 (Tok‘)2l+1

cotd; =

3Im I = 0 Sektor wird ein gebundener Zustand bei E < 0 zu einem virtuellen Zustand
(statt einer Resonanz) wenn die Bindungsenergie verschwindet, d.h., £ — 0.
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— sind ~ (rok)* T, (6.75)

d.h., die Streuphasen §; werden im Niedrigenergiebereich mit zunehmendem
Drehimpuls rasch kleiner; der [ = 0 Sektor ist demnach dominant und wir
konzentrieren uns zuerst auf diesen Fall. Eine genauere Analyse der Streu-
phase §y fithrt diese auf nur einen Parameter, die Streuléinge a, zuriick,

ao(E)~oa0(0 1 1
k cot 0y ol )% o® ——ZL«O(O) = ——; (6.76)
rgao(0) a

die Streuléinge a ist dann der relevante Parameter im Problem. Fiir cgrg > 1
ist a ~ ro; z.B., fir die harte Kugel ist R;(r9) = 0, oy = 00, a =19 > 0
und cotdg = —1/krg. Fiir kleine krg ist deshalb dg ~ —krg < 0 und es
resultiert ein negativer Phasenshift fiir das repulsive Potential, wie erwartet.
Der Wirkungsquerschnitt o ist

4 1 47
o0 k21+cot2dy  k2+1/a? (6.77)

Im Vergleich dazu verhalten sich die Wirkungsquerschnitte fiir hohere Dre-
himpulse o; o [sin? §;]/k? gemiiss

o1 o 2 (rok)* — 0; (6.78)

entsprechend finden wir, dass die tiefenergetische Streuung s-Charakter hat
und o durch o9 dominiert wird. Insbesondere ist

o(E=0) = 4ma® (6.79)
fiir die harte Kugel mit a = rg finden wir einen vierfach grosseren Streu-
querschnitt als klassisch erwartet, oy = 777'3.

Als néchstes betrachten wir gebundene Zustéinde und Resonanzen im s-

Kanal. Die Streuphase lisst sich mit Hilfe der Streulénge a schreiben als

21 2ka
-1 = = ) 6.80
%0 cotdg — ¢ i —ka ( )

Fir ak = av2mE/h = ai\/2m|Eg|/h = i, E = Ep < 0 und a > 0, er-
halten wir einen gebundenen Zustand mit der Energie Ep = —h?%/2ma?.
Beachte, dass wir benutzt haben, dass |krg| < 1 und deshalb |k| < 1/rp;
mit |k| = 1/a < 1/r¢ erzeugt ein schwach gebundener Zustand eine grosse
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positive Streuldnge a > r¢ > 0 im Problem — ein schwach gebundener Zu-
stand stosst ein niederenergetisch streuendes Teilchen ab. Den gebundenen
Zustand spiirt man auch im Wirkungsquerschnitt,

27h? /m
——— Ep<o. 6.81

2

o =X 0g

Fir Eg — 0 erhalten wir a — oo, o — 4ma® — oo wenn E — 0. Be-
achte, dass im s-Kanal kein gebundener Zustand bei Eg = 0 moglich ist,*
stattdessen findet man eine Pseudoresonanz fiir EFg = 0 mit unendlichem
Streuquerschnitt und unendlicher Streulédnge.

s-Kanal Resonanzen erhilt man geméss (6.74) wenn

1 1+ roap(Er)

cotdg = 0 =~
0 krrog —roc(Er)

(6.82)
und somit muss die Bedingung
1+ roao(Er) =0 (6.83)

erfiillt sein. Fiir eine Resonanz gilt zudem auch die Bedingung ', < E,,
welche ein (wenn auch breites) Resonanzmaximum garantiert. Mit

2
cot6g(F) =~ —F—(E—ET)
0
———
11 E, E—-FE,
_ + Toao( ) +T03Ea0( ) (684)
k1o —roao(Er)
1
erhalten wir die Bedingung
2k, 1o 2k, h2k?
Ir, = - = — L = E,, 6.85
ro0R Qg Opayg < 2m ( )
8050 2
-0 = 6.86
a2l ” (6.86)

“Betrachte die radiale Differentialgleichung [02 — (I +1)/7%> — U(r)]u(r) = 0 zu E = 0.
Mit E = 0 ist der Zentrifugalterm dominant fiir » — 0 und r — oco. Fiir ein beliebiges
Potential U(r) geht die regulire Losung 77! bei r ~ 0 in eine Kombination der generischen
Losungen Y und 77! {iber und ist somit nicht normierbar. Fiir spezielle Potentiale U
verschwindet der r*Y-Term fiir r — oo, die Losung ist normierbar und es resultiert ein
gebundener Zustand bei E = 0. Fiir I = 0 zerfallt r~' nicht und der Zustand ist nicht
normierbar, also existiert kein gebundener Zustand zu E = 0 im [ = 0 Sektor.
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fiir die Bildung einer s-Resonanz.

Als néichstes untersuchen wir den Fall [ > 0. Im allgemeinen ist die Streuung
im [ > 0 Kanal klein: mit sin d; oc (rok)?*! finden wir,

41 20+1) 41

k21 +cot?s, k2

In der Nahe einer Resonanz ist cot §; ~ 0 und o7 geht durch ein Maximum,
41

4l k—0

ol (20 + 1) sin? & oc 73 (rok)* == 0. (6.87)

o~ @+, (6.88)
Geméss (6.74) finden wir Resonanzen bei
[+1+ TOal(Er) ~ 0. (689)

Fiir die Breite der Resonanz erhalten wir®

2]{5(T0k)2l o k2[+1
(21— 1)!120pa, '

Je kleiner k und je grosser [ > 1 ist, desto schirfer ist die Resonanz. Dabei ist
zu beachten, dass E, o k? aber I', o< k3 mindestens; fiir [ = 0 verschwindet
E,. schneller als I', und die Grosse von dgag muss die Resonanz retten,
vgl. (6.86). Ebenso wird die Resonanz umso schérfer, je grosser dgpay ist (es
ergeben sich also auch scharfe Resonanzen in d;).

r, = —

(6.91)

[ > 0 gebundene Zusténde erhélt man wieder fiir cot §; = 4. In niedrigster
Ordnung ist die Bedingung fiir einen schwach gebundenen Zustand gerade
gleich der Resonanzbedingung, | + 1 + roaqy(Ep < 0) =~ 0; erst die Beriick-
sichtigung von Termen hoherer Ordnung in krg in o;(E) erlaubt die Bedin-
gungen cot 0;(Ep < 0) = ¢ fiir gebundene Zusténde und cot &;(E, > 0) =0
fiir Resonanzen zu unterscheiden.® Zusammenfassend finden wir fiir niedri-
genergetische Streuung F — 0 (krg < 1) folgendes Verhalten:

| = [>0

4
T o(0) = 4ma?, o x k= 0.

T R+a?

SWir benutzen, dass der Ausdruck [ — roay in

(214’1)!!(2[71)”[4’14’7‘0 (al+6Eal(EfEr)) 2
t o) ~ =—-——(F - E, 6.90
cotor (ko) 241 |~ roos Fr( ) (6.90)
durch 2! + 1 ersetzt werden kann.
5Fiir eine Resonanz ist 7oy = —I — 1. For den Pol gilt i(rok)zlJrl =y (l+14+roau)/(l—

roaq) mit v; = (21 4 1)!11(21 — 1)!! eine Zahl. Die linke Seite ist klein und daher ist roa; =
—1—1+roday. Einsetzen in die Gleichung fiir den Pol ergibt day (k) = ik(rok)? (20 +1) /vy
als Gleichung zur Bestimmung der Lage des Pols.
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1% (a) Vi A (b)

Abb. 6.7: Gebundene Zustéinde (a,b) und Resonanzen (c¢,d): (a) Gebundener
Zustand fir [ = 0. (b) Gebundener Zustand fiir [ > 0, mit dem Potential
V(r) ersetzt durch das effektive Potential mit Zentrifugalbarriere h2I(l +
1)/2mr?. (c) Im | = 0-Sektor sind die Resonanzen breit, evt. undefiniert
mit I';, > E,. Eine definierte Resonanz mit I', < E, bedingt, dass |0pay|
gross ist. (d) Fiir [ > 0 ergeben sich scharfe Resonanzen, da der Zerfall des
Zustandes durch die Zentrifugalbarriere unterdriickt wird. Die Resonanzen
sind umso schérfer je kleiner k, je grosser [, und je grosser Opay sind.

6.4.5 Grosse Energien krog > 1

Die Drehimpulse mit | < krg tragen stark zu o bei (Stossparameter inner-
halb rg). Fiir eine harte Kugel ist a; = oo und cot §; = ny(kro)/j;(kro). Mit
Hilfe der Asymptotik fiir j; und n; erhalten wir cot d; ~ — cot(krg — l7/2),
0 ~ —kro+1m/2 (+nm). Mit diesen Streuphasen kénnen wir den Wirkungs-
querschnitt berechnen,

kro

47 .
o N 13 Z(Ql + 1) sin? &
1=0

kro
= T2 [+ 1) cos?(kro — (L4 1)m/2) + Lsin® (kro — Ir/2)]

=0
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kro

4 4 1
~ kigzl(cosusm% _ Amkro(kro +1)
1

== 5 ~ 271, (6.92)

gerade doppelt so gross, wie das klassische Resultat.

6.5 Regge Pole & Trajektoren*

Gemiiss dem letzten Abschnitt 6.4.3, Seite 178, wissen wir, dass die Streu-
funktion
2i

respektive ihre analytischen Eigenschaften, die Struktur der Streulésung (ge-
bundene Zustidnde, Resonanzen) widerspiegeln, z.B. cot §;(E) = i < gebun-
dener Zustand oder cot§;(E) = 0 < Resonanz. Dabei betrachteten wir
cot 0;(E) als Funktion von E € C (insbesondere wenn cot §;(E,) = 0 fiir
E, € R, dann war cot§;(E, — i['/2) = i < ein Pol in der 2*" Riemann-
Ebene). Wir kénnen cot 0;(F) auch als Funktion von [ € C bei festem E
untersuchen. Dies fithrt uns auf die Regge Analyse. Wir betrachten die Null-
stellen der Funktion

fE(l) = cot 51(E) — 1, leC. (6.94)

Wir definieren die Nullstellen a(E) von fr(l), fe[l = a(E)] = 0. Jede solche
Nullstelle [ = «(F) definiert einen Pol in s; = exp[2id;]. Wir lassen jetzt E
auf R variieren und erhalten eine Trajektorie a(E) im komplexen [-Raum.
Diese Trajektorie heisst Regge Trajektorie,

Regge Trajektorie: a(E) € C. (6.95)

Betrachte nun den Teil der Regge Trajektorie fiir —oco < E < 0. Geht die
Trajektorie fiir ein £; < 0 durch [ > 0 mit [ eine ganze Zahl, so definiert
der Punkt (I, E;) einen gebundenen Zustand mit der Energie E; und dem
Drehimpuls /. Im allgemeinen definiert fg(l) mehrere Regge Trajektorien:
verschiedene Nullstellen kénnen verschiedene Trajektorien erzeugen.

In einem alternativen Zugang betrachten wir die radiale Differentialglei-
chung (6.96) mit p = kr,

(02— 11+ 1)/p* = Ulp) + p*] ulp) = 0. (6.96)
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Offensichtlich kénnen wir entweder den Parameter p = v2m E oder den
Parameter [ als komplexwertig auffassen und die Losungen u(p) betrachten.
Wir erhalten regulire Losungen u;,(p) analytisch in p und [ fir p € C und
(Re I) > —1/2. 7 Berechnen wir aus diesen Losungen die Streuamplitude
s1(p) so finden wir deren Pole

— fiir fixiertes [ > 0, [ ganz, als Funktion von p, wobei s;(ip, p € R*) = 0o
einen gebundenen Zustand und s;(p,Imp < 0) = oo eine Resonanz
identifiziert;

— fiir fixiertes p> € R als Funktion von [ wobei Rel > —1/2. Da-
bei identifiziert s;en,(p?® < 0) = oo einen gebundenen Zustand und
Smmis0(p? > 0) = oo eine Resonanz.

Nehmen wir an, wir héitten eine Nullstelle Iy = a(FEy < 0) fixiert und fol-
gen der Regge-Trajektorie in der Richtung wachsender Energie. Man kann
zeigen, dass da/dE > 0, somit bewegt sich «(FE) auf R nach rechts, wie
in Abbildung 6.8(a) skizziert. Erreicht die Regge-Trajektorie den Punkt

(a) (b)
a(E,) o(E)) E<0] E>0
[, I l [, I, [, l

Abb. 6.8: Regge-Trajektorie: (a) Startend von einer Nullstelle Iy = a(Ey <
0) zum gebundenen Zustand mit Energie Ey und Drehimpuls [y erhthen wir
E bis wir die nichste Nullstelle bei F1 > Ey mit a(FE1) = lp+ 1 = I3 finden.
Ist F4 < 0 so haben wir einen weiteren gebundenen Zustand mit Energie
Ey und Drehimpuls /; gefunden. (b) Wir erhthen den Parameter E weiter
bis wir den Wert 0 {iberschreiten wo die Trajektorie von der reellen I-Achse
wegbricht.

a(Fy) = lp+1 = 1; fir By < 0, dann haben wir (aus (lg, Fp)) einen
weiteren gebundenen Zustand mit der Energie E; und dem Drehimpuls [y
gefunden, siche Abbildung 6.8(a). Die Drehimpulszustéinde [y und /; gehen
dabei durch stetige Variation von p in (6.96) auseinander hervor; entspre-
chend Kklassifiziert eine Regge-Trajektorie (RT) die gebundenen Zusténde.
Durch Iteration erhalten wir weitere gebundene Zustdnde bis E durch 0
geht; dann gilt da/dE > 0 nicht mehr und die RT verlisst die reelle Achse,

"Bei | = —1/2 geht die Losung #'*! in die Losung 7~ iiber.
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wie in Abbildung 6.8(b) dargestellt. Die RT passiert dann [ € N fiir E > 0
und definiert damit Streuresonanzen. Die Streuamplitude entwickelt Pole fiir
komplexwertige Drehimpulse | = I, + il;, s;,+4,(E > 0) = co. Wieder sind
die Resonanzen umso schérfer, je kleiner der Imaginérteil I; ist. Schliesslich
bricht die RT fiir grosse £ von der reell-positiven Achse R weg und wir
verlieren auch die Resonanzen. Eine typische RT fiir ein Potential welches
Zustéande bis [ = 3 binden kann (z.B. 3D-Topf oder Yukawa-Potential) ist in
Abbildung 6.9 gezeigt.

Regge Trajektorien Abb. 6.9: Skizze der Regge-
Iml Trajektorien fiir attraktive
Yukawa Toof Yukawa- und Topf-Potentiale
P welche Zustéande bis [ = 3 bin-
L-" -7 den und zwei Resonanzen fiir
ge-z"" [ = 4,5 (Topf-Potential) zeigt.
0 1 2 3 4 5 Rel

Wir kénnen die beiden Formulierungen in E und in / auch fiir die Resonanzen
verbinden: Sei s;, 4,(E > 0) = oo fiir I, € N? und [; klein. Wir gehen jetzt
mit [; auf 0 und folgen dem Pol in der komplexen E—Ebene: Der Pol von s;
rutscht dann in die untere Halbebene, in die 2. Riemann-Ebene von FE.

Die Regge-Analyse erlaubt uns Familien von gebundenen Zustéinden und
Resonanzen zu definieren: Jede RT definiert eine Familie. Im folgenden
Beispiel, dem Coulomb-Potential, sind diese Familien durch die Zusténde
1s, 2p, 3d, 4f - -- ohne Nullstellen, n — [ — 1 = 0, durch die Zusténde 2s, 3p,
4d, 5f, - - - mit einer Nullstelle, n — [ — 1 = 1, und so weiter, gegeben.

6.6 Coulomb-Potential

Dass das Coulomb-Potential eine Besonderheit ist, offenbaren bereits die ge-
bundenen Zusténde. Wir vergleichen die Radialfunktionen fiir das attraktive
Coulomb-Potential (mit dem Laguerre Polynom o r"~!) und dem 3D-Topf
bei r — oo,

Coulomb 3D-Topf
Ro(r) ~ il e " R(r) ~r~le ",

Laguerre Polynom
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Den Ausdruck fiir das Coulomb-Potential kénnen wir in der generischen
Form

1
Rc(r) ~ ;e—m“+" Inr (6.97)

mit der iiblichen Asymptotik ~ exp(—kr)/r schreiben, wenn wir eine loga-
rithmische Korrektur im Exponenten vornehmen; der obige Ausdruck gilt
fiir gebundene Zustinde mit Energien F < 0. Wir extrapolieren (6.97) in
den Bereich positiver Energien £ > 0 indem wir die Quantenzahl n mit
Hilfe des Ausdrucks fiir die Energie, £ = —me*/2h%*n? = —h?k2/2m, durch
die Wellenzahl k ausdriicken,

’I?’L€2 62 m

und anschliessed die Ersetzungen
h ihk je? ;
Kk — —ik, —H%—Z—:—iv, n—>—z”y:£:L (6.99)
m hv apk

vornehmen. Damit erhalten wir fiir die Radialfunktion des Streuproblems
die Asymptotik

1 .
Re(r) ~ ;el(’“‘—“”). (6.100)

Der Vergleich mit (6.58) fiihrt auf die Streuphase 6, ~ —ylnr =
(e?/h)Inr > 0; wie erwartet fiir ein attraktives Potential ist §; > 0. Auch
wird die Streuphase nie konstant sondern wichst wie —ylInr fiir r — oo;
die Welle wird nie frei (d.h., sie nimmt nie die Form " /r an), wie weit
weg von r = 0 wir auch gehen. Dies ist eine Folge der langen Reichweite des
Coulombpotentials. Ersetzen wir das Coulombpotential Vo ~ 1/r durch eine
kurzreichweitige Wechselwirkung (z.B., via Abschirmung: V' ~ e /A /r fir
r — 00), so erhalten wir die asymptotische Freiheit von ¥ zuriick. In der Fol-
ge 16sen wir das Coulombproblem erst in parabolischen, dann in sphérischen
Koordinaten.

6.6.1 Coulomb Streuproblem: Parabolische Koordinaten

Parabolische Koordinaten sind wie folgt definiert (vgl. Abb. 6.10):
& = r—z = r(1—cosb),
n = r+z = r(l+4cosb),
¢ = o (6.101)
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Abb. 6.10: Parabolische Koordina-
ten & =r—z, n =r+z, und azimu-
taler Winkel ¢. Wir wihlen = 0

und r = \/y? + 22.

Das Coulombproblem in parabolischen Koordinaten hat die Form

h? 4 1,
“ome | &g (De(80) + Oy(nd)] + 205 W (6.102)
2¢?
v - P

Fiir das Streuproblem mit positiven Energien E = h?k?/2m wihlen wir
kin || 2, dann ist aus Symmetriegriinden d,¥ = 0 und es ist ¥ = W(£, 7).
Als néchstes separieren wir die einfallende Welle €% ab,

Vo= (g m); (6.103)

asymptotisch muss U ~ e*" /r ~ e¥Z¢i*¢ /¢ sein und wir machen den Ansatz
¥(&,n) = w(€). Die Differentialgleichung fiir w ergibt sich dann via Einsetzen
in (6.102) und wir erhalten den Ausdruck (der Wert v = €?/hv = 1/agk mit
v = hk/m ergibt sich fiir das repulsive Coulomb-Potential, fiir das attraktive
Potential findet man v = —e?/Av)

€02 + (1 — ik&)0e — vk w(§) = 0. (6.104)

Der Vergleich mit der konfluenten hypergeometrischen Differentialgleichung

20°F + (b— 2)0,F —aF = 0, (6.105)

mit den (in z = 0) regulidren Losungen (vgl. (5.60))

a ala+1) o

F(a,b; = 14— .
(CL, ,Z) +b 'Z+b(b+l)2lz +
> (a+ s)I'(b)
= s 1

SZ:F T(h+s)D(1+s) (6.106)
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zeigt, dass die Gleichung (6.104) die in & = 0 reguldren Losungen

F(—iv, 1;ik€) (6.107)
hat.®
Die Gammafunktion I'(z) hat folgende Eigenschaften und ist in Abbildung

6.11 dargestellt:
oo
I'(z) / drz*le™®,
0

r(1) = 1@ =L

MNz+1) = =zI'(2),
'n+1) = n! firn>0, I'(—n) = oo, firn>0,
r/2) = [(x)F(1—2) = w/sinmz,
r3/2) = x/2, ['(z*) = I'*(z). (6.109)

Normieren wir die Losung auf ji, = hk/m = v so lautet die vollstéandige
Losung

U = D(1+iy)e ™/ 2% Fl—ivy, 1;ik(r — z)]. (6.110)

Das asymptotische Verhalten von F' findet man mit Hilfe der Integraldar-
stellung (siehe Landau Lifschitz, Appendix d)

F(a,b;z) = @ /Cdt el(t — z)~ b (6.111)

21

8 Alternativ verwende man, ausgehend von (6.102), den Separationsansatz ¥ =
f(€) g(n) ®() mit den Separationsvariablen m, vy, vy (wir vereinfachen mee*/h? = 1/ap,
meE/21% = k?/4; das ¢-Problem hat die triviale Losung ®(¢) = ™% /+/27)

m? k2

[octcon - (e - &+ 0 = o
m?  nk?
{Bn(nan) - (E -0+ ug)} g(n) = 0. (6.108)
und vy + vy = —1/ap. Die einfallende Asymptotik ¥ ~ exp(ikz) = exp[ik(n — §)/2],

& — oo verlangt, dass g(n) = exp(ikn/2) und f(§ — oo0) ~ exp(—ik&/2). Der Ansatz fiir
g(n) legt den Parameter v, = ik/2 fest und der Ansatz f(§) = exp(—ik&/2)w(&) fithrt
auf (6.104). Die Formulierung des Coulombproblems via (6.108) ldsst sich auch fiir die
Beschreibnung gebundener Zustéinde im attraktiven Potential mit E = —h%k> /2me < 0
nutzen. Dazu beriicksichtigt man die Asymptotik von f (und g ebenso) fiir kleine und
grosse Argumente mit dem Ansatz f(£) = exp(—k&/2) £/™/2p(¢). Die resultierende kon-
fluente hypergeometrische Differentialgleichung wird durch die entsprechende kh Funktion
F(—ng, |m| + 1; k§) mit ganzzahligem Parameter ne > geldst, sieche Landau Lifschitz.
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10 Abb. 6.11: Gamma Funktion
L I'(z). Fiir z = n eine natiirli-
5t ] che Zahl ist I'(n+1) = n!; wei-
u I ter ist [T(=n)| = oo, T(0) =
0 00, (1) =T(2) =1,T(1/2) =
q | & wd I(3/2) = /7/2.
5k |

-10 1 1 1

mit dem Integrationsweg C' in Abb. 6.12 skizziert. Der Integrand hat Sin-
gularitdten in den Punkten ¢ = z und ¢ = 0; der Integrationsweg wird
entsprechend zu den Wegen C, und Cjy deformiert und man findet zwei
Beitrége

INQ/
F(a,b;z) = F(b(_)a)(—z)_“g(a, a—b+1;—2) (6.112)
IN(Z
+Fga; e* 2% Pg(b—a,1—a;2)
mit
r-=as
g(a,b;z) = ()/ dtel(14t/z)7 2! (6.113)
2mi Co
Abb. 6.12: Integrationswege
C < 79 zur Integraldarstellung von F'.
Z:.-"’ > Der urspriingliche Weg C' wird
B zu C, und Cy deformiert, wo-
CO > 0) bei sich C, und Cy im unend-
lichen schliessen (gepunktete
C > Linie).

Der Faktor (14t/z)~% in g lisst sich in eine Potenzreihe entwickeln und wir
erhalten die Asymptotik von g in der Form

ab ala+1)b(b+1)

gla,b;z) = 1+zl! 222|

(6.114)
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Angewandt auf F'(—iv, 1;ik) finden wir den Ausdruck

F(—iy, 1;ik€) ~ W(1+72)+(ik5)_%}(p(ik€) (6.115)

T(1+iv) ikE ikET (=)

1 , 2

o o™/2 ivIn(ke) (1 4 I
¢ [F(l—&—i'y)e <+ik§>

(iv)  exp(ik) _iyin(ke)
A=) ke ¢ J

wobei wir benutzt haben, dass (+i)T" = exp(m7y/2). Damit erhalten wir fiir
¥ die Asymptotik

2
U ~ ei[szr'ylnk(rfz)] <1 + 7)

ik(r — 2)
Win
+ fcr(g) ei(lm“—'yank'r)7 (6116)
\I/;:at
' F(l + Z"}/) e—i'yln[sin2(0/2)]
t 0) = —
it fo(6) T —iv) 2ksin?(6/2)
_ - —i~y In[sin2(0/2)]+2ido 6.117
2k sin?(6/2) - 61D

Dabei ist exp(2idg) = I'(1 + i7)/T'(1 — i) und wir haben benutzt, dass
r—z=17(1—cos) = 2rsin?(0/2). Der resultierende Wirkungsquerschnitt

doc - 9 et 1

0 ~ el = fgmgn 0/2
ist identisch mit dem klassischen Rutherford Resultat und (nichtintegra-
bel) singulér in Vorwirtsrichtung 6 = 0, eine Folge der langreichweitigen
Wechselwirkung. Weiter ist die Winkelverteilung energieunabhéngig. (6.116)
zeigt, dass die Teilchen nie frei werden (Phasenshift ~ ~lInkr), aber die
Stréme ji, = hk/m und js. = (hk/m)|fc(6)|?/r? sind asymptotisch wohl
definiert.

(6.118)

6.6.2 Coulomb Streuproblem: Sphirische Koordinaten

Mit dem Ansatz U(r,8) = >, Ry (r)P(cos ) (beachte wir wihlen m = 0)
erhalten wir die radiale Differentialgleichung

1 2 1
7287“(7‘267') + ]{72 — Lk - l(l + )
r T

12 Ry = 0 (6.119)
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und die Substitution Ry(r) = rle?" fi;(r) fithrt uns auf die konfluente hy-
pergeometrische Differentialgleichung, vgl.” (6.105),

{raf + [2ikr + 2(1 4+ 1)]0r + [—29k + 2ik(1 + 1)]}sz =0. (6.120)
mit der Losung (Cj; die Normierungskonstante)
fo = CuF(iy+ 14 1,2(0 + 1); —2ikr). (6.121)

Fiir die Normierung benutzen wir die bekannte Losung (6.110) im Limes
r — 0 und erhalten die Asymptotik fiir die Radialfunktion in der Form

ei(5l +lm/2) 1

WF(% +2)— sin(kr — I7/2 + & — v1n 2kr).(6.122)

By kr

Phasenshift

Die Streuphasen sind gegeben durch

: T(1+1+iy)
20 - = - T 6.123
T(1+1—iy) (6.123)

und bestimmen die Streufunktion fc(#) in der Partialwellenanalyse'’

[e.e]

1 .
fo(0) = o> (2 +1)Pi(cost) 2o, (6.124)
=0

Interessant ist schliesslich die Analytizitit von fo. Offensichtlich hat €%
Pole bei [ +1+iy =0, —1, =2, --- [von I'(1 + [ + 47)]. Damit haben wir
fiir ein attraktives Coulombpotential gebundene Zustéinde bei k = i/nap,
mit n = (I + 1), (I +2), ({ +3), - . Fir die Regge-Analyse kénnen wir
schreiben (das obere(untere) Vorzeichen gilt fiir ein attraktives (repulsives)
Coulombpotential)

2

| = a(B) = —p—iv = —p - pe{l,2,3,-} (6125)

_ {‘Pi(eZ/h)\/ﬂW , E<0,

—p=+ (ie?/h)\/m/2E , E>0. (6.126)

9Siche auch (5.58) und (5.61) und ersetze k — —ik, n — —i.

"Das Resultat (6.124) ist dquivalent zum Standardresultat (6.49) da der Ausdruck
> (2l +1)P(cosf) = 26(1 — cos ) verschwindet, ausser in der eh singuldren Vorwérts-
richtung.



194 KAPITEL 6. STREUTHEORIE

A
= E<0 —2-1 101
A E=0 = < S
oy 0 e [ Rel
Y
attraktiv . =
: repulsiv A
+00 |00 E<O0 _ O— E_O 53|
-1l 1) 2)3)4 T Rer A
nl= 102132 43 I

Abb. 6.13: Regge-Analyse fiir das attraktive (links) und repulsive (rechts)
Coulomb Potential. Das attraktive Potential hat gebundene Zusténde fiir
alle I € N° bis I = oo; das repulsive Potential hat weder gebundene Zustéinde
noch Resonanzen.

Mit p = 1 erzeugen wir im attraktiven Fall die gebundenen Zusténde nl =
10, 21, 32, ---. Sie gehen bis £ = 07, d.h., wegen der langen Reichweite des
Coulombpotentials haben wir keine Resonanzen, nur gebundene Zusténde,
fiir alle I € N° bis [ = co. Damit lduft die Regge-Trajektorie fiir £ — 0~ auf
RT ins Unendliche. Fiir p = 2 erzeugen wir die Familie 20, 31, 42 ---. Das
repulsive Coulombproblem hat weder gebundene Zustédnde noch Resonanzen
vorzuweisen.



Kapitel 7

Formalismus der Quanten
Mechanik Teil 2

Bis anhin haben wir ein quantenmechanisches System durch einen Zustand
|¥) im Hilbertraum A und seine Zeitentwicklung durch die Schrodinger-Glei-
chung iho|¥(t)) = H|¥(t)) beschrieben. Diese Beschreibung setzt voraus,
dass zu einem Zeitpunkt ¢ = ¢y der Zustand |¥) als 1-dim Vektor in H
bekannt ist. Dieser kann, z.B., durch Messung eines vollstiandigen Satzes
von Observablen erzeugt werden; beim Teilchen im Zentralpotential durch
Bestimmung von E, L? und L, beim H-Atom (e~ mit Spin) reicht die Mes-
sung von E, L? und L, bereits nicht mehr aus (wegen der SO(4) Symmetrie).
Allgemein kénnen wir uns Situationen vorstellen, wo wir das System nicht
maximal préparieren kénnen, so dass wir keinen Zustandsvektor in H als
Startwert vorgeben konnen. Dies ist zum Beispiel bei einer Effusionszelle
der Fall, siche Abbildung 7.1: die einfache Offnung (ohne Kanal) erzeugt
Teilchen mit Impulsen p’ in allen Richtungen (p, > 0) und verschiedenen
Energien. Wie soll ein derart schwach priapariertes System beschrieben wer-
den?

Abb. 7.1: Die Effusionszelle erzeugt

o e T ein Ensemble von Teilchen mit ver-

e N - — schiedenen Impulsrichtungen p und

><:. oo o L verschiedenen (thermisch verteilten)
el eesee - P Energien.

195
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7.1 Dichtematrix als statistischer Operator

Eine saubere physikalische Charakterisierung des Systems setzt voraus, dass
wir die adequate Information zur Verfiigung haben. Diese Information ist die
klassisch-statistische (inkohérente) Information die der Préparation zugrun-
de liegt. In den Hilbertraum H iibertragen gibt uns diese Information die
Wahrscheinlichkeit an, mit der ein Zustand |¥) € H auftritt. Im Beispiel
der Effusionszelle ist diese Information durch die Verteilung der Impulse p
in der Zelle gegeben; sie erlaubt uns die Verteilung der Impulse im Strahl zu
berechnen sofern wir die Geometrie der Offnung kennen. Wir kénnen dann
folgende klassische Beschreibung des Systems angeben:

Der (1-dim) Zustand |¥;) ist im pridparierten Ensemble mit der
Wahrscheinlichkeit p; < 1 realisiert.

Die Messung einer beliebigen Observablen A sollte dann durch den Erwar-
tungswert

(4 = ZPi(‘I’i|A"1’i> (7.1)

gegeben sein. Wir wollen diesen Ausdruck in eine generische Form bringen.

Sei {p;} ein vollstdndiges Orthonormalsystem, dann kénnen wir (A) durch
A und die Dichtematrix p ausdriicken,

(4) = Zpi<‘11i’f4\‘1’i>

= ) piWilom) (@ml Alen) (0n] )

mmn

= D (emlAlen) (enl D pil W) (¥ [om)
m,n [

—_——

p = Dichtematrix

= ) {emlAplem)

m

= Spur(4p). (7.2)

Die maximale Information {iber das System steckt somit in der Dichtematrix
P

po= > plT) W = > p P, (7.3)
¢ g Projektor
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da wir mit ihrer Hilfe das Resultat jeder Messung berechnen kénnen. Dabei
ist p; <1, Y ,pi = 1 und die Zustdnde sind auf ||¥;|| = 1 normiert. Man
unterscheidet zwischen reinen und gemischten Zustédnden:

reiner Zustand — p = |¥)(¥|,
gemischter Zustand — p = sz|\lll><\lll| mit p; <1Vi. (7.4)

2

Der wichtige Punkt ist hierbei die Kohérenz: Jeder Strahl |¥;) entspricht ei-
nem kohérenten Zustand—diese Zusténde werden in p inkohérent mit Wahr-
scheinlichkeiten p; superponiert. Am besten verstehen wir diesen Sachverhalt
wenn wir die Dichtematrix p in einer Basis {;} ausdriicken und dann (A)
berechnen. Sei [¥;) = 3, ¢;j¢;), dann ist

p = ZPi!‘I’iM‘I’i\

= > piciichles) (@xl, (7.5)
ijk
(A) pur(4p) = > (¢ml chgcklsoﬁmlso )
m Z]k 5km
= ) piciiCinlemlAle;). (7.6)
ym

Die Koeffizienten p; (Wahrscheinlichkeiten) und ¢;; (Amplituden) der in-
kohérenten und der kohérenten Summe gehen véllig verschieden ein. In (7.6)
sind die 0 < p; < 1 reelle Wahrscheinlichkeiten, wihrend die ¢;; € C kom-
plexe Amplituden sind. Die Phasenbeziehung unter den c¢;; als Folge der
kohérenten Superposition von |¢;) zu |¥;) ist im Resultat klar ersichtlich.
In der inkohérenten Summe iiber die p; treten keine solchen Phasen auf.

Die Dichtematrix p hat einige hiibsche Eigenschaften:

— p = pt ist hermitesch, da p; € R und P; = |W,;)(¥;| hermitesche
Projektionsoperatoren sind.

— p ist positiv definit, da {¢|p|p) = >, pil(p|¥:)[> >0 ist.

- Spur[p] =1, da Zn<90n‘p‘90n> = Zi7npi|<90n‘\yi>‘2

1
———

= Z@'Pi(‘l’i\zwnﬂ%l‘lw = >.,pi = list.
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— Fiir einen reinen Zustand ist p = P = |¥)(¥| ein Projektor, p* = p.

~ Spur[p? = 1, reiner Zustand,
PHIPI= <1 , gemischter Zustand,

denn p? = 37, p7|W;)(¥;], und Spur[p’] = 32, p}.

Schliesslich brauchen wir noch die Zeitentwicklung fiir die Dichtematrix p:
Die Zeitentwicklung der Zusténde ist durch die Schrodinger-Gleichung (SG)
gegeben,

ihoy| V(1)) = HI[W,())
—tho(W;(t)] = (Wi(t)|H, (7.7)

womit wir die Zeitentwicklung von p berechnen koénnen,
H|¥;) —(;|H
it = > oi(nawaiwi| + 19:) iy (wi) )
= Hp-pH = [H, )] (7.8)

Formel (7.8) ist die von Neumann-Differentialgleichung fiir die Dichtematrix,
das quantenmechanische Analogon zur Liouville-Gleichung in der (klassi-
schen) statistischen Mechanik (Zeitentwicklung im Phasenraum).

7.2 Dynamische Bilder:
Schrodinger — Heisenberg — Dirac

7.2.1 Schrodinger Bild

Das Schrodinger Bild ist das von uns bisher gebrauchte Bild:

— die Zustandsvektoren |¥(¢)) sind zeitabhéngig,
— die Operatoren A sind zeitunabhéngig,

— die Zeitabhéngigkeit der Zustédnde |¥(t)) ist durch die Schrédinger-
Gleichung gegeben,

iho W (t)) = H[W(t)),  [¥(to)) = |Wo). (7.9)
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Wir fithren den Zeitevolutionsoperator U (t, ty) ein, so dass
[W(t)) = Ul(t, to)[¥(to))- (7.10)

Der Operator U soll die Norm erhalten (Erhaltung der Wahrscheinlichkeit),
was seine Unitaritat impliziert

()w(t) = (¥olo), (7.11)
= Ul (t,t0)U(t, o) = 1 (7.12)
U=t to) = Ul(t to). (7.13)

Weiter folgt aus |U(t = tg)) = | Vo), dass Ul(to,tp) = 1 die Identitét ist. Die
Zeitevolution von tg nach ¢ via t; ist unabhéngig von ¢; und multiplikativ,
somit ist

Ult,to) = U(t,0)U(h, o), (7.14)
LUt = Ultet) = Ul to). (7.15)

In abgeschlossenen (konservativen) Systemen ist kein Zeitpunkt ausgezeich-
net und deshalb erhalten wir die translationsinvariante Form

Ult,ty) = Ut —to). (7.16)

Schliesslich folgt aus der Schrodinger-Gleichung (7.9) die Differentialglei-
chung fiir U,

iho U (t, to) = HU(t, o). (7.17)
Fiir 0;H = 0 kénnen wir (7.17) sofort integrieren,
Ult,tg) = e HEt0)/h, (7.18)

tatsdchlich ist U(to,to) = 1, U ist unitéir, multiplikativ, und nur von ¢ — ¢
abhéngig. Der Hamiltonian H ist die infinitesimale Erzeugende der Zeitevo-
lution (Zeittranslation) und mit H hermitesch ist U auch unitér, wie erwar-
tet.

Im allgemeinen Fall mit 9,H # 0 miissen wir etwas mehr arbeiten: wir
konnen (7.17) formal integrieren und dann iterativ 16sen,

1 t
Ut tg) = ]l+% t dt' H{t"U (', to), (7.19)
0
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1 t t1
~ 11+ — dtlH tl / dtl/ dtQH tl tz)
Zh to to
= 11+ZU (t,to), (7.20)

U (1, 10) = (m) /dn/dtg /tt" dt H(0)H (L) ... H(t,),

und wir erhalten die von Neumann Reihe. Wichtig in (7.20) ist, dass eine
Zeitordnung vorliegt: t > t1 > t9 > ... > 1y,

H(ty) -+ H(tn).
1 , (7.21)
spitere frithere Zeiten

Diese Zeitordnung ist unangenehm aber formal behebbar: Die Zeitordnung
impliziert eine Integration tiber den Teil t > ¢1 ... > t,, > ty des Hyperkubus
im R™, vgl. Abb. 7.2 fiir n = 2

‘[2 A Abb. 7.2: Integrationsbereich (grau
schraffiert) iiber den Zeit-geordneten
t Sektor fiir den Fall n = 2.
" =
t, t,

Als formales Werkzeug definieren wir den Zeitordnungs-Operator T' der eine
Sequenz von zeitabhingigen Operatoren zeitlich ordnet,

ramse = {500 L nln 02

die Verallgemeinerung auf n Operatoren ist trivial,

TI[At) = An(te) .. Ar,(tx,), (7.23)
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mit 7 € S, S, die symmetrische Gruppe (Gruppe der Permutationen), m
diejenige Permutation welche die Zeiten ordnet, t;, > tr, > -+ > 5. Der
Zeitordnungsoperator 1" erlaubt uns die Integrale in (7.20) auf den vollen
Kubus zu erweitern, fiir n = 2,

t t1 1 t t1
[an [ ) = 2( [an [t ey ey
to to to to
t to
+/dt2/ dt1 H(tQ)H<t1)>
to to

1 t t
_ 2 / dty / dts TH(t)H(t2),  (7.24)
2 to to

und fiir beliebiges n,
t t1 th—1 1 n t
dtl/ dtsy / dt, = — / de; T. 7.25
/to to to n' g to ( )

Damit erhalten wir

1 /1\" [ !
U(”)(t,to):n‘<m> /t dty ... t dt, TH(t1)...H(t,) (7.26)
- 0 0

und wir konnen (zumindest formal) den Zeitentwicklungsoperator U im
Schrodingerbild explizit angeben,

U(t,tg) = Texp [—;L tdt’H(t’)]. (7.27)

to

Beachte, dass unter (7.27) immer die Reihe (7.20) zu verstehen ist, mit U
gegeben durch (7.20) oder (7.26) mit T definiert in (7.23).

In manchen Féllen vereinfacht sich der Zeitevolutions-Operator: Falls
[H(t), H(t")] = 0 kénnen wir T' = 1l setzen und (7.27) wird zu

Ul(t,to) = exp [—;/t dt’H(t’)] < [H(t),H{)]=0. (7.28)

to

Noch einfacher wird es, wenn 0;H = 0 ist,

U(t,to) = exp [—;H (t — to):| < 0H=0. (7.29)



202 KAPITEL 7. FORMALISMUS II

7.2.2 Heisenberg-Bild

Im Heisenberg-Bild wélzen wir die Zeitevolution von den Zustédnden auf die
Operatoren ab. Relevant sind die (messbaren) Erwartungswerte (A), welche
invariant bleiben sollen,

(4) (W) A[w(2))

= (Wo|UT(t,t0)AU(t,t0) |To)

v

Ap(t)
= (YylAu(t)|¥q). (7.30)

Im Heisenberg-Bild sind die

— Zustdnde W) = |U(tg)) = |Po) zeitunabhéingig,

— Operatoren Ag(t) = Ul (t, tg)AU(t, tp) zeitabhéngig.
Die Bewegungsgleichung gilt jetzt fiir die Operatoren und lautet

d
ih—Ap(t) = (ihoU") AU +UTAihdU + UVihd, AU
—— N——

dt ——
—(HU)T HU def: 1h0t A
= —(HU)'AU+U'AHU + ihd, Ay
= [AH,HH] + thos Ap. (7.31)

Falls 0;H = 0 so ist [H,U] = 0 und damit Hy(t) = Hyg = H. Im konserva-
tiven Fall ist also Hy = H zeitunabhéingig, wihrend andere Operatoren die
Dynamik

AH(t) — e’iH(t—to)/ﬁA e—iH(t—to)/h (732)

haben. Statt der Drehung der Vektoren im Hilbertraum H (beachte: U ist
unitér = || ¥ || und (P, V) sind unter Zeitevolution erhalten), haben wir
nun eine Rotation der Operatoren in Gegenrichtung (die Relativbewegung
der |¥) und A bleibt sich gleich). Fiir die Bewegungskonstanten gilt:

Ap eine Bewegungskonstante < 0,4 =0, [Hy, Ag] =0. (7.33)

Beachte, dass nicht nur Erwartungswerte (A) sondern auch Winkel (@, ¥ )
= (®(t), U(t)) erhalten sind. Fiir die Vertauschungsrelationen gilt

[A,B]=C = [An,Bu]=_Ch, (7.34)
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denn [Ay, By] = UTAUU'BU~U'BUUYAU = U'[A,BlU = U'CU =
Ch.

Das Schrodinger-Bild ist zwar begrifflich einfacher, das Heisenberg-Bild aber
konsequenter, da die Relation zur klassischen Physik via Korrespondenzprin-
zip direkter ist:

|¥ ) = Bahn im Phasenraum = Gesamtinfo. aus Préparation,

Ap(t) = Phasenraumfunktion A[q(t), p(t),t], dynamische Variable.

Schliesslich betrachten wir noch das (praktische) Dirac-Bild:

7.2.3 Dirac- oder Wechselwirkungsbild

Betrachte (7.20); wenn H klein wire dann kénnten wir als Approximation
die Reihe abbrechen und ein gutes Stérungsresultat erhalten. Ublicherweise
ist aber H nicht klein. Andererseits besteht H oft aus einem einfachen,
l6sbaren Anteil Hy und einer Korrektur H’, z.B.

— Hy = freies Teilchen oder zeitunabhingig,

— H' = Wechselwirkung oder zeitabhéngige Storung.
Im Wechselwirkungs-Bild (WW-Bild) wollen wir die Evolution (7.20) fiir H’

anstelle von H haben; es stellt sich heraus, dass der entsprechende Evoluti-
onsoperator im Dirac-Bild gegeben ist durch
Up(t,t)) =  Ullt,to)  Ult,tg) - (7.35)
N—_—— ——
inverse freie Dyn. volle Dynamik
Dazu verteilen wir die Dynamik im Dirac-Bild auf Zustéinde und Operatoren

gemass,

{4)

(W(t)[A[¥(t))
(WolUT(t, ) AU (t, to)| Wo)
= (Wo|U'(t, t0)U(t. to) Ud(t, to) AUs(t. to) Ud (¢, to)U(t, t0) | o)
(o) Ap (1) V(1))
= (Up()|Ap(t)|¥p(1)). (7.36)
Somit steckt der einfache Teil der Dynamik in den Operatoren; mit 0;Hg = 0
ist

Ap(t) = eiHo(t—to)/hAe—iHo(t—to)/h7 (7.37)
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wihrend der restliche (schwierige aber hoffentlich kleine) Teil der Dynamik
in Wp(t) steckt,

Up(t) = Upl(t,to)¥o
mit Up(t,tg) = Ud(t,to)U(t, to). (7.38)

Der verbleibende Zeitentwicklungsoperator Up gehorcht der Differentialglei-
chung

ihoUp = iho, eiHo(t—to)/hU}
— Ul (~Ho+ H) U UiU
_— =~

H' Up
= HpUp (7.39)

H/D — eiHo(tfto)/hH/efiHo(tfto)/h. (740)

Durch Iteration erhalten wir die folgende Reihe wie sie bereits vom Schrédin-
ger-Bild her bekannt ist (vgl. (7.20)),

1 t
11+(,>/ dtyHp(ty) +
ih) Ji,

1 /1\" [t
— | = dty...dt, TH(t1)... Hy(t, A1
v () | b(t) . H(t) (7.41)

Up(t,to)

— Texp {—; / t dt’Hb(t’)} . (7.42)

to

7.3 Zeitumkehr T

Im Rahmen dieses formalen Kapitels behandeln wir noch eine wichtige Sym-
metrie, die Zeitumkehr. Wir definieren den Zeitumkehroperator 7. Es sei T
eine Symmetrie des (abgeschlossenen) Systems. Damit ist mit g, ein Ei-
genvektor zu H mit dem Eigenwert E, auch 7 Vg ein Eigenvektor zu E. Die
Frage stellt sich, ob TV g parallel zu ¥ g oder ein neuer Eigenvektor zu E von
H ist, entsprechend impliziert die Zeitumkehrinvarianz eine Verdoppelung
der Entartung oder auch nicht. Die Antwort gibt der Frobenius-Schur Test:
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Sei G die Symmetriegruppe des Operators A, A sei invariant unter Zeitum-
kehr. Betrachte die durch G definierten Entartungen der Eigenréume von A;
diese sind durch die Dimensionen der zugehorigen irreduziblen Darstellungen

¢ gegeben. Der Eigenraum zu Dg wird aufgrund der Zeitumkehrinvarianz
von A verdoppelt wenn F.S =3 . x%(a?) = 0 oder —g ist, wobei x%& der
Charakter der Darstellung Dg, ist und g die Ordnung der Gruppe G bezeich-
net. Ist F'S = g so bleibt die Entartung unveréindert. Diese Resultate gelten
fir spinlose Teilchen.!

Wir betrachten im Folgenden einige Eigenschaften der Zeitumkehr 7, ins-
besondere ihre Darstellung im Ortsraum. Sei ¥ ein beliebiger Zustand im
Hilbertraum. Wir benutzen die Eigenbasis {Ug} zu H und entwickeln ¥ in
den \I/E,

U o= ) aplp. (7.43)
E

Wir fiithren folgende Operation mit ¥ durch, vgl. dazu Abb. 7.3,

...........
____
.

b) Abb. 7.3: Zeitumkehr und
Propagation. Die Routen a)
and b) erzeugen aus dem glei-
,-" “‘_ chen Initialzustand i den glei-
é( a) —~ b) chen Finalzustand f.
(i) >
—1 t

a) erst Zeitumkehr, dann Propagation in —t (also U_;T V),

b) erst Propagation in ¢, dann Zeitumkehr (also 7U;WV).

a) und b) ergeben nur dasselbe Resultat, wenn 7 antilinear ist, das heisst,
es muss gelten

TV +bP) = a"TY+b"TP. (7.44)

Dann finden wir fiir die Wege a) und b):
a) Z UG T,
E

'Fiir Spin-1/2 Teilchen ergibt sich eine Verdoppelung der Entartung falls F'S = g¢,0,
wihrenddem die Entartung fiir F'S = —g unverdndert bleibt. Bekannt ist in diesem Zu-
sammenhang die Kramers Entartung, dim Eig¥ > 2 fiir Spin-1/2 Teilchen.
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b) Ty e Fllhaplp = Y el Flay Ty, (7.45)
E E

Betrachte jetzt die Zeitumkehr der Schrédinger Gleichung (wir wenden 7
auf die Schrédingergleichung an)

tho0 = HVU

—iho, TV = THWV
J falls T eine Symmetrie ist
= HTW. (7.46)

Falls also [H,7 ] = 0 ist, dann erfiillt 7¥ die Schrédinger-Gleichung mit
t — —t, wie erwartet.

Wir wollen eine Darstellung von 7 finden (ohne Spin): die Position 7 soll
invariant unter 7 sein, die linearen und Drehimpulse sollen invertiert werden,
dann gilt

FT = TF = [F,T]=0, (7.47)
T = TP (7.48)
LT = —TL. (7.49)
In der Ortsdarstellung ist ¥ = 7, p = —tAV und wir kénnen eine einfache

Darstellung fiir 7" angeben, so dass 7 antilinear ist und (7.47) — (7.49) erfiillt
sind,

TV = U¥* komplexe Konjugation. (7.50)

Diese Darstellung von 7 gilt nur in der Ortsdarstellung.?

Beweis: Wir zeigen, dass die Darstellung (7.50) bis auf einen Faktor f = +1
bestimmt ist:

i) Tle) = f(z)|z), mit f(z) € C, denn &T|x) = T#|z) = 2T |z)
und deshalb ist T|x) o |z).

ii) 71p) = g(p)| — p), mit g(p) € C.

2Fiir ein Spin-1 /2 Teilchen beschrieben durch den Spinor ¥ = (i‘(l) ist die Darstellung

von T gegeben durch 7¥ = io,¥* = (fj*) und es ist 72U = —U,
+
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iii) f & g sind Konstanten, denn

Tlp) = T (xlp)|e)
= 7'2 e P z) = Z ePET |2 Zf eP?|z)
— o) -2 = olp Zemwx

und wir erhalten g(p)e® = e* f(z) und damit f = g = const. € C.

iv) Wir schreiben den Zustand |¥) in der Ortsdarstellung,
|¥) = >, ¥(x)|x), und berechnen die Wirkung von 7,

TI) Zw )fle) = > (x|

also ist [TU)(y) = f U*(y).
v) Schliesslich ist 72 = 11 — f = +1.
Die Gruppe {1, '7'} ist abelsch und damit sind ihre irreduziblen Darstellun-
gen eindimensional (Schur).

Fiir ein abgeschlossenes System ist [T, H] = 0 und die Kombination von
(7.46) und (7.50) ergibt

—zh@tc\ll = H7;I/ (7.51)

also ist mit W(¢) auch ¥*(—t) eine Losung der Schrodinger-Gleichung. Dieses
Resultat finden wir auch durch simple komplexe Konjugation der Schrodin-
ger-Gleichung. Ein externes Magnetfeld bricht die Zeitumkehrinvarianz und
[T,H] # 0. Erst wenn die Spule, welche das Magnetfeld erzeugt, mit ein-
bezogen wird, drehen sich unter 7 auch die Stréome in der Spule um, und
das Gesamtsystem ist wieder T-invariant. Explizit: Betrachte ein Teilchen
im Potential V beschrieben durch den Hamiltonian H = p?/2m +V =
—(h?/2m)A + V; dieser Hamiltonian ist reell und somit gilt 7TH = HT.
Andererseits gilt fiir ein Teilchen mit Ladung ¢ im Magnetfeld,

1 -\ 2
Ho= (LAY ey
2m c
. L o/o, g 2\?
o = —(p—l—fA) T, (7.52)
2m c

also ist TH # HT. Andererseits, wenn auch A — —A transformiert wird
(Umkehrung der das Feld erzeugenden Stréme), dann gilt auch TH = HT.
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7.3.1 Mathematische Erginzung: Schursches Lemma

Sei G eine Gruppe; U(G) eine irreduzible Darstellung von G in H; A
ein Operator in H. Dann folgt aus [U(g), A] = 0 fiir alle g € G, dass
A = M, d.h., A ist konstant auf jedem irreduziblen Unterraum von G

in H.
Oder allgemeiner

Seien U(G) und U’(G) zwei irreduzible Darstellungen von G in ‘H und
H'; A ein linearer Operator, A : H — H' und AU = U’ A.

H st isomorph zu H’,

Dann ist A =0 oder { U ist dquivalent zu U’.

Theorem: Alle abelschen Gruppen haben nur ein-dimensionale irreduzible
Darstellungen.



Approximative
Losungsmethoden

Die wenigsten Probleme sind exakt l6sbar und wir miissen auf approxi-
mative Losungsmethoden zuriickgreifen. Dazu stehen folgende Ansétze zur
Verfiigung;:

1.

Das Problem durch ein exakt losbares Problem approximieren; dieser
Ansatz ist besonders geeignet um die Losungsstruktur zu verstehen.

. Numerische Losung via Computer—diese Strategie liefert genaue Zah-

len, hilft dem Verstéindnis aber oft wenig, sollte deshalb erst zuletzt
angewandt werden.

. Variationsansatz: Suche unter einer Familie von Losungen die Beste—

setzt Verstdndnis der Losungsstruktur und eine gute Nase (fiir den
Ansatz) voraus, sehr elegant.

. Storungsrechnung: Systematische Verbesserung der Loésung, gut zur

Erarbeitung der Losungsstruktur, kann oft genaue Zahlen liefern.

. Quasi-klassische Approximation: sehr physikalisch, elegant, back-of-

the-envelope Argumente, welche die relevante Physik transparent wie-
dergeben.

Punkt 1 wurde in den vorhergehenden Kapiteln an einigen Beispielen er-
arbeitet. Punkt 2 wird in anderen Vorlesungen behandelt. Wir beginnen
mit Punkt 3, dem Variationsansatz. Auf die Stérungsrechnung gehen wir in
Kapitel 9 ein, die quasi-klassische Approximation werden wir in Kapitel 10
bearbeiten.

209
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Kapitel 8

App. Methoden:
Variationsansatz

Die Variationsrechnung basiert auf dem Rayleigh-Ritz (RR) Variationsprin-
zip: Sei ¥ eine Zustandsfunktion, H ein Hamiltonoperator mit Grundzu-
standsenergie Fj, dann ist

(V| H|Y)

Ey, (8.1)
(W|w)
denn mit der Eigenbasis ¢, zu H ist
(UIHI®) = > (Ulpn) {@nlH|on)(0n]¥)
n hf—/
EanO
> By [(¥len)?
= Ey(V|¥). (8.2)

Diese Gleichung erlaubt uns eine obere Grenze zur Grundzustandsenergie
(und zur Grundzustandswellenfunktion W) zu erhalten: Man nehme irgend
ein ¥, dann gibt (V|H|¥)/(¥|¥) eine obere Schranke fiir Fy. Wir kénnen

WU schreiben als
U = aVy+ [Yg (8.3)

wobei Wi L Wy ist. Es ist (U|W¥) = |a|? + |B|?, somit ist unser ¥ umso
besser, je kleiner die Korrektur \Ifé ist: es gilt die richtige ‘Richtung’ im
Hilbertraum #H zu finden.

211
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Das RR Prinzip erlaubt auch angeregte Zusténde abzuschétzen: Sei ¥q be-
kannt, dann ergibt die beste Funktion ¥ — (Uy|¥)¥( (mit der kleinsten
Energie) den ersten angeregten Zustand. Fiir nichtentartete Probleme lésst
sich das Prinzip iterieren:

Die Optimierung in

N-1

1Y = {\1/ AL

n=0

v, = EV zu den N — 1 tiefsten EW En}

ergibt £y und Wy. Insbesondere findet man Ejx aus der Diagonalisie-
rung der Matrix (V;|H|V,,), mit {V;} eine Basis in Hy; En ist dann
der kleinste Representant des grossten Eigenwertes A in Hy unter Va-
riation von Hpy. Oder einfacher in einer Formel ausgedriickt, Fn =
infy , {maxx[EW (Y| H|¥,,)| Uk, Uy, € Hy,dimHy = N)|}. Weiter las-
sen sich Symmetrien ausnutzen: Sei SO(3) eine Symmetrie von H. Die
Anwendung des RR-Prinzips in den Unterrdumen #; zum Drehimpuls
L? = R2I(1+1) ergibt eine Schranke fiir die kleinste Energie mit Drehimpuls
P21+ 1).

Wir kénnen auch untere Grenzen erhalten, dies ist im allgemeinen jedoch
viel schwieriger. Ein Gliicksfall liegt vor wenn H = Hy+ V zerlegbar ist mit
V > 0. Sei g der Grundzustand von H, dann ist

Eq¢ = (Ygl|H|Vg)
— (UG Ho[We) + (Ua|VIWe) > Eo. (8.4)
> Fo >0

In (8.4) haben wir benutzt, dass der Grundzustand zu Hy mit Energie Ej
im Allgemeinen durch ¥y # ¥ gegeben ist, und somit gilt (V| Hp|Vg) >
(Vo|Hp|¥g) = Ep. Im folgenden schauen wir uns ein Beispiel an.

8.1 Grundzustand des He-Atoms

Das Helium Atom besteht aus einem Kern mit zwei Elektronen,
He= 2p+2n + 2¢ . (8.5)
——
+2e Ladung

Wir betrachten nur die elektronischen Freiheitsgrade und beschreiben das
Zweiteilchenproblem der Elektronen im Feld des Kerns. Der Hamiltonope-



8.1. GRUNDZUSTAND DES HE-ATOMS 213

rator in der Ortsdarstellung ist

m o/ - 1 1 e2
H=__" <v2 v2) V3 (NN I 8.6
om 1+ Va c r1 +7“2 * |71 — 7 (8.6)

Fiir ein H-Atom kennen wir den Grundzustand (ap = h%/m.e? der Bohrsche

Radius)
v <7ra ) v : ( )
0 3 exp| ——— 8.7

und konstruieren daraus den Variationsansatz

043

V(7)) = @exp[a(rlqtrg)/alg}. (8.8)

Wir werden spéter sehen, dass dieser Ansatz mit dem Pauli-Prinzip ver-

traglich ist: der exakte Grundzustand des He-Atoms hat die Struktur
W(7, 5157, s9) = WEAR (71, 72) © WRPE L (51, 82), (8.9)

wobei s; die Spin-Quantenzahlen sind und ‘sym/antisym’ die Symmetrie der

Funktion ¥ unter Vertauschung der Variablen angibt. (8.8) hat die richtige
Symmetrie.

Wir miissen den Erwartungswert (¥|H |¥) berechnen. Fiir H-Atome ist E5™®
= ¢2/2ap und EP°' = —¢? /ap; wegen der verinderten Linge r — ar in (8.8)
werden diese Energien skaliert geméss

2.2 2
AT et g 20 (8.10)
2ap ap

Ekin - 9

wobei die Verdoppelung die Priasenz zweier Elektronen beriicksichtigt. Die
Berechnung der Wechselwirkungs-Energie

2
EWW  _ <az> 22 //d3r1d3rgeXp [—2a(r1 + r2)/apB]

Tay, |71 — 72

(8.11)

involviert folgende Umformungen: wir benutzen, dass 1/r die Greensche
Funktion des Laplaceoperators ist,

A(l)r) = —4rd3(F),  F[1/r] = 4n/k?, (8.12)
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und stellen die Coulombenergie im k-Raum dar durch das Integral

- |:47T€2 / Lk LeFem,

—_ —e€
’771 — 772 (27‘(‘)3 k‘2

Die Integration iiber die Ortskoordinate 7= 7 ergibt (genauso mit %)

/dBTeiE.FQOzT/aB — 4j oodrlm{reikerOcr/aB}
kJo

16ma/ap
= . 8.13
(k2 + 402 /a%)? (8.13)

Die verbleibende Integration iiber k liefert uns die Wechselwirkungsenergie
EWVW = bar e? (8.14)
N 8 a B ' .

Damit ergibt sich die Gesamtenergie zu
(H) (@) = o®S 40 + 2.5, (8.15)

sie wird durch o = 27/16 minimiert und ergibt die folgende Abschétzung
fir die Grundzustandsenergie,

27\ % ¢2
Ey < —[Z) =— ~ —285¢%/ap. 8.16
< -(%) = & a (8.10)

Dieses Resultat ist dem gemessenen Wert Ey ~ —2.904 €?/ap sehr nahe.

Interpretation: Trivial kdnnten wir o = 2 erwarten, da die Ladung Z = 2
ist. Wir finden aber den reduzierten Wert a = 27/16 < 2: jedes e schirmt
den Kern fiir das andere e~ mit einer effektiven Ladung 5/16 ab, wie in
Skizze 8.1 dargestellt.
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Abb. 8.1: Abschirmung: das zweite

Elektron (Ladung —1) bewegt sich

im mittleren Feld des Kerns (La-

dung +2) und des ersten Elektrons

(effektive Abschirmladung —5/16);

auf das zweite Elektron wirkt damit
-1 eine effektive Ladung 27/16.

-5/16
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Kapitel 9

App. Methoden:
Storungstheorie

Die Storungsanalyse hingt stark vom Problem ab: wir unterscheiden stati-
onére (0;H = 0) von nicht-stationéren (0,H # 0) Problemen und konzentrie-
ren uns auf diskrete Spektren. Im einfachsten Fall liegt ein nichtentartetes
Spektrum vor — wir behandeln deshalb den stationdren, nichtentarteten
Fall zuerst und analysieren dann entartete und fast entartete Eigenwerte.
Nichtstationdre Probleme und Fermis Goldene Regel schliessen die Diskus-
sion ab.

9.1 Stationirer, nichtentarteter Fall

Gegeben sei das stationére (0;H = 0) Eigenwertproblem
HY = EU. (9.1)

Der Hamiltonoperator zerfalle in H = Hy + H', mit Hy einfach genug, so
dass eine Losung

Hopn = &Enpn,
pn ein VONS,
dim Eig &, = 1, (9.2)
bekannt sei. H' sei eine kleine Stérung; wir suchen eine Stérungsreihe in H'.

Um die Buchfiithrung zu erleichtern schreiben wir

H = Hy+A\H' (9.3)

217
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und setzen einen Stérungsansatz in A an,

v = \1104-)\\1114-/\2\1’24-)\3\1/34-"' ,
E = Ey+AE1 +XNEy+ME3+--- . (9.4)

Einsetzen von (9.4) in (9.1) mit (9.3) ergibt in Ordnung

A0 (Ho — Eg)¥y = 0,
AL (Hy — Eg)¥, = (E; — H')Wy,
A2 (Ho — Eg)Vy = (E; — H)Uy + Ey Uy,
A3 (Ho— Eg)V3 = (E1 — H')Wy + B2V + B3V, (9.5)
1 T
hochstes ¥, hochstes E,

Die Ordnung \° ergibt sofort dass
\Il() = Pn, E() = Sn (96)

Weiter kéonnen wir die Wy, iterativ finden da rechts der Gleichheitszeichen
nur ¥; mit j < k auftreten. Die Addition von p, Vo zu Wy, Wy — W+ Yo,
verandert die Bestimmungsgleichung fiir ¥y nicht, da

(Ho — Eo)ux%o = pr(Ho —En)on = pi(En —En)on = 0. (9.7)

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir deshalb von jedem Wy
seine Komponente entlang ¥y abzéhlen und verlangen

(Wo|Wk) = dok (9.8)
was einer Normierungsbedingung
(pn]¥) = 1 (9.9)

gleichkommt. Wir wollen (9.5) systematisch 16sen. Das Skalarprodukt mit
Uy der Ordnung A\°-Gleichung gibt

S

(Wo|Hy — EolWs) = (WolEr — H'|We 1)+ Y Ej (¥o|Us—j)  (9.10)
~ — ———
0 §s1 B —(Uo|H'|Ws_1) 7 8s;
=B = (palH|Vso1), 521 (9.11)

die Berechnung von E in Ordnung s setzt die Berechnung von ¥ in der
Ordnung s — 1 voraus.
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Ein interessantes Zwischenresultat finden wir durch Multiplikation von
(9.11) mit A* und anschliessende Summation iiber alle Ordnungen \*; diese
Manipulation ergibt eine Beziehung zwischen E und ¥ in der Form

E = &, + Mpn|H'|P). (9.12)

Fiir eine systematische Berechnung von E und ¥ brauchen wir einen Aus-
druck fiir |¥s) und wir entwickeln in der Basis |¢;),

Ts) = D el ), s> 1. (9-13)
l

Die Summe Y ' enthélt keinen Term | = n da (p,|Vs) = (¥o|¥s) = dps ist,
vgl. Gl (9.8). Das Skalarprodukt von (9.5) in der Ordnung s mit (y;| ergibt

S
(@i Ho|Ws) +(oi| H'[Ts1) = Y Ejlp¥sj), (9.14)
£l V) 7=

wobei der Term mit j = 0 in der Summe, Ey{p;|¥s), wiederum |¥,) enthilt.
Damit finden wir

) = g [l ) = Y Bale)]. 019
n =1

Dieses Gleichungssystem lasst sich iterativ 16sen: Sei E und ¥ bis einschliess-
lich der Ordnung s — 1 bekannt, das heisst, Ey, -+, Es_1 und Wg, -+, ¥y 4
seien bereits gefunden. Dann ist fiir s > 1:

(9.11) Es = (pn|H'|¥s_1) und
(9.13) B (o H'[Ws—1) = 251 Bl Vs—j)
o1 J 19 - > = e (916)

Fiir s = 0 bilden Ey = &, und |¥g) = |¢,) den Startpunkt fiir die Iteration.
Die Nichtentartung war wichtig in (9.15): Es darf keinen Vektor |¢;) # |¢pn)
geben mit & = &,,. Wir werden auf den Spezialfall, wo diese Bedingung nicht
erfiillt ist, zuriickkommen. Schliesslich geben wir die Resultate fiir s < 2
explizit an, wobei wir die Notation |¢;) = |I) verwenden:

o (B = &
S 917
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AL { B = Wﬁ;? 019
U1) = Y, W,
. E, = Zl?ﬁn l\HjnH , 010
e = S S - R 0
Die Normierung (in Ordnung s = 2) hat die Form
(W) = 1+Z‘€”H_/’g‘2 (9.20)

Beachte: Die 2' Ordnung der Stérungstheorie fithrt immer zu einer Er-
niedrigung der Grundzustandsenergie. O

Beispiel: Harmonischer Oszillator im Kraftfeld Das Problem wird
durch den Hamiltonian

H = Hy+H,
2

1
Hy = 2p—m+§mw2q2, w? = f/m,
H = —Fg (9.21)

definiert. Das ungestorte Problem hat die Losung
Holn) = &nln),
En = hwn+1/2). (9.22)

Wir gehen zu dimensionslosen Variablen iiber und fithren Auf- und Abstei-
geoperatoren ein (vergleiche Seite 105 ff)

q:\/ﬂlx:\/%]fw(wrﬂ). (9.23)

Die Matrixelemente ergeben sich zu

(KH'|l) = —F\/z— i (kL= 1)~ F M<k|l+1>

Rl +1
= —-F 9 — 01 — F
mw

5k 141 (9.24)
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Damit erhalten wir folgende Resultate bis zur 2-ten Ordnung,’

o By = (n+%>hw
|¥o) = |n). (9.25)
1t E, = (n|H'|n) = 0,
({[H'|n)
[W1) =D =
! ; En—&
= —w (=vn+1n+1) + v/nln — 1))

—iF . mhw 1
= me) mit p =1/ Tz(a —a').  (9.26)

([|H'|n)|?
ote . E = |
2 Z En— &
!<n\H'\n+ 1[? n [(n|H'ln-1)]> _  F?
- —hw fw o 2mw?’
1/ F \*,
|‘1J2>Normiert — 75 (mhwz) p |n> (927>
Andererseits beschreibt der Hamiltonian
PPl 5,
H = — +=- - F
om M
p2 mw? F \2 F?
- Lo Ly
2m 2 mw? 2mw?
——
q0 Es

gerade einen um gy = F/mw? verschobenen harmonischen Oszillator; dessen
Energien sind um —F?/2mw? verschoben,

1 F?
E = (n n i)hw -5 (9.28)
und die Zustandsfunktionen sind
|W) = exp[—ipqo/h]|n) = exp[—ipF/mhw?]|n)
ipF 1/ Fp \?
o~ _ - — . 2
i )~ 5 (os) o (9.20)

'Die hier aufgefiihrten Komponenten |¥;) ergeben gerade die normierte Wellenfunkti-
on; folgt man dem obigen Schema, so sind die Terme |¥;>1) auf |¥o) zu orthogonalisieren
und anschliessend zu normieren. Der Vergleich mit dem exakten Resultat involviert dann
eine Entwicklung des Normierungsfaktors.
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Die Storungsreihe sollte gerade den verschobenen harmonischen Oszillator
als Potenzreihe in F' ergeben, was der Vergleich von (9.25) — (9.27) mit (9.28)
und (9.29) bestétigt.

9.2 Stationérer, entarteter Fall

Das Problem der Entartung dussert sich in (9.15)—der Energienenner &, —&
verschwindet wenn |n) und |l) aus demselben Energieeigenraum stammen
und daher die gleiche Energie haben. Abhilfe ist einfach: wir miissen die
Storungstheorie fiir entartete Eigenwerte neu aufbauen. Beachte, dass eine
Entartung nur relevant ist, wenn wir die Stérungsanalyse im entarteten Ei-
genraum ausfiithren, nicht aber wenn wir zwar dim Eig &, = D,,, > 1 haben
aber Eig &,l¢,+¢,, mit dimEig &, = 1 untersuchen. Im letzteren Fall sind
zwar alle Nenner &, — &, iiber Eig &,, konstant aber &, — &, # 0.

Wir erarbeiten ein konkretes Beispiel mit dim Eig &, = 2, der allgemeine
Fall mit dim Eig &, = k > 1 folgt trivial; statt einer 2 x 2 Matrix ist eine
k x k Matrix zu diagonalisieren, siehe spéter. Es sei {¢p,, ¢n} der Eigenraum
u Fgy=&, =&, =& und ¢, L on.

9.2.1 Aufhebung der Entartung in der Ordnung s =1

Die Energie alleine geniigt nicht, um den zu untersuchenden Zustand fest-
zulegen da alle Superpositionen

Uy = am|m) +apln) (9.30)

die gleiche Energie Ey = £ in Ordnung s = 0 besitzen. Einen guten Start-
punkt fiir die Storungsreihe kénnen wir finden wenn wir (9.5) in Ordnung
s = 1 nehmen und Matrixelemente mit (m| und (n| bilden,

(m|Ho — Eo|¥1) = (m|Ey— H'|¥)
0

= am(m|E1m) + an (m|Ei|n)
0
—am(m|H'|m) — ap(m|H'|n),  (9.31)

und ebenso mit (n|. Die beiden Gleichungen lassen sich in die folgende
Matrix-Form bringen,

((m|H'\m) = Er) am  + (m|H'In)an = 0,
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(n|H'|m) an, + ((n|H'|n)—E1)a, = 0. (9.32)

Mit (m|H'|m) = &/, und (n|H'|n) = & sowie (m|H'|n) = (n|H'|m)* = §'
erhalten wir das Eigenwertproblem

g;n_El 5’ (07%%) .
(e 7 ) () - o 03

Eine Losung Vg # 0 existiert falls die Determinante gleich Null ist, also
(& — B1)(E, — B1) — 18] = 0, (9.34)

womit wir F7 berechnen konnen zu

&+ & & —E\°
Ef = m;"i\/<’”2”> + |62 (9.35)
Die Bedingungen
@ 0
an By &)
b )* + |af P = 1, (9.36)

charakterisieren die zugehorigen Eigenvektoren.

Sei nun &), # &/, oder §' # 0. In niedrigster Ordnung erhalten wir das Resul-
tat By = & und |UZ) = af|m) + af|n) mit a, a;F durch (9.36) bestimmt.
Die néchste Ordnung ergibt die Korrektor £ = Eli gemiss (9.35) und die
Entartung wird aufgehoben. Um die Korrekturen |U%) fiir die Wellenfunk-
tionen zu finden betrachten wir zuerst die Ordnung s = 1 von (9.5) und
berechnen das Matrixelement mit (I|, [ # m,n,

(I1Ho — Eol¥y) = (IBf — H'|¥y)
(&= OUYY) = By {Ivg) —(H'|Yp). (9.37)
0

(9.37) legt die Komponenten von |¥5) im Sektor H \ {|m), |n)} fest,

I|H'|wE
PO = > “g_’g?) 0, (9.38)
l#m,n

wobei der Projektor P = 1 — |m)(m| — |n)(n| auf H \ {|m),|n)} proje-
ziert. Dariiber hinaus miissen wir auch die Komponenten von ]\I/ﬁ im Raum
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{|m), |n)} bestimmen, wozu wir die nichste Ordnung, den A\%-term in (9.5)
benutzen. Fiir |¥]) finden wir
(T | - (Ho— Eo)|¥y) = (B — H)|¥{) + EJ[¥])
(Ug [Ho — Eol¥y) = (Ug|E — H'|U]) + By (Ug]¥]),
0 0
— (UT|Ef — H'|¥y) =0. (9.39)

Andererseits ist
(Ef —H)|Vg) = (Ef - PH')|Vy) — (11— P)H'|¥y)
= (Bf - E)|¥y) — PH'|9). (9.40)

da (1 — P)H'|Y,) = E{ |V, ) wie man durch direktes Nachrechnen zeigt.
Die Kombination von (9.39) und (9.40) ergibt

0 = (B — By ){(, [¥7) — (¥q [H'P|T]) (9.41)

und damit, unter Verwendung von (9.38), die gesuchte Komponen-
te (U |¥]). Beachte, dass die Korrektur (9.41) von der Ordnung
(m(n)|H'|l){I|H'|m(n)) (Ef — E{)~! ~ O(H") ist. Eine analoge Rechnung
gibt das korrespondierende Resultat fiir | ] ). Fassen wir die obigen Resul-
tate zusammen so finden wir eine Stérungsreihe startend mit

{ EO — 87 { EO - ga
) = ahim)+afin: LG = aglm)+a;ln);
{ E, = Ef;
oo (W [H D UH V) | 0 <z|H|w
W) = S | TSR ) + ]
{ E = Ey;
_ (W[ H ) (U H [0 IH |V (9.42)
D) = S| TR e 100 + D).

Allgemein Sei dimEig &, = k, {¢L,---,¢©F} ein vONS in Eig &,. Wir
l6sen das Eigenwertproblem

(o |H'|}) — E1) (o7 H'l02) (o7 | H'|0k) an
(2 |H' |k (P2|H|p2) — E1) - (2 |H'|0k) az

. =0
(k| H'|o3) o ((pE|H'|k) — Er) ak

(9.43)
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und erhalten die Eigenwerte EY = (n®|H'|n%), a = 1,---, k, und Eigenvek-
toren [n®) = 3", ak(a)|pk). Dann konnen wir die Resultate (9.17) bis (9.20)
und weitere Ordnungen (9.16) iibernehmen indem wir ersetzen

) = |n%)

DT (9.44)

I#n H\ Eig &,
zum Beispiel in 2'** Ordnung fiir E,

(U ) |2

E ~ &+ M Hn*)+ > e
n — ¢l

H\ Eig &,

(9.45)

und in 1** Ordnung fiir ¥,

|\Ifa> ~ ‘na> + Z — 1 - Z <na ‘Hl‘l><l‘H/’na> ‘no/>

o' #a 1 _El H\ Eig &En 5n —5[
({|H|n>)
+ Z T |0y, (9.46)
‘H\Eig &,

wobei wir wiederum die Komponente in Eig &, speziell berechnen miissen.

9.2.2 Aufhebung der Entartung in zweiter Ordnung

Betrachte (9.35) sowie (9.36): Wenn &/, = &/, und 6’ = 0 ist, dann resultiert
daraus Ef = E| und die Entartung wird in erster Ordnung nicht aufgeho-
ben. Wir gehen dann zur s = 2 Ordnung von (9.5) iiber und nehmen das
Matrixelement mit (m| und mit (n|,

<m\H0 — E@‘\I/2> = <m]E1 — H"‘Iﬂ) + E2<m|\I/0>. (947)

Wir benutzen die 1-te Ordnung Resultate

|\I]0> = am|m> + an|n>7 Ey = &, = & = &
<n‘Hl|m> = glénma (948)
(| H ) + an (1| H' 1)
PlW = . 4
) = 3 el i (9.49)

Die 2-te Ordnung Gleichung (9.47) lasst sich schreiben als
0= <m|E1 - H,’P\IJ1> + <m]E1 - H/|(]l - P)\I’1> +E2<m’\1’0> (950)

0
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Der mittlere Term verschwindet da im Raum (1 — P)H = {|m),|n)} die
Entartung in 1-ter Ordnung nicht aufgehoben wird, d.h., (1—-P)H'(1-P) =
Ei(11 — P). Wir finden die Gleichung

(m\H'\P\IIQ = EQCLm (951)

und Einsetzen von (9.49) ergibt

([ H|m)[* |m)|? (m|H'|l){l|H'|n)
m n = 0. 9.52
P an Y0 L g ¢ (9.52)
I#£m,n l#m,n
&, 5

Ebenso finden wir durch Projektion auf (n/,

(&) — Es)an, + 6™ ay,, = 0 (9.53)
mit
(1| H'|n)|?
g = Z ‘2 ’51‘ . (9.54)
l#m,n

Damit haben wir das Problem auf (9.33) zuriickgefiihrt. Die Grossen &/, &/,
und ¢ heissen 2-te Ordnung Matrixelemente. Damit die Entartung in 2-ter
Ordnung aufgehoben wird muss wiederum entweder &/, # £/, oder §' # 0

sein. = Die Entartung wird sich in

1. Ordnung 2. Ordnung
aufheben, wenn
H' verbindet |m) und H' verbindet |m) und
|n) direkt, |n) via |l),
(m|H'|n) # 0. (m|H'|1)([|H'|n) # 0.

Beispiel: Stark Effekt im Wasserstoffatom.

Betrachte ein Wasserstoffatom im elektrischen Feld £ = (0,0, ). Dann ist
H' = e£z die Stérung. Wir untersuchen die Aufhebung der Entartung im
n = 2 Niveau mit Zusténden |n, 1, m) = |2s¢), |2p1), |2p0), |2p—1), also 4-fach
entartet. Zur Behandlung wére eine 4 x 4-Matrix nétig, aber da [L,, z] =0
ist mischen die verschiedenen m nicht,

0 = (W|[H',L]lm) = (m—m')(m'|H'|m). (9.55)
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Somit bleiben nur die Matrixelemente (2s9|H'|2pg) = ¢’ und §"* sowie die
Diagonalen. Da aber auch [Hy, P] = 0 (mit der Paritéit P) gilt, haben die
Eigenvektoren eine wohldefinierte Paritdt, ndmlich die von Yy, PY., =
(=1)!Y},. Da aber 2V}, die Paritit (—1)*! hat, muss ({|H'|l) = 0 sein.
Daraus folgt, dass auch die Diagonalen verschwinden, und

s /0 0 6 0
0 00 0

H’:?; S 0 0 0 (9.56)
p\0 0 0 0

Es bleibt § = (2s9|H'|2pg) = —3ape€ zu berechnen und die verbleibende
2 x 2 Matrix zu diagonalisieren,

0o -1 1 1
Die Aufhebung des 4-fach entarteten Zustandes bei ¢?/8ap in zwei nicht-
entartete und einen 2-fach entarteten Zustand ist in Abb. 9.1 skizziert.

3agpe& <

H, Hy+ H’ Abb. 9.1: Stark Effekt: der

(12s0—12py) /12 4-fach entartete Zustand zu

- 2p.0, 129 n = 2 spaltet auf: in 2 nicht-

deg =4 deg=2 2 entartete und einen 2-fach
(250 +12py) /12 entarteten Zustand.

Wir schétzen die relative Korrektur ab,

cla _ £ (9.58)
e?/ag  e/ag
Das Feld e/a3 (typische Feldstirke beim e™) ist e/a3 ~ 5-10° V/cm. Da-
zu der Vergleich mit typischen Feldern in MOSFET’s ~ 10° — 10°V /cm,
oder die Durchbruchfeldstirke von einem der besten Isolatoren SiOg ~
10% — 10® V/cm. Diese Grossenverhiltnisse rechtfertigen den Ansatz, dass
die Labor-Felder wesentlich kleiner sind als die Felder im Atom.

9.3 Stationirer, fast entarteter Fall

Offensichtlich ist die Storungsreihe eine Entwicklung in (n|V|l)/(&, — &).
Wenn &, — & geht, ist die Reihe nur langsam konvergent. Wir diskutie-
ren hier den Fall in dem zwei Eigenvektoren |n) und |m) beinahe (oder
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vollstéindig) entarten, zum Beispiel ein ‘Level Crossing’ in 0" Ordnung,
vgl. Abb. 9.2.

A m

¢ Abb. 9.2: ‘Level Crossing’ als

Funktion des Parameters q.

>
>

q

Wir schreiben H = Hy + H' = Hy + H| + Hj mit

Hi = (m|H'|m)Pum + (n|H'|n) Py
+(m|H'|n) Py + (n|H'|m) Py, (9.59)
P = li)(kl. (9.60)

Wenn Hj die Entartung in 1. Ordnung aufhebt kénnen wir Hj in konven-
tioneller Manier 16sen. Die Idee ist dann zuerst das H; = Hp + Hj-Problem
exakt zu losen und anschliessend H) perturbativ zu behandeln.

Betrachte |I) mit [ # m,n. Mit Holl) = &|l) ist auch Hy|l) = &) da
(Ilm) = (l|n) = 0 ist = nichts zu tun in H\{¢n, om}. Es bleibt der {¢n, om }-
Raum. Dies ist aber gerade das Problem (9.33) mit

g, = (miHim) = &+ (mlH|m),

g = (nlHln) = &+ (nlH|n),

§ = (m|Hin) = (m|H'|n),

§* = (n|Him) = (n|H'|m). (9.61)

Beachte, dass hier £, den Anteil &, in 0 Ordnung auch beinhaltet. In
(9.33) war &, = &, und wir haben nur die Stérung betrachtet, also den
Nullpunkt anders gewéhlt. Hier ist zwar &, ~ &,, aber dennoch &,, # &,.

Die neuen Startvektoren und Energien fiir das Hj-Problem sind dann:
l#mn : &, |l),

_ : _ Ent& \/57’71—57'1 2 5
l=mmn : & = 5 + ( 5 ) + (6|2,

[6'|m) + (Ex — &)))|n)] & Normierung. (9.62)

[+) =

Sl
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Beispiel: 1D periodisches Potential. Wir betrachten das Problem ge-
geben durch den Hamiltonian H mit periodischem Potential V(x) und pe-
riodischen (Born-von Karmann) Randbedingungen,

h2
H = 82+V( ), Vix4+w) = V(z),

HY = E\Il, U(z+ L) = ¥(x). (9.63)
Das ungestorte Problem mit Hy = —A292/2m hat die Losungen

4 27 h2 k>

ikx .

= k= — Ep, = —. 9.64
e Jo &= (9.64)

Durch die Benutzung periodischer Randbedingungen haben wird das kon-

tinuierliche Spektrum quasi-kontinuierlich (— diskret) gemacht, eine geeig-

nete Technik ein kontinuierliches Spektrum zu behandeln. Wir wollen V

storungstheoretisch behandeln. Mit

. P
Yoy, K = T, (9.65)
w

(beachte V(x + w) = V(x) periodisch = V(z) ldsst sich als Fourierreihe
darstellen) erhalten wir fiir die Matrixelemente

(KVIk) = 0w ki, Vi (9.66)

und finden damit die Wellenfunktionen in erster Ordnung Stérungstheorie

1
\IJ T — 2k’x+ Z(k+Kl)SL‘ 967
) = S e (967

Die Energie berechnen wir in 2" Ordnung,

Vi|?
Ey = &+W+) —
#Zogk_gkz-i-lﬂ

(9.68)
Dieser Ausdruck divergiert in der Umgebung von & ~ &iyk,, vgl. Abb.
9.3: Die k-Werte um —nl/w koppeln via K; = 27l/w zu +nl/w und die
Nenner &; — 4k, in (9.68) gehen gegen 0 mit &k — —Im/w. Wir 16sen des-
halb das Problem in der Umgebung von —i7/w im Rahmen fast entarteter
Storungstheorie. Mit |m) = ¢, und |n) = @r1k,, k ~ —lm/w, haben wir die
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Ea
~ entartet

W/ N
\ /

0l g 2| 3] 4
- I;KZ‘K kw/m
> K3

A

A

>K4

>

A

Abb. 9.3: Spektrum des freien massiven Teilchens. Die um die reziproken
Gittervektoren K; = 27l /w symmetrisch (bezgl. k = 0) auseinanderliegen-
den Zusténde sind in der Energie entartet.

Matrix

EtVy v )
9.69
< Vi G+ Vi (9:69)

zu diagonalisieren. Die Energieeigenwerte sind

En+E & — & 2
Ef = k2k+Kl+V0j:\/<k2k+Kl) + V2. (9.70)

Fir |&; — Ektk,| > |Vi| erhalten wir in 1-ter Ordnung Stérungstheorie

Ef =~ &+W, E. =~ &uk, + Vo (9.71)
Bei k = —In/w erhalten wir substanzielle Korrekturen,
B = &+Vo+ Vil By = &+ Vo |V, (9.72)

das heisst, das Mischen von k und k + K erzeugt Bandliicken im Spektrum.
Qualitativ erhalten wir damit das Spektrum des Kronig-Penney Modells
zuriick, vgl. Abb. 9.4. Die Bandliicken (Gaps) sind durch die Fourierkoeffizi-
enten 2|V)| = 2|V (K;)| gegeben, fir V.= 15> §(x —lw) ist V; = Vj) = const.

Normalerweise ist |V;| > |Vy/| fir I < I/, d.h. die Gaps nehmen mit zunehmen-
der Energie ab; fiir das 0-Potential (Kronig-Penney Modell) sind die Gaps
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21Vyl

21V4l

2$<

\ 21|

-n 0

. . '
_ Brillouin
Zone ausgedehnte Zone

Abb. 9.4: Spektrum des massiven Teilchens im periodischen Potential
V(z) = V(z + w). Die um die reziproken Gittervektoren K; = 27l/w
symmetrisch (bezgl. & = 0) auseinanderliegenden Zustéinde werden durch
das periodische Potential gemischt und es 6ffnet sich eine Energieliicke der
Grosse 2|V)| mit V; den Fourierkoeffizienten des periodischen Potentials. Die
Zusténde in der ersten Brillouin Zone bilden ein vollstdndiges System; die
Pfeile geben die Verschiebungen beim Ubergang zum reduzierten Bandsche-
ma mit Bandindizes an.

2|Vj| = 2V{ maximal. Die Aufspaltung der Blochwellen ¥, = exp(ikz)u;(x),
vgl. (3.81), in eine Modulation (exp(ikz)) und einen periodischen (u;(z)) An-
teil und die einhergehende Reduktion auf die erste Brillouin Zone lésst sich
leicht fiir den extremen Fall freier Elektronen (d.h., V' — 0) nachvollziehen:

U = e“mul(a:), w(z) = et = U = K,
ke |-m/w,m/w] K = k+K€eR
reduziert ausgedehnt

Die Behandlung des periodischen Gitters in dieser (storungstheoretischen)
Art und Weise ist als ‘Fast-freie Elektron-Approximation’ (Nearly Free
Electron Approximation — NFEA) bekannt. Dagegen startet das ‘Fast-
gebundene-Elektron-Modell’ (Tight Binding Approximation — TBA) von ge-
bundenen Zusténden, also von lokalisierten Elektronen, welche mit kleiner
Amplitude von Gitterpunkt zu Gitterpunkt hiipfen. Mit zunehmender Mo-
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dulation im Potential V' (x) geht das Spektrum stetig von der steilen NFEA
Form ~ h%k?/2m mit kleinen Liicken zur TBA Form mit flachen Béndern
der Form 2t cos(mz/w) oder 2tsin(ma/w) und grossen Liicken iiber. Dabei
ist ¢t das Matrixelement fiir das hiipfende Elektron, also eine Energie.

9.4 Rayleigh-Schrédinger vs. Brillouin-Wigner

In der Rayleigh-Schrédinger Theorie, dem obig behandelten Schema, werden
W und F konsistent in A* entwickelt. Die Brillouin-Wigner Theorie entwickelt
demgegeniiber nur ¥, nicht aber E, in Potenzen von H’. Startpunkt der
Brillouin-Wigner Stérungsreihe ist (9.1),

HY = FEV
L (93)
(B —Ho)|W) = AH'|®),
(ml-
(B — E)m|U) = Mm|H'|D. (9.73)

Energien: Waéhlen wir m = n und die Normierung (n|¥) = 1 so erhalten
wir mit A =1

E = &, + (n|H'|V),p (9.74)
identisch mit (9.12).

Zustdnde: Mit |U) =" (I|U)|l) erhalten wir sofort (A = 1)

zyH'y\I/
O) = )+ ot 51 (9.75)
l#n

Zum Vergleich ergibt die Rayleigh-Schrédinger Theorie das Resultat (siehe
(9.17) - (9.19))

vy = oy S A

& — &
l#n
(H' k) (k| H |n)  ([|H'|n){n|H'|n)
+;<,§ En—E)En—E)  (En— )2 )1y (9.76)

4, (9.77)
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Andererseits ergibt die Iteration von (9.75)

l]H\n
VIR
l;énE &

(| H'|k)(k|H'|n)
ZZ iy + - (9.78)
i (E—-&)(F — &)

Offensichtlich ist die Reihe fiir |¥) im Brillouin-Wigner—Schema viel einfa-
cher aufzuschreiben. Beachte jedoch, dass (9.78) auf der rechten Seite die
unbekannte Energie E enthilt. Einsetzen der Stérungsreihe von E in (9.78)
reproduziert natiirlich das Rayleigh-Schrédinger-Resultat (9.76). Eine be-
merkenswerte Anwendung von (9.78) involviert die Kombination mit (9.12),
E = E,+Mn|H'|W), mit (9.78) in der s-ten Approximation, |¥) = |¥()(E)).
Die Losung der nichtlinearen Gleichung

E® = & + \n|H'|UE)(E)) (9.79)

per Computer erlaubt eine im allgemeinen sehr genaue Bestimmung von E
und damit von ¥ in der Ordnung s.

9.5 Nichtstationire Storungstheorie

Die nichtstationére Stérungstheorie gibt sich mit folgender typischen Pro-
blemstellung ab: Gegeben sei ein zeitabhéngiger Hamiltonoperator mit den
Eigenschaften

H(t) = Hy+ H'(t),

OsHy = 0,
Hyln) = &pln), |n) ein vONS,
H'(t) zeitabhiingig, klein gegeniiber H. (9.80)

Die Dynamik sei wie folgt definiert:

t<ty: H =0,  ihd|9%) = Hy|WY),
t>tg:  H # 0,  ihd|¥) = H|D), (9.81)

mit |¥) = |V der fiir ¢ < to priparierte Ausgangszustand. Gesucht ist |¥)
zu Zeiten t > tg.
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Beispiel einer konkreten Fragestellung: Das System sei zu Zeiten
t < to in einem Eigenzustand von Hy pripariert, |¥°) = |n). Zu Zei-
ten t > to ldsst sich der durch H’ gestérte Zustand als Superposition
|¥) = >2 ai(t)]l) schreiben ({|[)} ist ein VONS). Welches ist die durch H’
induzierte Ubergangswahrscheinlichkeit von |n) nach |I)? Dazu miissen wir
den Zustand |¥(t)) fiir ¢ > to oder die Amplituden a;(t) berechnen. Mit
H' =0 fiir t < to und |¥°) = |n) entwickelt sich das System zeitlich gemiiss
|WO(t)) = e~*nt/hp). Schalten wir nun H’ ein, so sind die |n) nicht mehr
Eigenzustéinde von H und werden durch die Dynamik entsprechend defor-
miert, d.h., H' mischt nun andere Zustinde [ # n in die Zeitevolution von
|¥) hinein = Es resultieren Ubergiinge in andere Zustinde die quantitativ
durch die Amplituden a;(t) beschrieben werden. Im Hilbertraum entwickelt
sich der Zustand gemaéss der Skizze 9.5. O

A
) Abb. 9.5: Wird bei t; eine
) Stérung H'’ eingeschaltet so

-‘J\y werden dem Eigenzustand |n)

zu Hy weitere Zustidnde |I)
beigemischt.

\

Losung: Wir haben den adequaten Formalismus bereits in Kapitel 7 her-
geleitet, das Wechselwirkungsbild, siehe Seite 203 ff. Mit

[W(t)) = exp[—iHo(t —t0)/h]|¥p(t)), (9.82)
Uo(t,to)

und

Up(t) = UD(t,to)\llo(tg)
Up(t,tg) = Texp[ 7 dtHD(t’)} (9.83)
erhalten wir

t
W) = e—iHo<t—fo>/ﬁ[u+Z_1h / dty Hp (1)

to

27112/ dtydty T[Hp(t1) Hp(t2)] + }I‘l’o>

Hp(t) = eHMoU=to)/hpp (g)e=tHolt=to)/h, (9.84)
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9.5.1 15%® Ordnung, Fermis Goldene Regel

Betrachte ein System, welches fiir Zeiten ¢t < to im Eigenzustand |i) =
|linitial) zu Hy mit Energie & pripariert sei. Welches ist die Wahrscheinlich-
keit das System zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ > to im Zustand |f) = |final)
zu finden, wobei Hy|f) = &£f|f) sei 7 Als Beispiel nennen wir das Wasser-
stoff Atom in Wechselwirkung mit Licht (H-Atom im elektromagnetischen
Strahlungsfeld), wobei das Lichtfeld als Storung wirkt. In diesem Fall fragen
wir nach den Ubergangsraten zwischen den Niveaus. Mit (9.84) erhalten wir
sofort in erster Ordnung

t
<f\‘I/> o e_igf(t_to)/ﬁ<f’ﬂ—‘r;_l/dt/ei(gf_Si)(t/_tO)/ﬁH/(t/)‘i>

to
L (fli) =0
t
o i dt,<f‘e_igf(t_tl)/hH,(t/)e_igi(t/_to)/h|i>- (985)
in )i
H'(t") )
FooE N & (9.86)

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit P, ¢(t) = |(f|¥(t))|? erhalten wir

t 2
/ dt e E—EN IR P ) (9.87)

to

1

Piaf = ﬁ

Um weiter zu kommen miissen wir Annahmen {iber die Zeitabhéngigkeit der
Storung H'(t) machen. Ubliche und héufige Fille sind

— Abruptes Einschalten: H'(t) = V O(t — 1),
— Adiabatisches Einschalten von ¢t < 0 her: H'(t) = Ve, 7 —0F,

— Harmonische Stérung: H'(t) = V coswt.
In der Folge analysieren wir diese drei Falle.
1. H'(t) = VO(t—ty)

Einsetzen in (9.87) ergibt mit ty = 0 (oBdA) und der Definition w;; =
(€ =&)/n
eiwift —1 2

S IV

. . 2
() i (9.58)

Piaf =
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Der Faktor oc sin?(w;st/2) hat Nullstellen bei w;st = 2n7 und verhilt sich
fiir wip — 0 wie (wift/2)?/(hwif/2)* ~ (t/h)?, vgl. Abb. 9.6. Fiir lange
Zeiten t — oo erhalten wir einen scharfen Peak bei w;; = 0 mit Gewicht
x t.

By Abb. 9.6: Ubergangsamplitude

P, t(wif). Die Flache des zen-
tralen Peaks wiichst gemiiss ¢ -
(27 /t) o t.

t2
I

2n/t 0 2=/t Wy

Interpretation: Nach Einschalten der Stérung konnen im Prinzip Uber-
génge zu allen Energien erfolgen. Die relevanten Ubergiinge (diese treten mit
grosser Wahrscheinlichkeit auf und oszillieren nicht in der Zeit) sind dieje-
nigen welche die Energie erhalten, w;y = 0 — & = &;. Die Bandbreite der
Energieerhaltung ist durch das Heisenbergsche Unschérfe Prinzip gegeben,

Awif -t ~ 2. (9.89)

Das Gewicht dieser energieerhaltenden Prozesse nimmt linear mit der Zeit
zu,

/ Pop(w)dw ~ t. (9.90)
27/t

Fiir grosse Zeiten miissen hohere Ordnungen beriicksichtigt werden. Ist das
Spektrum diskret, so ist

P,y ~ t* fir & =&y,
Pt ~ oszilliert mit Frequenz w;¢ fir & # &y. (9.91)

In der Folge betrachten wir ein Kontinuum von Zusténden oder eine Grup-
pe von Finalzustdnden welche dicht liegen. Die Dichte dieser Zustédnde im
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Energieraum sei beschrieben durch p(£y), das heisst, wir kénnen Summen
iber Zusténde |f) ersetzen durch Integrale iber &,

> o= /dsfp(ef). (9.92)
!

Im Weiteren nehmen wir an, dass das Quadrat des Matrixelementes
[(f|V|3)|? von |f) nur via & abhéngt.

Beispiel: Freies Teilchen in 3D mit £ = /7%k%/2m und k= 2n1/ L
(Boxnormierung auf L?). Um die Summe in ein Integral zu transformieren
verwenden wir den Zusammenhang d®n = (L/27) d3k

1

—~—
> L7 /d3k = LB/dQ’“dek
— (2m)3 N 47 272
Loplk) = L*K?)2x%, p(k)dk = p(E)dE

dk 32mE 1 |'m
L opB) = plh) = o [

mL3
d = o VAmE
- / o(B)dE (9.93)
:»lz - / (E)dE  mit p(E) = ml
V L P PRE) = oV =me:

Beachte, dass |(k’|V |k }|2 nur via E}, Ej von k, k' abhéingen darf, ansonsten
muss |(k'|V|k)|? iiber Qp, gemittelt werden. Die obige Zustandsdichte p(E)
mit dem Volumen L? hat die Einheit 1/E.

0

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang in einen Zustand um |f) herum
ist dann gegeben durch

sin?(w; .
n:?a%ﬂz/@ng%ﬁngW

2T

- (9.94)

.\ (2
tp(Ep) IV £i=E;
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Dabei haben wir benutzt, dass sin?(wt)/mtw? — 6(w) fiir t — oo, vgl.
(2.108); ferner ist d€f = hdw;y und wir haben angenommen, dass die Zu-
standsdichte p(€f) und das Matrixelement |(f|V]i)|? in der Umgebung von
&y stetig/flach sind. Damit erhalten wir fiir die Ubergangsrate dP;_, f/dt =
r

)

2
r = —
ol

(FIVID2p(Es), Fermis Goldene Regel (9.95)

mit 2nh/AE; < t < 2rh/de, vgl. Abb. 9.7. ? Die Zeitrestriktionen haben
folgenden Ursprung:

— Der Peak in P;_,; muss innerhalb der Gruppe von Zustédnden um f
liegen. Wir bezeichnen die Breite dieser Gruppe mit A&y, insbesondere
sei das Matrixelement |(i|V'|f)| innerhalb von A&y in etwa konstant.
Dann muss A&y > 2mht sein, vgl. Abb. 9.7.

— Die Dichte unter dem Peak muss geniigend gross sein, d.h., die Ener-
gieseparation de zwischen Zusténden klein, so dass viele Zustédnde in-
nerhalb des zentralen Peaks zu liegen kommen, de < 27h/t, vgl. Abb.
9.7.

Normierung: Fiir die Streuung eines freien Teilchens am Potential V'
mit Amplitude Vy und Ausdehnung w < A = 27/k gibt das Ma-
trixelement |(k'|V|k)[2 ~ wOVZ/L® und die Rate ergibt sich zu T' =
mVgwS,/2mey/mh*L3. Der Volumenfaktor 1/L3 triigt der ‘Verdiinnung’ der
Wellenfunktion auf das Volumen L3 Rechnung. Wenn wir den Streuer durch
Ng4 unabhéngige zufillig verteilte Defekte ersetzen ergibt sich das volumen-
unabhingige Resultat I' = mVZwbng./2me ¢/ 7h* mit nqg = Ng/L? die De-
fektdichte.

g
2. H(t) =Vem, n—0".
% Alternativ findet man auch oft die Form
r = 2%‘<f|V|l>|2 0(Er —&). Fermis Goldene Regel (9.96)



9.5. NICHTSTATIONARE STORUNGSTHEORIE 239

o€

0 2nh/t €

W

AE,

Abb. 9.7: Details zur Ubergangsamplitude P;_, #(€). Das Intervall A&y um
den Finalzustand |f) mit Matrixelementen [(f[V|i)|. c(ag,) & const. muss
geniigend breit sein, AE; > 27h/t (d.h., das Matrixelement darf sich auf der
Skala 2mh/t nicht stark &ndern). Ein kleiner Abstand zwischen Zusténden
de < 2mh/t (grosse Zustandsdichte) garantiert korrektes ‘sampling’ des
Peaks.

Eingesetzt in (9.87) ergibt diese Zeitabhéngigkeit im Grenzfall t) — —oo

6277t

(hwig)? + (hn)

Pios(t) = S [(FIVI (9.97)

und wir finden die Ubergangsrate (vgl. wiederum mit (2.108))

eQnt
r- ;jtmf@) = [ e 0En) G VIO

276 (w; 1) /2

(FIVI)2p(E), (9.98)

27r|
h
wiederum in der Form von Fermis Goldener Regel.

3. H'(t) = V coswt.

Wir schreiben H'(t) = V (e~ ™" + ¢/“*) ¢ /2 und wéhlen t — —oo. Einsetzen
in (9.87) ergibt (wiederum ist hw;r = € — &)

. , 2
E‘<f|v|z>|2 eXp[z(wif — w)t] . eXp[’L(wif +w)t]
4h? W —wif +in w4 wif —in

e

Pi—>f
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e2nt Vi 2 1 1
- W VIt T e e
— 2wt
—2Re —— 'eXp‘( Zw)‘ , ] (9.99)
(w—=wif +in)(w + wif +1n)

Um die Ubergangsrate I' zu bestimmen berechnen wir die Ableitung 0; P;_, 75

20 (w—w;y) 27r5(wA+wif)
dPi; e 2 2n 21
_ 1 — cos 2wt
i = e VIR oo rr T a7 cos2t)

+{ W — wif W+ wif
(w—wig)? +n*  (wHwig) +n°

} (2sin 2wt)}. (9.100)

Die cos- und sin- Anteile mitteln sich nach kurzer Zeit weg. Mit 6(w)/h
d(fw) finden wir das Resultat
21 012
D o= ZlIVIDR 86 — & — hw) + 0(6r — &+ hw)] (9.101)
Der erste Term bei £y = &; + hw beschreibt einen Absorptionsprozess, der
zweite Term bei £ = & — hw beschreibt eine Emission.

9.5.2 2% Ordnung

Wir withlen den Fall 2 mit H'(t) = Ve™ und nehmen an, es sei (f|V]i) = 0.
Dann ist mit (9.84)
1 ¢ / v "
) = =g [ /_oodt - (9.102)

’<f|C_iHO(t_t/)/hH/(t,)e_iHO(t/_t//)/hH/(t,/)e_iHO(t//_to)/h”l:>.

Einschieben von ), |I)(l|, anschliessende Integration, Quadrierung und Ab-
leiten nach der Zeit ¢ gibt

2

2 5(&r — &) (9.103)

F:
h

VIV i
Z<f\ [H V)

; E — &+ inh

das Resultat versteht sich als Grenzwert n — 07. Die Rate involviert das

zweite Ordnung Matrixelement | Y~ 2|2 mit Ubergéingen [i) — |f) via |I),

i) — ) —|f)- (9.104)
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9.5.3 Zerfall eines Zustandes

Zur Bestimmung der Zerfallsrate des Zustandes |i) berechnen wir (f|¥) mit
(f] = (i]. Es ist

(ijw) = e EUNGwp),
ihd|Yp) = Hp(t)|Vp). (9.105)
Wir nehmen das Matrixelement mit (| und dividieren durch (i|¥p),

(|¥p
(i[¥p)

g

oy In(i|Vp) = (i[Hp(t)i) + Y (il Hp(t)l)
1#1

(9.106)

In Ordnung H’? kénnen wir schreiben (vgl. (9.85); die Entwicklung bis zur
1.ten Ordnung geniigt)

1 t
(I[Wp) =~ T dt'(I|Hp () i), (9.107)

to

und mit (i|¥p) ~ (i|i) = 1 finden wir

i In(i|¥p) = (i|Hp(t) +Z /dt il Hp (DI Hp(t)]4)
l;éz to
| H = ey, mlt n— 0t
- v+ 2 g B il (9.108)
E — & +inh’ '

Diskretes Spektrum: Mit n — 0T finden wir

i n(i|wp) =0 B4,

ihd, In(i|T) = £ +Ey + By =E®, (9.109)

das heisst, wir finden gerade die Zeitevolution welche durch die — in 2%

Ordnung — korrigierte Energie Ei(2) des Zustandes gegeben wird. Interpreta-
tion: Der diskrete Zustand |i) wird durch H’ adiabatisch deformiert, wie in

Abbildung 9.8 dargestellt.

Kontinuum: Es liege |i) in einem Kontinuum von Zustdnden. Die Diver-
genz bei 0 erzeugt durch den Energienenner & — & + inh behandeln wir im
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Abb. 9.8: Adiabatische Deformati-
€ on: Der diskrete Zustand i) wird

g, -—.————/\' durch die Stérung H’ lediglich de-

formiert; es finden keine Ubergéinge
t t in andere Zustédnde statt.

distributiven Sinn wie von der Funktionentheorie vorgegeben, vgl. Abb. 9.9,
und gebrauchen dabei Sokhotskis Formel

/d xize /_6 / iWWf( ); (9.110)

wobei im Integral das Intervall [—¢,¢]| ausgeklammert wird (Hauptwert).
Damit erhalten wir

|GIVID

i, In(i|) = 5i+<z'|V|z'>+][d&p<&) L
i ¢l

E®

—m/da A& 1GIVIDIES(E — &) . (9.111)

AT'/2

Abb. 9.9: Regularisierung eines Po-
] N4 B X les [z —ieg]~! via Sokhotskis Formel.

Die Zeitevolution von (i|¥) ist dann gegeben durch
<Z‘\I’> ~ e—iEi(Q)t/he—Ft/Q — e—iEt/h (9112)

mit F = EZ»(Z) —1iI'/2. Die Fouriertransformation in der Zeit (mit exp(—iwt))
produziert fiir einen stationdren Zustand mit Energie E eine J-funktion
d(lw — E), d.h., die Energie ist scharf. Der gemiss (9.112) zerfallende Zu-
stand wird demgegeniiber durch einen Pol in der unteren komplexen Halb-
ebene beschrieben — die Energie ist nicht scharf, der Zustand zerfillt mit
einer Halbwertszeit 1/T", vgl. Abb. 9.10.

Interessante Probleme ergeben sich wenn sich zwei Niveaus als Funktion
des Parameters «(t) treffen, vgl. Abbildung 9.11. Ublicherweise produziert
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g, Abb. 9.10: Zerfall des Zustan-

s des |7) im Kontinuum durch eine
€, @ Stérung H'.

0 t

ein Mischterm im Hamiltonian eine Repulsion zwischen den Niveaus (avoi-
ded level crossing). Je nachdem wie schnell sich der Parameter « in der Zeit
verdndert findet man, dass der Zustand |i) seinem Energieniveau folgt (adia-
batischer Limes) oder aber auf den nichsten Zustand springt (diabatischer
Limes). Das zugehorige Stichwort ist ‘Landau-Zener’ Tunneln, das Tunneln
durch eine verbotene Zone zwischen Energieniveaus.

li) V\

o o

Abb. 9.11: Zwei sich iiberkreuzende Zusténde (verschiedener Symmetrie,
links) werden durch eine symmetriebrechende Stérung V' gemischt wodurch
eine Energieliicke im Spektrum entsteht. Der Zustand [i) wird durch den
Parameter o deformiert. Wird « schnell veréndert folgt |i) dem urspriingli-
chen Niveau gleicher Symmetrie und springt iiber die Liicke (Landau-Zener
Tunneln). Wird « langsam veréndert so folgt |i) dem neuen Grundzustand.
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Kapitel 10

App. Methoden:
Quasi-klassische
Approximation*

Die quasi-klassische oder WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) Methode hat
einen physikalischen, einen mathematischen, und einen praktischen Aspekt.
Wir beginnen mit dem physikalischen Aspekt und machen den folgenden
Ansatz fiir die Wellenfunktion W(7,t), wobei A(7,t) und S(7,t) reellwertige
Funktionen sind,

W(EL) = A(F1) exp [%S(at)}. (10.1)

Einsetzen in die Schrodingergleichung mit H = p?/2m + V(7) und Separa-
tion in Real- und Imaginérteil ergibt

(VS)2 K AA
BS+ g +V = ST, (10.2)
Lo A
matA+(VA-vs)+§As _— (10.3)

Mit der Definition (10.1) erhalten wir die Wahrscheinlichkeitsdichte p =
A% und die Stromdichte j = A%2VS/m. Die Formel (10.3) fiihrt auf die
Kontinuititsgleichung: die Multiplikation mit 24 /m ergibt
A% +V(A2VS/m) = 0, (10.4)
— atp + 6; =

245
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Beachte, dass (10.3) nicht von A abhéngt und damit bereits eine klassische
Gleichung ist. Der klassische Limes — also A — 0 — von (10.2) lautet

(VS)?

0SS + o

+V = 0. (10.5)
Dies lésst sich auch schreiben als

H(p; = 0S/0xi,xj) +0,S = 0, (10.6)
was gerade die Hamilton-Jacobi Gleichung fiir das korrespondierende klas-

sische Problem ist.!

Wir definieren die Geschwindigkeit @ = j/p = VS/m und finden mit (10.4)
und (10.5) das hydrodynamische Problem

Dv =

i = ¥-p (10.10)

Hier bezeichnet D /Dt die substantielle (materielle) Ableitung definiert durch

D
Dt

! Die partielle Differentialgleichung (10.6) wird gelést durch S(x;, a;;t) + So mit den
Integrationskonstanten «; und Sp. Substitution der Integrationskonstanten «; durch Im-
pulse P; ergibt die Erzeugende S(z;, P;; t). S generiert via der kanonischen Transformation
pv = 0S/0x,, X, = 0S/I0P, das triviale Problem

= 9+ (7-V). (10.11)

o
ap,

H(P,X;)=0; —P, = O _ 0, X,=

X =0, (10.7)

mit Losungen P, = const. = a,, und X, = const. = f3,. Die kanonische Transformation
Xu, P, < zj,p; ergibt die mechanische Bahn in den urspriinglichen Koordinaten z;.
Einsetzen in S ergibt die Wirkung

S() = S(;(t),ant) = /ttL(t')dt'—i-S(to) (10.8)

entlang der Bahn. Damit erhalten wir die Approximation
T o~ S (10.9)

mit der klassischen Wirkung S. Diese Approximation haben wir bereits frither gefunden,
vergleiche (115) Die vollstéandige QM erhalten wir durch Pfad-Integration iiber alle Pfade
mit Gewicht e*FBD/? _, Feynman Pfadintegrale.



247

Formel (10.10) beschreibt eine Fliissigkeit von nichtwechselwirkenden Teil-
chen welche sich im Potential V() bewegen. Der Strom 7 und die Dichte p
dieser Fliissigkeit entsprechen gerade dem Wahrscheinlichkeitsstrom und der
Wahrscheinlichkeitsdichte des korrespondierenden Quantenproblems. Be-
achte: wir berechnen p und ; mit dem klassischen Limes (10.5), behalten
aber die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantenmechanik.

Fiir stationédre Zustédnde ¥ o exp[—iEt/h| finden wir ;A = 0und 0,5 = —F
und damit die exakten Gleichungen

- AA
(VS)? —2m(E-V) = hQT,
V(A2VS) = 0. (10.12)
Mit der Definition (k = 27/ = 1/X)
h
A= — (10.13)
2m(E —-V)
kénnen wir schreiben
- K2 AA
2 _ v 2=
(VS)* = 32 <1+>’\ 1 > (10.14)
Die klassische Approximation ist offensichtlich gut wenn
AA
2 1 10.1
N <L (10.15)
und wir erhalten
- K2
(VS): = 2 (10.16)

Dies ist gerade die Gleichung fiir die Wellenfront in der geometrischen Optik

Quantenmechanik <« Wellenoptik
+Jh—=0 J
klassische Mechanik <> geometrische Optik.

Die Ebenen S = const. definieren Wellenfronten zu welchen die Strahlen
orthogonal verlaufen. Beachte auch den Zusammenhang mit der hydrody-
namischen Formulierung bei der ﬁS/m = ¢ L Flidchen S = const. ist, vgl.
10.1. Als Beispiel betrachte V' = 0, dann ist S = p’- 7+ Sp, p = A/, und wir
erhalten unsere wohlbekannten ebenen Wellen zuriick.
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Abb. 10.1: Die Ebenen S =
const. definieren die Wellenfron-
ten; die Teilchen bewegen sich
entlang dem Gradientenfeld V.S
> mit Geschwindigkeit v

S = const.

Eindimensionale Probleme: Die Gleichungen (10.12) reduzieren sich
zZu
A//
S? —o2m(E-V) = hQZ, (10.17)
(A%28") = o. (10.18)

Letztere Gleichung lisst sich integrieren, A = const./v/S’. Einsetzen in
(10.17) ergibt eine Gleichung fiir S alleine, allerdings eine sehr komplexe,

3 /S 2 1 S

“\= — ==l 10.1
H(5) 2(5’)] (10.19)
In der WKB (Wenzel-Kramers-Brillouin) Approximation machen wir eine
Entwicklung von S in A2,

S? —o2m(E—-V) = h?

S = So+hS) +h'Sy+---. (10.20)

Einsetzen in (10.19) ergibt in

0T Ordnung
S? ~ SP = 2m[E—V(z) (10.21)
oder mit der Definition (10.13),

S2 = w2 10.22
0 - ﬁa ( . )
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was gerade Gleichung (10.16) entspricht, dem klassischen Limes von (10.14).
Die Gleichung (10.22) ldsst sich fiir A < oo trivial integrieren,

h h
b = *——~, dSo=+——d
% A e

Az
So(x) — So(z0) = i/xda:)_\(hx) _ j:/xd:np(:n), (10.23)

ein wohl bekanntes Resultat. Fiir E > V(x) erhalten wir die approximative
Losung

Az) € R,
U(zr) = ay/A(x)exp [iz‘ (/x ;Z:) —i—cp) } (10.24)
wihrend fiir £ < V(z)
h
o) = 2m(V(z) — E)
U(r) = ay/i(z)exp |+ (/m ;jf,/) +¢>] (10.25)

15t€¢ Ordnung

(Sh+ h2S))? = SP2 +21%S)S,
Ote 1te
h’ 52 [(Sp) 12"

2
Ote 1te
3 /S 2 18"
28081 = S (=2) - ==L, 10.2
s - 3(5) 25 o
Fir F > V finden wir die Losung
h
/ — j:*
So %
1
hS); = i§\/i(\/i)”
X” X,Q

o omit (V) =

WA AXA
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)\// )\2
- =(5-%)
x/ T , le

Damit die 0% Ordnung eine gute Approximation ist, muss

hS; <« 1 (10.28)
sein, und damit

X< o (10.29)

die Wellenlénge soll sich nur langsam im Raum veréndern,

AX
+ < 1 (10.30)

mit AX = X - A, die Anderung der Wellenléinge auf der Distanz X, also die
relative Anderung von X.

Oft wird auch eine Reihe in & statt in A2 angesetzt: Definiert man
v = ¢Wh (10.31)
mit W =5 —ihln A, so ist die Entwicklung in Potenzen von #,
W = Wo+hWi+EWy+---. (10.32)

Einsetzen in die komplexe Gleichung (vgl. (10.17))

W?—2m(E-V) = ihW” (10.33)
(10.34)
ergibt
2 h2
WO = Zm(E—V) = ﬁ’
2WW, = W[, (10.35)
mit der Losung
T dx
Wo = =%h —
0 X(:E)v
P (10.36)
1= 5 nk(x)' .
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Die Korrektur in 1*** Ordnung fiir ¥ fiihrt auf den Faktor
1.1
exp ( —-In —) = VA (10.37)
2 A
und die 1'** Ordnung der WKB Lésung ist (vgl. (10.24)),

Zr dﬂ')/
U ~ Viexp [iz/ W} (10.38)
Wir erwarten ein gutes Resultat wenn || < Wy oder, da Wy monoton
ist, wenn |AW{| < W{. Damit ergibt sich die Bedingung
A A

in Ubereinstimmung mit (10.29). Gefihrlich sind offensichtlich die (klassi-
schen) Umkehrpunkte bei denen E = V(z) ist und demnach X — oo geht.
An diesen Umkehrpunkten #ndert sich die Wellenlénge rasch und die WKB

Approximation scheint Miihe zu haben. Wir miissen diese Punkte speziell
behandeln.

10.1 Exponentielle Approximation

Wir wenden uns dem mathematischen Aspekt der WKB Néherung zu. Ge-
geben sei eine lineare Differentialgleichung n*®* Ordnung deren fiithrender
Term mit einem kleinen Parameter multipliziert sei,

0 = 6y +puo1(@)y™ V) + proa(@)y™ ™ + -+ pi(@)y + po(2)
& Randbedingungen. (10.40)

Im Limes 6 — 0 &ndert die Differentialgleichung ihre Ordnung und die
Losung bricht zusammen. Zum Beispiel tritt ein lokaler Zusammenbruch in
folgendem dissipativen Problem auf,

0y +ay +y = 0, (10.41)

mit ay’ dem Dampfungsterm. Ein globaler Zusammenbruch erscheint im
dispersiven Problem

§y"+y=0. (10.42)

Der Zusammenbruch der Losung manifestiert sich wie folgt: Fiir § — 0 tritt
eine rasch oszillierende Losung auf, deren Wellenldnge mit § — 0 auf Null
geht. Im dissipativen Fall ist die oszillierende Losung exponentiell gedampft
und der Zusammenbruch ist nur lokal; im dispersiven Fall ist die oszillierende
Losung ungeddmpft und der Zusammenbruch ist global.
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Einfaches Beispiel:

5y/,+y = 0, y(O):O, y(l):L
sin(z/v/9) 1

sin(1/+/9)’

Fiir 6 — 0 oszilliert die Lésung tiberall stark. O

3 (10.43)

Dissipative und dispersive Phénomene sind exponentieller Natur [ exp(z),
o exp(iz)] und ein exponentieller Lésungsansatz ist angebracht,

y(x) = A(z)exp {S(:ﬂ)/\/ﬂ (10.44)

S reell — exponentielles Verhalten der Losung,
S imagindr —  oszillierendes Verhalten der Losung.

Der Ansatz (10.44) kombiniert mit einer Entwicklung von A und S in ¢ ergibt

die WKB Approximation. In der Folge beschréinken wir uns auf Probleme
des Typs

ety = Qa)y (10.45)

und machen den Ansatz?

y(x) ~ exp E Z 6”wn(:1:)} , e —0. (10.48)
n=0

2Einige Bemerkungen:

1. Im Vergleich mit dem typischen Problem 0" /2m = [V (z) — E]¥ der Quanten-
mechanik notieren wir folgende Aquivalenzen:

T oy, 2m(V — E) < Q,
h<re, klass. Limes <> ¢ — 0. (10.46)

2. Wir sollten eine Reihe y ~ exp |:1/1 > I/”wn:| ansetzen. In 0°" Ordnung ist dann

g? 2
;w0+"' = Q (10.47)

und da @ von Ordnung £° ist muss v = ¢ sein.

3. Die Entwicklung von (10.48) entspricht (10.32), einer Entwicklung in #.
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Einsetzen von (10.48) in (10.45) ergibt

(wh)? + eRwyw] + wi] + 2 Rwwh + wi + (W) + [ ]+ = Qx)
(10.49)

und ein Vergleich in den verschiedenen Ordnungen e" fiihrt auf die Bezie-
hungen

(wp)* = Q(a),

2wiwy +wy = 0,
n—1

2wyw!, + w4 + Zw}w%_j = 0, firn>2. (10.50)
=1

Die Losungen fiir wg und w; sind bekannt,
xX
we) = & [ d VW),

wy(x) = —ian(m), (10.51)

wobei @ reel oder komplexwertig sein kann. Fiir die héheren Ordnungen
findet man?

B x , Q// 5(@/)2
wy = i/ dx [8@3/2 - 32Q5/2]’ (10.52)
B Q// 5(@/)2
W= 1602 T 6408
_ x , Q//I/ 7Q/Q/// 19(@//)2
= jE/ e [32@5/2 T32Q72 128Q72
+221Q”(Q’)2 ~1105(Q")*
256(Q9/2 2048Q11/2
" 79/ \2 N2 N4
o Q" . TQQ"  5(Q)?  113(Q)°Q"  565(Q)

6403 T 64Q4 64Q* 2565 2048Q6

Die beiden ersten Faktoren sind bekannt als geometrisch- (exp[wp/e]) und
physikalisch-optische (e** = Q~'/*) Approximationen,

1
Yy ~ exp LZE"wn}

3Die Ordnungen (h = £)®" sind Integrale, die Ordnungen (h = £)?"*! nicht. Dies
entspricht gerade der Aufteilung in A (k- Reihe in A?) und S ( Reihe in /?); hier haben
wir w als Reihe in A angesetzt.
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~ explwo/e]  explwi]explews] - - -. (10.53)
—_———

geometrische Optik

Die WKB-Reihe
e ! i e” (10.54)
xp | — W, )
Y € n=0

ist eine asymptotische Reihe* , d.h., die Losung y der Differentialgleichung
(10.45) wird durch exp [ZN 5"‘1104 asymptotisch approximiert wenn & —

0. Die WKB Néaherung ist eine singuldre Stérungstheorie bei der die Reihe
im allgemeinen nicht konvergiert. Bis zu welcher Ordnung miissen wir gehen?

4Eine Reihe
> an(z —z0)" (10.55)
n=0
ist asymptotisch zu y(z) fiir £ — 2o wenn
N
y(z) — Z an(z —20)" < (z—z0)V T fiir z — x0 (10.56)
n=0

fiir jedes N, das heisst der Fehler (oder Restterm) ist kleiner als der letzte beriicksichtigte
Term. Wir schreiben dann

Yy~ Z an(z — x0)", T — o, (10.57)
n=0

wobei ~ fiir ‘asymptotisch gleich’ steht. Fiir o = oo ist

oo

Qn
n=0

eine asymptotische Reihe. Die asymptotische Reihe ) an(x — o)™ braucht nicht konver-

gent zu sein. Die Koeffizienten a,, sind wohl definiert,

a = lim y(z)
a1 = lim 7y(m)—ao

=T X — Xo

e y(@) =20 an(m —o)"
any = lim .
=T (3} — xo)N

(10.59)

Die Funktion e™® hat keine asymptotische Entwicklung in co da die Koeffizienten a,, =0
fiir alle n verschwinden. Damit haben f und f+e™* die gleiche asymptotische Entwicklung
bei oco.
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Wir wollen, dass ), "~ lw,, asymptotisch in ¢ fiir ¢ — 0 die Funktion y auf
dem ganzen Intervall gleichformig approximiert. Dann muss gelten

cwp <K wg, € —0,

cwy K wy, € —0,

EWpr1 <K wp, €—0, (10.60)
Nuny <1, =0, (10.61)

gleichmissig auf dem Intervall. Die Bedingung (10.61) ist eine Konsequenz
des exponentiellen Ansatzes und garantiert, dass der relative Fehler klein
ist,

N
1
1— ——exp [Zs”_lwn] ~ Moy < 1, =0 (10.62)
y(z) -
Wir betrachten einige Beispiele, siche Abb. 10.2.

(a) Qz) =V

v @ (b) (©

0 x o 1 x 0 x

Abb. 10.2: Potentiale Q(z) = /7, Q(z) = [In(z)/z]?, und Q(x) = x zu den
Beispielen.

ey = V. (10.63)

Losung geméss physikalischer Optik

4
wy = :l:/dxxl/4 = :tgzc5/4,
1
T —Zln\/E; (10.64)
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zusammen ergibt dies die Losung

1 4
y = CT\/E exp {—563:5/4} . (10.65)
Der Fehler betragt
9e 1
lews| = %5—/4 — 0 fiir x — o0 (10.66)
x

und verschwindet fiir grosse Werte von z.

(b) Q(x) = (Inz/x)?

Inz\?
J = <x) y() (10.67)
1 1
wy = :t/da?nx = +—(Inz)?
1. (lnz\?> 1 1
wp = —4ln(x) = ilnm—§ln(lnx),
1 3 1
= .. = +|-In(lne)+ >
wa [8 n(lnx) 16 (lnx)Z] — 00
fiir x — oo.  (10.68)
Erst ws ist fiir £ — oo begrenzt,
3 1 1 1
wy = .- = < 1. (10.69)

16 (Inz)? 16 (Inz)2

Damit reicht in diesem Fall die Approximation der physikalischen Op-
tik nicht mehr aus.

(¢) Q(x) = x, Airy Funktionen

i

y = 2y,
(10.70)
2
wy = :tng/z,
wy; = —Zlnm,
_ 5 1 fi
wy = :I:@W — 0 ir x — 00. (10.71)

c 2 5 1
= y(r — 00) ~ Tﬁexp [:l:3x3/2] <1i@m+“->. (10.72)
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10.2 Umkehrpunkte

Wenn Q(x) in # = xy verschwindet, also Q(z = z¢) = 0 ist, dann ist
E = V(x0) und wir haben einen Umkehrpunkt. Die WKB Approximation
bricht zusammen, da

1
wp = _ZIHQ — 00. (10.73)

Andererseits bleibt die Differentialgleichung £?y” = Qy regulir und die
Losung existiert auch um zg herum; nur das WKB Schema, nicht aber die
Losung, bricht zusammen. Deshalb konnen wir auch weiter nach Losungen
des Problems suchen. Im Folgenden 16sen wir einige typische physikalische
Probleme, vgl. Abb. 10.3, und kommen damit zum physikalischen Aspekt
der WKB Approximation.

(d)

>

X X

Abb. 10.3: Skizzen von einigen typischen physikalischen Beispielen die im
folgenden behandelt werden: (a) Ein Umkehrpunkt. (b) Zwei Umkehrpunkte
die auf ein Eigenwertproblem fiihren. (c) Zwei Umkehrpunkte die auf ein
Tunnelproblem fiithren. (d) Greensche Funktion in einer Dimension.
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10.2.1 Umkehrpunkt (a)

Wir starten mit einem Umkehrpunkt erster Ordnung, vgl. Abb. 10.4. Zudem
sei |Q(x)| > 1/2? fiir  — +o00, zum Beispiel Q = sinhx oder Q = x + 3.
Wir unterteilen die Achse in drei Gebiete und kleben die Losungen in den

0

QO~ax Abb. 10.4: Funktion Q(z) zum
\(\/ Umkehrpunkt.

\

sich iiberlappenden Regionen zusammen wie in Abb. 10.5 dargestellt. In den

11

A
\

\
A

-1 2/3 0 g3 1 X
Abb. 10.5: Uberlappende Regionen zur Lésung der Diffgleichung 2y’ =

Q(x)y in der N#he eines Umkehrpunktes.

Regionen I & III ist die WKB Approximation in der physikalischen Optik
anwendbar. In Region II liegt ein Airy Problem vor.

I: Im Gebiet I zerfillt die Losung exponentiell,
— ¢ L[ / 7
Yy = Wexp [— 5/0 dz' \/Q(x )], (10.74)

mit y;(00) = 0; die exponentiell ansteigende Losung exp[+ [ - -] tritt
nicht auf. Die Giiltigkeit der Losung verlangt, dass wg/e > w1 > cwy
und ewy < 1; fiir kleine x finden wir mit Q) ~ ax die Ausdriicke

2
wy ~ :|:\3/6m3/2,
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w; R~ —ZIDSL’,
5
~ 4+ g3/ 10.75
w2 as8va’ (10.75)

und wir erhalten die Bedingung z > £2/3.

II: Wir transformieren auf die neue Variable
a\1/3
t = (;2) r = 0%y =ty (10.76)

und finden die Losung in der Form einer Airy Funktion,

yu(z) = D Ai [(:2)1/395] + E Bi [(:2)1/34 . (10.77)

Das erlaubte Regime beschriankt sich auf |z|] < 1 da nur dort die
Approximation ) ~ az gilt.

III: Im Gebiet III ist die Losung propagierend,
Y = FL exp [3 /O dx’ \/—Q(aj’)}
S A Y
1 [
=0 exp [ — é / dz’ \/—Q(az’)]. (10.78)

Die Giiltigkeit beschriinkt sich auf das Gebiet —z >> £2/3.

+G

Der Vergleich der Losungen in den iiberlappenden Gebieten erlaubt uns die
Bestimmung der Koeffizienten D, E, F, und G; der Koeflizient C' folgt aus
der Normierung. Gebiet I: Fiir kleine x schreiben wir @ =~ ax und erhalten

~ C

Yo~

2Va 5
— exp [— e } (10.79)

Bis zu welchem z kénnen wir Q ~ az ansetzen? Sei Q ~ ax + bz?, dann ist
2va_ 5/ b5
N — — 10.80
wo 3 * + 5 \/aw ( )
und die Korrektur erzeugt durch b # 0 ist klein falls exp[bz®/2/5ev/a] ~ 1,
also 2 < €%/5. Die Lésung 3 ist also im Intervall [¢2/3, £2/5] giiltig und kann
dort mit y;; verglichen werden (vgl. Abb. 10.6),
- C 2
o~ exp [— ;é&x?’ﬂ] (10.81)

Vax
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ist zu vergleichen mit

Yu ™~ \/7?\6/\/5\4/5<26Xp[_ 3|+ Bew [Sa00]).
(10.82)

Dabei haben wir fiir € — 0 die Asymptotik der Airyfunktion gebraucht. Die
Koeflizienten D und E ergeben sich zu

2yT
D = X' ¢
(5@)1/6 ’
E = 0. (10.83)

Wir fiihren die entsprechende Analyse auch fiir x < 0 durch und vergleichen

I } | >

Abb. 10.6: Uberlappende Regionen zur Losung der Diffgleichung 2y’ =
Q(x)y in der Nihe eines Umkehrpunktes. Skizziert sind die Giiltigkeitsbe-
reiche der Ausdriicke y;, 71 und yu.

die Airy Funktion (beachte, dass E = 0)

L
V(o7

mit der Losung im Gebiet 111,

sin [g(—t)?’/2 +7] (10.84)

Ai(t) = :

F [iQ\/a(_x):z/z}

= ———¢€
Y (—ax)1/4 Xp 3e

+W exp [— Z.23\€/a(—:1:)3/2}. (10.85)

Mit ¢ = (a/e2)'/3z und D = 2\/7C/(ca)'/® erhalten wir fiir vy

20 o]
Yyau = (—aﬂj)l/4 S111

2v/a 7r
Y (—a) 4 ﬂ (10.86)
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und der Vergleich mit yy; ergibt

F = G*=¢"*C, CeR. (10.87)
Damit erhalten wir die vollstindige Losung (e — 0)
Yy = Q?Mexp [— i/oxda:’ Q(w’)}, x >>52/3,
g = mm[ (;2)1/3 2], el <1,
Ym = (_ch)lﬂsin [i/xo dz'\/—Q(z") + Z] z < —2/3. (10.88)

Beachte: Wir mussten bei x — oo starten und y;; herleiten. Wir kénnen
nicht y;;; (wie oben hergeleitet) verwenden und schliessen, dass y; exponen-
tiell verschwindet, denn unsere Analyse ist nur asymptotisch in €, das heisst
in fithrender Ordnung ¢ korrekt. Konkret, sei

2C . 11 (0
= g sin [5/ dw’\/—QJrﬂ, (10.89)

dann ist

= ;@ exp {— i/zd:c’\/@} + O(e) exp {i/xdx/\/@] (10.90)

Um den zweiten Term in y; loszuwerden brauchen wir die Randbedingung
yi(00) = 0. Wir schreiben deshalb die gerichtete Verbindungsrelation

é/%sin[i/:dx/\/@-i'jﬂ — é/léexp[—i/oxdx’\/@]
(10.91)

um die Losung um den Umkehrpunkt fortzusetzen.

Normierung:

/ doy ~ 20,/%5, (10.92)

00 0 /
/_ dry? ~ 202/_ \/_dgim. (10.93)

In (10.92) haben wir benutzt, dass nur die Umgebung von 0 relevant ist.
Der Normierungsfaktor C wird dann der Situation angepasst gewéhlt, siche
Bender/Orszag fiir weitere Details.
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10.2.2 Zwei Umkehrpunkte, Eigenwertproblem (B)

Das generische Eigenwertproblem mit zwei Umkehrpunkten ist in Abbildung
10.7 skizziert.

Abb. 10.7: Eigenwertproblem
definiert durch die beiden
Umkehrpunkte A und B.

Wir brauchen jetzt zwei Verbindungsrelationen (vgl. Abb. 10.7): Am Punkt
A miissen wir die zwei Funktionen

1 1A 2 I s
exp[—/ dx’ Q} = sin [/ da’ —Q+—] (10.94)
gl [ WVe = g s Ve
verkniipfen, wohingegen im Punkt B die Verkniipfung zwischen den Funk-
tionen

Pt [ 2] = el o] o

zu erstellen ist. Im erlaubten Gebiet miissen die beiden Ausdriicke o sin[- - -]
(bis auf ein Vorzeichen) identisch sein,

sin E /dem/ V-Q + %} < sin E /:dx’ V-Q + %}
o faree) -5
-—sin2 /Axdml VEQ - (i /de' V=@ + 72r> |- (o.96)

€ A

= nm

Damit erhalten wir die Bedingung

1/AB d:cl\/@ = <n+ 1)71'; (10.97)

e
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sie legt im Rahmen der Quantenmechanik die Energieeigenwerte fest,

;/Ade om[E —V(z)] = (m%)m (10.98)

Verallgemeinerung: Statt einer ‘weichen’” Wand mit einem linearen Po-
tential konnen wir auch harte Wande betrachten. Die Losungen fiir den Topf
(vgl. Abb. 10.8) mit unendlich hohen Wénden sind bekannt,

1
\I/ocsinmL)m:, k:(n—i—l)%,
L
/ dok = (n+1)r = n7r+g+g. (10.99)
0

Statt des Phasenshifts /4, den wir beim linearen Potential gefunden haben,
folgt aus (10.99), dass der Shift fiir die harte Wand durch 7/2 gegeben ist.”

Abb. 10.8: Der unendlich tie-

] 1% o fe Potentialtopf ist durch har-
A L te Winde charakterisiert. Die
T T Phasenshifts sind durch 7/2
gegeben.
E
0 L X
Zusammenfassend erhalten wir folgende Quantisierungsregel:
1 B
7 / dr\2m[E -V (z)] = (n+~va+7y8)7 (10.100)
A

mit y4, v den Phasenshifts an der jeweiligen Wand. Die Phasenshifts v4
und g hiangen vom jeweiligen Typ des Umkehrpunktes ab, sieche Abb. 10.9.
Es sind zusétzlich folgende Spezialfille zu beachten:

Der spezielle Umkehrpunkt im Radialproblem ist nur fiir den [ = 0 Kanal
relevant; fiir [ > 0 haben wir zwei konventionelle v = 1/4 Umkehrpunkte,
vgl. Abb. 10.10.

5Beachte, dass die Phase des Reflexionskoeffizienten 7 in der 1D Streutheorie durch 7
gegeben ist. Hier wird nur die halbe Bahn (von A nach B) betrachtet und wir erhalten die
Phase /2, gerade die Hélfte.
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(a) (b)

_">
y=1/4 “> | harte _
% Wand Y—1/2
@)
Y=3/4 __~D|endiche , _,
radiales Wand
Problem

Abb. 10.9: Verschiedene Typen von Umkehrpunkten: (a) Lineares Potential
mit v = 1/4. (b) Unendlich harte Wand mit v = 1/2. (c¢) Radialproblem
(ein 1D Problem) bei r = 0, z.B., beim attraktiven Coulombpotential, mit
~v = 3/4. (d) Welchen Wert nimmt - fiir die endliche Potentialstufe an ?

Fiir [ # 0 muss zusétzlich die Langer-Regel fiir die quasi-klassische Behand-
lung des Drehimpulses beachtet werden:

(+1) — (z+%)2, 140, (10.101)

Damit sind die Quantisierungsbedingungen fiir das Coulomb-Problem gege-
ben durch

l#0: ;/Tmilr \/2m<En + 2:2 - (L+ 1/2)2h2) = (nr + })m

[ _— 2mr? 2
Z°E
= FE,=— 2R, n=n,+1014+1,
n
wobei wir das effektive eindimensionale Potential Vg = Ze?/r — h2(l +

1/2)2/2mr? gebraucht haben.

1 Tmax ZQ
1=0: / dr\/2m<En+€>:(nr+1)7T:mr.
h 0 T

Z2FEp
n2

= FE,=— , n=n,+ 1.

Die quasi-klassische Néherung gibt uns also die exakten Resultate fiir das
Spektrum des Wasserstoff Atoms. Allerdings muss man dazu einige Tricks
kennen und gebrauchen.
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VitV = 1

Abb. 10.10: Phasenshifts im Radialproblem des Coulombproblems fiir die
Félle I = 0 (links) und ! > 0 (rechts). Das effektive Potential Veg beriick-
sichtigt die Zentrifugalbarriere h21(l + 1)/2mr2.

10.2.3 Tunnelprobleme (C)

Das Tunnelproblem involviert ein Potential mit einer klassisch verbotenen
Zone wie in Abb. 10.11 skizziert. Die Randbedingungen entsprechen den-

Abb. 10.11: Tunnelproblem
definiert durch zwei Umkehr-
punkte A und B. Wir ver-
langen, dass das Potential
bei +o0o geniigend rasch ver-
schwindet, V(z — o0) — 0
schneller als 1/x.

jenigen eines Streuprozesses, mit einer einfallenden und einer reflektierten
Welle fiir x — —o0, sowie einer transmittierten Welle fiir x — oo
) )

y(x) ~ e* 4re* fiir r — —oo0,
y(x) ~ te**  fiir z — oco. (10.102)

Der Wellenvektor k definiert die Teilchenenergie £ = h%k? /2m. Wir miissen
die Differentialgleichung

2y = Qz)y (10.103)

l6sen und dabei einen neuen Typ von Umkehrpunkten beriicksichtigen, vgl.
Abb. 10.12 entsprechend dem Punkt B in Abb. 10.11.
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A
Qo
Abb. 10.12:  Umkehrpunkt
zum Austritt aus der verbo-

tenen Zone bei B.

III IT I

0

Q%CIX/&’_?
a<0

Wir beginnen mit der Region I und arbeiten uns iiber Region II zu III weiter.
Die propagierende Losung in der Region I,

y(z) = é/i—QeXp [2/0%90’\/@], (10.104)

x > 0, kénnen wir in der Nihe von 0 mit Hilfe der Entwicklung Q(z) =~ ax,
a < 0 schreiben als

1 2iv/—a
Y~ Cax)i/i exp [ 2 x3/2], z — 0. (10.105)
Andererseits ist mit t = (—a/e?)'/3z, ¢ = —ty und in Region Il um z = 0

herum finden wir die Losung

yu(z) = aAi[ (3)1/34 +BB1[ <;§>1/3z]

) ()

+8 cos (Wﬁ/? + ”)} . (10.106)

3e 4

Der Vergleich der Losungen in den Gebieten I und II, (10.105) und (10.106)
liefert die Beziehungen

_ \/77- i /4
“ = (—ea)t/6 “
B = VT ina, (10.107)

(—ea)l/s
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In Region III féllt Ai exponentiell ab und nur die Losung

o[- - ) o]

iiberlebt asymptotisch fir x — —oo (Ai ist subdominant fir x — —o0).

Somit ist
N BV | 2v/—a
ym(z) = 7(_&;;1/66 /4ﬁ<Jja> (_x)1/4eXp[ e (—:c)z/?’}
B
1 1o, '
= G L/x da \/@—Zﬂ. (10.108)

Wir erhalten folgende Verbindungsregeln (vgl. (10.91) und Abb. 10.13), bei
A

1 i [A 1 1 [ i

= da' \/— ~ [ d2’ — =1, (10.109
4—@6"p[e/ﬂ Q]:‘y@e"p{sﬁf 4]’( )
und bei B,

B : ; T
{l/laexp [i/ dx’' \/a— T} — \Zy%exp [z /Bd:n'\/—Q} (10.110)

% Abb. 10.13:  Verbindungs-
III I regeln zum Tunnelproblem.

Y

Zuriick zum Tunnelproblem: Wir definieren

k(z) = %\/2m[E— V(z)], <A & B<u,
k(z) = %\/2m[V(1:) —E], A<z<B. (10.111)
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Weiter schreiben wir

/ dr' k(2') — kx+1 firz — oo (10.112)
B
mit
[ = / da' k(z') — K] — Bk, k=2mE/h  (10.113)
B

Die transmittierte Welle fiir x — oo soll asymptotisch die Form y, ~
t explikz] haben und entsprechend setzen wir folgenden Ausdruck an,

y o= t k(kx)exp[—if]exp [i/}:dm’k(x’)} (10.114)

Die Fortsetzung ins Gebiet II hinein gibt, siehe (10.110),

g = 1 K(’";) expl-il]exp | - %} exp [ /x ’ d:v’fs(:c’)]
_ m(’;) expl-il]esp| - 7]
-exp [/AB dx/ﬁ(x/)} exp [—/: dx/ﬁ(:v/)} . (10.115)

*

Der Faktor * beschreibt den exponentiellen Zerfall der Wellenfunktion im
verbotenen Gebiet z > A. Schliesslich setzen wir die Losung mit Hilfe von
(10.91) in die Region IIT mit « < A fort,

ym = 2t k(k;)exp[—il] exp{—%ﬂ}-
X exp [/AB da:’/i(x’)] sin [/f da:’k(a:’)—i—;j. (10.116)

Wir definieren
A
/ k(2')dx' ~ —xk+ J, mit

A
J = Ak:+/ da’ k() — k] (10.117)

—00
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und finden den Ausdruck

Y = t k(";) exp[—i[]exp[ /A Bd:c//i(x/)] exp[_?’zi].

X <exp [i/:dx/k(x’)ntﬂ + exp [—i/mAd:clk:(:c')—Zr]>,

I firz— —oc0

B
1 Lo
~ teXp[—iI] exp |:/ dr’ K(ZE/):| <.€—zkx—z(] _ ezkac—zJ) ’
A 7

B A .
~ texp [/ dl'//ﬂ](l',):| (—iez(‘]_])e_“m — e_’(‘]H)e’kz) . (10.118)
A
Der Vergleich mit (10.102) liefert
B
—texp [/ dm’ka(w’)] exp[—i(J+1I)] = 1,
A
B
—itexp [/ dx'm(x’)} exp[i(J—-1I)] = (10.119)
A

Damit sind die Transmissions-Amplitude und -Wahrscheinlichkeit bestimmt
zu

B
T-Amplitude: ¢ = —exp[i(I + J)]exp [— / dl‘//’i(ﬂf/):|,
A
B
T-Wahrscheinlichkeit:  [t|> = exp [— 2/ da’ H(.’Bl):|. (10.120)
A
Die Reflexions-Parameter ergeben sich zu
R-Amplitude: ro= qe?t,
R-Wahrscheinlichkeit: — |r|? ~ 1, (10.121)
genauer: ~ 1—]t% (10.122)

(10.121) beriicksichtigt nur die fithrende Ordnung.

10.2.4 Greensche Funktionen (D)

Wir suchen die Green’sche Funktion fiir das eindimensionale Problem defi-
niert durch

[£20? — Q(2)]|G(x,2) = d(x—21'), G(£oo,z’)=0. (10.123)
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A
\% Abb. 10.14: Greensche Funk-

/ tion G(x, ).

Wir setzen je eine WKB Losung fiir z > 2’ und fiir x < 2/ an und benut-
zen die exponentiell verschwindenden Losungen. Dann werden die Losungen
so zusammengesetzt, dass 9,G~ — 0,G< = 1/&? ist, vgl. Abb. 10.14. Das
Resultat hat die Form

X X

G(x,2") =

—imexp [—i /;dy \/@H (10.124)




Kapitel 11

Spin & Drehimpuls Addition

Zur Vorbereitung betrachten wir statt einer skalaren Wellenfunktion W(7)
eine vektorwertige Wellenfunktion mit drei Komponenten, \I_}(F ) = [¥, ¥y,
U,]() und studieren ihr Verhalten unter Drehungen. Diese Betrachtung
wird uns auf natiirliche Weise auf das Konzept des Spins S als internen
Freiheitsgrad des Teilchens fithren. Auch werden wir sehen, dass sich der
intrinsische Spin S und der orbitale Drehimpuls L zum Gesamtdrehim-
puls J = L + S addieren und wir miissen verstehen, wie eine derarti-
ge Drehimpulsaddition zu handhaben ist. In der Folge erortern wir erst
einige allgemeine Eigenschaften des Spins, bevor wir in Kapitel 11.3 zur
Drehimpulsaddition kommen, wo wir uns der Clebsch-Gordan Technik zu-
wenden. Gegen Ende des Kapitels werden wir einige physikalische Beispiele
betrachten, die Muonen-Spin-Rotation, die Grundlagen der NMR Spektro-
skopie, heute besonders relevant im Kontext der Verarbeitung von Quan-
teninformation, den Zeeman Effekt und die Spin-Bahn Kopplung (im Was-
serstoffatom).

11.1 Vektorwertige Wellenfunktion ()

Wir starten mit der iiblichen skalaren Wellenfunktion ¥(#) und betrachten
ihr Verhalten unter einer Drehung um &,

(Us9)(7) = U5(F) = T(RS'F). (11.1)
Fiir kleine & approximieren wir die Drehung via
Rz = 7F4+OAT

271
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1 —W, Wy
R; = Wy 1 —wy |, (11.2)
—Wy Wy 1

UsO(F) = W(F —&GAT)
> U(F) -G AT VU(F)
= () - B AT FU()
- \y(f)—%wf\y(f) (11.3)

mit L = 7 A P wie iiblich definiert. Als n#chstes betrachten wir die vektor-
wertige Wellenfunktion W(7) und drehen sie ebenfalls um &,

UsU(F) = Ug(F) = RgU(R_g 7). (11.4)

Einsetzen von (11.2) ergibt
U;U(F) = Rg
U

[ G- (L1+8)| 8@, (11.5)

mit GA U = —(i/h)&- S ¥, wobei der Vektoroperator S durch folgende drei
Matrizen gegeben ist,

00 0
Sy = ih|0 0 —1],
01 0
0 0 1
S, = il 0 0 0],
-1 .0 0
-1 0
S, = ih|1 0 0], (11.6)
0 0

oder

(S%)]k = _ihgijk- (11.7)
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Die infinitesimalen Erzeugenden (11.7) sind unitér dquivalent zu den [ = 1
Erzeugenden in der Tabelle 4.1. Wir identifizieren J = L+ S mit dem
Gesamtdrehimpuls des Teilchens. L behandelt die 7 Abhéngigkeit ohne die
Vektorkomponenten zu mischen und wir identifizieren L mit dem Bahn-
drehimpuls. S wirkt auf die Komponenten von \I_}, das heisst S dreht die
‘Struktur des Teilchens’ ohne die Koordinate 7 zu beeinflussen und wir iden-
tifizieren S mit einem ‘inneren’ Drehimpuls des Teilchens, dem Teilchenspin,
hier s = 1. Diese Struktur ldsst sich verallgemeinern: statt einer vektorwer-
tigen Wellenfunktion kénnen wir allgemeiner einen Spinor mit 2, 3, 4, ...,k
Komponenten betrachten—die Matrizen (11.6) werden dann durch die in-
finitesimalen Erzeugenden zu s = (k — 1)/2 ersetzt. Fiir k& = 2 erhalten
wir den Spin-1/2 charakteristisch fiir viele Elementarteilchen. Die obige Be-
trachtung entmystifiziert etwas das Konzept des Spins; Spin ist nichts weiter
als eine innere Struktur die uns zwingt eine spinorwertige Wellenfunktion zu
betrachten, wobei der (k-)Spinor sich unter Drehungen des Raumes gemiss
der entsprechenden Darstellung im & = 2s + 1 dimensionalen Hilbertraum
verhélt.

11.2 Allgemeine Eigenschaften des Spins

Viele Elementarteilchen wie Elektronen, Protonen, Neutronen, Muonen oder
Neutrinos besitzen einen ‘inneren’ Drehimpuls. Misst man diese Drehimpulse
entlang einer Achse findet man die Werte /2 und —h/2; man sagt, das
Teilchen hat den Spin 1/2. Der Spin zeigt alle Charakteristika eines Dreh-
impulses und wir fithren deshalb den Spin-Operator S = (Sz, Sy, S2) ein,
mit

[SZ‘,SJ‘} = ihaiijk. (11.8)

Da nur zwei Werte gemessen werden, fiihren wir den abstrakten Hilber-
traum H;/p ein, mit dimH,/, = 2. Wir konstruieren eine Basis in H;,

indem wir die beiden kommutierenden Operatoren 7 - S und 52 (mit ei-
nem Richtungsvektor 7i) gleichzeitig diagonalisieren, sieche Kapitel 4. Zum
Beispiel sei i = €,, dann ist

s,m) = |3,£3) (1L.9)

eine Basis in H; /5. Da s = 1/2 fix ist, lassen wir diese Quantenzahl weg.

Allgemein schreiben wir dann fiir die Basis, welche durch 7 - S , 52 definiert
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ist als
[y, [1d) (11.10)
mit
9 302 - 3n%
Slit) = T\HT), Selil) = T\nw;
= i N h
i-Siat) = §|ﬁT>, i-Slil) = —§\ﬁ¢>-

Fiir die Basis definiert durch 7 = €, schreiben wir kurz | 1) und |]). Ein
allgemeiner Spinzustand |W¥) ldsst sich schreiben als (a, ¢ € R)

1 %
v) = ﬁ[eraeﬂw = (TN + W) (111)

und darstellen als Vektor auf der Bloch Sphiére, vgl. Abb. 11.1. Oft schreibt

Z

Abb. 11.1: Jeder Spin-
Zustand |¥) korrespon-
) y diert einem Vektor auf
Thsilh)/i3 der Bloch Sphire.

F

I +14)]/2

-1/,

1) =il)] /2

man auch den Spinor

v=(5) m=(g) m=(1)  wa

Die Darstellung der Operatoren S;, Sy, S in dieser Basis ist gegeben durch

S = 25 (11.13)

mit den Pauli-Spin-Matrizen (siehe Seite 140, Tabelle 4.1)

0 1 0 —i 1 0
Or = <1 O)’ oy = (z 0>, 0, = <0 _1>. (11.14)
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Die Pauli-Matrizen haben einige niitzliche Eigenschaften:

00 — 0;0; = 2i€;)0%, (11.15)

0i0; = 1&jkO0k, 1 F J, (11.16)

0,0 +o0jo; = 20, (11.17)
=0’ = 1|, 0;0j = —0j0;, 1#]

0i0j = 0ij +1€;jL0k. (11.18)

Beweise: (11.15) folgt aus (11.8) und (11.16) findet man durch nachrech-
nen. (11.17) folgt aus (11.16) fiir i # j. Die Beziehung o? = 1l beweist man
wiederum durch nachrechnen. (11.18) folgt aus (11.15) und (11.17) O

Weiter gilt fiir beliebige @ und b

(C_L'- 5)(5 5') = aibjO'iO'j = aibj(éij + iEiijk)
= (@-b)+i(@nb) -a. (11.19)

S definiert aufgrund von (11.8) Drehungen in #, /5. Eine allgemeine Drehung
um & wird durch den Operator

Us = exp[—iS- &/H (11.20)

beschrieben. Zum Beispiel gehe 77 durch eine Drehung um & aus dem Ein-

Abb. 11.2: Drehung von m nach @ um
Q) &@: Achse @, Winkel w.

heitsvektor m hervor wie in Abbildung 11.2 skizziert, dann ist
S-it = e SGh Gy iSE/ (11.21)
und auf die Zusténde |m71) und |m]) iibertragen

) = e SN TL), (7)) = e S | ). (11.22)
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Beweis (11.21): Fiir kleine & ist 77 = 7 4+ & A m und

S.i o~ (I1-(i/hS-3)S -m A+ (i/h)S &)
= 3 m+%[§ i, § - @)
= S+ — @ )G @) - (@ @) m)}
4h
21 (THAD)
= S Mm-S -(MAZ) =5 (m+&Am) (11.23)
0
Beweis (11.22): Wir wenden (11.21) auf e_ig"z/hhﬁT) an,
§-ii(e S it)) = e G 1)
—_— ———
|71 Bjmt)
h —iS-B/h) = h .
= e M) = S At (11.24)
und ebenso fiir |77 ]). O

Die Drehung exp[—iS - @ /h] lisst sich in der Basis |1),]1) einfach schreiben
als

—iG@/2  _ o (i @/2)" 11.2
e nz:% o (11.25)
(—iw/2)" (—iw/2)"
= ZT]H > T wd (1126)
n=2k n=2k+1
= ﬂcos%—i&;-&’sin%. (11.27)

Im Schritt von (11.25) zu (11.26) haben wir den Zusammenhang (& - &) =
w?1l benutzt. Damit erhalten wir fiir den |7i1) Zustand dargestellt in der Z
Basis

|74) = e~/ (é) — ( CoS 3 —wwzsmy ) : (11.28)

(—iz + @y) sin §

wobei & gerade Z nach 77 dreht.
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Beachte:

<<T !ﬁT>> _ < (T]exp[—ig - &/2]i) (il 1) )
({171) (I exp[—ia - &/2]5) (4] 1)

(]lcos (%) @& sin g) (é) . (11.29)

Zu jedem Spinzustand |¥) gibt es eine Quantisierungsachse 7, so dass

(S-i)|w) = gy\m. (11.30)

Beweis: via (11.28) definiert jeder Zustand (g) eine Drehachse &, welche

( g ) in ( é) tiberfiihrt. O

Die Drehung um 27 gibt
exp|—ig2mé€/2] = Ucosm—ie-asinm = —1. (11.31)
Damit stellen die Rotationen
Us uwnd Ugyome = UsUsgp = —Us (11.32)
-1

im Hilbertraum H, /o dieselbe Drehung im R3 dar: Die Darstellung ist zwei-
wertig,

Rz € 50(3) — +Ugz € SU(Q) (11.33)

Da nur Erwartungswerte, welche bilinear in |¥) sind, gemessen werden
konnen, entstehen durch die Zweideutigkeit keine Probleme, denn die Wel-
lenfunktion und insbesondere ihre Phase ist nicht direkt messbar, nur rela-
tive Phasen sind relevant: (®, ¥) = (®, ) mit ¥, ® = Upr;V, Usro®. Die
Unterschiede in SO(3) versus SU(2) sind schematisch in Abbildung 11.3
dargestellt.

Beachte:
detUg = det e /2
SP(TiT@)/2 — 0 — (11.34)

denn Spd = 0. Mit & hermitsch ist Ug unitdr und die zugehorige Gruppe
ist SU(2). O
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SUQ2)

Abb. 11.3: SO(3) versus SU(2): Die Drehgruppe SO(3) ist 2-fach zusam-
menh#ngend. Gegeniiberliegende Punkte auf der Oberfliche (Drehung um
m) sind zu identifizieren. Der iiber die Oberfliche geschlossene Weg AB
lasst sich nicht zusammenziehen. Die Gruppe SU(2) ist einfach zusam-
menhingend, SO(3) = SU(2) mod Z,, SU(2) ist die Uberlagerungsgruppe
von SO(3) (mit Zy die Gruppe mit 2 Elementen, hier Z, = {1l, —1}). Die
Oberfliche (Drehung um 27) ist mit dem Gruppenelement —11 zu identifi-
zieren. Der iiber die Oberfliche geschlossene Weg AB ldsst sich zusammen-
ziehen.

11.3 Drehimpulsaddition

Wir setzen h = 1. Die Problematik lisst sich einfach am Beispiel der Ad-
dition zweier Spin 1/2 Drehimpulse darstellen. Seien S; und S, die Spins
zweier Teilchen, [Sy, S5] = 0. Der Hilbertraum # zur Beschreibung der zwei
Spins ist der Produktraum H;,, ® M/, und die Wahl einer Richtung é,
legt eine Basis |i,j) = |i) ® |j) mit 4,5 € {1,]} fest. Der Produktraum ist
4-dimensional und wir schreiben fiir die Basis

D P R P R D A N 02 (11.35)

Der Gesamtspin S =5+ 5, des Systems ist wieder ein Drehimpuls, denn

[Si,S;] = [S1i+ S2i, S15 + Saj]
= [Sui, S1j] + [S2, S25]
= z’siijlk +7:€7;ij2]€ = z‘siijk. (11.36)
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Wir konnen also eine Basis |s, m) finden, welche nicht S1 und S, individuell
sondern den Gesamtspin, d.h., S% und S, diagonalisiert,

S s,m) = s(s+1)]s,m),
S.|s,m) = mls,m). (11.37)

Diagonalisieren mittels einfacher Argumente

Wir losen das Problem erst mit Hilfe einiger einfacher Uberlegungen. Der
Hilbertraum H = H,/p ® M/ zerféllt in irreduzible Darstellungen von S?
und S,; die entsprechenden Darstellungen haben Dimensionen 2s 4+ 1 mit
s=0,1/2,1,3/2,2,---. Zur Basis (11.35) gehort dimH =4 =1+3=2+2.
Also muss entweder H = Ho & H1 oder H = Hy/p & Hyjp sein. Letztere
Alternative, H;/o @® Hy/p, enthilt keine Spins mit m = +1, welche aber
in (11.35) vorkommen, also muss ‘H = Ho & H; sein. Die Basis in H =
Hij2 @ Hyjp = Ho @ Hi welche S? und S, diagonalisiert ist

Singulett [0,0) } Ho
1,-1) . (11.38)

Triplett  |1,0) Hi
1,1)

Diagonalisieren durch Rechnen

Dasselbe Resultat ldsst sich durch eine einfache Rechnung finden. Da wir be-
reits eine Basis in H besitzen, vgl. (11.35), muss die neue Basis |s, m) welche
S? und S, diagonalisiert durch diese Basis ausdriickbar sein (systematisch
wird dieses Ziel mit Hilfe der Clebsch-Gordan-Koeffizienten erreicht — vgl.
Kap 11.4). Wir miissen demnach geeignete Linearkombinationen der Basis-
vektoren (11.35) finden die S? und S, diagonalisieren. Wir konzentrieren
uns zuerst auf S,. Es ist

also ist 5, bereits diagonal mit den Eigenwerten 0 und £1. Wir miissen
nur noch Kombinationen finden, welche S? diagonalisieren. Wenn wir die

Eigenzustinde zu S, behalten wollen, kénnen wir nur noch |1,]) und |, 1)
mischen. Wir berechnen (es gilt Sj+ = Sj £iSy, 7 = 1,2)

S2 = (gl+§2)2
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= S%+522+2§1'§2

= g+2512S2Z+Sl+S2_+Sl_SQ+' (11.40)
Dann ist
ST = 211 = 1A+,
S’ = 20L ) = 10+ 1)L, (11.41)
und |1, 1), |],J) gehoren zu einem s = 1 Triplett,
T = L1,
{|¢,¢> — 1), (11.42)

(Beachte: S11So—|1,1) = S14|1) ® Sa—|1) =0®+/--+|}) = 0.) Wir erhalten
den fehlenden Triplett Zustand |1,0) mit Hilfe von

S_|s,m) = +/s(s+1)—m(m—1)|s,m—1) (11.43)

aus |1, 1), also

1
1,00 = —=S_|1,1)

-5

- 7(5@ + S )1, 1)
= (S e+ e S [1)

\/§ '
L) L]

\)

= S(n+1m). (11.44)

Der letzte Zustand muss orthogonal auf |1,0) sein und gehort zu S, = 0.
Weiter muss er eine eindimensionale Darstellung definieren, also muss S = 0
sein. Zusammen ergibt dies

1
0,0) = E(‘W —111). (11.45)

Somit haben wir fiir zwei Spin-1/2 Teilchen folgende Zerlegungen des Hil-
bertraumes:

HioHL = HodMHi,
b 2 el L1
) = ® ’
Lt = [ 0,0) & { H’()—)l) (11.46)
It = IHheld) o
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Die obige Bestimmung der Basis {|0,0),|1,1),]1,0),|1,—1)} entspricht ge-
rade der Ausreduktion von S2, S, in H. Wir interpretieren das Resultat da-
hingehend, dass die Spins entweder parallel (s = 1) oder antiparallel (s = 0)
arrangiert sind, wie in der Abbildung 11.4 verdeutlicht. Interessant ist auch,

Abb. 11.4: Singulett und Triplett Eigenzustinde des Gesamtspins S = ;S_"l +
Sy zweier Spin-1/2 Teilchen: links, Spin-Singulett zum Gesamtspin s = 0,
10,0) = [| 1,4) — | 4, 1)]/V/2, rechts, Spin-Triplett Zustinde zum Gesamtspin
s=1, |171> = ’ T’T>7 |170> = H Tal/) + ‘ \L7T>]/\/§ und |17_1> = | ¢7¢>

dass |s, m) Eigenzustiinde von S; - Sy sind, denn

5.5 = f[(51+52)2—5%—s§} _s6ED 3
2 2 4
Fiir s = 1 ist demnach
5 = 3 1
S-S )1,m) = (1_1 - Z> 11, m) (11.48)
und fiir s = 0 ergibt sich
5 = 3
S1-5210,0) = ~1 |0,0). (11.49)
Damit kénnen wir die Projektoren
P = % + §1 . §2 auf den Triplett-Raum,
P, = 1- Si -8, auf den Singulett-Raum, (11.50)

definieren.
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11.3.1 Allgemeiner Fall

Wir wollen die beiden Drehimpulse J; und Ja, [jl, fg] = 0, addieren. Ausge-
hend von der (2j; + 1) X (2j2 + 1)-dimensionalen Basis [ji, m1) ® |j2, ma) =
|71, j2, m1, mg) im Produktraum H = H;, ® H;, wollen wir eine neue Basis
|71, 72, 4, m) finden, welche die Operatoren J2 und J, zum Gesamtdrehim-
puls J = (J_i + J_é) gleichzeitig diagonalisiert. Diese Aufgabe ist dquivalent
zur Ausreduktion der Drehdarstellung in H;, ® H;,, welche als Produktdar-
stellung vorliegt. Es ist

jl(jl + 1)|jlaj27m17m2>7
= Ja(j2 + 1)|j1, o, m1, ma),
= mi|j1, jo, m1, ma),

= malji, j2, M1, ma). (11.51)

J3 |1, J2, ma, ma
J3| 51, j2, ma, ma
Jiz|j1, g2, m1, ma
Joz |41, jo, ma, ma

)
)
)
)

Die Summe J = J; + J5 ist wieder ein Drehimpuls, also gilt
[J,‘, Jj] = iEiijk. (11.52)

Es ist [J2,J,] = 0, aber auch [J2,J] = 0 da J2 ein Skalar ist. Damit ist
[J2,J% = 0 = [J?,J.] (ebenso fiir J2) und wir kénnen die Operatoren JZ,
J2, J? und J, gleichzeitig diagonalisieren; die zugehorige Basis |51, j2, 7, m)
wird durch die Quantenzahlen ji, jo, j, m charakterisiert und erfiillt (vgl.
(11.51))

JE i1, g2, 4, m) 711 + Vg1, g2, 4, m),

J3lit. go, jom) = ja(ja + 1)|g1, j2, 4. m),

i1, g2, dm) = (5 + Dljr, j2. 4, m),

Jel1, ja, 3,m) = mlju, ja, 5, m). (11.53)

Wir koénnen die neue Basis |ji, j2,j, m) via Clebsch-Gordan Koeffizienten
durch die alte Basis ausdriicken,

’jl)j27j7m> = Z <jiajévm/17m/2|j17j27j7m> |Jia]é7m/17ml2> (1154)

A ! i v -
T2, 1M C-G Koeflizient

Gliicklicherweise verschwinden viele der C-G Koeffizienten: Es ist

<.717¢7§7m/17m,2‘J12‘]1a.727j7m> = ji(ji + 1)<ji7jéamllvm/2|.]17327j7m>

= jl(.jl + 1)<j17jéumllvaQ‘jlvj27j7m>7
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also muss j; = j] und ebenso j, = jo sein. Weiterhin ergeben die Matrix-
elemente von J, die Bedingung m = my + ma (wir ersetzen die Indices m/
und mf, durch m; und my),

(1,72, m1, mo|J:|j1, J2, 5, m) = (m1 + ma)(j1, j2, m1, malj1, jo. J, m)

= m{j1, jo, m1,ma|j1, j2, j,m).  (11.55)

Damit finden wir die Transformation

g1, g2 3vm) = > (v, das ma, malii, g2, J,m)|d1, g2, ma,ma). (11.56)
AT

Als néchstes wollen wir die Zusténde aufzéahlen, was in der alten Basis trivial
ist: Gegeben j; haben wir 2j; +1 Zusténde |j1,m1), ebenso 275+ 1 Zustéinde
|72, m2), somit erhalten wir (2j;+1) x (2j2+1) Zustéinde in der Produktbasis
|71, J2, m1, me). Die Abzéhlung der neuen Basis ist schwieriger: Aus dem in
Abbildung 11.5 gezeigten Schema ergibt sich folgende Abzihlung:

einen Zustand mit m = j; + jo = maximal,
. . =7 =7j9—1
— zwei Zustidnde mit m = j1+jo—1: {ml J, M2 =J2 = 5
m1=7J1 — 1, ma = jg,
— allgemein ergibt dies j; + jo —m + 1 Zusténde mit m > |j1 — jof, (die
Anzahl Moglichkeiten aus m; und msg ein m = my +mg > |j1 — Jo|
zu konstruieren),
— weitere j1 + jo — |j1 — j2| + 1 = const. Zustéinde mit —|j; — jo| < m <
lj1 — Jal,
— und j1 + j2 — |m| + 1 Zustédnde mit m < —|j; — jal.

Welches sind die moglichen j-Zustdnde? Starten wir mit maximalem m; +
mg = m = j1 + jo muss es 2j + 1 Zustédnde zu j = j; + jo geben, denn aus
|71, 72, J1 + J2, j1 + j2) konnen wir durch Anwendung von J_ = Jj_ + Jo_
in Einer-Schritten bis zu |j1, j2, 71 + Jj2, —j1 — Jj2) gelangen. Von den zwei
Zustinden mit m = j; 4 jo — 1 geht eine Linearkombination (LK) fiir die j =
Jj1+ j2 Darstellung weg, bleibt noch eine weitere LK, welche 2(j; +j2—1)+1
Zusténde zu j = j1 + jo — 1 erzeugt, wiederum durch iterative Anwendung
von J_. Dieses Schema kénnen wir fortsetzen bis wir m = |j; — j2| erreichen.
Wie in Abbildung 11.5 gezeigt, kommen keine neuen m-Zusténde hinzu. Das
heisst, wir haben bereits alle Zusténde |j1, j2, j, m) erzeugt. Die Gesamtzahl
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m, m = m, + m, =konst.
m=—‘j1—j2‘ . 4
\ J2

\/1 linear ™.,
konstant S

linear (J

1
VIRA

m=

Abb. 11.5: Schema zur Abzéhlung der Eigenzustéinde |j1, j2, j, m) zum Ge-
samtdrehimpuls j zweier Teilchen mit Drehimpuls j; und js.

der Zusténde ergibt sich durch einfaches Nachzéhlen,
Jitj2
ST o@i+1) = 2+ 125+ 1). (11.57)

J=lj1—j2l

Damit erhalten wir die Zerlegung (vgl. (11.46))

Jit+j2
My oH;, = P M (11.58)
J=lj1—j2|
= H\jl*jﬂ & - & Hj1+j2'
l7142, 71 — g2|, |1 — J21) l7192, 71 + J2, 41 + j2)
7172, |71 — Jal, =131 — Jjal) e 7172, 41 + J2, —j1 — j2)

Der Produktraum #;, ® H;, wird durch die Produktbasis |j1, j2, m1, m2) =
|71, m2) ® |j2, ma) dargestellt. Nachdem wir die Struktur der Zerlegung des
Produktraumes in irreduzible ‘Drehrédume’ H; gefunden haben, miissen wir
noch die C-G Koeflizienten berechnen damit wir die neue Basis durch die
alte und vice versa ausdriicken kénnen.
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11.4 Clebsch-Gordan Technologie

Um es vorweg zu nehmen: Es gibt Clebsch-Gordan Tabellen, zum Bei-
spiel A.R. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mechanics (Prin-
ceton University Press, New Jersey, 1957) und sogar Web-Tools zur Be-
rechnung von C-G Koeffizienten; Mathematica berechnet C-G Koeflizienten
via ClebschGordan[{j1,m1}, {j2,m2}, {j, m}|. Hier diskutieren wir wie eine
C-G Tabelle hergeleitet wird. Mit (11.56) (wir unterdriicken die ‘,” in den
Vektoren),

ijagm) = Y (ujamamaljijagm)|jriamima), (11.59)
my g em

gilt auch die Umkehrung

ijemama) = > (jijaimljijamama)|jijaim). (11.60)
m:mjl-l—mz

Der Zustand (jqjom)mb| angewandt auf (11.60) ergibt die Orthogonalitéits-
relation

N7 Grjemhmb|gijaim) (jijaimljrjamime)
m:mjl +meo

= 0pym’ O

mim} Pmaoml

(11.61)

Ebenso gibt (j1j25'm/| angewandt auf (11.56) = (11.59) die Beziehung

Y- g mjrjemama) (1 jamama| 1 jagm)
e s

— 8,1 Ormm - (11.62)

Wir konnen oBdA alle C-G Koeffizienten reel wiihlen. Wir setzen j' = j und
m’ =m in (11.62) und normieren die Koeffizienten geméss

ST Gjemamaljiagm)? = 1, (11.63)
P

das heisst, wir miissen die Koeffizienten (j; jamima|j1jejm) nur noch bis auf
einen konstanten Faktor finden. Dazu benutzen wir die Auf- und Absteige
Operatoren und berechnen die Matrixelemente

(d1j2mimalJx|j1jajm), (11.64)
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mit J+ = Ji4+ + Jot. Die Anwendung der Operatoren J+ nach rechts ergibt

(jijamimea|Jx|jrijeim) = (G +1) —m(m=+1)
X (j1jomima|jijajm £ 1), (11.65)

wéihrenddem ihre Anwendung nach links das Resultat

(jrjemamal|Je|jijejm) = /ji(ji+1) —mi(my F 1)
X (j1j2m1 F 1ma|j1jajm)
+v/52(j2 + 1) — ma(ma F 1)
X (jrjamama F 1|j1j2jm) (11.66)

ergibt. Die Kombination dieser Beziehungen ergeben die Dreiecksrekursio-
nen (aus Jy)

Vi(G+1) — m(m + 1) (j1jamima|jijoim + 1)
= Vi1 + 1) = mi(my — 1) (rjama — Imal|jijajm)
+1/j2(j2 + 1) — ma(mg — 1) (jrjamamg — 1jijagm) — (11.67)

und (aus J_)

V3G + 1) = m(m — 1)(j1jamimaljijag, m — 1)
= V101 + 1) — ma(my + 1) (jrjomi + Imaljijajm)
+\/j2(j2 + 1) — ma(ma + 1) {j1jemima + 1|j1j25m); (11.68)

diese Dreieckrelationen sind in Abbildung 11.6 skizziert, oben rechts fiir J
und unten links fiir J_.

| L |mq — 1, ma) |m1, ma)
mi,ma

|m1, mg — 1)

|m1, ma) |my + 1, ms2)

Abb. 11.6: Dreiecksbeziehungen fiir J; (oben rechts) und J_ (unten links).

Sind zwei der Koeffizienten bekannt folgt daraus aus den Dreiecksbeziehun-
gen der Dritte. Unsere Aufgabe ist es, bei festem aber beliebigem j mit
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. A _ s
flxedj m, m=m;+m, =]
J> 2

N

B N

Abb. 11.7: Schema zur Berechnung der Clebsch-Gordan Koeffizienten: Wir
starten bei X und benutzen eine Dreiecksrekursion um die Koeffizienten
entlang der Kante a zu finden. Benutzung der zweiten Dreiecksrekursion
liefert die Kante 3, usf.

|71 — j2| < j < j1 + j2 die Koeffizienten fiir alle m1, ms zu finden. Betrach-
te das in Abbildung 11.7 skizzierte Schema: wir starten im Punkt X und
wihlen (j17271J — j1|717277) = v mit v € R*. Wir folgen der Kante o unter
Verwendung der Dreiecksrelation (11.68) (beachte, dass ma < (j — j1)) und
benutzen, dass fiir m; > j; der Koeffizient (j;1j2j1+1ma|j1j2jji+1+ma) =0
verschwindet; damit finden wir die Rekursion

a: (G +1) —m(m —1){j1, jo, j1, malj1, ja, j.m — 1)
= Vja(j2 + 1) — ma(ma + 1)(j1, j2, j1, m2 + 1|41, j2, 5, m). (11.69)

Anschliessend erzeugen wir mit (11.67) die Werte auf der Kante 8 und ar-
beiten uns alsdann iterativ durch die Matrix. Schliesslich finden wir v durch
Normierung gemiiss (11.63).

Besonders einfach sind die Resultate fiir den Fall der Addition eines Spin
S und eines Drehimpulses E, wie zum Beispiel gebraucht bei der Bestim-
mung des Gesamtdrehimpulses eines gebundenen Elektrons. Wir finden die
Zerlegung

Ho=HOH = H 1 &H (11.70)

des Produkt Hilbertraumes und erhalten die C-G Koeffizienten
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(I, s,my,mg|l, s,j,m) in der Form

, [l+m+1
mn HH—% s mF 5 L5 L+ 5 m) = le7
[lFm+ 1

Schliesslich ist wiederum S - L diagonal in |l,s,7,m), denn

1

J? = (L+8) = *+8%+2L-§ (11.72)
und damit ist
- 3 . Ir.. 3 .
L-Slsgm) = 5[iG+1)—10+1) =] Lsjm). (11.73)

Fir j =1+ %, dh., S I L, findet man

7 g 1 l 1

L'S|l,5,l+§,m> == 5‘[,8,l+§,m>, (1174)
wihrenddem fiir j =1 — %, also § antiparallel zu I_:, gilt

IR 1
L-Slsi—1m) = —l%ﬂ,s,l—%,m}. (11.75)

11.4.1 Drei Drehimpulse

Die Addition dreier Drehimpulse erfolgt iterativ geméss

N+ da+ds = (J+h)+Js = i+ (J+J3). (1176)
— —
J12 Jas

Die C-G Koeffizienten ergeben sich dann als Summe von Produkten von C-
G Koeffizienten. Der Basiswechsel von der ((12)3) Darstellung zur (1(23))
Darstellung involviert die Racah (W) Koeffizienten oder die Wigner-6; Sym-
bole, siehe Spezialliteratur, z.B., Edmonds, Angular Momentum in Quantum
Mechnanics (Princeton University Press). Als einfaches Beispiel untersuche
man 7-[?/32 =M1 @Hijp @ Hyjp = (Ho® H1) @ Hyijo = 2Hi /0 © Hyjo-
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11.5 Physikalische Beispiele

11.5.1 Magnetisches Moment

Ein Teilchen der Ladung g (¢ = —e fiir ein Elektron) und der Masse m,
welches sich auf einem Orbit mit Drehimpuls L bewegt, produziert ein mag-
netisches Moment [ wie in Abbildung 11.8 skizziert,

. q =
- 17 11.77
il S ( )

Abb. 11.8: Orbitales magnetisches Mo-

L ment i = qL/2me eines Teilchens der
Masse m und Ladung ¢ in einem Orbi-
tal mit Drehimpuls L.

m, q

Gleichermassen erzeugt der Spin eines Teilchens ein magnetisches Moment,
sogar fiir ein ungeladenes Teilchen (z.B. ein Neutron, siche unten). Fiir ein
Elektron findet man

& —

S, (11.78)

Hem = 792mec

mit dem Landé Faktor ¢ = 2 + a/7 + Terme héherer Ordnung in der
Feinstrukturkonstanten a = e2/hic = 1/137.04. Beachte, dass ji und S anti-
parallel sind, da ¢ = —e < 0. Fiir ein Proton ist

(&

fip = gpmi gp ~ 5.59, m, = 1.67310"*kg = 1836m,, (11.79)
P

und fiir Neutronen ist

fin = —gnﬁﬁ, gn 7~ 3.83, my = 1.67510~2Tkg = 1838 m,. (11.80)

Plaziert man das Teilchen in ein Magnetfeld ﬁ, so wird seine Energie spin-
abhéngig mit dem Hamiltonian

H = —ji-H (11.81)
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Parameter und Grossenordnungen: Das Bohrsche Magneton definiert die
Energieskala im Problem; es ist
eh _9
U = = 5.788-10" " eV /Gauss (11.82)

2mec

und mit typischen Labor-Feldern im Bereich [H| ~ 1T = 10* Gauss erhalten
wir typische Energien im Bereich

AE =~ 107%eV = 0.1meV ~ 1K ~ 20GHz. (11.83)

Supraleitende Magnete konnen Felder im Bereich um die 20 Tesla erzeu-
gen, hybrid Magnete kommen bis etwa 45 Tesla (Tallahassee), gepulste und
explodierende Konfigurationen erreichen um die 100 Tesla.

11.5.2 Préazession

Geben wir ein Teilchen mit Spin in ein Magnetfeld H beginnt sein Spin (im
allgemeinen) zu prézessieren. Die Dynamik ist gegeben durch den Hamilto-
nian (hier fiir ein e™)

H(t) = g’;LBs (). (11.84)
Im Heisenbergbild ist die Dynamik den Operatoren zugeordnet und wir er-
halten die Evolutionsgleichung fiir den Spin (vgl. (7.31) (wir vereinfachen
die Notation und schreiben S(t) statt Sg(t))

ihdpSi(t) = [Si(t), H(t)] = gus[Si(t), S;(¢)[H;(t)/h
= igpBeijRSKH;(t). (11.85)

Hier haben wir benutzt, dass Hy = H, was voraussetzt, dass [H(t), H(t')] =
0. Die entsprechende Bedingung [S - H(t), S - H(t')] = 0 impliziert dann die
Relation [H(t) AH(#')] - &@ = 0 und damit darf das Magnetfeld seine Richtung
nicht #ndern, H(t) = Hy f(¢). Das Resultat (11.85) ist gleichbedeutend mit

aS(t) = WTBg(t)Aﬁ(t) = [i(t) A1), (11.86)
Moment

d.h., auf den Spin im Magnetfeld wirkt ein Moment und der Spin beginnt zu
prézessieren. Im folgenden Beispiel betrachten wir ein Elektron mit Ladung
g = —e im Magnetfeld H(t) = (0,0, Hy) = const. Es ist
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Abb. 11.9: Prézession des Spins S im
Magnetfeld H.

S

9 Sa(t) = —(gpup/h)HoSy(2),

0Sy(t) = (gus/h)HoSx(t),

aS.(t) = 0, (11.87)

mit der Losung
Sy (t) coswot  sinwpt 0 S.(0)
Sy(t) = —sinwpt coswpt 0 Sy(0) |,
S.(t) 0 0 1 S.(0)
wo = —gupHp/h. (11.88)

Mit |wp|/27 = 2.8 MHz - Hy[Gauss] finden wir typische Frequenzen im Me-
gahertz bis Gigahertz Bereich. Im Schrédingerbild hat die Losung die Form

W) = e HMR(0)) = oS (0)), (11.89)

ein mit der Frequenz wy um die z-Achse drehender Spin.

11.5.3 uSR — Muon-Spin-Rotation

Die Muonen g sind Elementarteilchen, Leptonen, mit endlicher Lebenszeit;
sie zerfallen gerichtet unter Emission eines Elektrons,

pooo—= e v+, (11.90)

mit der Elektrongeschwindigkeit ¥, vorzugsweise dem Muonenspin 5’“ ent-
gegen gerichtet, vgl. Abb. 11.10.

Durch Implantation von Muonen im Festkorper (via Muonenbeschuss) kann
das lokale Magnetfeld gemessen werden, vgl. Abb. 11.10. Die zeitliche Mo-
dulation der Zahlrate im Detektor liefert die Prézessionsfrequenz wg wel-
che von der lokalen Magnetfeldstirke abhéngt. Die lokalen Unterschiede im
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(a) lokales Feld (b) (©)
_ A
—_ 0 [e
¢ d
Ly

Detektor

Abb. 11.10: Muon Spin Rotation: (a) Ein Muon zerfillt geméss pu~ —
e~ + v, + V. und emittiert dabei das Elektron préferenziert in Richtung
_gu entgegen seines Spins. (b) Muonen werden im Festkorper gefangen; de-
ren Spin prizessiert nach Massgabe des lokalen Magnetfeldes Hy. Das beim
Zerfall (1, = 2.2 ps) des Muons emittierte Elektron wird in Detektoren
gemessen. (c¢) Die Intensitét der gezihlten Elektronen I, oszilliert (mit Fre-
quenz v) nach Massgabe der Stirke des lokalen Magnetfeldes Hy. Der Zerfall
der Intensitét (Depolarisation) ist ein Mass fiir die Varianz im lokalen Ma-~
gnetfeld.

Magnetfeld ergeben die ‘Depolarisation’. Mit diesem Verfahren lassen sich
spontan generierte Magnetfelder (Zeitinvarianz brechende Grundzusténde),
magnetische Ordnungsphéinomene oder die Eindringtiefe A in Supraleitern
(langsame Muonen) messen.

11.5.4 NMR — Nuclear Magnetic Resonance — Spin Reso-
nanz

Wir betrachten die in Abbildung 11.11(a) gezeigte Konfiguration. Das ange-

legte Magnetfeld besteht aus einem (dominanten) dc-Anteil Hy und einem
dazu senkrecht angelegten oszillierenden (ac) Anteil Hy,

H = Hy+H(t) = (Hjcoswt,0,Hy). (11.91)

Sei |W(t)) der Spinzustand im Schrodingerbild. |¥(¢)) ist gegeben durch die
Losung der Schrédinger-Gleichung

hO (1)) = —“Sff (HOJZ + Hyo, cos wt) (1)), (11.92)
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¢ v A (a) PJ A (b)
- H, o1
>
H’
o Hegr ‘

0 wQ 2uQ t

Abb. 11.11: NMR, Nuclear Magnetic Resonance (Kern Spin Resonanz): Das
Moment peg (zum Beispiel eines Wasserstoff Kerns) prézessiert (um z) im
lokalen Magnetfeld Hy mit Frequenz wy = pegHo/A. Ein transversales ac
Feld H = H;(coswt) wird bei der Frequenz w = wy resonant absorbiert und
das magnetische Moment dreht sich (um =) mit Frequenz wi = pegHi /Ai. Das
Auffinden des Resonanzpunktes maximaler Absorption erlaubt die Messung
des lokalen Feldes Hy und, via Umwegen, die Bestimmung der chemischen
Umgebung. Das Schema findet auch Anwendung im Quanten Computing
wo der Zustand der Qubits (= Quanten-Zwei-Niveau-System = effektives
Spin-1/2-System) via Drehung manipuliert wird.

mit den Pauli-Matrizen o, und o,. Mit |¥U(t)) = expliwo,t/2] |¥'(t)) erhal-
ten wir folgende Gleichung fiir die transformierte Wellenfunktion |¥’(t)),

w—wp

0| (1)) = 0. — wy coswt(e W= 25 o 2) 1w (1)), (11.93)

mit wo = pesHo /A und wy = pegHy/2h. Es ist

oz(02)" = (—0:)"0s,
oxf(oz) = f(=0:)ou, (11.94)
und damit
e WTt/2 o piwoit/2 o iwost
= 0y (coswt +io,sinwt). (11.95)

Die Gleichung fiir |[¥') hat dann die Form (wir benutzen die Beziehungen
cos 2wt = 2 cos? wt — 1, sin 2wt = 2sin wt cos wt)

d —2w0 o, — % Oy — % (04 cos 2wt + oy sin 2wt) | |T'(1))

rasch oszillierend — ~ 0

0|V (1)) =
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und wir erhalten die Losung

(1)) = e W (0))
|W(t)) = ewo=t/2e71020t/2 (), (11.96)

mit 02 = (w —wp)? +w?, und 6 = [(w — wp)/Q)o. — (w1/Q)0o,. Der ‘misfit’
(detuning) w—wq zwischen der Treiberfrequenz w und der Resonanzfrequenz
wo des Systems (hier die Zeeman Energie) erzeugt also eine Korrektur zur
Drehung um die z-Achse, wihrenddem der Spin mit Frequenz w; um =z
gedreht wird. Starten wir mit dem Zustand |¥(0)) = |1) so erhalten wir fiir
die Wahrscheinlichkeit Py(¢) = | (}|¥(¢)) |* nach der Zeit ¢t den umgekehrten
Spin zu messen das Resultat

2
Pt) = %(1—(:0591:), (11.97)

wie in Abbildung 11.11(b) dargestellt. Fiir w — wp ist © ~ w; und
P (m/wi) =~ 1, das heisst, dass in der Nihe der Resonanzfrequenz wg die
Umdreh- (oder Flip-) Wahrscheinlichkeit nach der Zeit t = 7/w; gerade ~ 1
wird (m-pulse). Der Spin entzieht dem rf-Feld (radio-frequency) H; Ener-
gie und dreht sich um. Die Messung der erhéhten Absorption bei w = wy
lasst dann auf die Resonanzfrequenz wy schliessen und damit (bei bekann-
tem peg) auf den Wert des lokalen Feldes ﬁg. Alternativ lasst sich bei be-
kanntem Feld ﬁo das effektive lokale Moment pog finden. Dieses Schema
kann auch benutzt werden um Spins zu manipulieren — indem rf-Felder fiir
genau festgelegte Zeitintervalle ein- und ausgeschaltet werden, lassen sich
Spinzustidnde kontrolliert verdndern. NMR Techniken werden héufig genutzt
um Protein-Konfigurationen in der Biologie zu finden. Im Rahmen der Ver-
arbeitung von Quanteninformation (gespeichert in quantum bits = qubits
lgb) = [|0) + avexp(ip)|1)]/V1 + &?, manipulierbare zwei-Niveau Systeme
= verallgemeinerte Spinsysteme) werden NMR-~Manipulationstechniken ge-
nutzt.

Beachte: Das Resultat Pj(t) beschreibt Ubergiinge eines Spins vom Zu-
stand | 1) in den Zustand | |) unter Einfluss eines Mikrowellenfeldes (oder
Ubergiinge eines Atoms zwischen Grundzustand |¢g) und angeregtem ZU-
stand |e) unter der Wirkung eines optischen Feldes). Dieser Prozess erin-
nert an durch die Fermi Goldene Regel induzierte Uberinge. Tatsdchlich
sind die Themen eng verwandt aber verschieden, sie beschreiben Rabi-
Oszillationen versus Zerfille von Zustédnden. Insbesondere beschreiben die
Rabi-Oszillationen die Dynamik eines getriebenen 2 Niveau Systems ohne
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Prisenz eines Kontinuums. Ein schones Beispiel ist das Atom (Anregung) in
einer Kaviét (Photon) wo die Anregung zwischen dem Atom und dem Pho-
ton hin und her oszilliert. Diese Anregung ist weder vom Materie- noch vom
Licht-typ sonderen dazwischen (eine Superposition) und heisst Polariton
(beschrieben durch das Jaynes-Cummings Model). Im Gegensatz beschreibt
die FGR den Zerfall eines angeregten Atoms unter Aussendung eines Pho-
tons, wobei das Photon im Kontinuuum lebt und wegfliegt. Ein anderer
FGR Prozess wire die Absorption eines Photons aus dem Photonfeld unter
Anregung des Atoms. Wiirde das ausgesannte Photon wieder zuriickkom-
men, zum Beispiel in einer Kavitéit, dann wiirde es vom Atom wieder absor-
biert und re-emittiert und periodisch weiter, was nichts anderes als die Rabi
Oszillationen sind. Mathematisch sind die beiden Prozesse auch verwandt
und verschieden: FGR ist ein Resultat der 1. Ordnung Stérungstheorie und
braucht ein Kontinuum. Rabi Oszillation werden durch die exakte Losung
der Schrodingergleichung beschrieben. In der obigen Diskussion entnimmt
der Spin dem makroskopischen, klassischen Mikrowellenfeld ein Photon, gibt
ein anderes ab, nimmt wieder eines auf, usf. Das makroskopische klassische
Mikrowellenfeld ersetzt das Photon in der Kavitéit. Beachte auch, dass FGR
eine Wahrscheinlichkeit o ¢ liefert, die Rabi Oszillationen aber eine Oszilla-
tion cos Qt (— Summation der Stérungsreihe). Fiir kleine ¢ ist P|(t) o ¢2,
was dem Resultat (9.88) oder (9.91) entspricht, nicht dem FGR Resultat
welches P o t und lange Zeiten t beschreibt. Weiter ist die FGR perturba-
tiv, wére also nie in der Lage eine Ubergangswahrscheinlichkeit der Ordung
1 zu liefern da die Stérung dann gross wire.

11.6 Zeeman Effekt & Spin-Bahn-Kopplung

Betrachten wir ein Teilchen im R? mit Spin 1/2 so beschreiben wir seinen
Zustand durch eine Produktwellenfunktion

’\Ij> = ‘\I/Bahn> & |XSpin>;
€ e (11.98)
LR ® M,

H

bestehend aus Bahn- und Spin- Anteilen. Als Beispiel betrachten wir wieder
das Wasserstoffatom. Schalten wir ein Magnetfeld H,¢é, ein, so kommt zum
Hamiltonian Hy = p?/2m — e?/r ein magnetischer Term (e > 0)

eH
Hy; = 2mZC(LZ—|—gSZ) (11.99)
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dazu. Der zweite Term ist uns von (11.81) her bekannt; der erste folgt aus

2
— N - e, ., - es -
P> (Fed/e) = pP4o(p-A+A-p) + SA? (31.100)
—_———
Diamagnetismus
und mit A = —7 A H/2 erhalten wir daraus

=2 =2
p p € 7 7
— — — 4+ —H- L. 11.101
2m 2m * 2me ( )

Der zweite Teil entspricht gerade der Energie des magnetischen Momentes
(—e/2mc)L im Feld H, vgl. (11.77).

H, ist nicht der einzige Term, welcher die Drehimpuls- und Spinoperato-
ren enthélt. Relativistische Effekte fithren zusétzliche Korrekturen ein, zum
Beispiel die Spin-Bahn-Kopplung: Das sich im E-Feld des Kernes bewegen-
de Elektron spiihrt ein Magnetfeld B=—-GAE /¢ woran das Spin-Moment
koppelt. Die resultierende Energie ist

—éﬁ- (UAE). (11.102)
Die Thomas Prézession fiihrt eine weitere Korrektur von derselben Form
ein: diese ist ein relativistisch kinematischer Effekt und berticksichtigt, dass
das Ruhesystem des e~ sich relativ zum Laborsystem dreht, siehe Jackson
(Elektrodynamik), Seite 541 ff. Die Korrektur ergibt sich gerade zum —1/2-
fachen von (11.102) und wir erhalten folgenden Ausdruck fiir die Spin-Bahn
Kopplung (vgl. auch Kapitel 25, nichtrelativistischer Limes der Diracglei-
chung),

— - .
H = S-(UNE
S0 2mc? (@ )
L e = VV = 70, V(r)
1 Lo 1
= 5.3 S (FAT)=0,V
1 1dV - -
= —F S 11.103
2m2c2 r dr ( )
Damit erhalten wir den Hamiltonian
H = HO + HZeeman + HSO + HR
2 2 H AdV
p e eH, 1 1 - o
= — - — L S —_— L5 11.104
2m +2mc( =19 Z)+2m202r dr ( )
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und den Korrekturen in Hp (siehe QM II)

e? 2 1 (p2)2 h?
Hp = —A° — + AV + Lamb-Shift + Hyperfein.
2mc? 8 m3c2 8m2c?
—_————— N——

—_———
Diamag /p2c2 + m2ct Darwin-Term

(11.105)

Die Terme o p*, L-S und < AV definieren die Feinstruktur des Spek-
trums (reduziert um Za? beziiglich der fiithrenden Energien). Der Term oc p*
ist eine relativistische Korrektur héherer Ordnung in der kinetischen Ener-
gie. Der Lamb-Shift resultiert aus der Kopplung der Ladung an das elek-
tromagnetische Feld, wodurch angeregte Zusténde via Emission von Photo-
nen zerfallen kénnen; der mit dem Zerfall einhergehende Energieshift heisst
Lamb-Shift, siche Kapitel 19. Der Darwin Term ist wiederum eine relativi-
stische Korrektur woraus sich die ‘Zitterbewegung’ ergibt, siche Kapitel 25.
Die Hyperfein-Wechselwirkung entsteht durch die Kopplung des Elektrons
an das durch das Kernmoment erzeugte Magnetfeld. Wir konzentrieren uns
hier auf Hzeeman und Hspin-orbit- Behandeln wir diese Terme in Stérungs-
theorie ergibt sich das Problem, dass Hy diagonal in |, s, m;, ms) ist aber
Hgo in der Basis |l, s, j, m) des Gesamtdrehimpulses.

Fiir grosse Felder ist Hy dominant und wir erhalten die Korrektur

AEz; = <n>laSvmlamS|HZ|n7laS,mlams>
= pugH; (my + 2ms), (11.106)

zum Beispiel spalten sich die Niveaus eines p-Zustand gemiss Abbildung
11.12 auf.

Fiir kleine Felder < 10° G ist Hz < Hgo und wir konzentrieren uns in der
Storungsrechnung auf den Term Hgp. Die angepassten Zustédnde sind jetzt
diejenigen des Gesamtdrehimpulses,

In,l,L,j=1£1m), (11.107)

und wir erhalten die Korrekturen

AFEso = <n,l,%,j:lzl:%,m‘Hsom,l,%,j:l:l:%,m)
. 1oV e2
ror 3

ez h? l 1
= —— — . 11.1
2m2c2 2 (—(l+1)> <7"3>nl ( 08)



298 KAPITEL 11. SPIN & DREHIMPULS ADDITION

m, m
n,
1 n
(S 0 12
0o i 1 -2
-1 01 -1 12
= 0 12
1 -2
H() + Zeemann

Abb. 11.12: Zeeman Aufspaltung des 6 = 2 x 3-fach (SpinxBahn) p-
Zustandes im Wasserstoffatom. Das orbitale Moment produziert ein Triplett
mit zweifach entarteten Zusténden (Spin). Der Landé Faktor g ~ 2 des Elek-
tronspins kompensiert gerade die Halbzahligkeit des Spindrehmomentes, so
dass Orbit und Spin die gleiche Energieaufspaltung ergeben und es resultiert
eine Quintuplet mit zweifach entartetem zentralen Zustand.

Mit
<1> _ 11 1 (11.109)
3/ o a3 l(l+3)(1+1) '
und
e’h? et nt 2.2 92
m2Z | meem: ¢
4 2
e*m e
= = FEp = 13.6eV 11.110
2h? 2ap R ev ( )

ergibt sich die Aufspaltung
o’ER 1 l B, (1/(1+1)
23 1(1+4)(+1) \-(+1) 2n (1 +3) 1/1
(11.111)

Der Vergleich der Grossenordnungen ergibt

AEso o’Ep 1 13.6 1
AEz  ugH, 13725.8-10-9 H, [G]

=1.25- 105/HZ[G], (11.112)

das heisst, dass AFEso > AEy fiir H, < 10° Gauss. Im Kapitel 14 werden
wir die zusétzliche Zeeman-Aufspaltung in kleinen Feldern diskutieren.
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Ein Elektron (e > 0) mit Spin welches sich (langsam, nicht-relativistisch,
wir betrachten hier nicht das Wasserstoffatom) in den elektromagnetischen
Feldern A und ¢ bewegt wird durch die Pauli-Gleichung beschrieben,

iho, (ijg? 3) = [2?171 (?ﬁ + %/T(F, t)>2 1 (11.113)
W4(7, t)

N WTBg.ﬁ(F,t) - esO(F,t)ﬂ] <\pi(*,§)> '



300 KAPITEL 11. SPIN & DREHIMPULS ADDITION



Kapitel 12

Quantenmechanik und
klassische Physik

Dass die Quantenmechanik einige Uberraschungen in unser klassisches Welt-
bild bringt haben wir bereits gesehen; Beispiele sind das Unschérfeprinzip,
die Quantisierung von Bahnen und Energien oder der Tunneleffekt. Das wohl
spektakulérste neue Phdanomen aber ist die Verschrinkung (entanglement)
von Freiheitsgraden zweier Objekte (und deren Verallgemeinerung): Zwei
quantenmechanische Freiheitsgrade kénnen stirker korreliert sein als es die
klassische Physik erlaubt. Die (experimentell nachweisbare) Existenz dieser
Korrelationen zeigt, dass unsere Welt nicht klassisch erklédrbar ist sondern
(zumindest) in der Quantenmechanik fusst.

Begriindet in einer Arbeit von Einstein, Podolsky, und Rosen (1935), wei-
ter entwickelt in eine quantitative und experimentell iiberpriifbare Aussage
durch John Bell (1964), und experimentell getestet durch Freedman-Clauser
(1972) und Aspect, Dalibard, und Roger (1982) war die Verschrinkung
iitber Jahrzehnte ein Thema im Grenzbereich von Physik und Philosophie
(1935+). Mit den theoretischen und experimentellen Arbeiten der 60-80-
iger Jahre hat sich das Thema konkretisiert und weiterentwickelt bis hin zu
technologischen Anwendungen: Quantenkryptographie und Quantenrechner
basieren auf Protokollen und Algorithmen welche grundlegende Resourcen
der Quantenmechanik nutzen, die kohérente Superposition von Zustédnden
und die Verschriankung. Das neue Forschungsgebiet der Quanten Informa-
tions Theorie entwickelt sich rasant und liefert Resultate welche das ganze
Spektrum von fundamentalen bis hin zu technologischen Themen umfassen.
Es ist zu erwarten, dass diese Themen in wenigen Jahren die Doméne der

301
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Ingenieure erobern werden.

Die einfachste Verschriankung lisst sich anhand eines Zustandes zweier Spins
formulieren (alternativ kann die Polarisation von Photonen herangezogen
werden): Der Spin-Singlet Zustand

0,0) = L[ th®| D2~ b @] 1] (12.1)
= LI~ L)

ist maximal verschriankt (andere maximal verschrénkte (Bell-)Zusténde sind
[0 +1 LD]/vV2 und [| 1) £ ] 1, 1]/v2). Im Gegensatz dazu ist
ein Produktzustand |7) = (a| )1 + b] 1)1) ® (¢| T)2 + d| |)2) nicht ver-
schrankt. Der Originalartikel von Einstein, Podolsky, und Rosen (EPR) be-
fasst sich mit Orts- und Impulsvariablen statt Spinvariablen, die Formu-
lierung mittels Spin geht auf David Bohm zuriick. Diese Formulierung ist
heute, mit Sicht auf das neue Forschungsgebiet des ‘Quanten Engineering’,
besonders attraktiv: ein Quantenbit (qubit), die elementare Einheit eines
Quantenrechners, kann als ein System mit zwei Zustéinden und damit als
ein Spin-1/2 System verstanden werden. Wihrenddem ein klassisches Bit
die Werte 0 oder 1 hat, kann ein Quantenbit alle Superpositionszustinde
[al0) + V1 —a2e |1)] « [a| 1) + V1 — a2 €| |)] annehmen; was wir iiber
Spin-1/2 Systeme lernen gilt somit auch fiir qubits.

Im Folgenden analysieren wir die Eigenschaften des Zustandes (12.1) (EPR
Experiment) und formalisieren diese in einem klassischen Weltbild (lokaler
Realismus). Wir erweitern das einfache EPR Experiment auf einen Bell Test
mit vier Detektor-Einstellungen und leiten die Bell Ungleichung fiir eine
lokale Theorie her. Wir starten mit einer modernen Sprache und verbinden
unsere Erkenntnisse am Schluss mit der historischen Diskussion.

12.1 EPR Experiment

In der Sprache der Quanten Informations Theorie teilen sich Alice und Bob
ein EPR Paar; wir stellen uns vor, dass eine Maschine Spin-Singlet Paare der
Form (12.1) erzeugt, wovon der erste Spin (1) an Alice, der zweite (2) an Bob
geht, vgl. Fig. 12.1. Natiirliche Quellen von EPR Paaren sind nichtlineare
Kristalle in denen ein Photon (Frequenz w) in zwei verschriankte Photonen
(w/2) umgewandelt wird oder ein Pion das in ein Elektron-Positron Paar
zerfillt; heute lassen sich verschrankte 2-qubit Zustdnde kontrolliert durch
eine definierte Wechselwirkung zwischen zwei qubits erzeugen. Alice und
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Bob besitzen je eine Messapparatur mit welcher sie ihre Spins detektieren
kénnen; dabei kénnen sie die Polarisationsrichtung @ (Alice) und b (Bob)
der Messapparaturen einstellen; die Messapparaturen liefern Ergebnisse +1
wenn der Spin parallel /anti-parallel zur gewihlten Achse detektiert wird.

Quelle

Bob

Abb. 12.1: EPR Experiment mit Spins/Photonen/Elektron-Positron Paa-
ren: Eine Quelle erzeugt Paare von Spins oder Photonen oder Elektron-
Positronen in einem verschrinkten Zustand. Alice und Bob messen die Po-
larisation dieser Teilchen nach deren Durchgang durch ein in Richtung @
oder @' und b oder b’ polarisierten Filters. Im lokalen Realismus werden
diese Zweiteilchen-Zustéinde durch eine multivariante Verteilungsfunktion
P(04,0p,0q,0}) beschrieben.

Alice und Bob messen ihre Spins erst entlang der Z° Achse. Wenn wir ih-
re Messreihen vergleichen, so stellen wir fest dass Alice’s Daten beziiglich
dem Wert +1 zuféllig verteilt sind, dass aber die jeweiligen Resultate per-
fekt mit Bob’s Resultaten anti-korrelieren: Jede Messung 1 (—1) durch Ali-
ce korreliert mit einer Messung —1 (1) von Bob. Dies kénnen wir verste-
hen, da die Messung von Alice’s Spin mit Resultat 1 < 1 den Zustand
0,0) = [| 1,4)> — | 4,1)2]/v/2 auf den Zustand | 1,]). projiziert und Bob
deshalb das Ergebnis —1 <» | finden muss, und zwar unmittelbar nach Ali-
ce’s Messung. Misst Alice —1 <> | kollabiert die Wellenfunktion (instantan)
auf | |, 1), und Bob misst eine 1 <» 1. Da der Zustand |0, 0) beide Kompo-
nenten gleichermassen gewichtet sind Alice’s Ergebnisse +1 zufillig verteilt.

Als néichstes misst Alice entlang 2, Bob entlang —2* jetzt sind die Resultate
perfekt korreliert, was evident ist. Im dritten Experiment misst Alice entlang
Z und Bob entlang —Z. Da wir den Singlet Zustand auch in der Basis mit



304 KAPITEL 12. QM UND KLASSISCHE PHYSIK

Quantisierungsachse & schreiben kénnen,
1

V2

resultiert das gleiche (maximal korrelierte) Ergebnis. Interessanter wird es,
wenn Alice entlang z und Bob entlang x messen. Dazu schreiben wir den
Singlet Zustand in der Form (mit | 1), = (| 1)z — | $)2)/V2, etc., vgl. GL
(11.28))

’07 O> = H T7~L>z - ‘ \L7T>w] (12‘2)

1
V2

Misst Alice jetzt den Wert 1 oder —1 so misst Bob jeweils zuféllig +1 mit
gleicher Wahrscheinlichkeit—die Messdaten von Alice und Bob sind in die-
sem Fall vollig unkorreliert.

10,0) = —=[| 1)@ (| Do+ | Da)/V2 = [ 1)@ (| Do — | 1)2)/V2]. (12.3)

Die von der Quantenmechnik vorausgesagten (und experimentell iiber-
priifbaren) Resultate sind also zufillig £1 beziiglich Alice resp. Bob und
koénnen je nach Einstellung der Detektoren von Kkorreliert, iiber anti-
korreliert, zu unkorreliert reichen. Diese Resultate sind unabhéngig von der
rdumlichen Separation der beiden Spins—Alice und Bob kénnen mit ihren
Spins zu anderen Galaxien reisen und dennoch bestimmt die Quantenme-
chanik, dass unmittelbar nach der ersten Messung der Zustand des zweiten
Spins (bei geeigneter Wahl der Achsen) festgelegt ist. Entsprechend kann die
Information iiber das Resultat der ersten Messung den zweiten Spin nicht
beeinflussen, da sich jegliche Information nicht schneller als mit Lichtge-
schwindigkeit mitteilen lasst.

Wenn wir versuchen, diese Resultate in einem klassischen Rahmen zu verste-
hen sind wir gezwungen anzunehmen, dass die Werte der Spins unabhéngig
von den Detektoreinstellungen zum vornehinein bestimmt aber statistisch
zuféllig verteilt sind. Der zugehorige Zufallsprozess (z.B. in der Quelle) muss
dann die beobachteten Korrelationen erzeugen. Solch ein Zufallsprozess wird
durch eine multivariante Verteilung (joint probability distribution) beschrie-
ben. Um obige Daten gesamthaft zu beschreiben muss diese Wahrscheinlich-
keitsfunktion die Resultate verschiedener Detektoreinstellungen beschreiben
konnen; im Hinblick auf den Bell Test betrachten wir jeweils 2 Achsen
(@ @') fiir Alice und (b, b") fiir Bob mit vier moglichen Paarungen (@, b),
(@ b'), (@', b) und (@', b') und definieren die Verteilungsfunktion

P(J§,0§,0§,05) = P(04,0p,04,0p). (12.4)
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Das Objekt (12.4) soll man sich als eine 2x2x 2 x 2 Tabelle oder als Liste von
16 Zahlen vorstellen. Die Existenz einer derartigen Verteilungsfunktion ist
Ausdruck des lokalen Realismus, Grundlage unseres klassischen Verstidnd-
nisses der Welt (‘der Mond ist auch da, wenn keiner hinschaut’ (Einstein);
hier umformuliert in der Annahme, dass die Werte oy, 0y, 04 und oy exi-
stieren, bevor diese gemessen werden und unabhéngig davon, ob sie kiinftig
gemessen werden). Das Adjektiv ‘lokal’” steht fiir die Annahme, dass die Re-
sultate von Alice nicht von den Einstellungen von Bob’s Detektor abhéngen
und vice versa. Im zweiten Ausdruck in (12.4) haben wir die Notation stark
vereinfacht indem die Indices sowohl den Beobachter als auch seine Detek-
toreinstellung definieren. Beachte, dass in einem Experiment mit gegebener
Einstellung (@, b) nur die reduzierte Wahrscheinlichkeiten

Pab(0a70b) = Z P(O’a,O'b,Ja/,O'b/) (125)
01,0 €E{£1}

relevant sind (das Objekt P,;(0q,0p) entspricht einer 2 x 2 Tabelle); die
Definition des physikalischen Realismus verlangt aber die Existenz der Ver-
teilungsfunktion fiir verschiedene Detektoreinstellungen. Die von Alice und
Bob gemessenen und errechenbaren Korrelationen ergeben sich dann aus

K(a@,b) = Z Py(0a,0p) 04 0p. (12.6)

Oa,;0p

Die Frage stellt sich, ob eine klassische multivariante Verteilungsfunktion der
Form (12.4) existiert, welche das Resultat der Quantenmechanik abbildet,
oder anders formuliert, gibt es eine klassisch reale lokale physikalische Welt
im Sinne, dass alle Variablen einen definitiven Wert haben auch wenn wir
diesen nicht messen? Die Beantwortung dieser Frage wird durch den Bell
Test ermoglicht. !

Lassen wir die Bedingung der Lokalitit weg so ergibt sich ein viel aufwindiger For-
malismus mit einer Verteilungsfunktion

A B
Ij;?o- 175;06175’/706/75/) (127)
die 8 Variablen involviert. Der Zufallsraum wichst dann von 16 auf 64 Elemente. Von den
4 -4 = 16 reduzierten Wahrscheinlichkeiten sind nur 4 physikalisch (statt der 2 -2 = 4

reduzierten Wahrscheinlichkeiten in der lokalen Theorie die alle physikalisch relevant sind).
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12.2 Bell Test und Bellsche Ungleichung

Wir betrachten ein EPR Experiment mit vier Einstellungen der Polarisa-
toren (@,b), (@,b’), (@’,b) und (a@’,b’). Die gemessenen Werte (+h/2 fiir
Spins, Polarisation ‘4’ oder ‘-’ fiir Photonen, hier zu 1 oder —1 normiert)
seien (04, 0p), (0a,0u), (0ar,0p), (04, 0p ). In einem physikalisch real-lokalen
Welthild werden diese Messdaten durch die multivariante Verteilungsfunk-
tion (12.4) beschrieben. Die Messungen werden zu folgendem Korrelator
kombiniert

0q0p + OqOy + Oy 0y — O oy = 2 (12.8)

und tiber (12.4) gemittelt (jeder Term involviert eine der 4 reduzierten Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen). Das Resultat (12.8) folgt aus der Tatsache, dass
entweder die Summe o, +0p = 0 oder die Differenz o, — oy = 0 verschwindet
(da beide Messwerte nur 1 oder —1 sein konnen); die jeweils andere Grosse
ist dann £2. Indem wir die linke Seite in (12.8) umschreiben,

0a0p + 0a0y + 0w oy — ogoy = og(op + op) + o (0p — op) (12.9)

verifizieren wir sofort, dass der Ausdruck gleich +2 ist.? Mitteln wir die Be-
ziehung (12.8) iiber die Verteilung (12.4) so finden wir, dass die Korrelatoren
(12.6) die Bellsche Ungleichung erfiillen,

B=|K(@b)+K(@b)+ K@, b)—K@,b')<2=0B_r (12.11)

Diese Ungleichung (eine Vereinfachung der originalen Bell Ungleichung die
experimentell leichter zugénglich ist) geht zuriick auf eine Arbeit von Clau-
ser, Horne, Shimony, and Holt (1969) und ldsst sich experimentell {iber-
priifen. Im Grunde genommen ist die Aussage (12.11) eine Aussage der Sta-
tistik: Jede multivariante lokale Verteilungsfunktion vom Typ (12.4) erzeugt
Korrelatoren welche die Restriktion (12.11) beachten. Die Annahme des
lokalen physikalischen Realismus bedeutet, dass eine multivariante Vertei-
lungsfunktion (12.4) existiert, welche das Resultat eines EPR Experimentes
(mit den Einstellungen (@,b), (@,b’), (@’,b) und (@’,b’) der Detektorvaria-
blen) beschreibt.

Es ergibt sich die Frage, ob die Quantenmechanik die Ungleichung (12.11)

befriedigt und damit im Prinzip dem klassichen Weltbild des lokalen Rea-
lismus geniigt—dies ist nicht der Fall. Berechnen wir die Korrelatoren K

2In einer nichtlokalen Theorie hat der entsprechende Ausdruck die Form
B A B A B A B
5% T 9a5 Oap + 0a1 500 E T g Tar (12.10)

A
oL
a,

und diese Umformung ist nicht mehr moglich.
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fiir die vier Einstellungen mit Hilfe der Regeln der Quantenmechanik (statt
unter Zuhilfenahme einer lokalen multivarianten Verteilungsfunktion), und
maximieren wir den Ausdruck iiber alle moglichen Einstellungen der Pola-
risatoren @ und l;, dann finden wir Einstellungen so dass

max [|K(@,b) + K(@,b") + K(@',b) — K(@@',b")]] = 2v2 = Bow. (12.12)
a.b,a b
Der Wert By ist die Tsirelson Grenze (Tsirelson/Cirel’son, 1980). Damit
folgt die Quantenmechanik nicht dem Prinzip des physikalischen Realismus:
die Werte einer Observablen kénnen undeterminiert sein und sich erst dann
manifestieren wenn sie gemessen werden. >

Zum Beweis der Aussage (12.12) berechnen wir die Korrelatoren K (a@,b)
gemiss den Regeln der Quantenmechanik (statt klassisch statistisch via
(12.6)), . .

K(a,b) = ((@-51)(b-52)) (12.13)

mit &;, i = 1, 2, die Pauli Matrizen der beiden Spins (da die Quantenme-
chanik linear ist konnen wir die vier Terme im Bell Test einzeln berechnen).
Dabei nutzen wir dass fiir den Singlet Zustand |0,0) und jede Richtung 7
gilt (man wihle fiir die Quantisierungsachse der Spins die Richtung 77 )

n- (01 + &2)|0,0> =0, (12.14)
(0,0]7 - 51/0,0) = 0. (12.15)

Der Korrelator vereinfacht sich dann zu

K(a,b) = (0,0/(@- 1) (b-2)[0,0) = —(0,0/(a- 1) (b-1)|0,0)
—(0,0[@-b+i(@Ab)-61|0,0) = —a- b, (12.16)
wobel wir die Resultate (12.14) und (12.15) sowie die Beziehung (11.19),

(@-3)(b-3)=(a-b)+i(@Ab)-&, benutzt haben. Der Bell Parameter (vgl.
(12.11) lasst sich dann schreiben als

B=|a-b+a b +a -b—a'-b. (12.17)

3Lassen wir die Bedingung der Lokalitéit weg, so lisst sich zeigen dass partielle Vertei-
lungen existieren die einen Bell Parameter B,;_r = Bnax = 4, den maximal moglichen Wert
des Ausdruckes (12.10) erzeugen, dies auch unter der Annahme der relativistischen Kau-
salitdt welche verlangt, dass die Messung von Alice nicht von Bobs Einstellung abhéngen
darf, P,y(£1,7) = Pap(£1,1) + Pap(£1, —1) = P, (£1,7) (Popescu, Rohrlich, 1994). Es
macht also keinen Sinn, die Quantenmechanik mit einem Bell Test gegen einen nicht-
lokalen Realismus zu testen, da letzterer keine Einschréinkung liefert.
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Waéhlen wir die Polarisationen wie in Figur 12.2 aufgezeigt, so finden wir mit
@-b=ad-b'=a -b=cos(r/4) =1/y2und @' - b’ = cos(3r/4) = —1/y/2
den Wert Bgy = 4/ V2 = 2¢/2. In der Quantenmechanik kénnen Freiheits-
grade demnach stérker korreliert sein als klassisch erlaubt. Entsprechend
ldasst sich die Quantenmechanik nicht als lokal realistische Theorie auffas-
sen und es gibt keine dem Experiment zugrunde liegende Verteilungsfunk-
tion P(0q,0p, 04,0y ) welche die Messdaten konsistent erzeugen kann. Der
tiefere Grund fiir die Nichtexistenz dieser Verteilungsfunktion liegt in der
Heisenbergschen Unschérfe nicht kommutierender Variablen: Die im Bell
Test auftretenden Achsen @ und @’ erlauben keine simultane Bestimmung
der Resultate o, und o, (die entsprechenden Spin-Operatoren kommutie-
ren nicht), weshalb wir keine Verteilungsfunktion aufschreiben kénnen in der
diese Variablen simultan scharf definiert sind.

A Abb. 12.2: Winkel zwischen

- a B den Einstellungen d, 5, a' b
b’ b die den maximalen Bell para-
meter Boy = 2v/2 (Tsirelson

/4| w4

Grenze) erzeugen.

/4

Das weitergehende Studium des Phdnomens ‘Verschrankung’ ist Thema der
Quanten Informations Theorie; hier einige Bemerkungen dazu: Wir haben
gesehen, dass die klassische Physik im Rahmen eines lokalen Realismus
den Grenzwert B_p = 2 fiir die Korrelatoren eines Bell Tests erzeugt,
wahrenddem die Quantenmechanik diesen Wert auf Boy = 2/2 anhebt.
Der maximal mogliche Wert fiir den Bell Parameter (erreicht in einer
nicht-lokalen aber relativistisch kausalen Theorie) ist aber B, r = 4
und es fragt sich, was die Bedeutung der Liicke [2v/2,4] zwischen dem
quantenmechanischen und dem maximalen Wert von B ist. Es stellt sich
heraus, dass Theorien welche durch Bell Parameter B > 2v/2 charakterisiert
sind recht erstaunliche Eigenschaften besitzen. Zum Beispiel kann die
Kommunikationskomplexitat trivial werden: In einer verteilten Rechnung
(wo die Daten zwischen zwei Parteien verteilt ist) kann die notwendige
Kommunikation auf ein Bit reduziert werden falls sogenannte nichtlokale
Boxen zur Verfiigung stehen (Brassard, Buhrman, Linden, Method, Tapp,
Unger (2006)). Ahnlich hiitte Bob aufgrund der erweiterten Informations
Kausaliéit erweiterten Zugang zu Daten von Alice (Pawlowski, Paterek,
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Kaszlikowski, Scarani, Winter, Zukowski (2009)).

Facts:

Die Quantenmechanik ist nicht deterministisch (macht nur Aussagen zu
Wahrscheinlichkeiten), die Quantenmechanik ist nicht-lokal (im Sinne des
klassischen physikalischen Realismus) aber relativistisch kausal, Quanten-
korrelationen konnen stédrker sein als klassische, trotzdem gibt es keine
Informationsiibertragung schneller als Licht (no-signalling). Theorien mit
Korrelationen stirker als die Tsirelson Grenze (stérker nicht-lokal als die
Quantenmechanik) haben erweiterte Kapazititen in der Informationsverar-
beitung. Die Quantenmechanik erlaubt kein Kopieren von Quanteninforma-
tion (No-Cloning Theorem, Wootters und Zurek, 1982). Unter Zuhilfenahme
von verschriankten Zustinden erlaubt die Quantenmechanik die Teleportati-
on von Quantenzustinden (Peres, Wootters, Brassard, Bennett, Josza, Cre-
peau, 1993).

Begriffe:

Realismus: Physikalische Variablen sind definiert, auch wenn sie nicht ge-
messen wurden. Es existiert eine Verteilungsfunktion welche die Verteilung
der Werte von Variablen vorausssagt.

Lokale Theorie: die Realitdt an einem Ort wird nicht von der Realitdt in
einem anderen Ort beeinflusst.

Lokaler Realismus: Es existiert eine Verteilungsfunktion mit lokalen Varia-
blen, z.B., oz, welche die Verteilung der Werte der Variablen voraussagt.
Nicht-lokaler Realismus: die Variablen sind nicht lokal, z.B., Oui Damit
erweitert sich der Wahrscheinlichkeitsraum, z.B. von 16 auf 64 mogliche Er-
eignisse im Fall des Bell Tests.

Relativistische Kausalitét: fiihrt eine Bedingung an die Verteilungsfunktion
ein welche garantiert, dass die Verteilungsfunktion fiir Alice nicht von der
Verteilungsfunktion von Bob abhéingt. Eine lokale Theorie ist relativistisch
kausal.

Geschichtliches:

Zu Beginn des letzten Jahrhunderts wurden die philosophisch-
weltanschaulichen Implikationen der Quantenmechanik heftig diskutiert.
Zentrales Element in dieser Diskussion war die 1935 Arbeit von Einstein,
Podolsky, und Rosen in welchem diese ein Gedankenexperiment zu den
Korrelationen zweier Teilchen vorstellten welches beispielhaft zeigt, dass die
Quantenmechanik nur eine unvollstindige Beschreibung der Realitdt geben
kann. In seiner 1964 Arbeit hat John Bell diese Ideen weiterentwickelt:
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Nimmt man an, dass die kausale Relativitédt gilt und verlangt man auch,
dass die physikalische Welt einem Realismus folgt (zusammen also dem
Prinzip des lokalen Realismus unterworfen ist), ergibt sich ein Widerspruch
zur Quantenmechanik; die Quantenmechanik ist nicht-lokal im Sinne eines
klassischen Realismus. Dabei ist wichtig zu verstehen, dass der Realismus
alle Einstellungen der Detektoren umfasst, da das Teilchenpaar ja nicht
weiss, welche Variablen kiinftig gemessen werden. Entsprechen soll die
gesamte multivariante Verteilungsfunktion P(oq,0p,04,0), vel. (12.4),
und nicht nur deren Reduktionen P,;(0q,0p), vgl. (12.5), existieren.

Einstein war in vielfacher Hinsicht unzufrieden mit der Quantenmechanik,
zum einen, weil er sich eine deterministische und nicht probabilistische Theo-
rie wiinschte (‘Gott wiirfelt nicht’), zum zweiten weil die physikalische Welt
(lokal) real sein soll (‘Der Mond ist auch da, wenn keiner hinschaut’). Im
Gegensatz zu Finstein war Bohr immer der Meinung, dass die Variablen
eines Systems tatséichlich undefiniert sind solange sie nicht gemessen wur-
den; Einstein hat bis an sein Lebensende versucht die Quantenmechanik zu
vervollstdndigen und durch eine deterministische Theorie zu ersetzen. Ein
bekannter Ansatz ist die Idee der versteckten Variablen (hidden variable
theory), die die Quantenmechanik nicht beschreiben kann, in einer entspre-
chenden Theorie die Welt aber real-lokal-deterministisch beschreiben wiirde.
John Bell hat diese Idee 1964 formalisiert indem er annahm, dass sich die
Statistik des Prozesses durch eine Verteilungsfunktion p(\) einer versteck-
ten Variablen )\ darstellen ldsst. Die Mittelung der von dieser versteckten
Vaiablen \ abhiingigen Messwerte von Alice [04(d, \), o4(a@’, \)] und Bob
(0B (b, ), oB(b’,\)] in Korrelatoren

K(@5) = / X p(N) 64(@, ) 0B (B, \) (12.18)

etc., werden dann zur Bell Ungleichung kombiniert. Wiederum ist es wichtig,
dass die Verteilung p(\) gesamthaft fiir alle Detektor Einstellungen gilt.
Den Zusammenhang zwischen p(\) und P(og, 0y, 047, 0 findet man, indem
man sich fiir die gew#hlten Einstellungen @, b, @', b’, und Werte o4 €
{£1}, 0B € {£1} alle Tabellen aufschreibt (das sind 16 Tabellen die durch
A enummeriert werden) und jeder dieser Tabellen die Wahrscheinlichkeit
p(A) zuordnet (— Summen statt Integrale); diese Wahrscheinlichkeiten sind
gerade die 16 Werte von P(og, 0y, 047, 0y ).
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Identische Teilchen

Ein weiteres, klassisch unverstidndlich aber mathematisch konsistentes, Ele-
ment tritt in der Quantenmechanik auf wenn wir mehrere identische Teil-
chen beschreiben wollen. Dass dies ein Problem darstellt, welches neuartige
Strukturen verlangt, konnen wir leicht einsehen: Betrachte n identische Teil-
chen. Klassisch kénnen wir jedem Teilchen eine Markierung aufprigen und
dann jedes Teilchen identifizieren. Tatsdchlich sind sogar die Markierungen
iiberfliissig da wir den Trajektorien der Teilchen folgen und diese daher iden-
tifizieren kénnen — klassisch ist die Physik unterscheidbarer und identischer
Teilchen dieselbe.

In der QM konnen wir weder Markierungen anbringen noch den Trajekto-
rien folgen, eine Folge des Heisenbergschen Unschérfeprinzips. Wir kénnen
identische Teilchen nicht auseinander halten und der QM-Formalismus muss
diesen Sachverhalt beriicksichtigen, denn wir wollen mit dem Formalismus
die echte physikalische Welt und nicht eine ‘Modellwelt’ beschreiben. Ei-
ne konsistente Beriicksichtigung der Ununterscheidbarkeit von Teilchen er-
zeugt erstaunliche physikalische Effekte die wir im Folgenden beschreiben.
Wir geben zuerst eine einfache Ubersicht und gehen dann etwas tiefer auf
die Gruppentheorie der symmetrischen Gruppen und deren Konsequenzen
fiir die Physik ein; insbesondere behandeln wir das Problem von n Spin-1/2
Fermionen (Theorem von Spin und Rasse).

Die mathematische Grundlage / das mathematische Werkzeug fiir diese Dis-
kussion ist die Symmetrische Gruppe S, von n Objekten, die Permutations-
gruppe. Grundsétzlich miissen wir zur Losung des Problems das Verhalten
der Operatoren und der Wellenfunktion unter S,, kennen.

311
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13.1 Beschreibung von n Teilchen

Wir starten mit dem Problem der Beschreibung von n Teilchen. Es bieten
sich folgende Ansitze fiir die Wellenfunktionen und Operatoren an,

— die Wellenfunktionen héngen von den n Teilchen-Koordinaten ab, zum
Beispiel von Orts- und Spin Koordinaten 771, $1; . . . ; 7, Sn, 0oder in kom-
pakter Notation x1,...,z, mit x; = 75, s;,

U(z1,...,Zn) = (T1,...,2,|V); (13.1)

entsprechend definieren wir einen Hilbertraum #H {iber die komplex-
wertigen Funktionen ¥(xy,...,z,) von n Argumenten z, mit dem
Skalarprodukt

(U, ) = /dxl codx, U (2, xn) P2, ). (13.2)

Eine triviale Basis in H ist die Produktbasis erzeugt aus einer Einteil-
chenbasis {¢k(z)},
Wiy ookn (P15 ) = Qg (1) -+ @, (T), (13.3)

aber auch andere Basen sind moglich.

— Die Operatoren wirken auf die n-Teilchen Wellenfunktionen. Am ein-
fachsten ist die Verallgemeinerung der Einteilchenoperatoren,

A = Z A;, A; wirkt auf das Teilchen 1. (13.4)

In der Produktbasis sieht das wie folgt aus,
(X1,...,xp|ATY) = AV(z1,...,2,) (13.5)
= [Arok, (1)) 0k, (22) - - - Pr, (Tn)
0k, (21)[A20k, (22)] - - P (T0) + -+ 5
der Operator A = A1 Qb @ - -1, + 11 4@ -1, +---

wirkt auf den Vektor |ki,ka,....kn) = |¢k) ® |¢k,) ® --- im Raum
H=Hi1QH2®--.
Operatoren konnen natiirlich auch auf zwei (oder mehrere) Teilchen

gleichzeitig wirken und erzeugen damit Wechselwirkungen zwischen
den Teilchen, zum Beispiel Paarwechselwirkungen,

1
Vv = 521@, Vij wirkt auf Teilchenpaare i,5. (13.6)
i#£]
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Als Beispiel betrachten wir n Teilchen im R3 ohne Spin.
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— Die Produktbasis wird aus der Ein-Teilchen-Basis {|¢; )} konstruiert,

|k31, . ,kn> = ’g0E1> & |<,0]‘€’2> Q- |(P];’n>;

in Ortsdarstellung,

spannt den Produkt-Hilbertraum
H = L))o 9Ly(R’) = La(R)™
auf.

— Beispiele von Operatoren sind

- der totale Impuls
P = 2@7 ﬁ; = fvia
i

- die Energie

2
Hy = Pi . fiir freie Teilchen,
— 2m

7
1 S y .
H = Hy+ 3 Z V(r; —7;) fir WW Teilchen,

i#]
- die Dichte

p(i) = Zé(ﬁ—F),

(13.7)

(13.8)

(13.9)

(13.10)

(13.11)

(13.12)

(13.13)
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- die Stromdichte

— —

G Z[m 57— )+ 07 — 7). (13.14)

- 2m 2m

- Damit bilden wir Erwartungswerte

<]3> = Z/dgrl"'d37ﬂnqj*(7?17"'77?n)-Vi\:[l(Fl""’Fn)’

(Ho) = Z 22:; (13.16)
(H) = <Ho>+;Z/d3r1-~d3rn
i#]

XUH(F, . TV (F = 7)) U(F, . )
1
= <H0> + 22/(137‘1 dS’I“j
i#]j
xpr (7 ey (HV(7i = 75)eg, (7)) ey, (75)

xlog, (F)1PV (7 = 7)leg (7)1 (13.17)

Dabei haben wir iiber alle nicht im Impuls p; / in der Wechselwirkung
V(r; — 7;) auftretenden Koordinaten trivial integriert (Gewicht 1 der
normierten Wellenfunktionen).

13.2 Beschreibung n identischer Teilchen

Da die Teilchen identisch sind existiert kein Operator, welcher eine Identifi-
kation der Teilchen zuldsst. Das bedeutet, dass alle zugelassenen Operatoren
symmetrisch sind, das heisst, sie behandeln alle Teilchen gleich. In einer Ko-
ordinatendarstellung sind die zugelassenen Operatoren symmetrisch in den
Koordinaten,

Alxy, ... xn) = A@ny,...,%x,), (13.18)
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mit 7(i) eine Permutation

<1 2.3 - ”> (13.19)

T Mo W3 .- Ty
Als n#chstes betrachten wir die Erwartungswerte von A,
(A) = /dml coedxy, U (2, A(xn, ) U2, )
= /d:nl coodr, U (21, ) ATy e T, )V (21, - )

= /da;1 odxy, \I/*($7r1—17 st o) A(T, L 2)
qj(l’ﬂ_;l, e Tpm1); (13.20)
dabei ist 7! die zu 7 inverse Permutation. Offensichtlich kénnen wir die Ar-
gumente in ¥ beliebig vertauschen; da A symmetrisch ist, bleibt (A) invari-

ant. Die Invarianz von (A) gibt uns damit keine Bedingung an das Verhalten
der Wellenfunktionen W unter Vertauschung der Argumente.

Wir koénnen die obige Diskussion etwas formalisieren: Analog zu den
Translations- und Rotationsdarstellungen im Hilbertraum,

Translationen Uz U(7) = e_m'ﬁ/h‘ll(f') = U(7—a),
Rotationen Us O(F) = e @Lhy(r) = WR_57),  (13.21)

fithren wir die Darstellung der Permutationsgruppe S, ein',

U U(21,...,2y) = \Il(xﬂ;1,... xT_—1). (13.22)

9 Tn

Mit der Definition von U, koénnen wir symmetrische Operatoren wie folgt
definieren: Ein Operator A ist symmetrisch, wenn fiir alle 7 € .S, gilt, dass

U AU = A &  [AU] = 0. (13.23)

Die zentrale Frage, die wir als Néchstes angehen, ist die nach dem Wert
der permutierten Wellenfunktion U,W. Offensichtlich definiert U, eine Dar-
stellung von S,, in H. Weiter gilt fiir alle (zugelassenen, d.h., symmetri-
schen) Operatoren A, insbesondere auch fiir den Hamiltonoperator H, dass

!Beachte: S, ist keine kontinuierliche Gruppe und es existiert keine infinitesimale Er-
zeugende.
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[A,U;] = 0 ist. Das bedeutet, dass wir A und U, gleichzeitig diagonalisieren
konnen.

Sei AV, = a¥,, dann ist auch AUV, = aU, ¥, und {U,¥,|7 € S, } spannt
einen Eigenraum Eig, zu A auf.? Im Eigenraum Eig, mit dim Eig, = D,
lasst sich eine D,-dimensionale Darstellung von S, erzeugen. Im Prinzip
konnen wir jetzt die ganze Maschinerie der Gruppentheorie auf dieses Pro-
blem loslassen und diese Darstellungen ausreduzieren. Dazu benétigen wir
Kenntnisse iiber die Gruppe S, und ihre irreduziblen Darstellungen, wie
viele es gibt, welche Dimensionen sie haben, usw. Die Wirkung von U, auf
W ldsst sich dann in jedem dieser Rdume berechnen. Gliicklicherweise kom-
men in der Natur nur sehr wenige Darstellungen von S, zum Zuge. Um sie
zu finden und die durch die Natur vorgegebenen Restriktionen zu verstehen
miissen wir kurz auf die Darstellungstheorie von S,, eingehen.

13.3 Symmetrische Gruppe S,

Die Elemente der Gruppe S, sind die Permutationen von n Objekten,

(1 2 ... n)
i =
7T1 7T2 DY ﬂ'n

= ( 243 > : (13.24)
Die Inverse der Permutation 7 ist
-1 T Ty e+ Ty
™ = < 1 2 . on > . (13.25)

Die Gruppe S, hat n! Elemente, die Ordnung g von S, ist n!.
Die Permutation 7, .. «, heisst k-Zyklus,
a; az ag - oo P10 Bk
0y = ;0 (13.26
ALk <a2 as g - ooq P ﬁn—kz> ( )

Tan,....ar Wird auch kurz mit (ajop ... ay) beschrieben. Der einfachste Zyklus
ist der Zweierzyklus oder die Vertauschung mq, o, = (102), z.B.,

T35 = (35) = <§ g gi g:_z) (13.27)

2Im Fall A = H betrachten wir ¥ mit HUg = EUg und stellen fest, dass U,V g
ebenfalls in Eigy liegt.
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Jede Permutation lésst sich aus Vertauschungen aufbauen. Eine Permutation
heisst gerade (ungerade), wenn sie aus einer geraden (ungeraden) Anzahl von
Vertauschungen aufgebaut werden kann. Wir nennen
(—1)™ das Signum von m,
mgerade = (—1)7 =1,
m ungerade = (—1)" = —1. (13.28)
Die Zerlegung von 7 in unabhingige Zyklen® definiert eine Aquivalenzklas-

se’; 7 und 7’ sind #iquivalent wenn sie die gleiche Zyklenstruktur haben. Als
Beispiel betrachten wir eine Permutation mit der Zyklenstruktur 3 4 2,

(1 2 3 4 5\ (1 5 4,2 3
"5 321 4) \5 4 1|32
Tatséchlich lisst die Transformation vrr~! mit v € S, die Zyklenstruktur
invariant; wir illustrieren dies am obigen Beispiel mit einem spezifischen v,

) = (154)(23). (13.29)

_ 1 2 3 45\ (541 3 2
= \24135) " \53214
2 4 1 3 5 2 5 3 4 1
_1 _ _
v (1 2345)‘(1 5423)' (13.30)
Dann lisst sich vrv~! einfach konstruieren,
25 3 4 1\ _
1 1 5 4 2 3 -
YT s a1 3 2 - i
5 3 2 1 4
2 5 3 41
= (5 s 9 1 4) — (253)(41), (13.31)

und die Zyklenstruktur bleibt erhalten. Dieser Sachverhalt lisst sich allge-
mein beweisen und damit definiert die Zyklenstruktur ein Aquivalenzkrite-
rium.

Um die Anzahl K der Aquivalenzklassen von S, zu finden brauchen wir
demnach alle Zerlegungen von n. Wir nennen [A1, A, ..., A\g] = A eine Zer-
legung von n, wenn \; > 1 ganze Zahlen geméiss A\ < Ao < --- < )\ sortiert
sind und

Mt+X+... .+ = n (13.32)

3das heisst, jede Zahl kommt nur einmal vor.

4zwei Permutationen 7 und 7’ sind dquivalent, wenn es ein v € S, gibt, so dass

-1 /
vmvr =T .
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Die Zerlegungen von n ergeben die Aquivalenzklassen von S,,. Fiir das Bei-
spiel mit n = 5 findet man durch einfaches Abzéhlen K = 7 Aquivalenzklas-
sen,

Ss: 5 = 5

441

3+2

34+1+1

= 24241

= 2414+1+1

= 141414141 — 7Klassen. (13.33)

Die Anzahl irreduzibler Darstellungen von S,, ist gleich der Anzahl K der
Klassen. Sei d; die Dimension der i-ten irreduziblen Darstellung. Dann ist
(diese Beziehung gilt allgemein; fiir S,, is g = n!)

K

g = > d (13.34)

i=1

An konkreten Beispielen findet man durch ausprobieren

S2 : K:27 2! = 1+17
S3 : K=3, 3 = 1_‘_1_1_22’
S5 : KZ?, 5' = 120 = 1+1+42+42+52+52+62

Die beiden 1-dimensionalen Darstellungen kommen immer vor. Dies sind die
anti-symmetrische (A) und die symmetrische (S) Darstellung. Sie werden
erzeugt durch die (anti-)symmetrisierungs-Operatoren

a = %Z(—l)”w,

’ 7T€Sn

1
s o= d o (13.36)

) WESn

respektive ihren Darstellungen im Hilbertraum. Es ist

TS = ST = S und ma = am = (—1)"a. (13.37)
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13.4 Fermionen und Bosonen

Es ist eine experimentelle Tatsache, dass in der Natur von allen Darstel-
lungen von S, in ‘H nur zwei realisiert werden, die beiden eindimensionalen
Darstellungen S und A. Sei H der Hilbertraum der n-Teilchen Funktionen;
dann sind von H nur die Sektoren

Ha = {Vnla¥|UecH},

Hs = {VnlsU|¥ e H}, (13.38)

relevant. Fiir die Funktionen in H 4 gilt
(1, ., 2p|Un¥) = (Tryyeo oy, V) = (1) (x1,...,2,|¥), (13.39)
fiir diejenigen in Hg gilt
(1, .. xp|UrU) = (Try, .. 2q,|¥) = (21,...,2,| 7). (13.40)

In der Natur ist also nur ein kleiner Teil von H realisiert, ndmlich der sym-
metrische und antisymmetrische Teil. Wir nennen Teilchen deren Wellen-
funktionen in H4 (Hg) liegen und damit antisymmetrisch (symmetrisch)
unter Vertauschung der Argumente sind Fermionen (Bosonen).

Ha Hs
antisymmetrisch <> symmetrisch
Fermionen Bosonen

Damit ergibt sich folgendes Problem: Gegeben ein Ensemble von Teilchen,
sollen wir ¥ in H4 oder Hg wahlen? Sind die Teilchen Fermionen oder
Bosonen. Die Antwort gibt das Theorem von Spin und Statistik.

13.5 Spin & Statistik

Der folgende Zusammenhang zwischen dem Teilchenspin und den Symme-
trieeigenschaften der Wellenfunktionen unter S,, wird durch die relativisti-
sche Quantenfeldtheorie gegeben:

Halbzahliger Spin Ganzzahliger Spin

Fermionen “ Bosonen (13.41)

Beispiele von Teilchen mit den entsprechenden Eigenschaften sind:
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Fermionen Bosonen

— Leptonen e, u, 7 Higgs (Spin 0)

— Leptonen-Neutrinos — Mesonen m, K mit Spin 0,
Ve, Vy, Vr oder p,w mit Spin 1, mit je
zwei 2 Quarks.
— Barionen p,n,A,3,Z, - mit
je 3 Quarks — Eichbosonen (Yang-Mills) der
_ 3He - elektro-schwachen WW:
v, WE, Z0 mit Spin 1.
Alle hier aufgefithrten Fermionen - starken WW:
haben Spin = % Gluonen mit Spin 1.

— 4He (Spin 0).

13.6 Anwendungen

13.6.1 Wellenfunktionen zweier Spin-1/2 Fermionen

Wir betrachten zwei Spin-1/2 Fermionen, z.B., zwei Elektronen. Sei
U(7, $1; 72, 52) € H, zum Beispiel ein Element der Produktbasis,

U= @u(m, 51)pu(2, 52). (13.42)
Physikalische Zustédnde sind

1
V2al = ﬁZ(—l)ﬂUw‘I/(ﬁ,SUF%Sz)

" mES)
1 L . L L
= \@[‘I’(Th 51579, 52) — W(7Y, s2: 771, 51)]
1 . . L L
= ﬁ[@u(rla 51)90#(7“27 52) - SDZ/(TQ,SQ)SO/_L(Tl,Sl)]. (13.43)
Falls ¢ = v ist, dann ist a¥ = 0, also konnen keine zwei Fermionen in

demselben Zustand sein: Das ist das berithmte
Paulisches Ausschlussprinzip.

Das Paulische Ausschlussprinzip fiir Fermionen gilt auch allgemein fir n
Fermionen.
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13.6.2 Spin & Bahn-Wellenfunktionen zweier Spin-1/2 Fer-
mionen

Als néchstes separieren wir die Spin- und Bahnanteile von ¥ indem wir
schreiben

q](Fl,Sl;'FQ,SQ) == gD(Fl,TTQ)X(Sl,SQ). (1344)
Die Gesamt-Wellenfunktion ¥ ist antisymmetrisch wenn

® syrpmetrlsch oder © antlsymn?etr. (13.45)
X antisymmetr. X symmetrisch

ist. Der Spinanteil x(s1,s2) ldsst sich geméiss S = §1 + 52 ausreduzieren,
Hi2 @ Hyjp = Ho © Hi. Im Spin-Hilbertraum Hg ist der Singlettzustand
X0,0(51, $2) anti-symmetrisch in sq, 2,

X0,0(s1,82) = (s1,52/0,0)

_ \2[<sm><52|¢> — (s114)(s2] )]

- \}Q[XT(Sl)Xi(Sz) = xu(s1)xp(s2)]- (13.46)

Der Spin-Hilbertraum #; wird von den drei Zustdnden x1,1, x1,0 und x1,—1
aufgespannt. Dieses sind die symmetrischen Triplettzustidnde,

x1,1(s1,82) = (s1,52/1,1) = x1(51)x1(52),
X170(81,82) = <81,82‘1,0>
= halauls) + xuxi())
X1,-1(s1,82) = (s1,82|1, =1) = xy(s1)xy(52)- (13.47)

Die obigen symmetrischen und anti-symmetrischen Spin-Funktionen x kom-
binieren wir mit gleichermassen symmetrisierten Bahnfunktionen ¢. Wir
definieren demnach die symmetrisierten Kombinationen

@ symmetrisch: ps = [901(771)<P2(772) +<P2(771)<P1(772)]/\@a

¢ antisymmetrisch: ¢, = [01(71)p2(72) — @2(71)e1(72)]/V2.

®Bs ist x+(s =1) = 1 und x1(s =) = 0.
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Damit konnen wir S2, S, und S, gleichzeitig diagonalisieren und erhalten
Wellenfunktionen ¥ mit definiertem Spin und definierter Symmetrie. Dabei
legt der Spin die Symmetrie von x und von ¢ fest:

S =1 = x = symmetrisch, ¢ = antisymmetrisch;

S =0 = x = antisymmetrisch, ¢ = symmetrisch. (13.48)

Ein dhnliches Prinzip (Theorem von Spin und Rasse) gilt fiir n Spin-1/2
Fermionen.

Offensichtlich interferieren Fermionen miteinander {iber das Pauliprinzip
und es stellt sich die Frage ob wir alle Elektronen der Welt antisymme-
trisieren miissen. Gliicklicherweise ist dies nicht der Fall. Betrachte zwei
Elektronen, eines in Ziirich und eines in Wien, beschrieben durch Einteil-
chenzustinde ¢, (7, s1) und @, (7, s1). Es ist

1

U= E[%(wl)s&w(m)—sow(ﬂfl)soz(xz)]- (13.49)

Sei A ein verniinftiger Operator, dann ist sein Erwartungswert gegeben
durch

W) = 5 [ dordas [t el e A (@)pulen)
0w (21)@%(w2) A pu (1) = (22)
¢z (@1) e (2) Apw(1)p:(22) }

)
(@)@t () Apa(21)pu(w)]

~
~

Es sind die Interferenzterme welche die Symmetrisierungseigenschaften tra-
gen. Fiir nicht iiberlappende Wellenfunktionen verschwinden diese Terme
und wir kénnen auf die (anti-)Symmetrisierung verzichten.

13.6.3 Wellenfunktion zweier Spin-0 Bosonen

Sei () eine Basis von 1-Teilchen-Wellenfunktionen. Die erlaubten ¥ sind

U(r,7) = \}5[%(771)%(772) + @0 (71) P (72)]- (13.51)

5Beachte, dass fiir Bosonen die beiden letzten Terme in (13.50) addiert werden.
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Es ist 4 = v erlaubt,
V()| = ou(M)eu(r?), (13.52)

und beide Bosonen diirfen am selben Platz sitzen da i.A. V(7 7) =

[pu))* # 0.

Beachte: Fermionen meiden sich, Bosonen mogen sich

Vana) = —(@)ealan) ool ()

<—

1 = T2 =2
Fermionen,

07
{ V201 (2)pa(2), Bosonen. (13.53)

0

13.6.4 Kombinierte Teilchen

Betrachte zwei H-Atome wie in Abbildung 13.1 skizziert. Die Wellenfunk-
tion W(zq, X1, x2, X2) muss antisymmetrisch in den Elektronenkoordinaten

Abb. 13.1: Zur Symmetrie der

Wellenfunktion zweier Wasser-

X X stoffatome: X7, Xo bezeichnen
die Koordinaten der Protonen,
1, o die Koordinaten der Elek-
tronen.

x1, 2 und auch antisymmetrisch in den Koordinaten X, X9 der fermioni-
schen Protonen sein. Vertauschungen von x1, X1; z1, Xo; o2, X1; T2, X2 un-
terliegen keinen Vorschriften; solche Vertauschungen sind physikalisch auch
nicht sinnvoll. Die Vertauschung der Atome ergibt (erst die Elektronen, dann
die Protonen vertauschen)

‘IJ(SC%XQ?xlel) = _\Ij(l‘l,XQ,$2,X1)
= (—1)%¥(21, X1, 22, X2). (13.54)

Daraus erhalten wir, dass sich die H-Atome, die aus je 2 Fermionen bestehen,
wie Bosonen verhalten. Beachte die Kompatibilitdt mit dem Theorem von
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Spin & Statistik aus Abschnitt 13.5,
H-Atom = Hl/g & Hl/Q = Ho D /Hl. (1355)

Damit besitzen die H-Atome einen ganzzahligen Spin und sind also Bosonen.
Ahnlich behandelt man andere zusammengesetzte Teilchen, zum Beispiel

3SHe = 2p+1n+2e = Fermion — Paarungsiibergang,

‘He = 2p+2n+2e = Bosonen — X\ Ubergang.

(13.56)

Beide He Fliissigkeiten werden bei tiefen Temperaturen suprafliissig:
Wihrend *He ‘Bose-kondensiert’ (bei tiefen Temperaturen 7' < 2.17 K be-
setzen alle *He Atome den gleichen Einteilchenzustand), miissen sich die
fermionischen 3He Atome erst Paaren (— Bosonen) um dann via einem
so genannten BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer, im reziproken Raum, nicht
im reellen Raum) Ubergang bei tiefsten Temperaturen 7' ~ 10 mK in den
suprafliissigen Zustand iiberzugehen. Das Erstaunliche dabei ist, dass die
Wechselwirkung zwischen den Atomen in der Fliissigkeit von den Elektronen
getragen wird, die fiir 3He und *He identische Schalen aufweisen. Die ver-
schiedenartigen Kerne ‘verstecken’ sich im Innern dieser Schalen und sehen
einander nicht. Trotzdem verhalten sich die Fliissigkeiten vollig verschieden!

13.6.5 Symmetrie unter Zeitevolution

Die Zeitevolution erhélt die Symmetrie, denn sei

U U = (d)7g,  Bosonen (), (13.57)

Ferminonen (—),
dann ist
UV (t+dt) = UzV(t)+ Ug[0¥(t)]dt
(£)™ W — iU, (H/h)Vdt
= (&)"V —i(H/h)U,Vdt (13.58)
(£)™[V + (OW)dt] = (£)"¥(t+dt). (13.59)

13.6.6 Vielteilchenzustinde nicht-WW identischer Teilchen

Fiir nichtwechselwirkende Teilchen kénnen wir den Hamiltonoperator schrei-
ben als

N
H = ZHO(:L‘i) x; = T, 84,
i=1
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oder (13.60)

Ho(z) = QP;JFV(F), (13.61)

mit dem Einteilchenoperator Hy (wir vernachlissigen Spinabhéngigkeiten in
Hp). Mit den Einteilchenlésungen

Hyp: = epe, {¢<} ein vONS, (13.62)

konnen wir N-Teilchen Produkteigenzustéinde

‘ll(Fl’ R FN) = Pe (Fl)@EQ (FQ) T Pen (FN) (1363)
zu H definieren. Die Gesamtenergie ist dabei E' =), ¢;. (13.63) beschreibt
ein N-Teilchen Ensemble mit Teilchen in den Zustdnden ¢, @ey, ... Pey,

zum Beispiel fiir N = 4 und V ein Potentialtopf

Vigse = Per (771)9063 (772)9065 (773)9066 (774)7 (13'64)

wie in Abbildung 13.2 dargestellt. Beachte, dass ¥1356 noch kein physikali-
scher 4-Teilchenzustand ist da er noch keine wohldefinierte Symmetrie unter
Vertauschung hat.

\% Abb. 13.2: Besetzung eines fer-
mionischen Systems. Das Pauli-
prinzip (die Symmetrie der Wel-
lenfunktion) lidsst hochstens ein
Teilchen pro Zustand zu.

Wir méchten jetzt Fermionen mit Spin = 1/2 beschreiben

1. Wir miissen die Spinwellenfunktion beriicksichtigen

() = = @eo(®) = Peol(lis) = pe(T)Xo(s),
Xo € {xt>xuh
x+(s =h/2) =1, x4(s=—h/2)=0. (13.65)
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2. Wir miissen ¥ anti-symmetrisieren,

1
v —-v, = — Z (=1)"Per01 (Tmy) *++ Peyon (Tay)

N' TESN
Pero1 (xl) 906101($N)

1 (p ajl DY (p ‘IEN

) ) ) | e
v N! :

SO«ENUN(wl) SOENUN(:EN)

(13.66) heisst Slaterdeterminante. Falls es ein Paar i # j gibt, mit ¢;,0; =
€j,05 ist ¥, = 0. Damit verlangt das Paulische Ausschluss Prinzip”, dass
keine zwei Fermionen denselben Zustand in Spin und Bahn besetzen.

Der Grundzustand fiir NV(+1) Fermionen (N gerade) ergibt sich durch Be-
setzung jedes (Bahn-)Zustandes ¢.(7) mit zwei Elektronen. Im Einklang
mit dem Pauliprinzip besetzt je ein Elektron den Zustand mit Spin = 1 und
das andere den Zustand mit Spin = |. Im Energieschema sieht das wie folgt
aus

e1t, e1ds eat, e2l, .o enppdbiena T (Enja41 T oder |).  (13.67)

Dies ist die Fermion-Grundzustandskonfiguration mit der Energie

Ey = 22&' (+enyar1)- (13.68)

13.6.7 Fermisee
Die Elektronen im Festkorper werden im einfachsten Fall beschrieben durch

— Innere- oder Valenz- Elektronen; diese sind fest an die Atome (oder im
Atomverband) gebundene Elektronen und definieren volle Elektronen-
Bénder.

— Leitungselektronen. Das sind quasi-freie bewegliche Elektronen in teil-
weise gefiillten Béndern, vgl. Abb. 13.3.

Die Bénder sind bis zum Fermi-Niveau gefiillt. Liegt das Fermi-Niveau in
einem Band handelt es sich um ein Metall, liegt das Fermi-Niveau in einer

71925 erstmals zur Erklirung des Periodensystems der Elemente durch W. Pauli po-
stuliert.
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Abb. 13.3: Elektronenzu-

stinde im Festkorper for-

mieren sich zu Béndern.
E Gut separierte Atome mit
a — 00, a der Gitterabstand,
zeigen ein diskretes Spek-
trum. Bei endlichen (kleinen)
Abstéinden  vermoégen  die
Valenz— Elektronen zwischen den Git-
74/ elektronen terpldtzen zu hiipfen und es
0 \ T 1 /a‘ formieren sich Energiebdnder
atomare die bis zum Fermi Niveau
Niveaus Bander gefiillt sind.

Fermi-Niveau
g

— Leitungs-
elektronen

Energieliicke liegt ein Halbleiter oder ein Isolator vor. Die Leitungselektro-
nen lassen sich am einfachsten als Gas von Spin = 1/2 Fermionen beschrei-
ben. Der Grundzustand |¥) hat die Form einer Slaterdeterminante mit bis
zur Fermikante kp gefiillten Zusténden,

¥y = Slater Determinante mit ¢; = ei’;"?xg(s)/\/v,
mit k£ in der ersten Brillouin Zone. (13.69)

Unter Vertauschung zweier Teilchen verhélt sich Uy anti-symmetrisch,
Woleoy Tigkyee s Tiyeon) = —Woloo,Xyyov oy Tigg,--+),  (13.70)

sieche auch (13.37). Die zugehorige Energiedichte des Grundzustandes ist
gegeben durch (vgl. Zustandsdichte p(e) gemiss (9.93); hier betrachten wir
die Zustandsdichte in Energie pro Volumen mit Einheit Dichte/Energie)

EO er . m
€= = 2/0 de p(e)e, mit p(e) = W\ﬂms, (13.71)

wobei der Faktor 2 vor dem Integral die Spin-Entartung beriicksichtigt.® Der

Zusammenhang zwischen der Elektronendichte n

N er
n=-—= 2/ de p(e), (13.72)
14 0

8 Alternativ wird die Spinentartung oft in der Zustandsdichte p beriicksichtigt.
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und den Parametern ep = p%/Qm, pr = hkp, kp = /2mep/h des Fermiga-
ses ist gegeben durch

k3 = 3n°n. (13.73)

Damit findet man fiir die Grundzustandsenergiedichte ey = 3epn/5 und fiir
die Zustandsdichte

e \/? 3n
— , = - 13.74
o) = sen)(S) . s = 32 s
Die Grundzustandsenergie «x Nep von N Fermionen ist immer hoch, da

sich die Teilchen meiden und somit hochenergetische Niveaus besetzen. Wir
finden folgende Energieskala in typischen Metallen: Mit

k% 2131

e = S, =381eV -kp[A™] und

kp ~ E, a = Gitterkonstante ~ 3A, (13.75)
a

erhalten wir kg ~ 1 A~! und ep ~ einige eV typischerweise, das sind eini-
ge 102K (Kelvin). Elektronen im Metall bei Zimmertemperatur sind nicht
300K sondern ~ 30’000 K ‘heiss’. Warum fiihlen sich die Metalle trotzdem
‘kalt” an?

13.6.8 Bosekondensat

Der Grundzustand des bosonischen Vielteilchensystems (mit Spin = 0) sieht
sehr verschieden aus. Der Produktzustand

N
Uy = []ea () (13.76)
=1

ist bereits symmetrisch und die Zugehorige Energie ist g = Nej: Die
Bosonen kénnen demnach im Zustand mit der tiefsten Einteilchenenergie
€1 kondensieren. Dieses Kondensationsphénomen fiihrt schliesslich zur Su-
prafluiditit eines Bosesystems bei tiefen Temperaturen. Fermionen kénnen
nur kondensieren wenn sie sich zuerst paaren, zum Beispiel in der Form von
Cooperpaaren bei der Supraleitung in Metallen.”

9Dieses Paarungsphénomen ist etwas komplexerer Natur und wir verweisen auf die
entsprechende Standardliteratur zur BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) Theorie.
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13.6.9 Angeregte Zustinde

Fermionen Wihle in der Slaterdeterminante nicht die N/2 tiefsten Nive-
aus, sondern mische stattdessen hohere Niveaus zu (angeregte Elektronen)
und lasse dafiir tiefere Niveaus leer (angeregte Locher wenn die Energie be-
zgl. dem Fermi-Niveau gemessen wird), wie in Abbildung 13.4 verdeutlicht.

Abb. 13.4: Angeregte Zustinde im
Spin-1/2 Fermisystem: Im Grund-

E i lI{) E ! lIfa—h zustand ¥y werden Zustdnde bis
 — e — zur Fermienergie ep besetzt. Im
e —— (elementaren) angeregten Zustand

e e e e W._y, bleibt ein Einteilchenzustand

e F 3 unterhalb ep unbesetzt (— Loch ‘h’)
o ) —

s =
- —ra.ar =

.

] und das verbleibende Teilchen (‘e’)

.y wird in einen unbesetzten Zustand
oberhalb e eingefiillt.

Bosonen Wir besetzen das i*® Niveau N;-fach und erhalten den angeregten

Zustand'®
[IN{!- - N !
vy = T NT Z Pey (Tmy) - Pey (‘7:71'1\7)' (13.77)
TESN
Den Grundzustand erhalten wir fiir Ny = N und alle anderen Zustinde

N;>1 = 0 unbesetzt. Dies ist konsistent mit (13.76). Die Summe in (13.77)
erstreckt sich nur iiber m € Sy, welche zu verschiedenen Termen fiihren (der
Faktor [II; N;!]/N! beriicksichtigt die Anzahl gleicher Terme).

13.6.10 Streuung identischer Teilchen

Betrachte die Kollision / Streuung zweier Teilchen. Wir separieren in
Schwerpunkts- und Relativkoordinaten R= 71 + 79 und ¥ = 7] — 7. Damit
ist R symmetrisch und 7 antisymmetrisch in # und 75. Wir splitten die
Gesamtwellenfunktion in Spin- und Bahnanteile,

V(r, @) = T T(F)x(s1,52). (13.78)

10Beachte, dass 0! = 1! =1




330 KAPITEL 13. IDENTISCHE TEILCHEN

Fiir unterscheidbare Teilchen hat die Streulésung die asymptotische Form

- etkr
Y(F) ~ eFT 4 f(f)—. (13.79)

r
Spin-0 Bosonen: Fiir Bosonen mit Spin 0 ist y = 1 und wegen
der Symmetrie von ¥ gilt ¢(7") = ¢ (—7); entsprechend miissen wir die

Streulosung symmetrisieren, wobei wir benutzen, dass der Austausch der
Teilchen via ¥ — —7 in Polarkoordinaten gleichbedeutend mit der Transfor-
mation 0 — 7w — 0, r — 7 ist,

- - eikr
oo (FT e ) L [F0) + S (- 0))
Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt erhalten wir

do
dQ?

(13.80)

1£(8) + f(m = )]
= fOF +[f(x = O) +2Re[f*(O)f(x —0)].  (13.81)

klassische Terme Interferenzterme

Die Interferenzterme erscheinen als Folge der Teilchen-Statistik. Die in
(13.81) auftretenden Winkel sind in Abbildung 13.5 dargestellt. Durch die
Interferenzterme verdoppelt sich fiir Bosonen im Fall § = 7/2 der Wirkungs-
querschnitt gegeniiber dem klassischen Resultat,

e:g: ;% = A|f(n/2). (13.82)

’\ Abb. 13.5: Die Symmetrisie-
/ rung der Streuwellenfunktion
v erzeugt zwei Trajektorien mit
4 TSt L Streuwinkeln 6 und 7 — 6 die

/ kohérent zu addieren sind.

Fiir eine zentralsymmetrisches Potential V(r) gehen wir zur Partialwellen-
darstellung {iiber,

£0) = > i'2+1)fiP(cost)

l
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l Pcosf) = (—=1)'Py(cos(m —0))
FO) + fm—0) = 2 > i'(2+1)fP(cosb), (13.83)

| gerade

und finden, dass nur gerade Drehimpulse [ vorkommen (fiir ungerade [ wech-
selt das Legendre Polynom das Vorzeichen und die Beitrdge vernichten sich
gegenseitig).

Spin-1/2 Fermionen: Im Falle der Spin-1/2 Fermionen sind zwei Fille
moglich:

1. Der Spin-Singlett Zustand x5 =[| 1) — | }1)]/v/2 ist antisymmetrisch
und konsequenterweise muss der Bahnanteil

() = Y(=r) (13.84)
symmetrisch sein. Der Wirkungsquerschnitt ist gleich dem der Spin =
0 Bosonen,

Gl = o+ a0 (1.85)
Q| = T . .

2. Die symmetrischen Spin-Triplett Zustdnde

| 11)
xe = [T+ HIN/V2 (13.86)
1)
erzwingen eine antisymmetrische Bahnwellenfunktion ¢ (7) = —¢(—7)

und wir erhalten eine Streuamplitude f(6) — f(6) — f(7 — ) die nur
ungerade Drehimpulse [ enthélt. Damit ergibt sich der Wirkungsquer-
schnitt

do

5l = 1£(8) — f(m—6)]> (=0 fiir 6 =n/2). (13.87)

Beachte, dass polarisierte Fermionen nur in ungeraden Drehimpuls-
kanélen streuen: kalte bosonische Atome zeigen ein Kontaktpotential
welches sich aus der s-Wellen Streuung ergibt, vgl. (13.83), kalte pola-
risierte fermionische Atome wechselwirken nur schwach da sie erst im
p-Kanal streuen kénnen.
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Fiir ein statistisches Ensemble in einem unpolarisierten Strahl ergibt
sich das gewichtete Mittel

do _ 3do|  1do
@  4dQ|, 449,

[FO) + | f(r — 0)]> = Re[f*(0) f(m — 0)]. (13.88)

13.6.11 Molekiilspektren

Wir betrachten tiefenergetische Rotationsspektren mit Energien Ey.,z =
R2(1 4+ 1)/20 < PEoektronisch ~ €V; auf der entsprechend langsamen
Zeitskala konnen wir die Elektronenhiille als starr auffassen. Wir betrachten
zwei Beispiele von Molekiilen mit bosonischen und fermionischen Kernen:

— (C12)5-Molekiile: Kerne sind Spin = 0 Bosonen, deshalb sind nur ge-
rade [ erlaubt.

— Hy-Molekiile: Kerne sind Spin-1/2 Fermionen, deshalb ist fiir eine Spin-
wellenfunktion

X = Xs: | = gerade, Para-Wasserstoff,
X = x¢+: | = ungerade, Ortho-Wasserstoff. (13.89)

Die Umwandlung von Ortho-Wasserstoff in Para-Wasserstoff ist
schwierig (die Kerne sind gut geschiitzt) und wir erhalten zwei Ty-
pen von Gasen mit

3 10 21
Erot,para = O 6 67 @ B
1 6 15
Erot,ortho = 67 67 @7 .. (1390)

13.7 Spin und Rasse

Die Analyse des n x Spin-1/2 Fermion Problems ist relevant fiir die Diskuss-
ion von Atomen und sehr instruktiv im Hinblick auf das Verstédndnis der Rol-
le der Permutationssymmetrie. Das Thema ist zudem eine schéne Anwen-
dung der Gruppentheorie, macht Spass, ist aber auch etwas schwierig. Hier
ist ein Versuch das Problem so einfach wie moglich darzustellen. Die Kernfra-
ge ist wie Spin, Spinsymmetrie und Bahnsymmetrie zusammenhéngen. Zur
Einarbeitung in die Thematik analysieren wir das Problem zweier Spin-1/2
Fermionen.
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13.7.1 Beispiel zweier Spin-1/2 Fermionen

Wir separieren die Gesamtwellenfunktion in Spin- und Bahnanteile,
U(xzy,x2) = (71, 72) x(s1,82). Der (totale) Spin legt die Spin-Symmetrie
fest,

Y
S=1: x = < [TV +[ID]/vV2, symmetrisch unter So,
1)
S=0: xs = [T —[IN]/V2, antisymm. unter Ss. (13.91)

Die Fermion-Antisymmetrie legt die Bahnsymmetrie fest

S=1 — x; symmetrisch — g antisymmetrisch,
S=0 — xs antisymmetrisch — ¢4 symmetrisch.

Das Theorem von Spin und Rasse verallgemeinert diesen Sachverhalt fiir ein
System von n Fermionen. Die Neuigkeit ist, dass jetzt auch andere irreduzi-
ble Darstellungen von S,, auftreten, verschieden von den ein-dimensionalen
Darstellungen S und A. Der totale Spin legt die Spinsymmetrie (unter Ver-
tauschung S,,) und via Pauliprinzip die Bahnsymmetrie (unter S,) fest. Da~
bei sind die Spin- und Bahnrassen die zur irreduziblen Darstellung der Per-
mutationssymmetrie gehorigen ‘Quantenzahlen’ (gleich wie [ die zur irredu-
ziblen Darstellung der Rotationssymmetrie geh6rige Drehimpulsquantenzahl
ist). Die Spin- und Bahnrassen bestimmen also geméss welcher irreduziblen
Darstellung von S,, die Spin- und die Bahnfunktionen transformieren. Wir
nehmen das Resultat fiir n Spin-1/2 Fermionen vorweg;:

(7—[1/2)®n = @sps(n)Hs, s = Spin-Quantenzahl,
= @ (25+ 1) Hy()- (13.92)

Dabei ist H, ) der ps-dimensionale Darstellungsraum zur -
dimensionalen irreduziblen Darstellung der Permutationen S,, und H,
ist der (2s 4 1)-dimensionale Darstellungsraum zur (2s + 1)-dimensionalen
irreduziblen Darstellung der Drehgruppe SO(3). Der Spin s legt die Spin-
rasse ps fest, bestimmt also geméiss welcher irreduziblen Darstellung von S,
die Spinwellenfunktion transformiert. Kommt der Spin s in der Zerlegung
von (H; /2)®" s mal vor, erhalten wir 2s + 1 mal eine ps dimensionale
irreduzible Darstellung von S, d.h., die irreduzible Darstellung von .S,, mit
Rasse s kommt gerade (2s + 1) mal vor. Weiter legt die Spinrasse (s, via
der Bedingung der totalen Antisymmetrie fiir die Gesamt-Wellenfunktion
W, die Bahnrasse pu; eindeutig fest.
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13.8 Formalismus zu Spin und Rasse*

In diesem Abschnitt erkldren und illustrieren die Zerlegung von (’Hl /2)®n

geméss SU(2) und S, und das Theorem von Spin und Rasse. Wir wer-
den erkennen, wie die Natur aus einer Vielzahl moglicher Symmetrien der
Wellenfunktionen nur einen kleinen Sektor realisiert. In dieser Diskussion
brauchen wir die

13.8.1 Irreduzible Darstellungen von 5,

Wir betrachten die Zerlegung der Permutationen in Zyklen, zum Beispiel

(1231) - v
@ 23 ‘1‘) — ()23)
<i ; ? g) = (1423) (13.93)

Jede Zerlegung von n definiert eine Aquivalenzklasse von S,,. Zum Beispiel
fiir n = 5 finden wir 7 Klassen mit den Zerlegungen 5 =5, 4+1, 3+2, 3+
1+1, 24241, 2+141+4+1, 1+1+1+41+41. Zu jeder dieser Zerlegungen
definieren wir ein Young Diagramm mit h Zeilen und k& Spalten,
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552 5 =

4+1

3+2

3+1+1

24+2+1

24+1+1+1

141414141

[5]

[4,1]

[3,2]

[3,1%]

[22.1]

[2,1°]

[1°]

Jede Klasse oder Partition erzeugt eine irreduzible Darstellung von S,. Zu
jeder Partition gehort eine assoziierte Partition,

und ein assoziiertes Young Diagramm,

Young Diagram Y —

Partition A — assoziierte Partition A (13.94)

assoziiertes Young Diagram Y (13.95)

welches durch Vertauschen von Zeilen und Spalten hervorgeht, vergleiche
dazu das folgende Beispiel mit der entsprechenden Spiegelachse,

Y, =Y;

X = [22,1] (13.96)
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Zusétzlich zu den Young Diagrammen definieren wir die Young Tableaus
durch Auffiillen der Y mit Zahlen 1,2,...n

411
4[2]5] 2[3
113 — 5
— 0, 5)\ Assoziierte Tableaus
1[4
23] 205
a5 —  [3

Zu jedem Young Tableau definieren wir den Linien-Symmetrisierer

1
S\ = m ;ﬂ'/\ (1397)

und den Antisymmetrisierer

1 ™

Dabei permutiert 7y nur Elemente innerhalb aber nicht zwischen den Zeilen,
d.h., jeder Zyklus in ) enthilt Elemente aus nur einer Zeile. Als Beispiel
betrachten wir das A = [3, 2] Tableau,!!

1[2[3]
415 (13.99)
dann ist s) gegeben durch
Sy = ﬁ [(D(2)B)(4)(5) + (12)(3)(4)(5) + (13)(2)(4)(5)
+(1)(23)(4)(5) + (13.100)
+(123)(4)(5) + alle mit (45)]
Es ist sy_[,] = s, ax—[p] = a. Die assoziierten Symmetrisierer permutieren

Elemente in den Spalten,

~ 1
SN = = =~ X
Ml

~ 1
a) = =——=— -1 TT)\;
Y

(13.101)

fiir das A = [3,2] Tableau ist A1 = 3 und A2 =2
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die Permutationen 7, lassen die Spalten des Young Tableaus 6, invariant,
d.h., 7 permutiert nur Elemente innerhalb der Spalten. Im obigen Beispiel
wird aus A = [3,2] neu A = [22,1] und

~ 1
53 = 5o (D)) () + (14)(2)(3)(5) + (14)(25)(3) + (1)(4)(25)(3)].

Es ist g)\:[ln] =3, 5)\:[171] =a.

Die irreduziblen Symmetrisierer

in = syay (irreduzibler Symmetrisierer)

Jjx = axsy (irreduzibler Antisymmetrisierer) (13.102)

definieren die irreduziblen Darstellungen von S,, (i) und j definieren dqui-
valente Darstellungen). Die Operatoren iy und j, sind die Verallgemeine-
rungen von s und a, welche die 1-dimensionalen Darstellungen S und A
definieren. Es ist'?

’L')\:[n] = s;\:[nﬁ)\:[n] = s-e = s,

Prmln] = GrcnSacin] = €75 = 5,

I=[ln] = Sx=[in)dr=[1n] = €-a = a,

D= = (13.103)

Um die Dimension der zu Y zugehorigen irreduziblen Darstellung zu finden
schreiben wir alle Standardtableaus zu Y auf: In den Standardtableaus fiillen
wir immer von links nach rechts, von oben nach unten; wieder betrachten
wir S5 als Beispiel,

[ITTT] 1 23 45 dim = 1,5, 5

[ 1] 123 4|1 2 3 5
— 5 4
12 4 5[1 345
3 5 dim =4
12 3|1 2 4
45 |35
12 5|1 3 4[1 3 5
3 4 ‘25 ‘24 dim =3

12¢ ist die Identitiit.
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|| = 1 2 3|1 2 4{1 2 5
L] 4 3 3
9 5 4
1 3 41 3 5|1 4 5
2 2 2 dim =6
5 4 3
1 2|1 2
L | 3 413 5
5 4
1 3|1 3|1 4
2 412 512 5 dim =5
5 4 3
L 1 21 3{1 4|1 5
] 3 2 2 2 .
4 4 3 3 dim =4
5 5 5 4
1
H 2
— 3 dim=1,a,A
4
T 5

Dabei ist die erstgenannte Darstellung das sogenannte ‘normalgeordnete Ta-
bleau’. Wie erwartet erhalten wir den iiblichen Zusammenhang zwischen der
Ordnung der Gruppe n!, der Anzahl Klassen K, und den Dimensionen d;
der irreduziblen Darstellungen,

K
n! = > dl: 5l =120 = 144> +5° 4+ 6> +4% + 5%+ 1. (13.104)
=1

Als néchstes benutzen wir die obigen Strukturen um Bahn- und Spin- Funk-
tionen mit wohldefinierter Symmetrie unter Vertauschungen zu definieren.
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13.8.2 Bahnfunktionen mit definierter Symmetrie

Seien u(z), v(x), w(x),... Einteilchen-Wellenfunktionen. Wir suchen Viel-
teilchenfunktionen vom Typ'?

U(l,-,n) = Y -u( (- w() (13.105)

mit wohldefinierter Rasse, das heisst definierter Symmetrie unter Permuta-
tion. Wir nehmen an, dass die Funktionen u(z), v(z), w(x), ... orthonormal
sind. In der Folge betrachten wir die Félle n = 2 und n = 3.

n = 2: Y ist entweder Y = [T also S oder ¥ = B und damit A. Die
Basisvektoren der irreduziblen Darstellung erhalten wir durch Anwenden
der (Anti-)Symmetrisierer auf den Produktzustand w(1)v(2) (wir fixieren
die Reihenfolge der Wellenfunktionen u(-)v(-)w(-) und permutieren die
Koordinaten),

S i) = sp =le+(12)]/2 e=(1)(2)
V2ige = [u1)v(2) +u(2)v()]/V2 = ¢,
A:H inz) = apz = [e—(12)]/2
V2igze = [u(1)v(2) —u(2)v(1)]/V2 = ¢a.  (13.106)

3: Es gibt drei mogliche Anordnungen von Tableaus Y: Y =[T11= 5,
Y :B = A, und die dritte Variante Y = Bj die wir mit Z bezeichnen.
S iy = le+(12) +(23) 4 (13) + (123) + (132)] /6
Veige = [u(L)o(2)w(3) +u2)o(L)w(d) +u(l)v(3)w(2)
+u(3)v(2)w(1) + u(2)v(3)w(1) + u(3)v()w(2)]/V6
= Ps
A: ins) = [e— (12) — (23) — (13) + (123) + (132)]/6
Veigsjo = [u(l)o(2)w(3) —u(2)v(Lw(3) = u(l)v(3)w(2)
—u(3)v(2)w(1) + u(2)v(3)w(1) + u(3)v(w(2)]/V6
= Pa,

112 . -~
Z:3 l ip1] = S[21]d)21

13Spezialfall u £ v #w # u. ..
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! 211!
= [e+(12) — (13) — (132)]/4 = e./4

Vidipye = [u(1)o(2)w(3) +u(2)v(l)w(3)
—u3)v(2w(1) - u(3)v(1)w(2)]/2
= Pz
Bl iy = le+(13) = (12) - (132)]/4 = €. /4
Vidiye = [u(L)o(2)w(3) +u(3)u(2)w(1)
—u2)v(Dw(3) — u(2)v(3)w(1)]/2
= ¢, (13.107)

Anwenden der Gruppe auf ¢, erzeugt eine zweidimensionale Darstellung von
S3; wir schreiben 4 i[s1] = e, dann ist

ee, = e,
(12)e, = e,
(23)e, = (23)+(132) — (123) — (12) = e,
(3l)e, = —e,—e,,
(123)e, = —e, — €,
(132)e, = e.. (13.108)

Somit spannen e, = e+(12)—(13)—(123) und e, = (23)+(132)—(123)—(12)
respektive ¢, = e,p/2 und P, = €,¢/2 eine 2-dimensionale irreduzible
Darstellung (wir nennen sie Z) von S3 auf. Ebenso spannen

e, = e+ (13)—(12) — (123),

e, = (123)+(23) — (31) — (132), (13.109)
eine zweite 2-dimensionale irreduzible Darstellung Z’ von S3 auf; mit
(ele,) = 0 ist diese Darstellung von Z verschieden. Die Ausreduktion des

6-dimensionalen Darstellungsraumes aufgespannt durch die Produktwellen-
funktionen (71, w2, m3), ™ € S3 erzeugt somit

SeAoZeZ. (13.110)

Die Standard-Tableaus definieren jeweils einen erzeugenden Vektor in jeder
dieser irreduziblen Darstellungen.



13.8. FORMALISMUS ZU SPIN UND RASSE* 341

13.8.3 Spinfunktionen mit definierter Symmetrie

Wir betrachten das Spin Problem fiir n Spin = 1/2 Fermionen. Die Zusténde
X+ und x| spannen den Hilbertraum H; /, auf und die Produktfunktionen

Xo1 ®X02®"'Xon (13111)

definieren eine Basis im 2" dimensionalen Produktraum (#;/5)*". Die Ope-

ratoren S2, S,, © € S,, mit S = !'8; dem Gesamtspin, kommutieren
paarweise und konnen somit gleichzeitig ‘diagonalisiert’” werden, das heisst
wir kénnen die Darstellungen von SU(2) (mit Quantenzahlen s fiir $? und m
fiir S,) und von S,, (mit Quantenzahlen gegeben durch die Standard Young
Tableaus) simultan ausreduzieren.

SU(2): = @sps(n)Hs geméss den Regeln der Spinaddition. Als
Beispiele betrac ten wir Wlederum die Fallen =2,...,5:

n=2: (7—[%)@)2 = Ho ® Hi,
po(2) = m(2) = 1.
)®3 - (7—[0@7{1) @ H
= 2H1 & Hs,
(3) =2 p(3 =1

n=3: (7—[% 1

a
®4
n=4: (H%) - (’H%@H%@H%)@H
= 2Ho D 3H1 & Ho,
po(4) = 2, p(4) =3, pa(4)=1.
®5
n=>5: (7—[%) oW

1,
2

1(5) =5 ps(b) =4, ws(b)=1.(13.112)
2 2 2
Beachte,
Zﬂs (2s+1) = 2% pa(n) = 1. (13.113)
Sht Im Spinproblem existieren nur zwei Basisvektoren x4 und x| . Damit

konnen die Young Tableaus hochstens 2 Zeilen haben, sonst verschwindet
der zugehorige Projektor auf der Produktbasis. Héatten wir zum Beispiel 3
Zeilen,
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i

so ergidbe die Antisymmetrisierung der beiden Spin | Zusténde eine 0. Wei-
ter muss in jeder Spalte der Zustand 1 mit einem Zustand | gepaart werden,

sonst ergibt sich wiederum eine 0. Zum Beispiel ergibt die Operation 2]
angewandt auf y4x|x+ mit 1 & 3 beide im Zustand 1 (wir fixieren die Ko-
ordinaten 1, 2,3 und permutieren die Quantenzahlen der Wellenfunktionen,
hier die Spinvariablen T+ +, |+ —),

e+ (12) — (13) — (132)][+, —, +]
= —H+ [+ H -+ =0 (13.114)

Xn
1/2

stellung von S,, gerade (2s + 1) mal: Die Vektoren

Schliesslich enthélt der Darstellungsraum H-=/,, die p5(n)-dimensionale Dar-

Em = xt(m1) - xp(m)xy (mos1) -+ xy (mn) (13.115)
mit
1 1 n
Sz—m—v-§—(n—l/)-§—y—5 (13.116)

spannen den n!/v!(n — v)!-dimensionalen Vektorraum zu festem S, auf.'*
Innerhalb des Raumes aufgespannt durch die &,,, m fest, konnen wir ortho-
gonale Unterrdume zu S? suchen. Erlaubte Werte von s, welche m enthalten
koénnen, sind

s = 20D g ml 41, |ml, (13.117)
2" 2
das sind gerade n/2 — |m|+ 1 Werte. Der Unterraum zu festem s, m kommt
gerade ps(n) mal vor und definiert eine u4(n)-dimensionale Darstellung von
Sn: ™ € Sy, verandert weder s noch m. Der Unterraum in ’H?’; zu festem s, m
erzeugt demnach einen Darstellungsraum von S,; die Darstellung gehort
zum Young Tableau [n/2 + s,n/2 — s| mit der Dimension ps(n) und ist
damit irreduzibel. Durch Anwenden von S; und S_ (beide kommutieren
mit 7 € S,,) erhalten wir dquivalente Darstellungen und zwar gerade 2s + 1
Stiick, also zerfillt ’H?f; geméss

HE" = EP@s+DH, (), (13.118)
2
S

MNur Permutationen die ausserhalb der 1 und | Gruppen erfolgen, veréindern &,,.
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mit H

us(n) der irreduziblen Darstellung zu
n/2+s
l
n/2—s '
Wir iiberpriifen dies an den iiblichen Beispielen n = 2,...,5,
s(11),
n=2 [T] dim =1, s = 1, Triplett < s(1{),
s(1),
B dim =1, s = 0, Singlett {a(1]) .
n=3 117 dim=1, s = 3/2,
H  dim=2= pi(3), s =1/2. (13.119)
n=4 [OI17 dim=1=ps4), s =2,
B:D 1 2 3|1 3 4({1 2 4
4 2 3
dim=3=p(4), s =1,
E}] 1 2|1 3
3 412 4
dim = 2 = po(4), s = 0. (13.120)
n=>5 oo #s(B) = L
H us6) = 4,
H  wm6) =5 (13.121)
Damit haben wir die Zerlegungen
HY" = Pusm)He = P@s+ DH,(); (13.122)
2
S S

der Spin s legt das Young Tableau und damit die Spinsymmetrie fest. Der
Darstellungsraum H,, () wird durch die [s,m) mit gleichen s und m aufge-
spannt.
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Schliesslich noch das konkrete Beispiel fiir 4 Fermionen mit Spin 1/2:

7‘[?4 SU:(2) 2Ho ® 3H1 D Ho
2
S Yo+ 3Ha + 5Hy

Ho ¢ |0,0) Ho
G oo
1,1y ———Ha
Hi: |1,0) —— |[— H
I1,-1) — — My
117,1')
My |1, 0) —
_ ’1/7_1/>7 1
|1// 1//>
MY 10—
|1/l _1//>
2,2) Hy
2,1) Hy
Hy : [2,0) Hy
2,-1) ——Huv
L 22 —
(13.123)

13.8.4 Spin & Bahn

Gegeben sei eine Spinwellenfunktion deren Symmetrie durch das Diagramm
Y, charakterisiert ist, Y; hat hochstens zwei Zeilen. Sei die Symmetrie der
Bahnfunktion durch das Diagramm Y}, gegeben. Es gilt: Das Tensorprodukt
der beiden Darstellungen enthélt die Darstellung

S & Y, =Y

A & Y, =Y. (13.124)
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Daraus folgt, dass die Spinrasse, die durch Y gegeben ist, die Bahnrasse Y}
festlegt. Sei der Spin des n-Teilchenzustandes gegeben durch s. Dann sind
die Symmetrien der Spin- und Bahn- Wellenfunktionen durch assoziierte
Tableaus gegeben wie der Abbildung skizziert.

Spin
nw2+s n2-—s
n2—s n/2+s
Bahn

Abb. 13.6: Youngtableaus assoziiert mit den Spin- und Bahnwellenfunktio-
nen fiir n Spin-1/2 Fermionen mit Gesamtspin s.
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Kapitel 14

Atome

Wir wollen die Atomstruktur, das Periodensystem und die Termschemata
(Aufspaltungen der Energieniveaus) verstehen. Insbesondere interessiert uns
die Grundzustandskonfiguration, deren Spin S, Bahndrehimpuls L und Ge-
samtdrehimpuls J. Zum Einstieg betrachten wir das 2-Elektronen Atom,
Helium He (Z = 2) oder die Ionen H™ (Z = 1) und Li* (Z = 3) beschrieben
durch den Hamiltonian

2 2 Z62 262 62
H = Ho+Hww=-L 422 _ - + = (14.1)
2m  2m 1 ) |7 — T2

Der Hamiltonoperator (14.1) ist wegen der Wechselwirkung Hww = €2 /712,
r12 = |1 — 72| zwischen den beiden Elektronen nicht exakt 1gsbar. Die ein-
fachste approximative Losung behandelt diesen Term storungstheoretisch,
das heisst, wir 16sen zuerst das nicht wechselwirkende Problem Hy¥y =
Eo¥q und bestimmen dann die Korrektur By = (Wgle?/r12|¥q). Losun-
gen von HyWy = Eg¥q sind Produktwellenfunktionen von Wo(7,7) =
©Vaq (T1)Pas (T2) wobei pq(7) eine Wasserstoff Wellenfunktion zur Kernla-
dung Z ist, siehe Kapitel 5, mit o = nim. Die zugehorigen Energien sind

Ey = E, +E,, (14.2)
mit
72 e2
E, = ——QER, FEr=— ~13.605eV. (14.3)
n 2ap

Zusétzlich miissen wir das Pauliprinzip fiir Fermionen beriicksichtigen,

\I/()(.%'l,xg) = —\Ilo(xg,xl) (14.4)

347
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ist antisymmetrisch in x; = (7%, s;). Die Separation von Spin- und Bahnan-
teilen ergibt

U(zy,22) = Yo(r1,72)x0(s1,52), (14.5)

wobei sich die Anti-Symmetrie der Gesamtwellenfunktion auf zwei Arten
konstruieren lasst, entweder mit

{ Uy symmetrisch, (14.6)

Xo antisymmetrisch, S =0, Singlett

also einer antisymmetrischen Spinfunktion (Spin-Singlett Zustand), oder via

{ Uy antisymmetrisch,

XO Symmetrisch, S = 1 s Trlplett (14 7)

mit einer symmetrischen Spinfunktion (Spin-Triplett Zustand). Fiir den Tri-
plett Zustand muss die Bahn Wy antisymmetrisch sein, also a1 # a9, was
uns mindestens die zusitzliche Energie

AE = Z7Z*(1-1/2)Er ~ Z*-10eV (14.8)

kostet. Wir wihlen also den Spin-Singlett Zustand als Kandidaten fiir den
Grundzustand,

Uo(x1,22) = ¢100(71) @100(72) X00(51, 52),
pr00(r) = (Z2%/ma})? exp(—Zr/ap),
xoo(s1,s2) = Dxr(s)xu(s2) — xy(s1)x4(52)]1/ V2,
Ey = —27Z°Er = —Z%?/ap. (14.9)

Die Korrektur F; folgt durch triviale Integration, vgl. (8.14) mit o — Z,

Z5¢2 -27
E1 — /d3T1 d37‘2 g 62 exp[ _‘(Tl “ETZ)/QB]
apm |71 — 72|
5 Ze?
- 2 14.10
S ag’ ( )

und wir erhalten folgende Abschéitzung fiir die Grundzustandsenergie des
He-Atoms (Z = 2)

5\ Ze?
Eo =~ —(Z——)—e ~ 5.5 Ry. (14.11)
8/ ap
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2

Der experimentell gemessene Wert ist EHe ~ —5.8 Ry, etwa 4 eV tiefer als
unser berechneter Wert. Mit einem Varlatlonsansatz Z — o finden wir die
5\ ae
Ee ~ — (a 4y 7)

Abschétzung (vgl. 8.16)
(- 32
8/ ap a=27/16 16/ ap

~ —5.7T Ry, (14.12)

eine Verbesserung um ~ 2.7 eV; es fehlen noch etwa 1.4 eV von total 79 eV,
ein ansehnliches Resultat. Die durch Z — « erbrachte Verbesserung ist eine
Folge der Berticksichtigung von Abschirmeffekten: jedes Elektron ‘sieht’ nur
eine Ladung 2 — 5/16 = 27/16 statt Z = 2, vergleiche dazu die Diskussion
im Abschnitt 8.1.

Fiir das Wasserstoffion H™ erhalten wir (via Variationsansatz)
1142 €
Eg ~ _<7) © ~ 1286 V. 14.13
¢ 16/ ap ¢ (14.13)

Die Konfiguration H + e~ (Wasserstoff plus freies Elektron) entspricht der
Energie —13.6 eV, womit H™ instabil ware; experimentell ist aber H™ stabil,
deshalb liegt unser Resultat um mindestens 3/4 eV neben der tatséchlichen
Energie.

14.1 Hartree & Hartree-Fock Approximation

Gehen wir zu grosseren Atomen iiber sind wir mit einem komplizierten
elektronischen Vielteilchenproblem konfrontiert. Die allgemeine Form die-
ses Vielteilchenproblems lésst sich durch den Hamiltonian

" p? 1 e?
H = [ G ] N 14.14

=1

beschreiben (wir vernachléssigen hier Wechselwirkungen die den Spin ein-
beziehen). Das Potential U (7") sei ein vorgegebenes (externes) Potential; fiir
Atome der Ladung Z ist Uy = —Ze?/r, fiir Molekiile wird in Uy iiber die
verschiedenen Kerne, Ionen (mit Ladungen Z;) und Positionen (E;) sum-
miert, im Festkorper wird in Ug iiber die Positionen ﬁl im Bravaisgitter
summiert,

Zl€2 Z€2
; 7" — Ry zl: |7 — Ry
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Naiv kénnten wir wiederum erst das Einteilchenproblem

2

h= o+ U(), hoj(7) = Ej05(7), (14.16)
16sen, die Vielteilchenfunktion als antisymmetrische Produktwellenfunktion
(als Slater-Determinante (13.66)) ansetzen und den Wechselwirkungterm im
Hamiltonian als Stérung behandeln. Die zu erwartenden Resultate werden
mittelméssig sein, wie wir am Beispiel des He-Atoms gesehen haben: Die
Elektronen sind nicht nur dem Potential U (7") unterworfen, sondern bewegen
sich zudem im (mittleren) Feld der anderen Elektronen, was zu einer Ab-
schirmung von U fiihrt. Diese Abschirmung hangt wiederum von den Bahnen
der Elektronen ab, somit miissen wir die Bahnen und die Abschirmungsef-
fekte selbstkonsistent bestimmen. Dies ist gerade die Leistung der Hartree &
Hartree-Fock Approximation: die Hartree Approximation beriicksichtigt da-
bei (nur) die Abschirmungseffekte, die Hartree-Fock Theorie bezieht dariiber
hinaus die Antisymmetrie der Wellenfunktion ein.

14.1.1 Hartree Approximation

In der Hartree Approximation besteht die Aufgabe im Auffinden der opti-
malen Produktwellenfunktion

U = 90, (T1) Pay (T2) - o, (T0)- (14.17)

Wir kénnen das Pauli Prinzip wenigstens teilweise beriicksichtigen indem
wir die ¢, orthogonalisieren und Doppelbesetzungen vermeiden. Mathema-
tisch suchen wir Einteilchen Funktionen ¢, so dass der Erwartungswert
der Energie (¥|H|¥) = min minimal ist; dabei sollen die Wellenfunktionen
normiert sein, || ¢4, || = 1. Mit dieser Nebenbedingung, die wir durch einen
Lagrangemultiplikator beriicksichtigen, haben wir folgendes Funktional zu
minimieren:

Floar(z1), ..o, par ()] = (Y[H|T) Z)‘ (Pa;|Pas) (14.18)

n n 2
* * p‘
:/Hdn {s0a1~--soan > 5t U Z|T 90a1"'§0an}
i=1 i ¢
n

_ Z A / dri O, Pa

=1
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Z/drz¢al|:pz +U Z/drj (Paj|—» — |()00éj_>\04i Po; -

i#]

Im Minimum von F verschwindet die Variation §F = 0 und wir finden die
Bedingung (6F/d¢}, = 0)

2m

FL e ’ . N 5
|:— 7v2 + U( ) /dsrl|7?_ F/| Z e]cpaj(rl)ﬂ (,Oai<7') = )\aigoai(r)'
J
(14.19)

Dabei entspricht \,, einer Einteilchenenergie &,, (genauer, in etwa einer
lonisierungsenergie, siehe spéter). Die Summe tiber ), ’e|<paj|2 beschreibt
die mittlere Ladungsverteilung p;(7’') der anderen Elektronen j # i. Das
System (14.19) definiert die Hartree-Gleichungen; in der Optimierung der
Einteilchenwellenfunktionen ¢, beriicksichtigen sie die Présenz der anderen
Elektronen via dem Wechselwirkungsterm

/d3 r epi() (14.20)

]

Beachte, dass die ¢4, im allgemeinen nicht orthogonal sind, da p;(7) von i
abhéngt. Man schreibt deshalb meist p;(7) =~ p(7) da ein Elektron nur eine
kleine Storung der n > 1 Elektronenwolke darstellt. Die Dichte p(7) be-
schreibt dann die Ladungsverteilung, welche eine externe Testladung wahr-
nimmt.

14.1.2 Hartree-Fock Approximation

Die Hartree-Fock Approximation geht einen Schritt weiter und minimiert

\Ij’H|\Ij Z)\az (Pal (Paz (1421)

im Variationsraum aufgespannt durch die Slaterdeterminanten

1 Pay (1> o Py (’I’L)
vo= | (14.22)
VP oor@) o pan()
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Die Einteilchenerwartungswerte von p? und U(7;) bleiben unveréindert,
wahrend der Wechselwirkungsterm jetzt zwei Terme erzeugt,

p(T")/e
(Vi) = [ar & ﬁ,‘z[%z o ()P (7 0, () (14.23)

i#]
_551'37‘ @Zi (F)SOZj (F )Soaj (F)@ai (F,) :

Der spinabhéngige Term o 55,0y, - -+ wird Fock- oder Austausch-Term
genannt; seine Herleitung involviert folgende Schritte: ausgehend vom Pro-
duktzustand ¥, = IL;p,,(z;) definieren wir den anti-symmetrisierten Zu-
stand ¥ = v/ Nla¥, = 1/\/ﬁzp(—)Pp\1/,, und berechnen das Matrixele-

ment!

<\I"V;nt|\l}> N!(‘Ifﬂavimalllﬂ)

2
anta = Vina®™ = Vina

fZZ (U Vip )

J#L P

- *Z‘I’ Vi (1= i) [ W) (14.24)
i#j

<—

und mit ¥, = ¢, x, sowie der Normierung (xrx») = 1 ist

<X7Tp2]X7r> = 6sisj- (1425)

Der beiden Terme in (14.24) beschreiben dann gerade den Hartree- und den
Austausch Beitrag.

Analog zu (14.19) variieren wir 0F/dp;. = 0 und erzeugen damit die
Hartree-Fock Integro-Differentialgleichungen

[—;iﬁerU(r) /d3 ’ffz( ):|90ai(F) (14.26)

7
3 e?
=Y, [0 [, 7= 20 90, () = Ao (7).
J

In der zweiten Zeile wird iiber die gesuchte Eigenfunktion ¢,, integriert;
entsprechend unterliegt das Elektron einem nichtlokalen Potential.

!siehe (13.36) fiir die Definition des Antisymmetrisieroperators; wir ersetzen hier die
Permutationen 7 € S,, durch p € S,,. In der Summe iiber p iiberleben nur die Terme mit
p = e und die Vertauschung von i und j.
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Die Hartree (14.19) und Hartree-Fock (14.26) Gleichungen werden numerisch
durch Iteration geldst. Die Interpretation der ‘Energieeigenwerte’ A\, = &£q,;
ist nichttrivial. Zum einen ist ihre Summe nicht gleich dem (Hartree-Fock)
Erwartungswert der Energie (V|H|VU). Vielmehr ist

(WIH) = > &= (Vim)
# Y Ea (14.27)

Andererseits konnen wir (mit einigen Einschrinkungen) die Eigenwerte
Ao; = Eq,; als Ionisierungsenergien interpretieren, also als diejenige Ener-
gie die benotigt wird um das i-te Teilchen aus dem System zu entfernen
(Koopmans Theorem):

Ea; ~ (U|H|Y) — (U;|H|Y;) = g0 (14.28)

wo V; die relaxierte Wellenfunktion ohne i-tes Elektron beschreibt. Die Iden-
tifikation ist allerdings nicht exakt: Wenn das i-te Elektron fehlt, relaxieren
die anderen Wellenfunktionen, d.h., der relaxierte Zustand ¥; enthélt modi-
fizierte Einteilchenwellen. Andererseits hinterléisst das ‘Herausschlagen’ des
i-ten Elektrons, zum Beispiel in einem Photoemissionsexperiment, ein Aus-
tauschloch, welches erst nach einer endlichen Relaxationszeit gefiillt wird.
Ein schneller Ionisierungsprozess (z.B., via Photoemission) involviert da-
her die unrelaxierte Ionisierungsenergie &£,, und nicht die relaxierte Grosse
glon = (U|H|W¥) — (V| H|¥;). Beachte auch, dass die Hartree-Fock Néherung
keine Korrelationseffekte? beriicksichtigt.

Weder (14.19) noch (14.26) sind exakt: die totale Energie E des Systems
beriicksichtigt in Hartree-Fock Approximation die Terme

E = EO + EWW + EAustausch. (1429)
———

Einteilchen-

Hartree-

Hartree-Fock-

Hinzu kommt noch eine Korrelationsenergie Fiorrelation die man im Rahmen
der Vielteilchenphysik/Quantenfeldtheorie, via systematischer Entwicklung

?Korrelationsenergie: Ein Elektron am Ort 7 reduziert die Wahrscheinlichkeit dort
ein anderes Elektron anzutreffen. Insbesondere kreiert ein Elektron mit Spin | 1) ein
Austausch- und Korrelationsloch fiir andere Spin-|1) Elektronen. Die HF Theorie bertick-
sichtigt den Austauschteil diese Loches; jegliche Anteile zum Austauschloch die iiber die
(mean-field) HF Theorie hinausgehen werden als Korrelationseffekte bezeichnet.
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in einer Storungstheorie findet. Fiir die Atome liefert die Hartree-Fock Ap-
proximation Resultate, die bis auf typische Korrelations-Energien der Grosse
~ 0.5eV pro Elektron genau sind.

14.2 Thomas-Fermi Abschirmung

Wir betrachten Elektronen im Potential U(7), ein beliebiges glattes exter-
nes Potential. Solch ein schwach variierendes Potential kénnen wir als lokal
konstant auffassen, vgl. dazu Abbildung 14.1. Die Elektronen bilden dann

E a Einteilchen lokales Fermigas
¢~ Zustande ( der Dichte n(r)

=

&

n_ U(r)

>
>

r

Abb. 14.1: Thomas-Fermi Abschirmung: Das inhomogene Fermigas wird
durch ein lokales Fermigas der Dichte n(7) = k3.(7) /372 approximiert. Der
ortsabhéngige Fermivektor kp () ergibt sich aus dem lokalen Potential U(7)
unter Beriicksichtigung von Abschirmeffekten, vgl. (14.34).

lokal ein Fermigas der Dichte

n(F) = ki(r; ). (14.30)

Dieser Zusammenhang zwischen Fermivektor kr und der Dichte n folgt aus
der Beziehung (k = (2n/L)m)

N = Y 2= <2L7T>3/d3k-2

k<kp
k

2) kp 3
= /dQ/ Edk = L, (14.31)
87'('3 0 37T2
N~ ——
4 k3 /3

™

<l=
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in 2 Dimensionen,

N 2 kr k2

— = = [d kdk = =L, 14.32

v 47r2/ 4,0/0 27 ( )
27 k2./2

Eine Testladung plaziert am Ort 7 spiirt ein lokales Potential zusammenge-
setzt aus dem ‘nackten’ Potential U(7") und dem Potential generiert durch
das inhomogene Elektronengas,

=
V() = UFE)+ / & |€4"(T4,)’. (14.33)
=T
Die Elektronen im Fermi Gas verteilen sich so, dass die Zugabe eines Test-
elektrons an jedem Ort 7 die identische Energie e kostet, somit gilt
R2K2 (7 .

EF = ;n() + V(7); (14.34)
der erste Term beschreibt die kinetische Energie des zugefiihrten Elektrons
wihrenddem der zweite Term seine potentielle Energie V() beschreibt. Die
Kombination von (14.30) und (14.34) liefert den Zusammenhang zwischen
der lokalen Dichte n(#) und dem effektiven Potential V' (7),

o 1 12m 1372
n() = 5|y (er = V(). 7D
Statt der Integralgleichung (14.35) fiir n(7") kénnen wir eine Differentialglei-
chung fiir V() finden: die Anwendung von V2 auf (14.33) mit V2 1/|7—7'| =
—4mo(F — 7') ergibt

(14.35)

VV(#) = V2U(F) — dmen(7)
—47€? [Nyt (7) + n(7)] (14.36)
wobel neyt (7) die das externe Potential U(7) erzeugende Ladungsdichte und

n(7') die abschirmende Ladungsdichte bezeichnet. Mit der iiblichen Defini-
tion der Dielektrizitédtskonstanten

e(q) = ‘Zg (14.37)
erhalten wir (mit ¢>(V — U) aus (14.36))
g(q—’) = M =1 M =1 471'622 (14.38)

q2V Vq2 q2 V'
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Fiir kleine V ist die abschirmende (induzierte) Ladungsdichte n ~ On/0cp -
(—=V), vgl. (14.35), und wir finden das Thomas-Fermi Resultat fiir die Di-
elektrizitatskonstante eines Metalles,

4me?® On e
=14+ ——— =1+ 1LF 14.39
@) =1+ g =1+ G (14.39)
Die Thomas-Fermi Wellenzahl wird von der Elektronendichte via kg be-

stimmt,
on 4 kp
2 2
=4ne’— = ——; 14.40
4ty e dep  map ( )
in einem typischen Metall ist kr ~ 1 A™" und damit ist qrr ~ 1 A_l; eine
Ladung in einem Metall wird innerhalb von ~ 1 A = 107 m durch andere

Elektronen abgeschirmt.

14.3 Thomas-Fermi Atom

Wir wenden das Prinzip der Thomas-Fermi Abschirmung auf die Behand-
lung von Atomen an und starten von (14.36) mit nex(7) = Z3§(7). Wir
approximieren V' (7) als sphérisch symmetrisch und erhalten fiir r > 0

4e?

r20.720,V(r) = 5 [2m(er — V()P (14.41)
Fiir 7 — 0 ist V(r) &~ —Ze?/r die Randbedingung an (14.41); die Abschir-
mung verschwindet fiir + — 0 und die Elektronen sind dem nackten Kern-
potential ausgesetzt. Der Atomradius R ist durch die Bedingung n(R) = 0
festgelegt. Daraus folgt mit (14.35) die zweite Randbedingung V(R) = ep.
Fiir ein neutrales Atom ist V (r > R) = const. = 0; fiir ein geladenes Ion gilt
V(r > R) = —(Z — L)e?/r, mit L der Anzahl Elektronen, vgl. Abb. 14.2.

Im Folgenden betrachten wir den neutralen Fall mit L = Z und definieren
die dimensionslosen Skalen x und @ fiir die Lénge und fiir die Energie (das
Potential),

Ze?

S 25 = /3 __2c
r (4\@) 5 & (0.8853/Z%/°)yagx, V . O(x). (14.42)

Das universelle Atom® wird dann durch ein dimensionsloses Potential ®(x)
charakterisiert welches die Differentialgleichung

Vzdrd(z) = ®%2%(x), ®(0) = 1, (14.43)

3Potential unabhiingig von Z
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Abb. 14.2: Potential mit gebun-
denen Zustidnden im Thomas-
Fermi Atom. Die Zustidnde sind
bis zum Fermi-Niveau e gefiillt;
ihre Ladung tragt, via Abschir-
mung, zum effektiven Potential
bei. Fiir ein neutrales Atom ist
er = 0 und die Elektronenhiille
reicht ins Unendliche. Fiir ein
sz (r) (positiv geladenes) Ton reicht die
m Elektronenwolke bis R < oo und
V(r) o« 1/r fiir r > R.

16st. Das Potential geniigt der Asymptotik

1-1592, = —0,
P(z) =

14.44
144/23,  x — oo, ( )

und ist ansonsten durch numerische Integration der Differentialgleichung
(14.43) zu finden. Beachte, dass das Potential des universellen Thomas-Fermi
Atoms bis ins Unendliche reicht da ®(x) algebraisch wie z72 zerfillt; in
Realitéit erwarten wir eine endliche Ausdehnung der Elektronenwolke und
des Potentiales. Wir finden folgende Skalierungsgesetze fiir das Thomas-
Fermi Atom:

~1/3

— Radius ~ apZ , schwere Atome sind kleiner,

— Potential V ~ Z®/r ~ Z*3®(z)/z ~ Z*/3 bei festem z,
— e -Dichte n ~ V/r? ~ Z® /13 ~ Z?®(x)/2® ~ Z? bei festem z,
— kinetische Energie p?/2m ~ n?/3 ~ Z%/3,
Die Elektronen arrangieren sich im Thomas-Fermi Atom in Schalen: Das

Thomas-Fermi Atom bindet einen Zustand mit Drehimpuls [ falls das effek-
tive Potential (inklusive Zentrifugalpotential h2l(l + 1)/2mr?)

Vialr) = Vir)+ D

_ 72/3¢2 [_ Z2/3(I)(3:) N I(l+ 1)}
0.8853ap x 1.77 x2

(14.45)
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Veff Abb. 14.3: Effektives Potential
des Thomas-Fermi Atoms inklu-
sive Zentrifugalbarriere. Das TF-
Atom bindet einen Zustand mit
Drehimpuls [ wenn Vg ein Mini-
mum mit negativer Energie auf-
weist,.

ein lokales Minimum mit Vg < 0 hat, vgl. Abbildung 14.3.

Mit dem TF Potential ®(z) gemiss (14.43) findet man fiir das Thomas-Fermi
Atom Schalen fiir folgende [ und Z Bereiche (siehe Tabelle 14.1):

| 1= 1<1 1<2 1<3
TF-Atom Z<4 5<7Z<19 20<7Z <53 54 < Z
nur s s&p s, p&d s, p, d& f

Experimentell p-Elektronen d-e~ f-e”
fir Z>5 fiir Z>20 fiir Z > 58

Tabelle 14.1: Schalen im Thomas-Fermi Atom

Beachte, dass mit V(r) # Ze?/r die via Hartree, Hartree-Fock oder Thomas-
Fermi Néherung bestimmten Einteilchenenergien &,, von n und [ abhéngen.
Die Entartung des Energieeigenwertes &,, = &, berechnet sich dann zu
(2l +1)(2s + 1) = 4l 4 2. Jeder Eigenwert &,; definiert eine Schale mit
folgender Elektronenfiillung,

s-Schalen: 2e”,

p-Schalen: 6e™,

d-Schalen: 10e™,

f-Schalen:  14e™. (14.46)

Die Bestimmung der Schalen Sequenz (Erhéhung von [ oder von n) benétigt
eine numerische Analyse und man findet die Folge

1s < 28 < 2p < 3s < 3p < 4s < 3d < 4p < bs < 4d < bp
< 6s < 4f < bd < 6p < Ts < bf (14.47)
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diese Sequenz ldasst sich mit Hilfe des Schemas 14.4 memorisieren.
Entsprechend findet man das Periodensystem der Elemente in der Form

1s Abb. 14.4: Sequenz der Schalen nl fiir die
FEnergie des zuletzt eingebauten Elektrons
2s  2p im Thomas-Fermi Atom. n = Hauptquan-

tenzahl, [ = Drehimpulsquantenzahl. Beach-

- gp te, dass die energetisch tiefliegenden/inneren
45 4p 4d 4f Elektronen eine andere Sequenz (némlich die
triviale) aufweisen: Die Sequenz der soge-
55 5p .5d 5f nannten Rontgen Schalen lautet 1s (die 1K-
Schale), 2s, 2p (2L-Schale), 3s, 3p, 3d (3M-
65 46p Schale), 4s, 4p, 4d, 4f (4N-Schale), etc.
7s
14.5.
S P
Is [H | d He
2s | Li | Be B|C|N|O|F|Ne 2p
3s | Na Mg Al si|P|s|cl|Ar] 3p

4s 3d| K| Ca Sc| Ti| V| Cr|Mn| Fe|Co| Ni|Cu|Zn| Ga Ge As| Se| Br|Kr| 4p
S5s 4d|Rb| Sr| Y | Zr| Nb| Mg Tc| Ru| Rh| Pd| Ag| Cd| In | Sn| Sb| Te| | | Xe| 5p
6s 5d|Cs|Ba| La|\Hf | Ta| W| Re| Os| Ir | Pt| Au| Hg| Tl | Pb| Bi| Po At | Rn| 6p
7s 6d| Fr | Ra| Ac| Rf | Db| Sg| Bh| Hs| Mt| Ds| Rg p

Ce| Pr|Nd|Pm Sm Eu| Gd| Tb| Dy| Ho| Er | Tm|Yb|Lu | 4f
Th| Pa] U |Np| PulAm Cm Bk| Cf | Es|Fm| Md| No|Lr | 5f

f

Abb. 14.5: Periodentafel der Elemente.

Wir gehen durch die Periodentafel mit einigen Kommentaren:

— H, He das 1s Orbital/die 1s Schale wird aufgefiillt

— Li, Be das 2s Orbital, B-Ne das 2p Orbital wird auffiillt. 2s und 2p
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haben verschiedene Energien, die Orbitale mit kleinem [ sind n&her
am Kern und deshalb sind ihre Energien kleiner, £a5 < &,.

Na—Ar: wie zuvor wird erst die 3s, dann die 3p Schale gefiillt.
K-Kr: Die Energien 4s =~ 3d woraus sich die Sequenz
K 4s', Ca4s?, -+, V 4s%, Cr 4s', Mn 4s2,---, Ni 452, Cu 4s', Zn 45>

fiir das Auffiillen der s- und d-Schalen ergibt. Mit Ga-Kr wird die
p-Schale gefiillt. Die 3d-Schalen sind kompakt, und daher chemisch
weniger wichtig; sie liefern aber die magnetischen Momente welche
den Ferro- oder Antiferro-Magnetismus der Elemente Cr—Ni erzeugt.

Rb—Xe: im Wesentlichen eine Repetition der Sequenz K-Kr. Wiederum
haben die s-Orbitale etwa die gleiche Energie wie die d-Orbitale der
vorherigen Schale, wodurch sich die unregelméssige Fiillung

Rb 5s', Sr 552, - - -, Zr 5s?, Nb 5s',---, Rh 5s!, Pd 4d'0 55",
Ag 4d' 55!, Cd 4d'0 552

ergibt. Mit In-Xe wird die p-Schale gefiillt.

Cs-Rn: Cs und Ba fiillen das 6s-Orbital. La fiillt das erste 5d' Or-
bital, dann folgen die Lanthaniden (seltene Erden) La—Lu mit dem
Aulffiillen der 4f Schale die energetisch nahe bei 5d liegt. Wieder gibt
es Verschiebungen in den Besetzungen,

Ce 5d%4f2 ... Eu5d®4f7, Gd 5d' 47, Tb 5d°4f°,---, Yb 5d° 4 f'4.

Die kompakten f-Orbitale sind in den chemischen Bindungen passiv,
ergeben aber grosse magnetische Momente, insbesondere im Falle von
Ce, Pr, Nd, Sm—Yb. Anschliessend an die Fiillung der f-Schale werden
die 5d und 6p Schalen gefiillt; Pt und Au zeigen wieder eine Umbeset-
zung mit 5s'.

Fr-Rg: Fr und Ra fiillen das 7s Orbital, Ac hat die Konfiguration
6d!, dann folgen die Actiniden mit dem Auffiillen des f-Orbitals. Die
Energien zu 6d und 5f liegen nahe zusammen und es kommt wieder zu
entsprechenden Umbesetzungen mit 6d%! bis Lr und 6d? fiir Rf und
Db. Es gibt keine stabilen Elemente mit gefiillten 6d, 7p-Orbitalen;
Blei (Z = 82) ist das letzte stabile (nicht radioaktive) Element, Bismut
(Z = 83) lebt extrem lange. Te (43) und Pm (61) sind instabil, damit
gibt es 80 stabile natiirliche Elemente.
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Fiir die chemischen Eigenschaften der Elemente sind die jeweils dusseren
Elektronen relevant. Entsprechend haben Elemente in einer Kolonne der
periodischen Tafel d#hnliche chemische Eigenschaften. Zum Beispiel sind

— die Edelgase He—-Rn mit ihren vollen Orbitalen sehr inert,
— die Alkali-Metalle (H), Li-Fr mit einem Elektron und

— die Halogene F—At mit einem ‘Loch’ sehr reaktiv.

14.4 Grundzustands-Konfiguration der Atome

Betrachte Kohlenstoff C mit der Elektronen Konfiguration 1s22s%2p?. Im
p-Orbital haben wir 6 Einelektronen-Zustédnde zur Verfiigung, 3 Bahntypen
Dz, Py, P. und 2 Spinzusténde,

‘/Jpz X+

Uy = @pXs = { ¥ny ®{ } (14.48)
X_

¥p-

Das erste Elektron wéhlt unter 6, das zweite unter den verbleibenden 5
Zustidnden; damit erhalten wir 5-6/2 = 15 mogliche Zustédnde mit gleicher
Einteilchenenergie* zum Hamiltonian

2
D;
Hy = = 1+ V(r;). 14.4
0 . om (73) (14.49)

Der vollstdndige Hamiltonian
H = Hy+ Hww + Hso (14.50)
beriicksichtigt zusétzlich die (Rest—)Wechselwirkungsenergie

Z ,n - ml Z <Z€ (n)> . (1451)

l#]

und die Spin-Bahn Wechselwirkung

1dV
Hso = szcgr — le 5 (14.52)

“Das Potential V'(r) beriicksichtigt das Kernpotential und das mittlere Wechselwir-
kungspotential (Abschirmung).
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mit l_; und S; dem Bahndrehimpuls und Spin des i-ten Elektrons. Z&hlt
man diese Energien dazu, so spalten die 15 Zustdnde auf. Daraus ergibt
sich die Frage, welches der resultierende Grundzustand und wie gross seine
verbleibende Entartung ist.

Zur Losung dieser Frage behandeln wir die Terme Hww und Hgo in
Storungstheorie. Hy + Hww ist immer noch SO(3)-symmetrisch und Spin-
unabhéngig. Damit definieren L = Zzl: und S = > ;8 gute Quanten-
zahlen.” Die Spin-Bahn Kopplung zerstort diese Symmetrie und E, S sind
einzeln nicht mehr erhalten. Deshalb geht man zum totalen Drehimpuls J
iiber mit

T =30 o=+ (14.53)
)

dieser totale Drehimpuls ist erhalten.

14.4.1 Aufbau der Storungstheorie
Die grobe Abschitzung von Hyww und Hgo ergibt®

2
Hyw ~ 01°VZ ~ eVVZ (14.54)
ap

1 1dV -
H = — ——1-
SO 2m2c? r dr
R/_/ h2
Ze2 /a3
1 e?
~ e — 221076V 22 (14.55)
2may mc* ap
. , ~—
~Ry ~Ry

[mit a =ag/Z'?

wy

Damit konnen wir die relative Grosse der beiden Korrekturen abschitzen:

Hww > Hso, fir Z < 10,
Hww < Hso, fir Z > 10% (14.56)
eine genauere Abschéitzung liefert den Schnittpunkt der beiden Energien bei

Z ~ 80 was der Atomzahl von Blei Pb entspricht. Wir betrachten zuerst den
ersten Fall leichter Atome mit Hww > Hso.

SBeachte, dass die totale Wellenfunktion ¥ antisymmetrisch sein muss, das heisst die
Mischung der Spinwellenfunktionen bewirkt, dass die individuellen Spins 3; keine guten
Quantenzahlen sind. Zum Beispiel ist fiir n = 2 die Singlett-Spinfunktion xs = [| 1) +|{1)]
/v2 und S.xs = 0 aber s1.xs 7 sXs.

SFiir Z = 2 ist (14.54) das He-Resultat (Abschitzung des numerischen Vorfaktors); die
Korrektur skaliert wie v/Z da es sich um einen Fluktuationsterm handelt.
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14.4.2 Atome leichter als Pb

Wir behandeln zuerst das Problem Hy + Hww und betrachten dann die
Spin-Bahn Kopplung Hgo als Stérung. Die Strategie sieht folgendermassen
aus: Ohne Hgp sind L und S noch gute Quantenzahlen und wir finden
ihre durch die Konfiguration erlaubten Werte und mit dem Pauliprinzip
vertriglichen Kombinationen. Das hoch entartete Konfigurationsniveau wird
dann durch die Wechselwirkung fiir die verschiedenen L, S Kombinationen in
die LS-Multipletts aufgespalten. Anschliessend wird die weitere Aufspaltung
der LS-Multipletts durch Hgo diskutiert was zur Feinstruktur fithrt. Die
verbleibende 2j + 1-fache Entartung in der Feinstruktur aufgrund der SO(3)
Symmetrie wird schliesslich durch ein Magnetfeld aufgehoben.

Die Symmetrie im Problem ist SO(3). Wir kombinieren die entarteten Kon-
figurationszustéinde in Zustidnde mit scharfen Drehimpulsen und Spins L2,
L., S%, S, und finden den Zustand mit niedrigster Energie. Dieser Zustand
ist noch (2L + 1)(2S + 1)-fach entartet. In unserem konkreten Beispiel des
Kohlenstoffs C mit der Konfiguration 1s? 2s? 2p? lassen sich die 2p-Orbitale
kombinieren in (wir kénnen die vollen Schalen 1s? 2s? ignorieren)

LmaXZQ bis Lmin:O (H1®H1 = HO@Hl@HQ), 14.57
Spax =1 bis Swin=0 (Hi@H:i = Ho® H). (14.57)
2 2
Das Pauliprinzip erlaubt dann die Kombinationen”
L =2 symmetrisch — S =0 antisymm. - J=2,
L =0 symmetrisch — S=0 antisymm. — J=0; (14.58)
L =1 antisymm. — S=1 symmetrisch — J=0,1,2;

die sogenannten LS-Multipletts. Zur ihrer Charakterisierung verwendet man
das sogenannte Termsymbol

2541 (14.59)

Dabei ist S der Spin, L der Bahn-Drehimpuls (oder Orbital Drehimpuls)
und J der totale Drehimpuls des Atoms; letzterer kann fiir ein fixes LS-
Multiplett verschiedene Werte annehmen.

"Fiir 2 Elektronen mit gleichem Drehimpuls 1 = I, ldsst sich zeigen, dass deren Gesamt-
drehimpuls L gerade (ungerade) eine symmetrische (anti-symmetrische) Ortswellenfunkti-
on impliziert. Dies gilt nicht mehr wenn wir mehr als 2 Elektronen haben und wenn [y # I
ist. Fiir I1 =l = 1 und L = 2 folgt die Symmetrie trivial da beide Elektronen gleiche
orbitale Zusténde besetzen, die Antisymmetrie des L = 1 Zustandes ist via Drehimpuls-
addition (CGK) zu zeigen. Beachte, auch die Abzéhlung (H5 @ Hf ® H3)1L. @ (H§ ® H{)s =
(H)® (HT)®(HT)®(Hi @ HI®Hy) @ (H3)® (Hi @ H5® H3). Von diesen Sektoren sind
nur die anti-symmetrischen erlaubt, HS & H§ ® H ® H5 ® H5, hat gerade Dimension 15.
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Unter Hww spalten die Konfigurationszustidnde auf: verschiedene LS-
Multiplets werden energetisch (im 0.1eV Bereich) aufgespalten. In Abbil-
dung 14.6 ist diese Aufspaltung am Beispiel des Kohlenstoffs C illustriert.
Die Sequenz dieser Aufspaltung ist nichttrivial — die L, S, (J) Quanten-

_ _ _ Entartung
Konfiguration LS —Multiplets (2L+1)(2S+1)
C l=0 s=0
S 1
15 = =
2 S0y 5
1s2 2s? 2p? L=1 S=1

P, %P, °P, 1+3+5=9
15

Abb. 14.6: Konfiguration des Kohlenstoffatomes C mit Aufspaltung in LS-
Multipletts und deren Entartung. Die Aufspaltung des hoch entarteten Kon-
figurationsniveaus involviert denjenigen Anteil der Coulombenergie der nicht
bereits in den Einteilchenenergien beriicksichtigt wurde, vgl. (14.51).

zahlen fiir den atomaren Grundzustand werden durch die Hundschen Regeln
gegeben, siehe Abschnitt 14.4.3.

Im n#chsten Schritt betrachten wir die Spin-Bahn Kopplung Hgo. Hso kop-
pelt L und S und nur der Gesamtdrehimpuls J verbleibt als noch als gute
Quantenzahl.® Im (2L +1)(2S +1) dimensionalen LS-Multiplett kénnen wir
zur J-Basis iibergehen (die ‘Quantenzahl’ K symbolisiert die nicht néher
beschriebene Elektronen-Konfiguration)

K LSMpMs) — |KLSJM) (14.60)

und benutzen, dass sich der Wert von L - S durch die Quantenzahlen L, S
und J beschreiben lésst,

L-§ = %(JQ—LQ—SQ)

_ %[J(J-{— 1) ~L(L +1) - S(S + 1)]. (14.61)

Konstante im LS-Multiplett

Damit erhalten wir die Aufspaltung der LS-Multipletts in Niveaus separiert
durch typische Energien ~ Ry?/(mc?)Z% - J im 1 — 10 meV Bereich. Das

SWir zeigen spéter, dass le? -8 = ol - § ist.
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Termschema fiir Kohlenstoff mit der LS-Aufspaltung und der Feinstruktur
der Spin-Bahn Kopplung ist in Abbildung 14.7 skizziert.

Konfiguration LS —Multiplets Feinstruktur Entartung
c L=0 S=0 (23+1)
T T s 1s, 1
15 = =
e e ﬂ ,,,,,,,,,, lD2 5
2 2 2
1s< 2s 2p L=1 S=1 3P2 s 5
---------- . P, 3
Po 1
15

Abb. 14.7: Konfiguration des Kohlenstoffatomes C mit Aufspaltung in LS-
Multipletts und deren Feinstruktur (Aufspaltung im Bereich 10 meV). Letz-
tere wird durch die (relativistische) Spin-Bahn Kopplung induziert welche
den Bahn- und Spin-Drehimpuls mischt und somit nur noch den Gesamt-
drehimpuls J als Symmetriequantenzahl respektiert.

Die verbleibende (2.J 4 1)-fache Entartung kann durch ein (schwaches) Ma-~
gnetfeld aufgehoben werden, sieche dazu die Diskussion im Abschnitt 14.7.
Die resultierende Zeeman Aufspaltung fiir das Kohlenstoffatom ist in Ab-
bildung 14.8 skizziert.

Konfiguration LS —Multiplets Feinstruktur Zeeman

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abb. 14.8: Konfiguration des Kohlenstoffatomes C mit Aufspaltung in LS-
Multipletts, deren Feinstruktur und der Zeeman-Aufspaltung im Magnet-
feld. Der zugehorige Hamiltonian mit den verschiedenen Aufspaltungstermen
ist gegeben durch Ho+ Hww + Hso + >, uBﬁ . (l: + 25;) /h. Zusétzlich zur
Aufspaltung im externen Magnetfeld (Zeeman) erzeugt auch der Kernspin
ein effektives Magnetfeld fiir die Elektronen, was auf die Hyperfeinstruktur
fithrt.

Die genaue Berechnung der Termschemata und des Grundzustandes 2**1L ;
involviert eine komplizierte Rechnung wie im Schema 14.9 fiir den Fall leich-
ter Atome skizziert. Andererseits ldasst sich die Aufgabe der Auffindung
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Einteilchentheorie nichtrel. relativistisch
& Abschirmung & Coulomb-WW
Hartree
& Pauliprinzip & Austausch—-WW
llOCk & Spin—Bahn Kopplung
Thomas—Fermi Theorie fixiere
L&S

konstruiere optimale
Einteilchenzustande
via Hartree—Fock Schema

l \

kombiniere Slaterdeterminanten aus HF Orbitalen
zu Zustanden | K L S M; Mg) mit scharfen L & S
und optimiere Orbitale fiir festes L & S

—> berechne deren Zustandsenergie
—> finde Zustand mit niedrigster Energie
durch Auffinden energetisch optimaler L & S

! !

Diagonalisiere Hgg im optimalen LS — Multiplet

285 +1
——> Grundzustand ~=° "L J

Abb. 14.9: Schematische Darstellung zur Auffindung der Grundzustands
Konfiguration (Termsymbol) 25*1L; eines Atoms ausgehend von Elektro-
nenzustinden im nackten Potential U(F) = —Ze?/r des Z-fach geladenen
Atomkerns.

der Grundzustandskonfigurationen (resp. des entsprechenden Termsymbols
2st1L ) fiir die leichten Atome leicht durch die empirischen Hundschen Re-
geln finden.

14.4.3 Hundsche Regeln

1. Volle Schalen geben keinen Beitrag zu den Bahn-/Spin- Drehimpulsen
L und S.

2. Das LS-Multiplett mit dem grossten S hat die kleinste Energie.
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3. Bei mehreren L mit gleichen S hat das grosste L die kleinste Energie.

4. Ist die Schale weniger als halb voll oder halb voll ist
J = |L — S| minimal,
ist die Schale mehr als halb gefiillt, dann ist

J = L + S maximal.

Diese empirischen Regeln werden durch experimentelle Beobachtungen und
folgende Argumente unterstiitzt:

1. In vollen Schalen kompensieren sich die Drehmomente zu Null und die
Grundzustandskonfiguration entspricht dem Termsymbol !Sj.

2. Ist der Gesamtspin S maximal, dann ist die Spinfunktion xgpin sym-
metrisch, die Bahnfunktion ¢pan, muss aufgrund der Pauli-Prinzips
antisymmetrisch sein und die Elektronen meiden sich. Entsprechend
ergibt diese Konfiguration die kleinste Coulomb-Energie.

3. Ist der Bahndrehimpuls L maximal, dann sind die Radien der Elek-
tronenbahnen gross und die Elektronendichte ist entsprechend klein,
was wiederum die Coulomb-Energie minimiert.

4. Die Spin-Bahn Kopplung ¢ L - S begiinstigt (anti-)parallele Bahn- und
Spin-Drehimpulse falls der Koeffizient £ (positiv) negativ ist. Fiir (we-
niger) mehr als halb gefiillte Schalen ist £ (positiv) negativ, siche dazu
die Analyse im Abschnitt 14.6.

Beispiele zur Anwendung der Hundschen Regeln, Termsymbole

H: 251/2, trivial.
He: abgeschlossene 1s Schale, 1.5.

Li: Li involviert eine abgeschlossene Schale (— kein Beitrag zu L oder S)
plus ein Elektron in der 2s Schale und hat damit eine zu H dquivalente
Grundzustands- Konfiguration 25; /2-

Be: abgeschlossene 2s Schale 'Sy wie He.
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B: Die Konfiguration ist 1s? 252 2p; massgebend ist das Elektron in der 2p

Schale mit L = 1 und S = 1/2 (6 Zustédnde) mit moglichem Gesamt-
drehimpuls J = 3/2 (4-fach entartet) oder J = 1/2 (2-fach entartet).
Die vierte Hundsche Regel selektioniert den minimalen Gesamtimpuls
J =1/2 und wir erhalten das Termsymbol 2P} /5.

Die Konfiguration 1s22s?2p? (15 Zustéinde) lisst folgende LS-
Multipletts zu:

— Lmax = 2 = ©Bann Symmetrisch mit anti-symmetrischem Singlett
Zustand S = 0 = J = 2; Termsymbol Dy, 5-fach entartet, 5
Zusténde.

— L = 1 = @pahn antisymmetrisch und symmetrischem Spin-
Triplett S =1 = J =0, 1,2; Termsymbole 3Py, 3P;, 3P5: 1-fach,
3-fach, 5-fach entartet, 9 Zustéinde.

— L =0 = ¢gann symmetrisch und S = 0 = J = 0; Termsymbol
18y: nicht entartet, 1 Zustand.

Die Abzéhlung ergibt korrekt die 15 Zustédnde. Die zweite Hundsche
Regel selektioniert die Konfigurationen 3Py, 3Py, 3P,, alle mit L = 1
(keine Selektion durch die dritte Hundsche Regel). Die p-Schale ist
weniger als halb voll und die vierte Hundsche Regel bestimmt den
Gesamtdrehimpuls J = 0, also ist das korrekte Termsymbol fiir den
Grundzustand 3 P.

Die Konfiguration 1s? 2s%2p? liisst 6-5-4/(3-2-1) = 20 Zustéinde zu.
Das Pauliprinzip erlaubt folgende Kombinationen von L und S:

— Lmax = 3 = ¢Bahn symmetrisch, entsprechend miisste Xspin
antisymmetrisch sein, aber es gibt keine antisymmetrische Spin-
funktion fiir 3 Teilchen, also muss L < 3 sein. Fiir 3 Elektronen
ergibt die Analyse von Spin und Rasse (vgl. Abschnitt 13.7) fol-
gende erlaubte Kombinationen:

L=2=S5=1/2, 2D3/2, 2D5/2, insgesamt 10 Zusténde.
L=1=S=1/2, 2P1/2, 2P3/2, 6 Zusténde.

L=0= 8=3/2, 153, 4 Zusténde.

Die Analyse ergibt korrekt die erwarteten 20 Zusténde. Der Grundzu-
stand ist gemiss zweiter Hundscher Regel 4S5 /2-
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O: 152252 2p* = 2p=2, d.h., Sauerstoff wird wie Kohlenstoff behandelt,
15 Zusténde mit 1Sy, 3Py 3P, 3Py, 1 Dy aber mit einer mehr als halb
gefiillten Schale. Die Hundschen Regeln selektionieren:

H2: 3Ry, 3Py, 3P;.
H3: alle L =1 Orbitale sind &dquivalent, keine Selektion.
H4: 3P,.

F: wie B aber 2Py 5 weil die Schale zu 5/6 voll ist.

Ne: volle Schale, wie He, 1.5.

Weiter ergeben sich iiblicherweise (d.h. fiir die s und p Elektronen) die glei-
chen Konfigurationen fiir Elemente der jeweils gleichen Spalte, z.B., B, Al
In, T1, alle 2P1/2, C, Si, Ge, Sn, Pb, alle 3Py, usf. Fiir die d und f Elektronen
findet man allerdings viele Abweichungen.

Im Folgenden wollen wir die Spin-Bahn-Kopplung und den Zeeman-Effekt
genauer analysieren. Als mathematisches Werkzeug brauchen wir dabei das
Wigner-Eckart Theorem welches wir zuerst herleiten und dann anhand von
Beispielen diskutieren. Vorher aber noch eine kurze Bemerkung zu den
schweren Atomen.

14.4.4 Atome schwerer als Pb

Fiir schwere Atome behandeln wir zuerst Hy + Hgo und betrachten Hyww
als Storung. Wir kombinieren die Einteilchenorbitale |n,l,m, s) = ©pimXs =
R,1Yimxs zu festem [ und s in solche zu festem j, j =1+1/2, und er-
halten die neuen Orbitale |n,l,j, m;). Die neuen Orbitale beriicksichtigen
die Spin-Bahn Wechselwirkung bereits auf Einteilchenniveau. Im n#chsten
Schritt konstruieren wir die Konfigurationen fiir das Vielteilchenproblem
Hy + Hso. Schliesslich berticksichtigen wir Hww indem wir Zusténde zu fi-
xem Gesamtdrehimpuls J kombinieren? und Hyw in jedem dieser (2J 4 1)-
dimensionalen Rdume diagonalisieren, womit wir einen Grundzustand mit
scharfen j?, J?, J. erhalten. Die beiden Schemata zur Beschreibung leichter
und schwerer Atome heissen

9Entsprechend konstruieren wir Slater-Determinanten zu fixem J statt zu fixen L & S.
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Russel-Saunders- oder j7-Kopplung
LS-Kopplung
Z <80 Z >80
1. Mit I = Zz l_;, S = Zz 3; wer- L. Mitji = l_;—l—é’i wird die Spin-Bahn
den die durch Hyww aufgespal- Kopplung Hgo auf Einteilchenni-
tenen LS-Multipletts konstru- veau beriicksichtigt.
iert. - o
o 2. Mit J = Y7 wird die (Rest-)
2. Mit J = L + S wird die Spin- Wechselwirkung Hww optimiert.

Bahn Kopplung Hso diago-
nalisiert und die Feinstruktur
festgelegt.

14.5 Wigner-Eckart Theorem

Das Wigner-Eckart Theorem ist eine Aussage {iber Matrixelemente von Ten-
soroperatoren; es erleichtert deren Berechnung indem es die Abhéngigkeit
von den magnetischen Quantenzahlen durch die Clebsch-Gordan Koeffizien-
ten ausdriickt.

Formulierung: Sei qu ein Tensoroperator k-ter Ordnung, siehe Abschnitt
4.6. Es bezeichnen o und o/ die nicht zur Drehsymmetrie gehorigen Quan-
tenzahlen. Dann ist'?

(@/§" |1 T% || o)

V2 + 1

(§'m!|T) |ajm) = (kjgm|kjj'm'y.  (14.62)
——

CGK

Das (reduzierte) Matrixelement (/5’| T* || oj) ist nur von T%, j, 5’ und den
iibrigen Quantenzahlen «, o abhiingig; es ist unabhéingig von ¢, m, m’. Die
Clebsch-Gordon Koeffizienten (CGK) geben die Abhéingigkeit von ¢, m, m/'.

Beweis*: Betrachte die Clebsch-Gordan kombinierten Drehimpuls-
zustinde (|kq) @ [jimi1) — |kjijm))

agm) = > TFlajimi)kjigmalkjim). (14.63)

q,mi

"Der CGK addiert die Drehimpulse |k, ¢) und |j, m) zu |5', m’).
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Der Zustand |ajm) ist Eigenzustand zu J? und .J, mit Eigenwerten j(j +1)
und m; dies folgt aus der Tatsache, dass sich |ajm) unter Rotationen R
gemiiss der irreduziblen Darstellung D7 transformiert (Beweis folgend),

R|ajm) Zdj |aimb). (14.64)

Betrachte dann das Skalarprodukt von |ajm) mit (o/j'm/|; das Matrixele-
ment (o/j'm/|ajm) ist nur dann # 0 wenn j = j und m’ = m. Zudem ist es
auch noch unabhéngig von m, denn

(j'm|ajm) = /dw (o/5'm/|RS ' Rg|ajm)
(14.64) Iy g~
= Z / W &y W (' |0

5]/](5m/m(sm/m/(2]+l)

1 R
= 05 0mm 2]._1_1;<o/jm\ajm>. (14.65)

Mittelwert iiber m

Multiplikation mit (kjqijm|kjig'm}) und anschliessende Summierung iiber
J, m, vgl. (11.61), ergibt die Faktoren dqq/0 , und wir finden das Resultat

mim
! ! / k . _ <a/j/m|ajlm> k . k .. /
(a'j'm T, lajm) = Z QJ’T< Jgm|kjj'm’)

a/j/ Tk aj ' N
- %!j%'l L (kjgmlkii'm). O

Zum Beweis von (14.64) drehen wir Zustand |ajm) mit R

Rlajm) = ) RT’“ R~ R|ajim;) (kjrgma |kj1jm)
q,m1 i
473 3 dk , 4.65: Zm/ d“, 1\aj1m'1>
= Z T lajim?) Z dqqdﬁ Gata g (kjigma|kjigm).
q’ m1 q,mi1

’Dk QDI1= @]2’1)32

Das Produkt d¥, d] L liisst sich durch die Drehmatrizen d’ 2, ausdriicken
q'q "'m) 1m1 moma

(Beweis siehe spater)

db,, d”, _ 3 <kj1quf1|;@j1j2m’2><kj1qmlykj1j2m2>dﬁ;,2m2. (14.66)

J2,ma,m}
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Dies entspricht gerade der Ausreduktion von D* @ DIt = @, D72 in Clebsch-
Gordan Notation, siehe Gleichung (14.69). In einem néchsten Schritt sum-
mieren wir iiber ¢ und m; und erhalten

Z[ > (kjrg'milkjijemb) (kjugm |kjijama) d22, mz}
q,m1 j2,m2:m2

Z underlined — 5] j2 5m mo X <M|kjljm>

q,mi1

= D (kidmilkjjmy) &),

7
my

Damit erhalten wir das Resultat (14.64) [vgl. mit (14.63)]

Rlajm) = Y T lajim})(kjrg'mh|kjujmb) df,
q',mimy
_ Zd |a]m2 (14.67)

Zur Ausreduktion von D¥ @ D/t = @,,D%2, Gleichung (14.66), betrachten
wir den Produktzustand |j1m1> ® |]2m2> |71j2m1m2) unter der Drehung
exp(—ic - J) = exp(—i@ - J) exp(—idd - Ja),

Y (4.65)
e jrjomama) =T N dl, A |yjamymb).

mimi m mo
/
ml,m2

Das Matrixelement mit (j; jgm’lmé\ ergibt

(j1jam/ymb|e™ |]1j2m1m2> =d7, d? my* (14.68)

mm1 m2

Einschieben von Einsen ergibt fiir die linke Seite den Ausdruck

Z (1gamimy |1 jagm’) (Grjagm’ [ € |1 jagm) (1 jagm]| j1jamima)
Jim,m/ 1 1

= > Grjamimb |jrjagm’) (Grjaim’ e j1jagm) (rjagml jrjamima)

d]

m/m

= &, d? (14.69)

mlml m2m2

j7m7ml

(14.69) ist gerade die in (14.66) benutzte Relation (mit der Ersetzung
jl?anmllamgajvmlvmamlme*}kajlvq/7m37j25m57m27Q7m1)-
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14.5.1 Anwendungen des WET

Sei A ein Vektoroperator, dann ist Aé definiert via

Al—l = (A:c_iAy)/\/i
Ay = A,
Al = —(Ap +iAy)/V2. (14.70)

ein irreduziebler sphérischer Tensor 1. Stufe.

i)

i)

ii.a)

ii.b)

Sei A = J_; dann ist

1
o' jilJ.|ajj) = o q |l T ag) (1504]1454) (14.71
(57| 7)) 2j+1< Jll I eg) (1504]1555) ( )

hibaar Vilit1

und wir erhalten das reduzierte Matrixelement

(/f 1T | ag) = V3G + D)2 + 1) hdaar G- (14.72)

Die m, m’ Abhingigkeit der Matrixelemente eines Vektoroperators Aé
ist durch diejenige von Jq1 gegeben,

(g | A |l o)

(oj [ J1 [ o)

(ajm|J - Alajm)
250+ 1)

(agm/|Aglagm) = (ajm'|Jg|agm)

= <ajm’|J;|ajm> (14.73)

und analog mit Aé — A; und Jq1 — J;. Das heisst, die Matrixelemente

von A sind gleich den Matrixelementen der Projektion von A auf f,
(A) ~ (T)(T - A) /().

Es ist

(ajm'|Ablajm) _ {aj | A | aj)
(ajm/|THagm) ~ {aj [ J7 [ aj)

(14.74)

(ajm|J - Alajm) = (ajm|J |ajM){ajM|A|ajm)
M
= Claj | " || aj){ej || A" || eg).  (14.75)
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Die Konstante C' mit den Clebsch-Gordon Koeffizienten folgt aus dem
Spezialfall A = J,

(agm| JPlajm) = Claj || J" || ag)?, (14.76)
und wir finden die Beziehung zwischen den irreduziblen Matrix-
elementen

. Al . . _’.g .
ag | 1|| of) _ lejmlJ : lajm) (14.77)
{aj [t ag) (ajm|J2|ajm)
Einsetzen in a) ergibt das gewiinschte Resultat,
. ”‘A’ .
(ajm/|AYajm) = (ajm/|J}ajm) lajml - Alajm) — 7g)

256+ 1)
Die dritte Anwendung fithrt uns zuriick zu den Termschemata der Atome.

iii) Wir zeigen, dass sich die Matrixelemente von Hgo im LS-Multiplett
durch den Operator L - .S ausdriicken lassen,

(KLSMjp,Mg|Hso|KLSM}; M%) = (Hso)'
= ¢(KLS)(KLSMyMg|L - §|KLSM} M%). (14.79)

Hier definiert |[KLSMy Mg) eine Basis im Multiplett zu fixem L und
S.

iii.a) Die Spin-Bahn Kopplung ist definiert via Hso = ), X, - 5 mit [vel.
(11.103)]

lel -

X, = A E;, (14.80)

2me2 "

v; die Geschwindigkeiten der Elektronen und E; das elektrische Feld
evaluiert am Ort des i-ten Teilchens. Der Vektoroperator X} wirkt auf
den Bahnanteil von ¥ = |KLSM;Mg). Falls V. = V(r) ein Zentral-
potential ist, ldsst sich )Z, schreiben als

. 1 10V -
X, = ——=——1; 14.81
! 2m2c2r; Or; ( )

und

1 BV g
Hso = 2m2cQZnan - 5). (14.82)
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iii.b) Wir konstruieren eine Produktbasis in H s,

|KLSMMs) = Y calaKLM)|aSM,) (14.83)

so dass |[KLSMyMg) korrekt antisymmetrisiert ist.

ili.c) Die Matrixelemente (Hgp)’ lassen sich schreiben als

(KLSMpMg|Hso| K LSM) M%) (14.84)
=Y chcar{aK LM | X;|o/ KLM} ) {08 Mg |5;|o/ SM).
Y7o

X, und §; sind Vektoroperatoren und geméss WET (14.73) gilt

(aKLMp|X;|o/ KLM}) o (LMp|L|LM}),
(aSMs|5;|o/ SME) o (SMg|S |SME). (14.85)
Die Matrixelemente auf der rechten Seite enthalten die gesamte

Abhéngigkeit von My, M} und Mg, Mg, vgl. (14.77). Damit folgt
sofort die Behauptung wenn wir schreiben

(Hso) = > (KLSMMg|X; - §|KLSMj M)

= > faktor(KLSia o )(LSM,Mg|L- S|LM}SMY),

= ¢(KLS)(KLSMpMg|L - S|KLSMjMY). (14.86)

Mit den Matrixelementen (14.86) erhalten wir unmittelbar die Feinstruk-
tur des LS-Multipletts indem wir von der |KLSMyMg)-Basis zur Basis
|KLSJM) des Gesamtdrehimpulses iibergehen. Wir beniitzen die Beziehung

oL.-§ = J?-1?-5? (14.87)
und finden

(KLSJM|Hgo|KLSJ M') (14.88)
= 0100 [E(KLS) /2] [J(J +1) = S(S+1)— L(L +1)].

Das Level-splitting der Feinstruktur betréigt dann

Exrs(J) — Egrs(J —1) = JEKLS). (14.89)



376 KAPITEL 14. ATOME

Falls £ > 0 (man spricht von einem reguléren Multiplett) ist J im Grundzu-
stand minimal, falls £ < 0 (invertiertes Multiplett) ist der Grundzustand fiir
maximales J realisiert. In der Folge zeigen wir unter Nutzung der Hartree-
Fock-Approximation, dass

& >0 reguldres Multiplett falls die Schale < 1/2 gefiillt ist,
¢ <0 invertiertes Multiplett falls die Schale > 1/2 gefiillt ist.

Damit beweisen wir die 4. Hundsche Regel innerhalb des Hartree-Fock Sche-
mas.

14.6 Spin-Bahn Kopplung in der HF-Theorie*

Ziel dieses Abschnitts ist die Berechnung von {(K LS) in Hartree-Fock Theo-
rie. Sei das Potential V(7)) = V(r) radialsymmetrisch, dann lésst sich der
Hamiltonian Hgg schreiben als

10V g
HSO - 2m202 Z ’I" 67‘2 l Si7 (1490)

mit l—; und §; die orbitalen- und Spin Drehimpulse des i-ten Teilchens. Mit
My, = M} und Mg = Mg erhalten wir fiir den Faktor (K LS) in (14.86)
(die Terme L,;S; = 0 und L,S, = 0 geben keinen Beitrag zur Diagonalen),

E(KLS) = ! (KLSMpMgs|Hso|KLSMpMg).  (14.91)

M Mg

Wir schreiben |KLSMMg) als Superposition von Slaterdeterminanten
|KB), z.B. fiir Kohlenstoff C in der Konfiguration K = 1s22s? 2p? haben wir
15 Slaterdeterminanten'! |K3). Die Zustinde |K3) sind Eigenfunktionen

zu L, und S, mit Eigenwerten My, und Mg. Wir suchen das Matrixelement
(KLSMpMg|Hso|KLSMpMg) um damit (K LS) zu bestimmen,

<KLSMLMS|HSO|KLSMLMS>
o 26565/ KB| 02 Z amv/rl % 31|K6>
8,6’

=) S " Kﬂ![anV/n] 5| KA. (14.92)
8.8

"Wir withlen K so, dass nur eine Schale angebrochen ist. Wir werden sehen, dass volle
Schalen keinen Beitrag liefern, daher geniigt es, nur Slaterdeterminanten der Elektronen
in der letzten angebrochenen Schale zu beriicksichtigen. Die Slaterdeterminanten |K[3)
involvieren dann nur eine Radialwellenfunktion ¢n;(r) sowie verschiedene Winkel- und
Spinfunktionen Y, und xs; fiir Kohlenstoff C sind das 15 Slaterdeterminanten |KS).
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—

Im Matrixelement (K S|[0y, V/ril; - §;| K 8') miissen, ausgenommen demjeni-
gen zum Teilchen i, alle Orbitale in 8 und 3’ gleich sein. Weiter sind L, und
S, fixiert. Deshalb miissen auch die Orbitale fiir das i-te Teilchen gleich sein
und nur die Diagonalen iiberleben, (Kf3|...|Kf') o dzp. Die Summation
iiber die besetzten Einteilchen Zusténde in |K ) ergibt folgenden Ausdruck
fir den B-Term in (Hgo) (beachte, dass &, wegen der SO(3) Symmetrie
nicht von m; abhéngt)

-

1
_ 3 * — N .
(Hols = 3 [ i) 3z OV Tt () - sl

nur (s;)=ms7#0
SO(3) invar.
1 —
= S22 > mlms/d3T|90nlml|2 [0:V/7]

my,ms ~ )

=¢,, >0 fiir 8,v >0

! &nt Z mpms. (14.93)

2m?2c?

my,ms

Mit &, ~ e2/(Z7Y3ap)? ist &€ ~ (Z/m?c2a%)(e?/2ap) = Za’Er ~ Z meV
und das Vorzeichen von Y m;mg bestimmt das Vorzeichen von . Wir un-
terschieden drei Falle:

1. Volle Schale:

Z mpms = Zlems = 0, (14.94)
my ms

my,ms

womit volle Schalen keinen Beitrag geben (beachte, dass die Summen
iiber m; und m; einzeln verschwinden).

2. Schalen < 1/2 gefiillt: Die 2*® Hundsche Regel verlangt S = max.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit!'? wihlen wir Mg = S. Dann
sind alle besetzten ms = 1/2,

d mymg = ) mS = M.S, (14.95)

und da alle 5-Terme in (Hgo) den gleichen Wert M, Mg haben finden
wir das Resultat

gnl

2m2c2

(Hso) = €(KLS) My S mit &(KLS) = >0.  (14.96)

12¢(KLS) ist unabhingig von Ms.
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3. Schalen > 1/2 gefiillt: Die 2 Hundsche Regel verlangt S = max und
wir wihlen Mg = S. Aus Mg = S = max folgt, dass alle unbesetzten
Zustande die Spinkomponente mg = —1/2 haben. Mit

Z mpms + Z myms = 0 (14.97)

besetzt unbes.

erhalten wir

Y mumg=—>" myms=—(—M)(—S) = -MS, (14.98)

besetzt unbesetzt

und damit ist £(KLS) = —&,/2m?c? < 0.

14.7 Zeeman-Aufspaltung im Magnetfeld

Wir betrachten Atome im schwachen (< 105 Gauss) Magnetfeld H =
(0,0,H,); den durch das Magnetfeld erzeugte Term (mit der Ladung e > 0;
esist H=—fi-H, ji=—(e/2mc)L)

Hy = —(L+29)-H 14.99
o= s (L+28) (14.99)
behandeln wir in Storungstheorie. Die in der Feinstruktur verbliebene (2.J 4
1)-fache Entartung wird durch das Magnetfeld aufgehoben. Der Term L +
S = J in (14.99) gibt den Betrag —eh MH,/2mc mit M der magnetischen
Quantenzahl zu J,. Es verbleibt die Berechnung von

(KLSJTM|S,|KLSTM) Y (14.100)

KLSJM|J-S|KLSJM)

(
(KLSJM|J.|KLSJM) I +T)

Mit J -8 =82+ L8 =(J%— L%+ 52)/2 erhalten wir

J(J+1)—L(L+1)+8(S+1)

KLSIM|S,|KLSJM) = hM
(KLSJM|S,|KLSJM) = h ST

(14.101)

und fiir die Zeeman-Aufspaltung ergibt sich

eh
(Hn) = 5 —gMH. = gupMH. (14.102)
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mit dem gyromagnetischen Faktor g [auch Landé-g-Faktor]
JJ+1)—L(L+1)+S(S+1)

= 1 . 14.103
g + 2J(J +1) ( )
Das elementare Moment des Atoms ist
eh
= —q. 14.104
1BY 59 ( )

Fir S =0ist L = J und g = 1; umgekehrt ist fiir L = 0 der Gesamtimpuls
durch den Spin gegeben, J = S und g = 2, was dem g-Faktor des Elektronen-
spins entspricht. Beachte, dass auch g < 1 moglich ist. Das LS J-Multiplett
spaltet in 2J + 1 Unterniveaus auf mit

AFEy = upgH,. (14.105)

Da der g-Faktor von den Quantenzahlen LSJ abhéingt konnen sich im Spek-
trum komplizierte Linienaufspaltungen ergeben. Man unterscheidet zwischen
normalem und anomalem Zeeman-Effekt, wobei der anomale Zeeman-Effekt
der Normalfall ist. Beim normalen Zeeman-Effekt tritt der Spezialfall ein,
dass fiir beide involvierten Niveaus S = 0 und deshalb g = 1 ist, also spaltet
eine optische Linie dreifach auf und man findet ein ‘Zeeman-Triplett’. Beim
anomalen Zeeman-Effekt sind die g-Faktoren der beiden Niveaus verschieden
da Orbital- und Spin-Drehimpuls beide endlich und verschieden gemischt
sind. Entsprechend resultieren kompliziertere Linienaufspaltungen. In Ab-
bildung 14.10 sind die beiden Fille fiir den Na D; Ubergang [251/2 (9 =2)
- 2P1/2 (9 = 2/3)], anomaler Zeeman-Effekt, und fiir den Cd Ubergang ' P;
(g=1) 1Dy (g = 1), normaler Zeeman-Effekt, gezeigt.

Fiir starke Magnetfelder (> 10° Gauss) starten wir direkt vom LS-Multiplett
da Hyp > Hgo. Die Spin-Bahn Kopplung Hgo wird dann am Schluss als
Storterm einbezogen. Mit der Basis | K LS My Mg) im LS-Multiplett erhalten
wir sofort die Zeeman-Shifts

eh
(Hu) = 5 (M +2Ms)H.. (14.106)

Der Storterm Hgo generiert die Korrektur
(Hso) = &(KLS)MpMsg, (14.107)

und es resultiert die Aufspaltung

(Hu + Hso) =~ pp(Mp +2Mg)H, & %MLM& (14.108)
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m;
Na D Cd 2

m.
J 7y 1
2 1/2 D 0
Pl/ 2 - 1/ 2 2 — 1
[1]] i

A
iy
LANYY

s Il

1/2
7. P

c T TOo
c 1T O

Abb. 14.10: Anomaler und normaler Zeeman Effekt fiir den Na D; Ubergang
[251/2 (9=2)- 2Pl/z (9 =2/3)] und fiir den Cd ['Py (9= 1) ~ "Dz (g = 1)]
Ubergang. Die 7 und o Uberginge gehoren zu den Auswahlregeln Am = 0
und Am = +1.

wobei das obere (untere) Vorzeichen fiir < (>) halb-gefiillte Schalen gilt.
Dies ist der Paschen-Back Effekt fiir das Sphttmg der Niveaus im starken
Magnetfeld; die Mischung der Drehimpulse L und S durch die Spin-Bahn
Kopplung Hgo wird durch das starke Magnetfeld unterdriickt und beide
Drehimpulse verhalten sich klassisch'® (bis auf den g = 2 Faktor des Spins).
Beide, normaler und anomaler Zeeman-Effekt gehen bei hohen Magnetfel-
dern in den Paschen-Back Effekt iiber. Umgekehrt resultiert der nichttriviale
anomale Zeeman-Effekt bei schwachen Feldern aus der Mischung von S und
L zu J durch Hso.

13Die Drehimpulse Lund § prézessieren unabhéngig voneinander im Feld
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Molekiile

Die Beschreibung von Molekiilen ist ein vielschichtiges Problem, welches in
seiner vollen Komplexitét nicht 16sbar ist. Wir gehen das Problem in drei
Runden an:

— Wir diskutieren zuerst einige qualitative Abschétzungen und identifi-
zieren zwei Energieskalen im Problem, diejenige der Elektronen und
diejenige der Kerne. Letztere ist um den Faktor \/m./M ~ 1072, mit
M der Kernmasse, kleiner. Die Umwandlung von Energien £ in Zeiten
(via 7 ~ h/E) zeigt uns, dass die Bewegung der Kerne viel langsamer
verlauft als die der Elektronen.

— Im zweiten Teil nehmen wir deshalb die Kerne als statisch an und
16sen das elektonische Problem, wobei wir die Positionen R; der Kerne
als Parameter auffassen. Diese Rechnung liefert uns die elektronischen

—

Energien E¢(R;) mit den elektronischen Quantenzahlen n. Zusammen

—

mit dem Kernpotential Vi (R;) bilden diese beiden Komponenten das

effektive Potential V(R;) = Vi + Ef, in welchem sich die Kerne bewe-
gen.

— Im dritten Abschnitt untersuchen wir die Dynamik der Kerne.

In diesem Schema nehmen wir an, dass die Elektronen den Kernen im-
mer instantan folgen konnen, eine (adiabatische) Approximation welche
durch die Kleinheit des Parameters m./M gerechtfertigt ist.! Die Sepa-
ration in ein elektronisches- und ein Kernproblem ist unter dem Namen

'Man sagt, me/M sei der kleine Parameter im Problem.

381



382 KAPITEL 15. MOLEKULE

Born-Oppenheimer Approximation bekannt. Wir 16sen das H; und das Hy
Problem (Wasserstoff-Molekiile im ionisierten und neutralen Zustand) und

besprechen kovalente Bindungen, Hybridisierungen und einige weitere Mo-
lekiile.

15.1 Born-Oppenheimer-Approximation

Im allgemeinen sind wir an den Valenzelektronen interessiert, welche sich an
den chemischen Bindungen beteiligen. Die Kern-Elektronen werden von der
Présenz eines Bindungspartners kaum beeinflusst. Valenzelektronen breiten
sich iiber das gesamte Molekiil (der Grosse a) aus und haben typische Ener-
gien

h2 awle

B = o5 NT1-106V; (15.1)

dies ist die elektronische Energieskala. Wir bezeichnen typische Kern-
abstinde mit R. Oszillationen der Kerne um ihre Gleichgewichtslage de-
finieren die Energieskala fiw der Kernbewegung. Um hw zu finden betrach-
ten wir die potentiellle Energie Mw?(R — Ry)? der Kern-Vibrationsmoden.
Es ist Ry ~ a. Fiir R — Ry ~ a wird die Elektronen-Konfiguration stark
gedindert? und kostet damit eine elektronische Energie ~ h?/ma?. Aus
Muw?a? ~ h?/ma? folgt

me h2
Evy ~ hw ~ 4/~ ~ 0.1 eV, 15.2
b Mmea2 0.1 eV ( ) )

die Energieskala der Kernbewegung. Die Kerne kénnen nicht nur vibrieren

sondern auch rotieren. Rotationen kosten die Energie L?/© und mit L? ~
R21(1 4+ 1) ~ h? und dem Triigheitsmoment © ~ Ma? finden wir

me R

By ~ L?/60 ~ —

rot / M mea?

Die Relation (15.2) definiert auch eine wichtige Langenskala, die Ampli-

tude § der Vibrationsmoden. Fiir die Vibrationmoden gilt P?/M ~ hw,

somit ist P~ (M/m¢)"/*h/a und die Geschwindigkeit ergibt sich zu

V = P/M ~ (M/m)Y*h/Ma = (me/M)>*v, v ~ I/ma die elektronische

Geschwindigkeit. Damit erhalten wir die Amplitude

~ 1 meV. (15.3)

S~ VT ~ Viw ~a (Tj)m; (15.4)

2Zum Beispiel geht das Wasserstoffmolekiil H3™ in ein Helium Atom He?* iiber.
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die Vibrationsamplituden machen also nur etwa 1/10 der Molekiilgrosse aus.
Dieses Resultat folgt auch einfach aus der Abschitzung

1/4
M2~ hw — 6~ (%) " (15.5)

Die obigen Energieskalen definieren via 7 ~ h/€ die zugehorigen Zeitskalen

Elektronische Vibratorische Rotatorische

einige eV ~0.1eV ~ 1 meV
\J \ 1
10716 s 1071 5 10712 5

~ Phononen im Festkorper

Betrachte jetzt die Schrodmgerglelchung fir ein Molekiil mit Kernen
der Masse M, an den Positionen R, mit Impulsen P, und Elektronen

mlt den Koordmaten 7; und Impulsen p; (7 = 71,..., iy, Tn; R =
Rl, o Ry ,...,Rm, wir betrachten nur den Bahnanteil, keine Spin-Bahn—
K0pplung) :

U(7,R) = EV(FR). (15.6)

Der Hamiltonian hat die Form

o= Y Y e
N — 2M, Z,Qme 21,#]73-—@-\
——

Ty T Vee
Z,Z, Z,e?
= Z ¢ -3 (15
I/;ﬁu ‘R R ’ i, |Ti_RM‘
Vk i Ve

In der Born-Oppenheimer Approximation behandeln wir den kinetischen
Term der Kerne Tx o« m./M als kleine Stérung. Vernachlissigen wir T,
so verliert die Variable R ihre Dynamik und wird zum Parameter. Das re-
sultierende elektronische Problem lésst sich schreiben als

[Te + Vee(7) + Vg (7, R) o (P B) = [Ea(R) — Vkr(R)] (7 RJ15.8)

-~

E¢(R) = elektr. Energic
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Die Eigenfunktionen ¢, (7; R ) bilden ein vONS (fiir jeden Parametersatz R)
und wir kénnen die Gesamt-Wellenfunktion ¥ entwickeln,

—

U(™R) Z% )on (7 R). (15.9)

Einsetzen von (15.9) in (15.6) und Ausniitzung von (15.8) ergibt die Eigen-
wertgleichung

> [Tk + Em(B)] ¢m(B) om (7 R) Equm (7 R). (15.10)

m

Konstruieren wir davon die Matrixelemente mit o (7 B ) so ergibt sich das
Gleichungssystem zur Beschreibung der Kerne,

[Tk + En(R)] 6n(R) = E ¢u(R ZAnm dm(R (15.11)
mit den Operatoren?®
Aamém(R) = =3 500 v [ @ et ) 0gon () - Ogn (s )
+6m(R)0%om (7 ) . (15.12)

Cliicklicherweise ist der Operator A, um einen Faktor (m./M)'/? kleiner
als die typischen elektronischen Energien AFE*°. Dazu einige Abschitzungen:
Im schlimmsten Fall* ist ¢, (7 R) ~ @ (7 — R). Damit ist (1 /M)é)% Om <
(me/M )87% ©m/me und der zweite Term von A, ergibt

Me h2

A@ o Me

Um 0 ¢ abzuschiitzen schreiben wir fiir ¢ eine Oszillator-Wellenfunktion
¢(R) ~ exp|[—Mw(R — Rg)?/2h]. Damit erhalten wir (6 = R — Ry)

Me .
~ A b (15.13)

M S o -,
OO ~ ——O(B)(E ~Ro)-050(% F)
Mw = L .

~ Twcb(R)[«p(F;RJr ) — (i R)] (15.14)

3Beachte dabei, dass
Tudp~0zdp ~ @5d+2050- 050+ ¢ 950
N——

Tk ¢n Anmém

“Im allgemeinen ist die Abhiingigkeit von R Kleiner als die von 7, da @, nicht steif mit
R verbunden ist.
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und der erste Term in A, ergibt

A~ gyf g O PO

Betrachte jetzt wieder das gekoppelte Eigenwertproblem (15.11). Verschie-
dene n-Komponenten involvieren elektronische Energien EJ;, welche sich um
AE® ~ h?/2m.a? unterscheiden. Zudem mischt der Term A, @, verschie-
dene n-Komponenten, aber nur wenn A,,, ~ AFE€ ist. Mit (15.13) und
(15.15) reichen die Energien in A,,, nicht aus um verschiedene Niveaus zu
mischen und wir erhalten die folgende einfache Schrodingergleichung fiir das
Kernproblem (adiabatische Approximation: A,,, ~ 0, keine elektronischen
Ubergiinge),

2 1/2
M (%) AE® ¢, (15.15)

[T} + En(R)] ¢n(B) =~ E¢u(R). (15.16)

Wir werden sehen, dass giinstige Elektronenkonfigurationen ein attraktives
Kernpotential bilden wie in Abb. 15.1 skizziert, so dass die Kerne zu einem
Molekiil gebunden werden.

€nf En

@ (b)
Ruo |\

elektr. R

>
»

Rno S—

vibr. & rot.

Abb. 15.1: (a) Elektronische Energie &, als Funktion des Abstandes R zwi-
schen den Kernen. Der Gleichgewichts-Abstand ﬁno der Kerne ist durch das
Minimum in &, definiert, 3R‘5n‘éno = 0. (b) Die Kriimmung 8}2§En]ﬁno =
Mw? definiert das Vibrationsspektrum, das Trigheitsmoment © (allgemei-
ner der Trégheitstensor) die Rotationsbanden des Molekiils. Die elektroni-
schen Anregungsenergien iibertreffen die rotatorischen und vibratorischen
Anregungen des Molekiils.

Die Eigenzustinde in der Born-Oppenheimer Approximation sind durch ein-
fache Produktfunktionen

U R) ~ ¢u(R)en(F R) (15.17)



386 KAPITEL 15. MOLEKULE

—

gegeben. Die elektronische Energie ist E¢(Rp,) = En(Rny) — Vici (Rp, ) und
die totale Energie ist E ~ hwy, /24En (R )+ Eyin+ Erot = hwn /24 E€ (R, )+
Vi K(Eno) + Eyip + Erot- Im folgenden konzentrieren wir uns zuerst auf das
elektronische Problem einfacher Molekiile (wie z.B. Hf und Hs wo wir die

elektronischen Energien &, (R) berechnen) und anschliessend auf das Kern-
problem (mit seinen Vibrations- und Rotationsanregungen).

Beachte, dass hochangeregte Vibrationszustéinde die das Molekiil auf der
Skala a deformieren ihre Anregungsenergie in elektronische Anregungen kon-
vertieren kénnen wie in Abb. 15.1 (b) dargestellt. Damit sind Ubergéinge zwi-
schen verschiedenen &, via A, moglich und die adiabatische Approxima-
tion bricht zusammen. Dasselbe gilt fiir hochangeregte Rotationszustéande.

15.2 Elektronisches Problem, HJ Ion

Das H;‘ Ton wird durch den Hamiltonian
R, o2 02 . 2
2me "= Ra| |7~ Rp| |Ra— Rpl
beschrieben, siche Abb. 15.2 fiir die Definition der Kern und Elektronen
Koordinaten.

H = (15.18)

Abb. 15.2: Koordinaten
zur Beschreibung des

y _ +
HI Ions.
R 2
X B
_ T - °
Ry € pt
. R
p+

Im Hamilton (15.18) haben wir den kinetischen Teil der Kerne ver-
nachlassigt, so dass EA und ]:fB nur noch Parameter des elektrischen Pro-
blems darstellen. Ein verniinftiger Variationsansatz involviert die Linear-
kombination von Wasserstoff 1s-Wellenfunktionen zentriert in ﬁA und EB,

oM R) = ap(F)+ Bo(F)

— oI Rxl/as, (15.19)
7TaB

ox (7)



15.2. ELEKTRONISCHES PROBLEM 387

Das Problem hat einen Inversionspunkt® in (R4 + Ep)/2 und wir kénnen
Eigenfunktionen definierter Paritdt suchen, also a = § fiir gerade und o =
— [ fiir ungerade Paritét,

o+ = Ni[pa(F) £ ep(F). (15.20)
Die Normierung auf 1 definiert den Normierungsfaktor N
1= [drieaP = NE[2 [drieaP 22 [ droaontr) ],
1 S
- Ny = _ (15.21)

Abb. 15.3: Elliptische Koordi-
naten p = (|7 — Ral + |7 —
Rp|)/Rund v = (|Ff— Ra| — |7 —
Rg|)/R fiir die Berechnung des
Uberlappintegrals S im H; Pro-
blem.

v=congt. <0

Das Uberlappintegral S = J d3r ¢ 4 ¢ hingt von der Distanz R ab und lisst
sich vorzugsweise in elliptischen Koordinaten (siehe Abb. 15.3) berechnen.
Mit der Definition

1 . .
§o= E(]'F—RAH-W—RB]),
1 _ _
v = = (IF= Ral— 7= Ral).
R

Il
»—\
3

QL

=
T
— =
Q

R
c\
v
3

QU

AS)
| 3,
—

=
)

|

<
\/l\D
—
—
ot
[\
o

/dgr

finden wir fiir das Uberlappintegral den Ausdruck

3
1
S = /d3T%0AQOB:/deVd<PR(M2_V2)36_RH/QB
8 Tay

5Symmetrie 7 — —7 beziiglich (Ea + Rp)/2.
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Bjop=e T /dudl/ [0 — 12 e H®

4
3 e " 2e™"
= T ol9p? I — ) 22
(%) 57
2
- 1+ By R2> e Rlap, (15.23)
ap  3ay

Der Erwartungswert (H)y = £4(R) ldsst sich als Kombination der Matrix-
elemente

(A|H|A) :/dgrgp’;‘HgoA und (A|H|B) :/d?’rgoZHgoB

schreiben,

E+(R) = <A|H|A1>1E2,A’H’B>. (15.24)

Mit der Grundzustands Energie £ des H-Atoms erhalten wir folgende Re-
sultate fiir die Matrixelemente

e2 €2¢2
AH|A) = &+ — — d3r — A
R "
£ 23 [ dpdy e=o() (utv)
62 R 2R
= — (14 =) e 2 an 15.2
51+R(+CLB>6 (15.25)

und

Austauschintegral

2 2
(51+e>5— /d?’rwAfB
R |7~ Rp|
—_——

2
=3 [dudvere(utv)

2 2
- (51 + e) S+ (1 + R) e~Rlas (15.26)
R ap ap

(AlH|B)

Zeichnen wir schliesslich die Energien £i als Funktion des Abstandes R
zwischen den beiden Protonen auf (vgl. Abb. 15.4) so finden wir fiir ¢ einen
gebundenen Zustand mit Ry ~ 1.3 A (statt dem experimentellen Wert 1.06
A) und £ ~ —1.76 eV (statt exp. —2.8¢V). Die gerade Wellenfunktion ¢
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€Y (b)
€-€,
H-Atom L
! .
0 R, R
\/
€, >

Abb. 15.4: (a) Energien €4 als Funktion von R fiir die Einelektronenzusténde
v+ mit gerader (+) und ungerader (—) Paritét, siehe (b). Der Zustand
¢4+ mit & bildet als Funktion des Abstandes R ein Minimum aus und
ergibt einen gebundenen Zustand. Fiir den ungeraden Zustand ¢_ bleiben
die Protonen ungebunden.

i

ist endlich im Gebiet zwischen den Protonen und erlaubt dem System aus
der Coulombwechselwirkung Energie zu gewinnen. Der ungerade Zustand
¢_ dagegen vermag die Protonen nicht zu binden; mit der negativen (—)

Paritat ist ¢ = 0 im Zentrum zwischen den Protonen und der Verlust an
negativer Coulomb Energie verhindert die Bindung. Man nennt
O+ bindendes- (bonding) Orbital,

und ¢_ antibindendes- (antibonding) Orbital.

Schliesslich betrachten wir noch die verschiedenen Grenzfalle R — 0 und
R — oo

@4 beschreibt korrekt den Grenzfall R — oo mit dem Elektron zwi-
schen den beiden Protonen delokalisiert und der Tunnelamplitude
exp(—R/ap) — 0. Der Bereich iiberlappender Wellenfunktionen R —
0 wird schlecht beschrieben, denn HJ (R — 0) entspricht He™ aber die
Wellenfunktion ¢4 (R — 0) = @H_Atom- Entsprechend resultiert eine
zu kleine Bindungsenergie & (Ry) = £ — e?/R — —3 Ry im Vergleich
zum He™ Ton mit Sgle = —4 Ry.

@_: fiir R — 0 verhilt sich wie ¢_ ~ cosfe"/% also wie ein angeregter p
Zustand.

Beachte auch die Analogie zwischen den Reaktionen Hf =p+p+ e~ <
(HD)* = p +d + u~. Das Muon spielt die Rolle eines Katalysators fiir die
Fusions-Reaktion p + d — 3He?t + 5.4 MeV.
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15.3 H, Molekiil

Das Hy Molekiil wird durch den Hamiltonian

h2 2 2
H = ——(V?4V)4—— 4+
2m |7 — T2 |R4 — Rp|
2 2 2 2

€ € € €
-+ —+——
"1 — Ral |"1— Rp| |rf2— Ra|l |2 — Rp]

(15.27)

beschrieben, mit den Koordinaten fiir die Elektronen (7 2) und fiir die Pro-
tonen (ﬁA7B) wie in Abb. 15.5 skizziert.

Abb. 15.5: Koordinaten
zur Beschreibung des
Ho Molekiils.

Zur Losung des stationdren Problems untersucht man zwei Variations-
ansétze: Molekularbahnen (Hund-Mullikan) und die Valenzbahnen (Heitler-
London).

Molekularbahnen (Hund-Mullikan)

1 . . . .
v = 51 1 9) Pal) T en()]lpar) + op()]l s
= @)y () X,
—_—
Symmetrisch ~ antisymm.

. \}ﬁm(a)eo_%)—so_(a)m%)] X (15.28)

antisymmmetrisch Symim.

Valenzbahnen (Heitler-London)

. M[w(ﬂ)w(@)+¢B<ﬁm<fa>]xs,
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vy = 2(11_|_52)[SDA(F1)¢B(F2)—¢B(F1)90A(F2)] Xt (15.29)

Diese Ansitze zeigen folgende Eigenschaften/Verhalten fiir die Grenzwer-
te R — 0,00. Erst einmal involviert ¥} die ungerade Wellenfunktion
¢_ und damit ein anti-bindendes Orbital; entsprechend ist UM energetisch
ungiinstig im Vergleich zu \Iléw . Fiir den Limes R — oo finden wir die Kom-
ponenten

Y~ pa(D)ea(2) + ea(l)es(2)
+ wB(1)es(2) +vp(1)pa(2) (15.30)

ungiinstig — p+H™ H+H + korrekt

fiir die Molekularbahn W, Andererseits zeigen die Valenzbahnen ‘I’X,t ein
korrektes R — oo Verhalten, entsprechend zwei Wasserstoff Atomen H + H.
Fiir den Limes R — 0 finden wir, dass

UM 12 mit Z =1 statt Z = 2,

S

TV ~ 15 mit Z = 1 statt Z = 2,

pa(M) — oB(T1) a(2) + ©B(7)
VI-8 Vi+s
~ cosb exp[—(r1 + 12)/ap] ~ sp-Zustand (15.31)

vy

Der sp-Zustand involviert den Drehimpuls [ = 1 und fithrt damit auf héhere
Energien.

Insgesamt sind die Heitler-London—Ansétze ‘Il;ft etwas besser in der Asymp-
totik. Beide Typen (HM und HL) geben verniinftige (und numerisch dhnli-
che) Variationsresultate.® Wir fahren mit den HL-Ansitzen weiter und be-
rechnen wiederum die Energieerwartungswerte £1(R) aus den relevanten
Matrixelementen (mit den Indices +/ — =s/t)
(AB|H|AB) £ (BA|H|AB)
= (H = . 15.32
Ex(R) = (H)x T (15.32)
wobei wir benutzt haben, dass (AB|H|AB) = (BA|H|BA) und
(AB|H|BA) = (BA|H|AB). Fiir die Matrixelemente finden wir

2
e
(AB|H|AB) = 26, + &
R
5Der Limes R — oo ist numerisch nicht relevant fiir das Schlussresultat, da Ry ~ ap <
o0 ist.
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o . €2 e2 €2
+ [dr [ @A) [v

F—7'| |7~ Ral |F— Rl

Vo (R)

2
(BA|H|AB) = [251 + ;} S (15.33)

e? e? e?

|7 —7'| |7 — R4 |F— Rg|

+/d3r/d3r’soA(F)wB(F)sOA(F’)sOB(F’) [

Vexe (R)ocS2.

Den Beitrag Vo (R) identifizieren wir mit der Coulombenergie; dabei sind
e? /|7 — Ra| und €?/|7’ — Rp| bereits in 2 beriicksichtigt, wihrend die ge-
mischten Terme €2 /|7’ — R 4| und e?/|F— Rp| sowie die e — e-Wechselwirkung
in V¢ einfliessen. Der Beitrag Vexe(R) ist der zu Vi gehérige Austauschterm”
und existiert aufgrund der Antisymmetrisierung der Wellenfunktion. Dieser
Term ist kritisch fiir die Existenz des gebundenen Zustandes.

Die Berechnung von Vg und Vey ist etwas miihsam®; hier schreiben wir
einfach

[Vo(R) + €2/R] % [Vixe(R) + S2¢%/R]
1+ 52

mit Vo(R) + e2/R > 0; der Austauschterm ist meist negativ, Vexe(R) +
S%2e2/R < 0. Daher ist der Singlettzustand in der Energie giinstiger, da
er den Austauschterm besser niitzt, £; < £_. Es stellt sich heraus, dass
E+(R) — 2&; ein 3 eV tiefes Minimum bei Ry = 1.5 ap hat, wihrenddem
E_(R) kein Minimum und damit keinen gebundenen Zustand erzeugt, vgl.
dazu die Skizze in Abb. 15.6.

E+(R) = 285+ , (15.34)

Wiederum ist die Ursache fiir die Bindung im Singlett Zustand® die endliche
Amplitude der Wellenfunktion in der Mitte zwischen den Kernen. Eigent-
lich sollte uns dieses Resultat etwas irritieren, denn wir haben oft argumen-
tiert, dass wir das Pauliprinzip ausniitzen um die Elektronen voneinander
zu separieren und dadurch die elektronische Abstossungsenergie (> 0) re-
duzieren kénnen. Zum Beispiel sagt die 2. Hundsche Regel, dass S maximal
sei. Entsprechend ist der Triplettzustand von 1s2s in He-Atom tiefer als die
Singlettkombination.'” Aufgrund dieser Argumente miisste ¥} gewinnen.

"Beschrieben durch das sogenannte Austausch- oder ‘Exchange-’ Integral.

8Siche Y. Sugiura, Z. Phys. 45, 484 (1927).

9Der Triplettzustand ergibt keine Bindung.

"Der Grundzustand von He ist 1s? und muss ein Singlett sein, vergleiche (15.30).
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Abb. 15.6: Der Singlett-Zustand mit der symmetrischen Bahnfunktion er-
zeugt den gebundenen Zustand des Wasserstoffmolekiils bei & ~ 3 eV und
Ry ~ 0.8 A(der experimentell gemessene Wert ist Ry ~ 0.74 A). Die Bin-
dungsenergie wird durch den Austauschterm Vey. o< S? erzeugt und invol-
viert das Uberlappintegral S.

Aber: Im WY Zustand miissen wir zwar elektronische Coulomb-Energie fiir
die e~ e~ -Wechselwirkung aufwenden, aber wir gewinnen noch mehr Cou-
lombenergie aus der e”-Kern-Wechselwirkung wenn sich die Elektronen in
der (zur Achse orthogonalen) Symmetrie-ebene aufhalten, also ein Uberkom-
pensationseffekt.

Schliesslich betrachten wir nochmals die Grenzfille R — 0 und R — oo. Fiir
R — 0 erhalten wir H-Orbitale statt He-Orbitale mit Z = 2. Entsprechend
ist die Energie des Valenzansatzes zu hoch, was bedeutet, dass die tatséchli-
che Bindungsenergie grosser und der Abstand zwischen den Protonen klei-
ner ist, in Ubereinstimmung mit dem experimentell gemessenen kleineren
Abstand (0.74 Astatt 0.8 A). Im Grenzfall R — oo fillt die Wechselwir-
kung tatséchlich nicht exponentiell ab (wie hier berechnet) sondern algebra-
isch oc 1/RS, ein Effekt der Van-der-Waals Anziehung zwischen neutralen
Atomen aufgrund fluktuierender (induzierter) Dipole. Die Dipolfluktuatio-
nen der beiden H-Atome involvieren angeregte Zustinde der H-Atome und
konnen in Stérungstheorie beriicksichtigt werden, sieche Ubungen zu QM1.
Hier haben wir nur den Grundzustand der Wellenfunktionen der H-Atome
beriicksichtigt.
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15.4 Das Kern-Problem

Das Kern-Problem involviert Schwingungs- und Rotationsmoden. Mit R=
R4 — Rp lautet die Born Oppenheimer Gleichung (15.16)

2
[—;62+5(R)] 6(B) = Eo(R), (15.35)

mit der reduzierten Masse!! y = MjMs/(M; + M) und dem Potential
E(R) = E4(R) wie in Abb. 15.6 skizziert. Fiir das rotationssymmetrische
Problem (15.35) machen wir den Ansatz

und erhalten das Radialproblem

R 2 RAI(L+ 1)
_Z = — IR, = F Ry (R). (15.
[ o <8R+ R8R> +E&(R) + e } R, (R) R, (R). (15.37)
Mit R, = uy/R finden wir das 1D-Problem
h2
[—%812% + Veff(R)] Upl = Bty (15.38)
mit
Minimum von Vg M
Rl + 1) TN pw? 12
= —_— =~ — (R - . (15.
Vr = E(R) + =g 2o~ Vea(RY) + Fo-(R—RY?. (15.39)
Die Transformation auf = R — R! ergibt das harmonische-Oszillator-
Problem

R21(1+ 1) N pw?

h?
— 92+ &R + ] n = Enun  (15.40

mit den Energieeigenwerten

Ee+Vkk
—~ 2
Ey = &R) + L—L_? + ﬁAu(rH—l) . (15.41)
2p(Ry) N 2/,

~—— . .
Rotation, ym & IR Vibrationen, IR

1VWir haben die Translationsbewegung bereits absepariert, siehe (5.42), und lésen das
Relativproblem (5.44)
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In Molekiilen mit identischen Kernen miissen wir die Symmetrie der Kern-
wellenfunktion unter Vertauschung der Kerne beriicksichtigen.'? Fiir Kerne
mit ganzzahligem (halbzahligem) Spin S muss die Wellenfunktion symme-
trisch (antlsymmetrlsch) sein. Die Vertauschung der Kerne entspricht gerade
der Paritédtsoperation R — —R. Wir separieren die Kernwellenfunktion W
in einen Bahn-Anteil <I>(R) und einen Spin-Anteil y. Die Symmetrie der
Bahnwellenfunktion wird durch die Drehimpulsquantenzahl [ bestimmt, '

P = (-1)!. Dann gelten folgende Zusammenhiinge,

ganzzahliger Kernspin halbzahliger Kernspin
symmetrische Wellenfunktion antisymmetrische Wellenfunktion
Xsymm, | gerade Xantisym, | gerade
Xantisym, | ungerade Xsymm, | ungerade (15.42)

Sei S der Spin eines Kernes, dann gibt es (25 + 1)? Spin-Zustinde die in
(S + 1)(25 4+ 1) symmetrische und S(2S + 1) antisymmetrische Zusténde
separieren. In einem Gas solcher Molekiile ist das Verh#ltnis der Anzahl
Molekiile mit geradem [ (# [ gerade) zu denjenigen mit ungeradem [ (# [
ungerade) durch

S+1  #lgerade S

K L —
&7 18 = S #1 ungerade S+1

< hz Ks (15.43)

gegeben. Die Untersuchung der relativen Intensitdten der Rotationsbanden
eines Gases im Gleichgewicht'* erlaubt dann die Bestimmung der Kernsta-
tistik und des Spins S.

15.5 Chemische Bindungen

Wir untersuchen die Natur der chemischen Bindung und ihre Sattigung,
verschiedene Bindungstypen (o- und 7-Bindungen), das Phénomen der Hy-
bridisierung, und geben eine Reihe illustrierender Beispiele. Betrachte den
einfachsten Fall zweier H-Atome; wir haben gefunden, vgl. Abb. 15.6, dass
der Singlettzustand einen gebundenen Zustand erzeugt, wihrenddem der
Triplettzustand keine Bindung erzeugt,

12Sjehe dazu auch die Analyse di-atomiger Molekiile in 13.6.11

13Die Kugelfunktion Y;,,, hat Paritit (—1)".

MWir nehmen an, dass die Temperatur T grosser als die Anregungsenergie der Rotati-
onsbanden ist.
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Xs: @ 2 (® = Bindung, Attraktion,

xe: @D &2 @ = keine Bindung, Repulsion.

Der Spinzustand bestimmt die Spin- und Bahnsymmetrie und entsprechend
wird ein attraktiver oder repulsiver Austauschterm erzeugt. Die Situation
fiir die H + He Bindung ldsst sich analog diskutieren. Das He-Atom hat
zwei Elektronen: der potentiell attraktive Austausch im Singlettkanal pro-
duziert einen Triplettzustand fiir das He-Atom (verboten in 1s2, nur erlaubt
im angeregten Zustand 1s2p), der repulsive Austausch im Triplettkanal ist
erlaubt,

® 2t @ und damit ist Q) & @ verboten.

@ £ @ und damit ist () <2 @ rep. Austausch erlaubt.

Zusammen ergibt das, dass das System H + He repulsiv ist und es findet
damit keine Bindung statt.

Verallgemeinerungen:

1. Der Austausch eines Elektrons des Atoms A mit gepaarten Elektronen
des Atoms B fiithrt auf eine repulsive Wechselwirkung.

2. Geschlossene Schalen sind chemisch inert,'® da alle Elektronen gepaart
sind.

3. Ungepaarte Elektronen in nicht abgeschlossenen Schalen = Valenz-
elektronen sind fiir die chemische Bindung verantwortlich.

4. Die Bindung zweier Atome via attraktivem Austausch zweier Elek-
tronen fithrt zur Paarung dieser Elektronen in einem Singlettzustand.
Dieser Zustand ist repulsiv beziiglich eines dritten Elektrons und die
chemische Bindung saturiert. Dasselbe gilt fiir Cooperpaare, gepaarte
Elektronen im Supraleiter.!®

5. Nicht vollstéindig gefiillte d- und f- Schalen liegen abseits des Bin-
dungsgeschehens da sie kleine Orbitale aufweisen wie in Abb. 15.7

15Tnert = gehen keine Bindungen ein
16Gibt es stabile bosonische Paare?
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skizziert. Entsprechend sind diese inneren Schalen chemisch meist ir-
relevant; sie geben dem Molekiil lediglich einen (oftmals grossen) Spin
und damit grosse magnetische Momente die technisch niitzlich sind.

Ry

(@) s

R;

15.5.1 Bindungstypen

Abb. 15.7: Die s-Orbitale le-
gen den Abstand Ry > Ry
zwischen den Kernen im Mo-
lekiil fest. Die kompakten d-
Orbitale mit Radius R  erzeu-

@

gen magnetische Momente.

Wir betrachten verschiedene Atome X = Be, C, N, O, und diskutieren die

Formierung des diatomigen Molekiils X5. Betrachte das Element

Be, Beryllium, mit der Konfiguration 15%2s?. Die Elektronen sind gepaart
und damit chemisch inert. Der Ubergang 2s — 2p kostet nur wenig
Energie, so dass ein Be Atom relativ einfach zwei Valenzelektronen
generieren kann indem es eine neue n = 2 Konfiguration 2s2p an-
nimmt. Diese Valenzelektronen stehen jetzt fiir chemische Bindungen
zur Verfiigung, z.B., in der Formierung von Beys Molekiilen (die in-
neren 1s? Elektronen bleiben chemisch inert). Dabei findet man eine
maximale Austauschenergie wenn die p-Orbitale (z.B., die p,-Orbitale
entlang der z-Achse) maximal iiberlappen.'” Die p-Orbitale haben die

Form

I29
py)

p2)

1 3 x
—(Y; Yi_1) = —_——
ﬂ( 1,1 + Yi, 1) -
1 3y
— Y11 —-Y1 1) = —=
ﬂ( L1 1-1) A7 r’

3z
Yip = \/——.
10 4 r

und sind in Abb. 15.8 dargestellt.

"Wir wihlen oBdA m = 0 beziiglich der Bindungsachse.

(15.44)
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Abb. 15.8: Die p-Orbitale ent-
lang der Achsen z, y und z
ausgerichtet.

In der Formierung des Beo Molekiils tragen beide Orbitale 2s und 2p,
simultan zur der Bindung bei. Da 2s nicht gerichtet ist, wird die Achse
durch das 2p Orbital festgelegt. Als néichstes Beispiel betrachten wir

Kohlenstoff mit der Konfiguration 2s22p?. Zwei Kohlenstoffatome bil-
den zwei Bindungen, eine o-Bindung mit m = 0 beziiglich der z-Achse
und eine 7-Bindung mit m = 1 beziiglich z. Die Bindungen sind in
15.9 skizziert.

Abb. 15.9: ¢- und m-Bindungen
von p-Orbitalen. Die o-Bindung
ist rotationssymmetrisch beziig-
lich der z-Achse, also eine m =0
Konfiguration (c=s wegen m =
0). Die m-Bindung hat die m =1
Symmetrie eines Dipols (m=p we-
gen m = 1).

Stickstoff, mit der Konfiguration 2s22p3, bildet im diatomigen Molekiil
die drei Bindungen o + 2.

Sauerstoff mit der Konfiguration 2s22p*, bildet bei der Formierung
des Oy Molekiils wie der Stickstoff drei Bindungen o + 27. Zusétzlich
bleibt je ein p-Elektron pro Atom iibrig. Diese Elektronen miissen in
den |p;) und [p,) Antibonding-Orbitalen untergebracht werden. Um
den (im ABO repulsiven) Uberlapp zu minimieren gehen die beiden
Elektronen in einen relativem Triplett und besetzen beide Orbitale
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|pz) und |py), vgl. dazu Abb. 15.10. Als Resultat findet man, dass
Sauerstoff Oy paramagnetisch ist mit Spin 1.'®

0O,
2po n

2p

0 2S0

Abb. 15.10: Orbitale des Sauerstoffmolekiils mit einer ¢ und zwei 7 Bindun-
gen (10 der 12 Elektronen in der n = 2 Schale in einem S = 0 Zustand).
Die beiden letzten Elektronen im 2p7* Niveau (‘**’ bezeichnet Anti-Bonding
Zusténde) arrangieren sich in einem Triplettzustand (2-te Hundsche Re-
gel) um die Coulombenergie zu minimieren. Es resultieren paramagnetische
Sauerstoffmolekiile mit Gesamtspin S = 1. Die Orbitale 2s6®*) und 2po®)
resultieren aus den hybridisierten Zustinden 2s (dominant) plus 2p, und
2p. (dominant) plus 2s.

15.5.2 Hybridisierung

Die Hybridisierung von Orbitalen dient der Maximierung des Uberlapps
und der Optimierung der Bindungsenergie. Wir fithren das Thema an einem
einfachen Beispiel ein, dem Lis Molekiil. Die energetische Néhe der 2s und 2p

18 Ansonsten haben Molekiile ohne f Elektronen iiblicherweise eine Singlettkonfiguration
mit S = 0.
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Orbitale erlaubt zwei alternative Bindungsmoglichkeiten, entweder iiber eine
ungerichtete o-Bindung basierend auf dem 2s-Orbital, siche Abb. 15.11(a),
oder alternativ {iber eine gerichtete o-Bindung mit dem 2p-Orbital, siehe
Abb. 15.11(b). Aber erst eine Kombination ergibt eine optimale o Bindung,
vgl. Abb. 15.11(c).

(a) Abb. 15.11: Optimierung der
Bindung durch Hybridisierung.
(a) einfache o-Bindung von 2s-
(b) Orbitalen. (b) Besetzung der 2p-

Orbitale (kostet Energie) um
(@)‘ eine stédrkere (gerichtete) o-
Bindung zu erzielen, welche die
aufgewendete Energie kompen-

sieren soll. (¢) Optimierung von
l (e)- (a) und (b) durch Hybridisie-
rung.

2s — o-Bindung

2p — gerichtete o-Bindung

Optimierung: |s) + Alp).
Der Hybridisierungsparameter \ ergibt sich aus folgenden Uberlegungen:

— A = 0, keine Anregungsenergie aufgrund des Transfers s — p, unge-
richtete Bindung.

— A > 0, der Transfer s — p kostet Energie aber die stérkere gerichtete
Bindung kompensiert dafiir.

— Die genaue Rechnung ergibt den Wert Aqptimal = 0.3 mit den Gewich-
ten [Wy]? ~ 0.9 und |¥,|? ~ 0.1 fiir die 2s und 2p Wellenfunktionen.

Weitere interessante Beispiele von hybridisierten Orbitalen treten bei der
Bildung des Wassers und einer Reihe von Kohlenstoffverbindungen auf.

H,0, Wasser. Der Sauerstoff O hat eine 2p* Konfiguration, mit Orbitalen
entlang den Achsen. Ohne Hybridisierung umschliessen die O — H
Bindungen einen 90° Winkel, siche Abb. 15.12.
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Abb. 15.12: Wasser H>O,
O H ohne Hybridisierung.

In der Bildung des Wassermolekiils hybridisiert der Sauerstoff geméss

1= 515} + lpe) +Ipy) + =), [3)=5(1s) — Ipe) + ) — [p=)),

2= (5 + lpe) — Ipy) = =), [9=35(1s) — Ipe) — ) + [p2)),
(15.45)

und es ergibt sich die giinstige sp® Hybridisierung mit der Tetraeder-
geometrie'”, wie in Abb. 15.13 angedeutet.

Abb. 15.13: Wasser HyO, mit sp® Hybridisierung. Der ideale tetraeder Win-
kel betragt 109.6°, experimentell findet man einen Winkel von 105°.

Experimentell betrigt der Winkel zwischen den H etwa 105°; die Hy-
bridisierung ist demnach unvollstéindig.

9Beachte: 2s liegt tiefer als 2p. Da in dieser Konfiguration 2s nicht mehr 2-fach besetzt
ist, muss Anregungsenergie bezahlt werden.
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NHj3, Amoniak, hat strukturell die gleiche Tetraeder- Konfiguration wie HoO
mit einem 107° Winkel zwischen den N — H Bindungen, vgl. Abb.
15.14(a). Eine Besonderheit ist die Freiheit des Stickstoffatoms entlang
q (vgl. 15.14(a)) durch die Ebene der H Atome zu tunneln (dies ist
keine Rotation sondern ein zusétzlicher Freiheitsgrad).

Abb. 15.14: (a) Ammonium Molekiil mit zwei Zustédnden. (b) Effektives Dop-
peltopf Potential fiir das Ammonium Molekiil. Tunnelprozesse zwischen den
beiden (halb-klassischen) Zustédnden erlauben einen Energiegewinn durch
Delokalisierung der Wellenfunktion. Das Tunnel-Splitting definiert die Ma-
serfrequenz.

Die Potentiallandschaft fiir den Tunnelprozess ist in Abb. 15.14(b)
skizziert. Die beiden semiklassischen Zustinde (gestrichelt) mischen
und fithren auf eine Energieabsenkung aufgrund der Delokalisati-
on des Stickstoffatoms; dies ist ein ‘Bindungszustand’, der ‘Anti-
Bindungszustand’ wird energetisch angehoben. Die Tunnelliicke, wel-
che die ‘Bindungs-’ und ‘Anti-Bindungs-’ Zustédnde trennt, definiert die
‘Maserfrequenz’ (Micro-Wave-Amplification through Stimulated Emis-
sion of Radiation, statt der bekannteren Laser Frequenz im sichtbaren
Bereich).

Kohlenstoff C erscheint in einer Vielfalt von Formen.

CH,4, Methan, nimmt eine perfekte Tetraedersymmetrie mit Winkeln von
109.6° an.
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CoHy, Ethylen, hat eine planare Struktur mit sp? + p, Hybridisierung, vgl.

Abb. 15.15,
sp” s 1) = V1/3]s) +v/2/3|ps),
2) = V1/3|s) = V/1/6[pz) +V/1/2Ipy),
3) = V/1/3]s) = /1/6lpz) — /1/2p,),
p=: [4) = |ps). (15.46)

Die Hybridisierung erlaubt eine Doppelbindung zwischen den C iiber

Abb. 15.15: sp?+p. Orbitalen fiir
das Kohlenstoff Atom, tritt auf
im Ethylen und im Benzol.

-

eine o und eine m-Bindung wie in Abb. 15.16 gezeigt. Die m-Bindung,
die durch die p,-Orbitale realisiert wird, definiert die Ebene fiir die C
— H Bindungen.

Abb. 15.16: Ethylen Co3H4 mit ¢ und 7 Doppelbindung.

CsoHs, Acetylen, hat eine lineare Struktur H-C=C—H mit Hybridisierung sp—+
Pz + py fiir die C Atome,

1) = (s)+1p=))/20 12) = (Is) = |p=))/2,
13) = Ipz)y  14) = Ipy)- (15.47)
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Die Dreifachbindung zwischen den Kohlenstoff Atomen involviert eine
o und zwei m-Bindungen, wie in Abbildung 15.17 skizziert.

Abb. 15.17: (a) sp + p, + py Hybridisierung des Kohlenstoffatoms. (b) Ace-
tylen CoHo mit einer o Dreifachbindung zwischen den C, H-C=C-H.

Cg6Hg, im Benzol nimmt der Kohlenstoff wie beim Ethylen eine sp? + p, Hy-
bridisierung an, vgl. Abb. 15.18.

Abb. 15.18: (a) Benzolring mit
sp? +p, Hybridisierung des Koh-
lenstoffs. Die Doppelbindung legt
einen Partner fest und es resul-
tieren zwei entartete Zustéinde.
(b) Der Tunnelprozess zwischen
den beiden entarteten Zustéinden
fithrt auf eine Delokalisierung
der Doppelbindung und damit
auf eine FEnergieabsenkung. Dies
ist ein einfaches Beispiel eines

resonierenden Valenz Bindungs-
O Zustandes (RVB = resonating
valence bond state)

Im Benzol tritt eine zweifache Entartung mit komplementéren Dop-
pelbindungen auf; Chemiker sprechen von einer mesomerierenden Dop-
pelbindung, die Physiker von einem resonierenden Valenz Bindungs-
Zustande (RVB = resonating valence bond state): kohérentes Tunneln
zwischen den Zusténden erlaubt eine Delokalisierung der m-Elektronen
und ergibt eine Energieerniedrigung. Entsprechend kann der Benzol-
ring einem kleinen metallischen Ring gleichgesetzt werden, woraus sich
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eine grosse diamagnetische Suszeptibilitit ergibt. 29

2°Das Anlegen eines Magnetfeldes induziert molekulare Dauerstréme, gleich wie in ei-
nem supraleitenden Ring. Im Benzolring handelt es sich um einen einelektronen Effekt,
wihrenddem die Dauerstrome im supraleitenden Ring einem makroskopischer Quantenef-
fekt entsprechen.
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Kapitel 16

Zweite Quantisierung

Die zweite Quantisierung ist ein neuer Formalismus der uns eine elegante
und kompakte Formulierung von Vielteilchenproblemen liefert. Die zweite
Quantisierung hat nichts mit einer ‘Superquantenmechanik’, in der man ein
‘zweites mal quantisiert’, zu tun; alle Quantenmechanik steckt bereits in
der Theorie die wir kennen, welche aus Wellenfunktionen, Schrédingerglei-
chungen (fiir die Dynamik) und Symmetrisierungsbedingungen fiir Bosonen
und Fermionen besteht. Ein Beispiel einer zweiten Quantisierung kennen
wir bereits: das Spektrum des harmonischen Oszillators haben wir auf zwei

alternativen Wegen gefunden,

a) Konventioneller Weg b) Eleganter Weg — Opera-
— Erste Quant. tortechnik — Zweite Quant
H = p*/2m+ f¢*/2, H = hw(ala+1/2)
[pa Q] = 7Zh7 [CL, aT] 1)
Hy(q) = Ev(q), Vakuum |0), al0) =0,
= T\n
En fwo(n +1/2), Zusténde, In) = (o)) |0),
w=+/f/m, Vn!
Uo(q) = NuH,(g)e ™/, E, hw(n +1/2),
Vn(q) {gIn).

Anstelle der Wellenfunktion ¥,, haben wir die Auf- und Absteige- Operato-
ren a' und a eingefithrt und die ganze Theorie durch letztere ausgedriickt.
Die ‘Quanten’, welche dabei durch a und @ erzeugt und vernichtet werden,

407



408 KAPITEL 16. ZWEITE QUANTISIERUNG

spielen dieselbe Rolle wie ‘Teilchen’!. Das allgemeine Schema folgt genau
diesem Prinzip:

Klassische Quanten- Quanten-
Mechanik Mechanik Mechanik
Teilchen b Qmnt T pelder (Wellen) 2 Qugnt. ‘Teilchen’,
Bahnen — Wellenfunktionen — Operatoren a, a.

Oft startet man bereits mit Feldern (Feldtheorie), zum Beispiel in der Be-

schreibung des Elektromagnetismus durch die Potentiale o(7,t), ff(ﬁ t),
in der Beschreibung der Elastizitit von Korpern durch die Auslenkung
(7, t), oder im Fall des Magnetismus von Kérpern durch die Magnetisie-

rung M (7, t). Es gibt dann keine ‘zweite’ Quantisierung, eher ist die ‘erste’
Quantisierung die einzige,

Felder Quanﬂfmng ‘Teilchen’,
Feld-Amplituden — Operatoren.

Die resultierenden ‘Teilchen’ sind zumeist Bosonen und heissen Photonen
(Elektromagnetismus), Phononen (Elastizitdtstheorie) und Magnonen (Ma-
gnetismus).

Der Ubergang zur zweiten Quantisierung ist eine eher miihsame Prozedur.
Erst am Schluss wird der Formalismus einfach und kompakt. Wir formulie-
ren zuerst das Resultat und erarbeiten im Nachhinein eine Herleitung fiir
die Bosonen. Auch behandeln wir verschiedene Zuginge, zum Beispiel via
Wellenmechanik und danach direkt via Feldtheorie.

16.1 Problem in erst-quantisierter Form

Gegeben sei der Vielteilchen Hamiltonoperator

p% o 1 Lo
i 7]

Im Allgemeinen ist die Teilchenzahl erhalten. Hier kann die Quantenzahl n jedoch
durch a' und a veréindert werden; entsprechend sind den Anregungen entsprechenden
‘Teilchen’ nicht erhalten.
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bestehend aus dem Einteilchenproblem Hy = >_.[p?/2m + U(7;)] und der
Wechselwirkung V (75, 7}). Sei {pa(z),00 = QZ, x =T, 5.} eine (vollstandi-
ge) Einteilchenbasis. Dann spannen die Produktwellenfunktionen

N
(@, an) =[] o (@1) - ay (@n) (16.2)
1

den Raum H®N der N-Teilchen Wellenfunktionen auf. Wir definieren den
Fock-Raum als direkte Summe

F = aonHe; (16.3)

der Fockraum F enthélt Rdume zur Beschreibung eines, zweier, - - - N Teil-
chen. Sind die betrachteten Teilchen Fermionen / Bosonen, so ist der anti-
symmetrische / symmetrische Sektor von F relevant. Zustandsfunktionen
fiir Fermionen / Bosonen erhilt man aus der Produktbasis W& durch Super-
position und (Anti-) Symmetrisierung. Die Dynamik der Zustéinde ist durch
die Schroédingergleichung

oV = HY (16.4)

gegeben. In der nichtrelativistischen Physik bleibt die Dynamik fiir N Teil-
chen in H®N. Dies ist die ‘erst’-quantisierte Form der Quantenmechanik.

16.2 Problem in zweit-quantisierter Form: Forma-
lismus

Wir formulieren die Regeln der zweiten Quantisierung; die Herleitung des
Formalismus aus der erst-quantisierten Form diskutieren wir im Abschnitt
16.3.

Einteilchenbasis:
Zentral sind die orthonormierten und vollsténdigen Einteilchen Wellenfunk-
tionen ¢ (x), zum Beispiel die ebenen Wellen ¢ (7,s) = exp(ik - 1)

Xo(8)/V/V, die Blochfunktionen PrioT58) = exp(ik - 7) un(7) Xo(s), die
Coulomb-Wellenfunktionen ¢ g (7, ’8) mit £ = E, < 0 die diskreten ge-
bundenen Zustédnde und £ > 0 die Streuzustdnde im Kontinuum, oder die
harmonischen Oszillator Funktionen W,,(q) = N,H,,(q)e™<7"/2".

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, Vakuum:
Die pq(x) seien geordnet, « =1 < a =2 < ---a = k ---. Wir fithren
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Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

al

Lound  ag,

sowie das Vakuum |0), mit folgenden Eigenschaften ein:

— Kommutationsregeln fiir Erzeuger und Vernichter: Es sei

, = - er Kommutator,
A B AB — BA der K
{A,B} = AB+ BA der Antikommutator

von A mit B. Dann gilt fiir

Bosonen: Fermionen:
] = ¢ 1 5
Aoy aa/] aals {Ga, aa/} aas
aomaoz’] = 0, {aaaaa’} = 0,
ah,al] = o, {ak,al} 0
— 10) ist das Vakuum,
an|0) = 0.

T

— ag und a4 sind Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

o HON  H®WHD ergeugt,
ao . HEN — HOWN=1)  yernichtet

al

ein Teilchen im Zustand ¢, (z). Dabei ist
pal(@) = (x|al|0).

Besetzungszahlbasis:

(16.5)

(16.6)

(16.7)

(16.8)

(16.9)

(16.10)

Die N-Teilchen Wellenfunktionen fiir Bosonen und Fermionen sind gegeben

durch

|n1, M2, Ny e ey o)

Bosonen (alo)™=  (af)™ ()2 (o)™

Fermionen (alo)noo o (al)nk . (a;)”Q (a]i)m |0).
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Dabei ist
[o.¢]
Y mg=N (16.13)
k=1

das heisst, fast alle ny = 0. Im Zustand |nq,ng,...,nk, ..., ) ist der Ein-

teilchenzustand k gerade ny-fach besetzt. Die Ordnung ist relevant und ge-
geben durch die Anordnung der Einteilchen Wellenfunktionen « =1 < a =
2 <---a=k < -+ < a=oc0. Die Zusténde |ni,...,n;) sind orthonor-
miert. Erlaubte Besetzungszahlen fiir Bosonen sind n, =0,1,2,...,k € Npy.
Hingegen sind erlaubte Besetzungszahlen fiir Fermionen nur n, = 0,1. Das
entspricht dem Pauli-Prinzip, das maximal ein Teilchen pro Zustand erlaubt.

Die Zusténde |ny,ng,...,ng,...) entsprechen den korrekt symmetrisierten
N-Teilchen Wellenfunktionen fiir

Bosonen:
U(z1,...,xn) = (T1,...,ZN|N1, .o Mgy ..
= 5O (21,...,2N), (16.14)
Fermionen:
U(xy,...,xn) = {(T1,- -, EN|P1y ey Ny e )
= aVy(z1,...,2N), (16.15)

mit dem Symmetrisieroperator s bzw. dem Antisymmetrisieroperator
a, vgl. 13.36. Der Vektor & ist dabei jeweils gegeben durch & =

n1 mal 1, no mal 2,.... Ein typischer Zustand wére zum Beispiel
N=49
Bosonen: |ni,...,ng,...) = |25,13,7,3,0,1,0---) (16.16)
der symmetrische Produktzustand
v = S\IJfN mit:
a=(1,1,1,...1,2,2,---2,---, 6 )
———— —— ~~
25 13 1
. N=7
Fermionen: |ny,...,ng,...) = |1,1,1,1,0,1,1,1,0,0--)
der antiymmetrische Produktzustand
v = a\IlffN mit:
a = (1,2,3,4,6,7,8). (16.17)
Das Tupel |ni,n2,...,nk,...,No) heisst Besetzungszahlbasis im (symme-

trischen/antisymmetrischen) Fockraum-Sektor F ,. Die Basis ist orthonor-
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miert,
(n,nb,...,nn1,na, ...\ ne) = Oty Onlyny * " Onlonogs (16.18)
und vollstidndig,

Z In1,n2,...,Neo)(N1, N2, ..., Noe| = 1 € F. (16.19)

Aus den Kommutationsregeln ergeben sich folgende Wirkungen der Opera-
toren a}, und ao auf [ny,ma, ... Neo),

fiir Bosonen

agl... gy ...) = ng|...,npg—1,...),
aL|...,nk,...> = Vng+1|...,np+1,...),
azak]...,nk,..) = ng| o ng, .,

ng = 0,1,2,--+, 00, (16.20)

und fiir Fermionen

apl ..y = (1)K e — 1,0,

all.ong, ) = oD%+ 1,0,

alap| .. om0 = gl g, (16.21)
ne = 0,1;

Sk = Moo+ -+ ngr1 = N—(ng+na+---ng).

Operatoren:

Die Operatoren werden in zweitquantisierter Form durch die Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren dargestellt. Sei A;(z) ein Einteilchenoperator,
dann ist

Ay =Y ilAdj)ala (16.22)
ij

mit?

il = / dx () Ay ()0 (). (16.23)

*Wir definieren [dz =), [d°r.
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Sei Ag(x,2’) ein Zweiteilchenoperator, dann ist
1 .
Ay = B Z(Z]|A2|kl>a1a;alak (16.24)
ijkl
mit
(1j]Aglkl) = / dz dx’ gof(:v)gp;-(a:' VAo (z, 2" )or(x)p(2'). (16.25)
Die Reihenfolge der Operatoren ist relevant! Dies dussert sich in den Vorzei-

chen fiir die Fermionen und die korrekte Sequenz verhindert das Auftauchen

von Termen die eine Selbstwechselwirkung implizieren, z.B. beim Ausdruck
T

aiajalTak.
Sei A, ein v-Teilchen Operator, dann ist
1 . .
A, = o Z (i1, .. i Ak, ..., k:,,)agl e a;ruaku ceap,  (16.26)
R
mit
(z’l,...,il,|Al,|/~c1,...,k,,>:/d:c1~--dxl, (16.27)

iy (1) - oi (@) Ay (@1, m0) P (21) 0k, (20)-

Ein typischer Hamiltonoperator mit Teilchen-Teilchen Wechselwirkung hat
dann die Form

1
H = "(ilp*/2m + U(7)|j)ala; + 3 > |V (77 ) |klal alaar; (16.28)
ij ijki

er erzeugt wie iiblich die Dynamik der Zusténde. Der Teilchenzahloperator

N = Y dla (16.29)
%

zéhlt die Teilchen im System.

Damit haben wir einen vollstdndigen Formalismus mit dem wir rechnen
konnen. Zu berechnen sind Erwartungswerte. Dazu brauchen wir

— Zustéande: Definiert durch (16.10), (16.11) und (16.12),
— Operatoren: Definiert durch (16.22) bis (16.27),

— Rechenregeln: Definiert durch die Kommutationsregeln (16.7) und die
Definition des Vakuums (16.8).
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16.2.1 Beispiel: Fermisee

Als Einteilchen Basiszusténde (vgl. (16.10)) wéhlen wir die ebenen Wellen

eiE.f‘
oro(7rs) = (xlel 0) = WXU(S). (16.30)

Der Grundzustand ist der gefiillte Fermisee |®r), vgl. dazu die Definition
(16.12) der Besetzungszahlzusténde; beim Fermisee sind alle Zusténde bis
zur Fermiwellenzahl kp gefiillt,

@e) = JI <o)

|E| < kp
o =tl
L v L R < ks
Np, = (®rle. cp,|Pr) = {07 sonst. (16.31)

Die Dichte p(79) = d(7 — 7p) ergibt sich mit der Definition (16.22) der Ein-
teilchenoperatoren zu?

p o= (ilplj)cles, (16.32)
ij
o o B3r . o
Ko lplRo) = 6,0 / e R i)
= by el ROy (16.33)
(p(r0)) = (Pulp(70)|Pr)
1 e
_ = Z oi(k—K")To <@F|C£/Ucli’@F>
ki o
ki Mo
1 2
= T2 = 2L = (16.34)
ko |E|SkF

Damit finden wir eine homogene Dichte n = N/V im Fermigas.

16.3 Zweite Quantisierung: Herleitung

Wir geben eine Herleitung wie der Formalismus der zweiten Quantisierung
aus der erst-quantisierten Form der Quantenmechanik zu finden ist. Diese

3Wir definieren i = k', ¢’ und j = k, 0.
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Herleitung dient der Kontinuitéit der Argumentation, wird aber in der Fol-
ge (fiir die Untersuchung/Losung spezifischer Probleme) keine Rolle mehr
spielen. Wir starten mit der Formulierung eines typischen Problems in erst-
quantisierten Form.

— Hamiltonian:

=

p2

1
H=> Ho(z) + 3 > Viwk ), Ho= o U (16:35)
k=1 k#l

— Einteilchenfunktionen: ¢, (z), ein vONS in H, geordnet.
— N-Teilchen-Lésung:
ihO U (x1,...,zN,t) = HY(21,...,2N,1). (16.36)

Dabei ist fiir Bosonen ¥ € Hg symmetrisch und fiir Fermionen ¥ € H 4
antisymmetrisch.

Wir entwickeln die Losung in der Produktbasis von H®V,

U(zy,...,xN,t) = Z c(o/l,...,a’N,t)goafl(xl)~-g0arN(mN). (16.37)

al,...,aly
Wir setzen diese Entwicklung in die Schrédingergleichung (16.36) ein, mul-

tiplizieren mit @7, (71)--- @7 (zn) und integrieren; der k-te Term im Ein-
teilchenhamiltonian Hy fithrt dann auf den folgenden Ausdruck

/ doy - dry o (21) - 9L (k) - o (2) Holan)

Poy (1) ot (Tk) -+ Pary (XN) - (16.38)
~— ~—
Oay,af Oa oy

Der Operator Ho(zy) wirkt also nur auf den k-ten Faktor ¢, (zx) und er-
zeugt dabei das Matrixelement

(@nlHolay) = [ dowet, (o0 Howgo (@), (1639)

Als n#chstes betrachten wir den Wechselwirkungsterm im Hamiltonian, spe-
zifisch den Term V (zy,x;) in der Summe. Auch hier ergibt die Integration
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lauter Kronecker-deltas 5%% fiir alle 4 # k, I,

/ dzy -~ day @, (21) g (25) -~ oy (1) -+~ ey, (28)V (2 22)

o (1) P () Pt () -+ P (n) . (16.40)
~— ———
Oay,af Oa oty

Die Projektion erzeugt also ein Matrixelement

(apaul V]ajal) = / dada' g3, (2)6h, (1 )V (0.2 )pm, () 0o (). (16.41)

Die  Schrodingergleichung — ausgedriickt  durch die  Koeffizienten
c(ai,...,ay,t) hat dann die Form

N
ihdc(an, ... an,t) = > Y (oplHolag)e(as, ..., af, ... an,t) (16.42)

k=1 o,

N
1
+§ Z Z {agay|V|agap)clan, ...y oy, .. an, t),
kAL o

ein gekoppeltes System von Gleichungen fiir die Amplituden ¢(aq, ..., ay,t).
Die Symmetrie der Wellenfunktion verlangt unter Vertauschung z; <> x; das
Verhalten

FU(z1, ey Xy e Ty ), fiir Bosonen,
U (L1, ooy Xy ey Ty e ) = o . .
—U(x1,...,@ .., Tk,...), fiir Fermionen.

Ubertragen auf die Koeffizienten ¢ ergibt dies folgende Symmetrie unter
Vertauschung zweier Quantenzahlen oy und «y,

(Q1y ey Qe ey ooy, ) (16.43)
=xc(or, .oy Qe Ay e ey QN T,

wobei die Vorzeichen + fiir Bosonen und — fiir Fermionen gelten. Die Dyna-
mik und die Symmetrie der Wellenfunktion steckt jetzt in den Koeffizienten

clag,...,an,t).
Als n#chstes gehen wir zu einer korrekt symmetrisierten orthonormalen Ba-

sis iiber; fiir Bosonen sind das symmetrische Linearkombinationen der Pro-
duktfunktionen W&y = ¢, (1) Pay (TN)

<n1!n2!---n00!

N! )2 Z Par (T1) *++ Pay (TN).

Q150N

Dy moe (@1, aN) =

(16.44)
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Dabei ist die Summe ) ay €ingeschrénkt auf Terme mit fixen Beset-
30y

zungszahlen n1,...,ny. Die neuen Basisfunktionen ®,, ., sind ortho-

normiert,

/da:l e d:vN@Z/l’_._?ngo (1., 2N) Py, e (T1, .-, 2N)

.y 5 (16.45)

’oe ’
ni,ny Moo, Mg ?

und nach Konstruktion auch vollsténdig. Sie beriicksichtigen die bosonische
Symmetrie (Statistik) geméss

(I)nhm,noo(ml? RN 1 T X 47 PIRN ,:L'N)

= (I)nl7“'7n00 (1'1, BRI 1 P IR ,I‘N) (1646)

Die Zustédnde ®,, . . entsprechen gerade den auf Seite 411 eingefiihrten
Besetzungszahlzustéanden |nq, ..., ns),

Dy (@1, xy) = (T, 2NN, - N (16.47)

Um den Basiswechsel zu vollziehen regruppieren wir die Terme in der Wel-
lenfunktion ¥, (16.37): Betrachte eine Konfiguration in ¥ mit Amplitude
c(ai,...,an,t). Die Quantenzahlen aj, ..., ayn entstammen einem geordne-
ten Set {1,2,...,00} von Zustdnden. Somit entspricht jedem oy, einer Zahl
aus dem Set {1,2,...,00}; z.B., bedeutet ay3 = 5, dass sich das Teilchen 23
am Ort x93 im Zustand ¢5(x23) befindet. Fiir Bosonen diirfen mehrere Teil-
chen im gleichen Zustand sein. Eine bosonische Amplitude ¢(ayq, ..., an,t)
kann also mehrere identische Quantenzahlen o; = a; = --- enthalten; ein
typisches Beispiel ist der Koeffizient

¢(1,2,25,12,3,1,3,2,25,12,12,2,1,...;t) (16.48)

welcher sich unter Ausniitzung der bosonischen Symmetrie schreiben lésst
als

(1,2,25,12,3,1,3,2,25,12,12,2,1,...;t)

=c(1,1,1,...,2,2,2,...,...,12,12,12, .. .: )
—_— —
n1 mal ne mal niz mal
EE(nl,nQ,...,n12,...,noo;t). (1649)
Alle Amplituden ¢(aj,...,ay) mit identischen Quantenzahlen aq,...,aN

haben aus Symmetriegriinden den gleichen Wert ¢; es ist daher vollig
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geniigend die neuen Amplituden ¢é(ny, - - neo,t) mit den Besetzungszahlen
n1,...,Ns zu kennen. Mit dem Ubergang zu den neuen Koeffizienten ¢ brau-
chen wir eine neue Normierung:

= [[dn o = ¥ lear....anst)f
k

O] yeeny N
= > e,y )P Y 1, (16.50)
N1 yeensThoo A1y N

wobei die Summe >, = wiederum auf Terme mit fixen Besetzungszahlen
ni,...,Ne eingeschrankt ist. Diese Summe z&hlt gerade die Anzahl Moglich-
keiten A, . n. Sequenzen der Lange N = >, n; mit n; Zahlen ¢ zu bilden,
also ist

N!
Z 1= Anl,.“,noo = TSR (1651)

gl ong!
150N 12 o0

Wir fithren anstelle der ¢ neue, normierte Koeffizienten f ein,

N 2
flny,ng, ... ,nest) = (n‘) c(ny...,Noos t),
1

L o]

D flna,onsit) = L (16.52)
N1, sNoo

Wir kénnen jetzt ¥ umschreiben in der symmetrischen Basis ®,, . n.., vgl.
(16.44),

U(wr,..oanit) = Y clan,. ., anit) o, (1) -+ oy (2N)
QAyeeey an
= > fln,... neit) (16.53)
N1,..Noo
l N 2
Nyl Noo! 2
(M) X el o),
’ Q1,.0N
Dy mee (@1, TN)

In einem néchsten Schritt schreiben wir den Hamiltonoperator in der neuen
Basis @, n.(21,...,2n5) und beginnen mit dem Einteilchenterm Hj in
(16.42),

N
Z Z<Oxk’H0|OZ§C>C(Oé1, SRR a;cv cees t)

k=1 o}
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N
= ) fawlHolag)e(na, - nay — 1,0 mar 41,0 oo t)

k=1 o,

Offensichtlich wird der ay-Zustand auf der linken Seite von (16.42) ersetzt
durch den o -Zustand, was wir in den ¢ Koeffizienten beriicksichtigen indem
Wir ng, um eins erniedrigen und n,, um eins erhéhen. In der Summe ),
kommt oy, gerade ng mal vor und liefert dabei jedes mal den gleichen Beitrag
zur Summe, also lédsst sich die Summe iiber Teilchen geeignet ersetzen durch
eine Summe iiber Zustéande, >, = > no und wir erhalten

N
O owlHolag)e(on, ... o, .5t (16.54)

k=1 o,
= ZZ<Q|HO|O/> NaC(N1,y ... sNo — Lo o Ngra1y - vy Noos t)
(6% a’

+ a — i, o — j (geordnete Quantenzahlen)
1

. . !t 2
= > (ilHoli)n (1N'Z) f(n1,mo, .. g, Moo t)

)

(...(ni_1)!...(nj+1)1...>§

N!

+§ (i|Ho|j) ni
i#£j
xf(ni,ne,...,(n; —1),...,(nj +1),...,n00;t).

Alsdann behandeln wir den Wechselwirkungsterm V',

1
5 Z Z {apq|V]agap)elan, ... @y, 5t) (16.55)
k#l af o,
1
= 52 > lawa|Viagar)
k#l af o,
e(ni, ..., Na, -1 ng + 1,0, —1,...,na2—|—1,...,noo;t).

Wieder ersetzen wir > puicpen durch >, o o

Sei aj, = «a; (obwohl k # [ ist doch oy = o mdglich, da mehrere Teilchen
denselben Zustand besetzen konnen), dann ist das Gewicht in der Summe*
gerade nq, (nq, —1)/2.

“Kombiniert man im Produkt ¢a(zu,): " ¢a(2y,, ) zur Quantenzahl o, Paare mit
Ty, # Ty, erhélt man gerade nq(no — 1) Paarungen.
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Sei oy, # a; dann ist das Gewicht in der Summe® gerade Ny Ny /2. Damit
ergibt sich aus (16.55)

722 OékOél’V’Oék/Oél/> (061, K k: ..,Oé;,...;t)

k#l of o,

1
=5 Z Z Ny, (Mo, — Oagay) (Qra| Vo ay) e(n, ..., neo; t)

akQ o o
R — i, QR —
o — j, o —
7727% — 0i5) (i |V |Kl)
ijkl
xe(ni,...,ni—1,...on;—1,...onp+1,...,m+1,...5t)
1,
(avkaleall
Xf(o.oomi—=1,...,m;—1,...onp+1,...,m+1,...5%)

. (---(ni—1)!---(nj—1)!---(nk+1)!---(nz+1)!~--)5
N

k
l

mit:

+ Z ZZ\VU{:Z ni(n; — 1)
lj;ék;él
Xf(,nz_27,nk;+177nl+1,7t)

. (---(ni—2)!---(nk+1)!---(n1+1)!--->5

N!
+ >t (16.56)
i=j=k#
wobei alle Summen mit Kombinationen von ‘=" und ‘#’ Relationen zwischen

den Indizes i, j, k, [ zu beriicksichtigen sind. Die Kombination der Schrédin-
gergleichung (16.36) mit dem 1-Teilchen-Term (16.54) und dem Wechselwir-
kungsterm (16.56) ergibt nach Multiplikation mit [N!/(n! - - - ns!)]"/?

ihoef(n, ... neost) = Z(ilﬂoﬁ)nif(m,...,ni—1,...,noo;t)

+ Y GHolj)vmiy/my 1. mi— 1.+ 1, 5t)

i#]

51m Produkt SOOC(le) o Pa (ana) Pa’ (wul) o Pal (x,u'n, ’ ) lassen sich Ly, ?é xﬂj auf
naNg Weisen paaren.
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1 .
+5 Z (ig|V|kl)v/niy/mivng + 1v/ng + 1
i#jFERFE
Xf(...,ni—1,...,nj—1,...,nk+1,...,nl—i—1,...;t)
1 .
+5 Z (ii|V|kl) /niv/n; — 1v/ng + 1v/ng + 1
kAL
xf(...,ni—2,...,nk—|—1,...,nl+1,...;t)
+ > : (16.57)

alle Kombinationen® von # & = in 4,5kl

Dieses Gleichungssystem beschreibt gemiss Konstruktion die Schrédinger-
gleichung in der Besetzungszahlbasis. Die Einfithrung der Operatoren aL
und a, wie in (16.5) definiert, mit den Kommutationsrelationen (16.7) und
die Definition der Besetzungszahlbasis (16.11) liefert uns eine vereinfachte
Schreibweise von (16.57): Wir starten mit der Wellenfunktion in der Beset-
zungszahlbasis

(W) = Y 1, meoit) 01, o) (16.58)
nLemioo D e
MY geeny Neo

Mit der Dynamik (16.57) fir f(ni,...,ne;t) erfiillt |¥(¢)) die Schrodinger-
gleichung. Wir koénnen jetzt das Resultat (16.57) Term fiir Term in zweit-
quantisierter Form schreiben. Wir demonstrieren das Verfahren am ¢ # j
Einteilchenterm und ersetzen

ng — n,=n;—1

n; — n; =n;+1

ni — ny=mny sonst. (16.59)

Diese Redefinition der Besetzungszahlen ldsst die Teilchenzahl unveréndert,
>oimi = n; = N. Weiter ist n; € (—=1,0,1,...,00) und nj € (1,2,...,00),
aber fiir nj = —1ist n; = 0 und fiir n; = 0ist n;+1 = 0. Wéhlen wir jetzt alle
n; € (0,---00) so verschwinden die Faktoren \/nj\/n; +1 = \/nj +1,/n}
in den zusétzlichen oder fehlenden Termen, d.h., fiir nj = —1, n’, = 0. Damit
lasst sich der ¢ # j Einteilchenterm in (16.57) umschreiben auf

Z Z<’L’H@‘j> fny,ng, oyl nlgst) (16.60)

P .
n,enl 17

/ / / / / !

vgl. (16.20) al-taj|n'1,...,n' T )

2 (e%S)
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= > (il Holj) ala; [¥(2)).
i#]
Die gleiche Analyse kann fiir die anderen Terme ausgefiihrt werden und wir
erhalten die Schrodingergleichung in zweitquantisierter Form

iho W (t)) = H|U(t)) (16.61)
mit
. . 1 .
H = Z<Z|H0\]> a;raj +3 Z(Z]|V|kl> aza}alak. (16.62)
ij ijkl

Wir sehen somit, dass die zweitquantisierte Form (16.58) exakt dquiva-
lent zur erstquantisierten Form (16.53) ist. Haben wir den etwas miihsa-
men Ubergang zur zweitquantisierten Form einmal vollzogen, so besitzen
wir einen kompakten und iibersichtlichen Formalismus.

16.3.1 Fermionen

Fiir Fermionen werden die analogen Schritte nachvollzogen. Als zusétzli-
ches Problem taucht der Vorzeichenwechsel bei der Vertauschung zweier
Teilchen auf. Andererseits vereinfacht sich das Prozedere durch die Tat-
sache, dass die Besetzungszahlen n; nur 0 oder 1 sein koénnen. Den or-
thonormierten anti-symmetrisierten Basiszustéanden ®,,, . (z1,...,2N5) =
(x1,...,2N|n1,...,ns) entsprechen gerade die Slaterdeterminanten.

16.4 Basiswechsel

Die Einteilchenzusténde {¢,} und {x,} definieren zwei vollstéindige Ortho-
normalsysteme. Dem Basiswechsel

[ea) = D (xwlea) ),

v

|sz> = Z<‘PQ|XV> |90a> (16'63)

[0}

entspricht eine Transformation der Einteilchenoperatoren aL und a, und b,

und b,: Wir gehen aus von der Beziehung (16.10) zwischen den Erzeugenden-
Operatoren und den Einteilchen-Basisfunktionen,

va() = (2lpa) = (xlall0) = D (xwlpa) (z[b}|0), (16.64)
v X (x)
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und erhalten die Transformationsregeln zwischen Operatoren,

af, = ) (xulea)t], b, = 3 (palxw)al,

aa = Y (Palxu)bs, by = Y (wlea)aa- (16.65)

Als Beispiel betrachten wir Fermionen auf dem Gitter. Die Operatoren c;r, C;
erzeugen, bzw. vernichten ein Fermion auf dem Platz ¢. Andererseits erzeu-
gen/vernichten die Operatoren cg, und c;; ebene Wellen mit Wellenvektor k.
Dann ist

ez‘E-ﬁ-

d =Y cl. (16.66)

o

Als néichstes interessiert uns der Zweiteilchenzustand |k ), insbesondere
seine Darstellung in der Ortsbasis auf dem Gitter, (i j|k ¢’). Dazu definieren
wir

ij) = defloy |Eq) = cleljo) (16.67)
= (ijlkq) = (0lejeickel|0)
= Z<O|cjciefﬂc;ei‘ﬁmc%|0>
Im
= Zei’;'ﬁe@ﬁ”<0|cjciczrcll]0>. (16.68)
lm

Die Berechnung der Matrixelemente <0|cjcicch;rn|0) zeigt auf, wie im zweit-
quantisierten Formalismus gerechnet wird: man benutzt die Vertauschungs-
relationen (16.7) und die Definition des Vakuums (16.8),

(O|cjcic;rcin|0> = <0|Cj({0i,0;}—ClTCi)CIn|O>
= (0¢j (8 — clei)et, 0y
= i (Olejef o) —  (Olese] eicd, |0)
SN——— S~~~
(0] {cj, cl,} —cl, ¢;10) {ci e} —cle;
N — N~~~ N

éjm 0 5zm
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= u8jm — (Olcjc] (6im — cf, €3)]0)
0
= 5il(5jm — 6zm<0‘ {CjC}L} —C}L Cj‘0>
~—— —~—~
551 0
= 8ubim — Oimdj. (16.69)

Wir setzen das Resultat in (16.68) ein und erhalten das Zweiteilchen-
Matrixelement,

-

(ijlkq) = > (0ubjm — Gimdj)e e Tm

= Slater det{¢;, pq}- (16.70)

eiq-ﬁ- eiq-Fj

Also ist (i j|k ) gerade die Slaterdeterminante zur ebene Wellen Produkt-
funktion oz (7;) pg(7;). Entsprechend ist (i j i|k 7) bereits korrekt antisymme-
trisiert.

16.5 Feldoperatoren

Die Basistransformation auf die Ortsbasis { s} erzeugt die Feldoperatoren,
{Us(7)} (s bezeichnet die Spinquantenzahl). Wir starten von der Definition
der Ortsbasisfunktionen und nutzen die Vollsténdigkeit der Basis {¢as},

O(F =) = (F'slxrs) = D (Paslxes) (F'slpas) . (16.71)
Y enT) en)

Es ist |@as) = aLs|0> und wir definieren analog |xzs) = \IJZ(F)|O>, d.h., der
Feldoperator W} (') erzeugt ein Teilchen mit Spin s am Ort 7. Die Relation
(16.71) lasst sich dann schreiben als

= 2 el asl0) (16.72)
und wir erhalten die Transformation auf die Feldoperatoren (vgl. (16.65))
\Iji (F) = Z (POCS OéS’

\IIS(F) = Z@as(F)aas- (16.73)

«
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.|.

Als Beispiel erzeugen wir die Feldoperatoren aus den via ax erzeugten ebenen

Wellen,

(]al0)

Dann erzeugt der Feldoperator

ein Teilchen am Ort 7, denn

_./|Z

(7|l (7

QT
= . 16.74
NG (16.74)
—ik-7
(16.75)

- )

e—l

(7=
vV

-1

(7 — 7). (16.76)

16.5.1 Kommutationsregeln

Die Kommutationsregeln fiir die Feldoperatoren folgen aus denjenigen der
Operatoren ahs und aqs (mit s der Spinquantenzahl):

U (PO (F) & Uy (7 )Wy (7)

Fiir Bosonen ergibt sich

[Ws(7), Uo ()] = 0,

Z (Pozs Soa s’ )(aasaa rgt £ Qo s’aas)
0,

0,

Z Gas(F) Pk (7') (Gastly & b, 00s)

5040/693’

Z Pas (F)Soas (F,) Oss

@

S(F—)
5(7?_ F/)éss’ (1677)

Fiir Fermionen ergibt sich
{\I/s("?% \I/s’ (7?/)}
{wl™), vL™)y = o,
{wa(), Wl (7))
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16.5.2 Vielteilchen-Ortsbasis

Wir definieren den Zustand”
. . 1 . . .
|71, Pay . PN) = ﬁ\IIT(rN)\IJT(rN_l)---\I/T(r1)|0) (16.79)

und finden folgende Eigenschaften:

1. |, 79, ...,7n) hat die korrekten Symmetrie unter Vertauschung,

— — — >

= |F,. . Thy ey Ty, (16.80)
wobei ‘4’ fiir Bosonen und ‘—’ fiir Fermionen gilt.

2. WT(7) addiert ein Teilchen mit korrekter Symmetrie
VA, .. i) = VN +1R, .. (16.81)

3. W(7) vernichtet ein Teilchen bei 7; jedes der N Teilchen wird dabei
(mit korrekter Symmetrie) vernichtet, so dass der resultierende N — 1
Teilchen Zustand die korrekte® Symmetrie hat,

U(7) |7, ... TN)
= V()i (ry) W) |0)
| —_—

£WT (P ) @ (7)+8(F—7n )

[6(7F — 7y) £ UT (@) O ()]0t (Fy_y) - BT (7)]0)

—

[5(’?— FN)]rl, ey T_“N71> + 5(7_‘»— FN71)|’F1, ey FN,Q,FN>

-3 =

o (EDNTS(F = )|, L TN, (16.82)

wobel wir den Vernichtungsoperator ¥(7) in jedem Term durchkom-
mutiert haben bis W(7)|0) = 0 ist. Das Teilchen bei 7 kann nur entfernt

werden wenn eine der N Koordinaten 771,..., 7y gleich 7 ist.
4. WH(F) |/, ..., ) erzeugt, W(7) |7, ..., ) vernichtet ein Teilchen.
(F1,..., 75| UT(7) vernichtet, (7, ...,7n| U(F) erzeugt ein Teilchen.

"Wir unterdriicken die Spin Quantenzahl.
8Symmetrisch fiir Bosonen und antisymmetrisch fiir Fermionen.
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Weiterhin ist

, Lo , L1
(r1,..., 7N = (O]¥(r )""I’(TN)Wv

. . 1 . .

|7, ) = —=UT(Fy) - Ui (7)]0) (16.83)

5. |F1,...,7n) ist orthonormiert:
bt ’ VNIVN' ’

indem man alle Vernichtungsoperatoren W durchkommutiert bis
U(77)|0) = 0 das Vakuum vernichtet findet man

. VRN . ONN' rerm o
(Fhy o PN, . PN = N (£1) 5(7“177“;(1))
TESy
6. |F1,...,7n) ist eine Basis:

|@::/fﬁmfmﬂﬁ“JMﬁwwm%(w%)

|®) hat die korrekte Symmetrie fiir beliebige Amplitudenfunktionen
o(71,...,7n), auch solche die nicht (anti-)symmetrisiert sind,

<T_”/1,...,T_”N|(I>>:/d37'1”-dSTNQO(Fl,...,T’_’NMT_’”l,...,7??\7‘771,...,7_"]\7>

1 o ) . )
= ﬁ Z(i) @(T;(l), . ’T;T(N)> = ()O(T/b s 7T/]V)7 (1686)

wobei die letzte Gleichung gilt falls ¢ bereits (anti-)symmetrisiert ist.

Wenn ¢ auch noch normiert ist, also [ d®ry -+ d3ry (71, ..., 7n)|* =
1, dann ist auch |®) normiert, (®|P) = 1.
Es ist

]l]: :Z ]IN :Z/dng . -d37“N ‘771, . ,FN><771, e ,FN‘ (16.87)
N N

die Identitdt im Fockraum F. Beachte, dass 1y = |0)(0| in der Summe
zu berticksichtigen ist.
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16.5.3 Operatoren ausgedriickt durch Feldoperatoren

1-Teilchen-Operatoren

A = S (iAj)ala
ij
= Y [ @reiameale
i
_ / &P Ut (7) Ay (7) 0 (7). (16.88)

Interessant ist der Vergleich dieser zweitquantisierten Form mit der erst-
quantisierten Form von Erwartungswerten im Zustand o(7),

e = [Ere ), (16.89)

Also lésst sich einfach im Erwartungswert (A;), die Wellenfunktion ¢(7)
durch den Feldoperator U(r') ersetzen und wir erhalten den Operator in
zweitquantisierter Form.

Beispiel Dichteoperator: Der Erwartungswert des Dichteoperators

P)e = [ e 8- el
= " (Me(r), (16.90)
wird nach Umschreiben in zweitquantisierter Form zum Dichteoperator
p(F) = WI(F)U(F) (16.91)

Der Teilchenzahloperator hat die Form

N = /d3r‘I/T(F)\I/(F) (16.92)

Beispiel Stromoperator: Der Ausdruck fiir die Stromdichte

() = 5= [0 Vel —oF)Ve' ()] (16.93)
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wird zum Stromdichteoperator

i) = o (W@ Vo) - (VeI E)e)] . (16.99)

2mi

Beachte die Reihenfolge der Operatoren: Es muss zuerst W(7) ein Teilchen
aus dem Zustand |®) ‘entnehmen’, dann wirkt der Operator an diesem Ort,
und schliesslich wird das Teilchen durch ¥T(#) wieder dem System beigefiigt.
Natiirlich ldsst sich der Stromoperator (mit seinen Ableitungen) auch aus
der iiblichen zweit-quantisierten Form mit Operatoren a; und aZT herleiten,

-

i) = Z< 7(7)1j) ala;
= Z / d*r' o} (7 r’é(f'—m+5<f’—F>ﬁ’]w<f’>

~ 9mi Z/dg, V‘Pz a 1‘5( —7); (7)a;

+o} (F)alo(F — 7)Y (7)ay)

- 2Zz/d3 (= VU (F)E(F) + O F V()6 - 7)
N 2:;@[@(7?)%1’(7?)—(6‘1”(?))‘1’(?)]- (16.95)

Beispiel kinetische Energie: Der Erwartungswert
D)= [ o) =5 ol = 5 [ dr T )T,

fithrt auf den Operator der kinetischen Energie

2m

h? - -
T = /d3r VU (7) V(7). (16.96)
2m
Beispiel Spindichte: Die Spindichte fiir Spin 1/2 Teilchen
(8(7)) > Zs@ (7)X"(5) G5 @(7)X(s) (16.97)

definiert den Spindichteoperator

s(r) = SZ‘I’E(F) Fogr Wy (7). (16.98)
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Beachte, dass die kinetische Energie und die Dichte- und Stromdichteopera-
toren im Fourierraum folgende Form haben:

h2k? +
T = o arQgs
E
7)) = ZGTIQQEW”
2oy o T
Q) = Zk:+q/2 alag, .. (16.99)
2-Teilchen-Operatoren
Ay = fz 23|A2|klaaalak

ijkl

= ;/d3rd37«/\I/T(7:')\I,T(77/)A2(F7 7Y(FYVE(F).  (16.100)

Beachte dabei die Reihenfolge der Operatoren:
_.T _./J[ -/ =
LR (16.101)

Beispiel Hamiltonian: Der typische Hamiltonian wechselwirkender Teil-
chen mit Spin hat die Form (die Wechselwirkung sei spinunabhéngig)

g - PrVuli(F) - VU (F) (16.102)

+5 i P d W)U V(= )W () W ().

Fiir ein Elektronengas ist s = £1/2, m = me, V = €?/r und \I'l(f’), U, ()
sind fermionische Feldoperatoren. Im Fourierraum hat dieser Operator die
Form (Vs(7) — ag,)

)
H = Z 2m kJS ks+7 Z q ]i‘-i-qsak‘/ s’ k/s’aES' (16103)

k,o kk’qs s
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16.6 Korrelationen im Fermi-Gas

Wir fassen kurz die Beschreibung des Fermigases zusammen (vgl. Paragraph
13.6.7). Startend von den ebenen Wellen Zusténden
. R
(X (5) = e 7 xo(s) (16.104)

definieren wir die zugehorigen Erzeugungsoperatoren

(2l 10) = @p(7)xo(s), (16.105)
den gefiillten Fermisee als Grundzustand,
= T
¢o) =TI 10, (16.106)
k<kp

die Besetzungszahlen (Fermistatistik, Pauli Ausschlussprinzip, vgl. Abb.
16.1)

1, k<kg,
ng, = {0 onst. (16.107)
und den Hamiltonian
h2k? +
H= Z 57 Cry o (16.108)
k,o

Die Parameter ky und ep (Fermi Wellenzahl- und Energie) sind durch die
Dichte n des Fermigases bestimmt,
2, \1/3 Wk
ke = (3nn)Y3, e = o (16.109)
Typische Werte fiir kg (bei n = N/V ~ 10?3cm ™3 in Metallen) sind kg ~ 1
A~1 und entsprechend ist e ~ eV. Die Zustandsdichte ist gegeben durch
(vgl. Abb. 16.1(b))

1/2

m 3n [ ¢

ple) = gamvime = [ — () (16.110)
und ihr Wert an der Fermikante ist

3

Zﬁ’ p = DOS/Spin, 2p = DOS.  (16.111)
Er

Als Ubung berechne man die Zustandsdichte fiir das die Fermigase in ei-

ner Dimension (p1p « 1/4/¢) und in zwei Dimensionen (pap o const.).

Im Folgenden berechnen wir die Dichtematrix <<I>0]\Ilj£(F YU (7")|Po) und die

Paarkorrelationen <<I>0\\IJL(F)\I/L(F')\I/S/ (F")U4(7)|Pp) im Fermigas.

pler) =
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ko (a)

0 ka

Abb. 16.1: (a) Besetzungszahlen nj  der Elektronenzustinde mit Wellen-

vektor k und Spin o fiir den Fermisee. (b) Zustandsdichten p(e) fiir freie
Fermionen in 3D (ausgezogene Linie) und in 2D und 1D.

16.6.1 Dichtematrix

Der lokale Dichteoperator fiir Elektronen mit Spin s ist gegeben durch
ps(T) = \I/l(F )Us(7). Die Dichtematrix des Fermisees involviert die Verall-
gemeinerung auf verschiedene Positionen 7/ und 7’ (nicht-diagonaler Dich-
teoperator),

Gs(F =) (o WL (7) Wy ()| D) (16.112)

B exp(—ik - 7) exp(ik - 7') t
- <q)0| Z \/V \/V CESCE/S ‘(I)0>

Ek!

Gs(F — 7') gibt uns die Amplitude fiir den Zustand mit einem Elektron
verschoben von 7/ nach 7. Die Evaluation des Kronecker ¢z, Symbols und

. kK’
Ubergang zum Kontinuum fiihrt auf,
]. M-
Gs(F—7") = Vze*““'(“’" Inz, (16.113)
k
dSk ’;,’ -
= [ — e Rk — k
/ 2m)? © (e =)

1 [ ! N
— 2/ dk k2/ dz e*lk‘rfr |z
4m= Jo -1

_ 3 i(kel7— 7))

3nsinz —xcoszx
2 3

r=kp|7—
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mit der sphérischen Bessel-Funktion j;. Das Resultat ist in Abb. 16.2 dar-
gestellt; die Limites z = kzr — 0, co sind gegeben durch

r—=0: (r—2%/6—x+23/2)/2%.0 = 1/3 = G4(0) =n/2
x—o00:  Gg(x) ~3n(cosz)/2x>. (16.114)

Mit G4(0) = n/2 finden wir eine homogene Dichte p = G4+(0) + G(0) = n.

n/2 ' ' ' ' ' Abb. 16.2: Dichtematrix
i b Gs(ker).
Gsrl 7
0 N————
0 5 10 Kgr

16.7 Paar-Korrelation

Die Paar-Korrelation gibt uns die relative Wahrscheinlichkeit bei 77/, s’ ein
Elektron zu finden wenn sich mit Sicherheit ein Elektron bei 7, s befindet,

n

2
(5) 9o (7= 7) = (@0 WL(F) WL (7)) 0y ()W) Do) (16.115)

Die Berechnung des Paarkorrelators ist eine schéne Ubung im Umgang mit

dem zweitquantisierten Formalismus. Wir driicken zuerst die Feldoperatoren

W, (7) durch die Vernichter c;_ aus,

(g)zgssf(F ) VQ D e T

Sy ooy

pp qq

“Ql
>Q

<(I)0 ’Cﬁsczjsfci’S’cﬁ’s ’¢0> .

Zuerst untersuchen wir den Fall s # s, dann muss ¢’ = ¢ und p’ = p
da sonst der Erwartungswert (---) = 0 verschwindet.” Der Erwartungswert

“Der Erwartungswert {---) verschwindet fiir ¢’ # ¢ oder ' # § da verschiedene

Zusténde in |®g) und in C;Sc:;s,c 157¢515|Po) besetzt sind.
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(---) fuhrt auf

<<I>0|cq ca o Cq's' C5s| o)

(g)zg%%F)

= 937&5’(F)

644/6**/ <‘PQ|C /Cqs’cps|(p0>
5"~’6qq <¢O‘Cpans’cp8‘¢0>
D S— (16.116)
1
73 2 s
g
_ 2
NgNg e :n/2 (g) : 17 (16117)
1 (16.118)

fiir s # s’ finden wir einen konstanten Wert ggo (ke|7 — 7'|) = 1. Zweitens,
konzentrieren wir uns auf den Fall s = s’; dann erhalten wir Beitrige fiir
p’ =pund ¢’ = ¢ oder fiir p’ = ¢und ¢’ = p,

<‘I>0|CpSCqSCqISCﬁ/5|(I)0> =

r=kpr (

2

d51 077 (Lo |cpscqscqscﬁs|q)g>

+051q0q p<<I>g|C e cpsCqs |Po)
——

ps qs
—CgsCps

(855703 — S dqrp) npsngs,  (16.119)
V2 (1 —e ﬂ).F) NpsNgs

7

2
nY\ 2 1 s
(5) |72
p

n\ 2 9,
5) = G(r), (16.120)
n\ 2

) [1— (9/2%) (sinz — z cosz)?,

Der Korrelator gss(kp|™ — 7'|) zeigt ein Austauschloch: zwei Fermionen mit
identischem Spin meiden sich geméss Pauli-Ausschluss Prinzip; das Aus-
tauschloch verdriangt genau ein Elektron mit Spin s aus der Umgebung eines
Spin s Elektrons. Die beiden Resultate sind in Abb. 16.3 grafisch dargestellt.

Der Paarkorrelator g(7') =
Abb. 16.4 gezeichnet.

(g11(7) + g+,(7)) /2 des Gesamtsystems ist in

Die obigen Resultate wurden auf Hartree-Fock Niveau berechnet: optima-
le Slaterdeterminanten fiir das homogene Fermigas sind aus ebene-Wellen
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Abb. 16.3: Paarkorrela-
9, toren gy (ker) (mit Aus-
tauschloch wegen des Pau-

9, liprinzips) und g4 (ker)
- . (unkorreliert, da Spin 1
L 4 und Spin | unterscheidbar
sind).

1 ] Abb. 16.4: Paarkorrelator
- 9 = lgr + 9nl/2 des ge-
] samten elektronischen Sy-
stems.

0 5 10 Kker

Einteilchen-Zustédnden aufgebaut. Der Zustand |®g) ist somit gerade eine
optimierte Slaterdeterminante. Nimmt man zuséitzlich noch Korrelationen
mit so findet man Korrekturen wie in Abb. 16.5 dargestellt. Wiederum fin-

1 / 1 L

I ,." + Korr. 1 5 + Korr. g
0 1 1 0 L 1 n 1 L

0 5 10 Kkgr 0 5 10 kgr

Abb. 16.5: Korrekturen (schematisch) zu den Paarkorrelatoren g und g4
unter Beriicksichtigung von Korrelationseffekten.

det man, dass um ein Elektron herum genau ein Elektron fehlt,

n/d3r [g(F)—1] = —1; (16.121)

das Austauschloch hat demnach die Ladung e > 0.
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Schliesslich noch einige Bemerkungen zur Schreibweise und zum Sprachge-
brauch. Der Korrelator g,¢ (7 —7”) wird durch ‘Kontraktion’ der Feldopera-
toren berechnet (oft wird die Kontraktion durch entsprechende Linien ange-

deutet, fiir den ersten Term in (16.122) (®o|WL(7)W!, (F)0 (7/)W (7)) Do)
und fiir den zweiten Term (®o|U(7)W!, (70, (F)W(7)| o)),

(5) 0o (F=7) = (@ WL )WL () 0 ()0 (7))

2
= (Do| WL (7) W (7)|@o) (o | W, () Uy (77| o)
— (@0 W ()W o (77| Do) (@0 T, (F/) W, (7)) Do) (16.122)

Zum Beweis berechne man <<I>0|lIll(F)\I/s(F)\<I>o> = n/2 und <(I’0"I’£(77)
U()|Po) = (n/2)gs. Fiir s # o findet man (n/2)2gsze = (n/2)* = 0
und fiir (n/2)%gss = (n/2)? — (n/2)%g2.

Die obige Faktorisierung von <<I>0]\I/£\I/i,\ll & Ws|®Po) ist exakt fiir den Grund-
zustand |®g) in Hartree-Fock Form (d.h., fiir eine Slaterdeterminante). Ent-
sprechend ist die Faktorisierung fiir das nicht wechselwirkende System ex-
akt. Beriicksichtigt man die Wechselwirkung zwischen den Teilchen, so ist
der Hartree-Fock Grundzustand nur eine Approximation. Entsprechend ist
die obige Faktorisierung nur approximativ giiltig wenn die Korrelationen
<<I>|\IIE\IJL\IIS/\IJS|<I>> im echten Grundzustand |®) des wechselwirkenden Sy-
stems betrachtet werden. In diesem Fall gilt die Hartree-Fock Faktorisierung
nur approximativ,

@il w,w,|0) " AT (@ wlw,|0) (vl v, |o)

— (DU, |®) (@] u,|P). (16.123)

16.8 Grundzustandsenergie WW Elektronen

Der Hamiltonian des wechselwirkenden Elektronensystems ist in (16.102)

gegeben. Wir berechnen Eup = (H) in Hartree-Fock-Approximation:
Fiir das (homogene) Elektronengas sind die optimalen Hartree-Fock-
ik-7

Einteilchenwellen gerade ebene Wellen €""x,(s,) und |®g) definiert in
(16.107) ist ein optimierter Hartree-Fock Ansatz. Kombinieren wir (16.102)
und (16.107) so erhalten wir

Eur = (Qo[H|Po) = (¢o|T|®o) + (Po|V|Po), (16.124)
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mit der kinetischen Energie

R2k?
() = %!Z Cp_Ctol0)

B /’fF Ark2dk h2k?
=V (2m)3 2m
Spin

V K1
= st
|4 k:3
- 71'2€F5
= gaFN, (16.125)

mit N = nV. Fir die Wechselwirkungsenergie (V') erhalten wir

1
V) = 53 drdn V- ) @olULE L ) () ()] 20)
(n/2)2gss, (F_F/)

= g e ervi-m|(5) 2 (5) a-dz ]

s#£s’ s=s’
n? n?
= v [ervie) - [ @ v, (16126
mit
g7 = E(sinx — xcosx)? (16.127)
z=kgr

Der erste Term in (16.126) ist die Hartree Energie; sie beriicksichtigt die
Abstossung der Elektronen. Der zweite Term hat seinen Ursprung in den
Symmetrieeigenschaften von |®g) und heisst Austausch-Energie. Die bei-
den Terme lassen sich durch Feynman-Diagramme visualisieren'® siehe Abb.
16.6.

OFeynman Diagramme entstehen aus einer stérungstheoretischen Entwicklung einer
Grésse (z.B., der volle Propagator (inkl. Wechselwirkung), die Energie, ... ) im Wechselwir-
kungsterm, wobei Erwartungswerte (c'c - - ¢) in Produkte von freien Propagatoren (c'c)
zerlegt werden. Jeder freie Propagator entspricht dann einer Linie im Feynman-Diagramm,
geschweifte Linien beschreiben die Wechselwirkung V', fermionische Loops (wie im Hartree

Term) tragen zusiitzliche Vorzeichen, iiber die k-Werte der inneren Linien wird integriert,
usf. Hat man die Regeln zur Konstruktion von Diagrammen einmal aufgesetzt (diese Fol-
gen jeweils aus der problem-spezifischen Entwicklung in einem kleinen Parameter) dann
ldsst sich fiir jedes Diagramm ein analytischer Ausdruck hinschreiben.
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K exchange
Hartree .
V(0) V() K-q
k K Kk

Abb. 16.6: Feynman Graphen fiir den Hartree (links) und den Austausch
(exchange) Term (rechts).

Fiir die Coulomb-Wechselwirkung V (r) = 2/r ist das Integral [ d3r V(r) =
47 [dr r?e? /r divergent.!! Wir sollten aber den (approximativ homogenen)
positiv geladenen Hintergrund, welcher durch die Ionen erzeugt wird und die
gleiche Ladungsdichte wie das Elektronengas aufweist, mit beriicksichtigen.
Wir erhalten dann mehrere sich kompensierende Terme
2 2 2
Ec = N"/d?’r (i + = —26> = 0; (16.128)

2 T r

der erste Term beschreibt die abstossende Elektron-Elektron Wechselwir-
kung, der zweite Term resultiert aus der (ebenfalls abstossenden) Ion-Ion
Wechselwirkung und der dritte Term beriicksichtigt die Wechselwirkung zwi-
schen den Elektronen und den Ionen; der Faktor 2 ist eine Konsequenz der
Unterscheidbarkeit von Elektronen und Ionen. Es bleibt demnach nur der
(nicht divergente) Austauschterm iibrig. Dieser gibt den Beitrag

9 e ©  (sinz — xcosx)?
Foye = —4nng47r/0 dx o

1/4
3 2
= — Nk (16.129)

zur Energie. Zur Beschreibung eines Elektronengases/einer Elektronen-
fliissigkeit fithrt man iiblicherweise den Seitz Radius 75 ein welcher das pro

"Die Divergenz ist eine Konsequenz der Langreichweitigkeit der Coulomb Wechselwir-
kung und erzeugt ein inkompressibles System. Nur wenn der kompensierende (hier iono-
gene) Hintergrund die Deformation mitmacht wird das Gesamtsystem kompressibel. Die
endliche Energie der Plasmonen im k — 0 Limes ist eine Konsequenz der Inkompressibi-
litdt der Elektronen. Schwingen die Ionen mit (in einer phononischen Anregung) so geht
die Energie der Mode gegen 0 fiir k — 0.
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Elektron verfiighare Volumen angibt. Messen wir rs in Bohrschen Radien
ap, so erhalten wir

4 gy = ] 5.44
sUB na s 3 TL227

3
wobei n = ngy - 1022cm ™2 die Elektronendichte angibt. Fiir typische Metalle
ist

(16.130)

n o~ 0.9-1022 - 25-10% cm™3, (16.131)
S—_——

Casium  Beryllium

und damit nimmt 7, typische Werte zwischen ry ~ (2 — 6)ap an. Fiir die
Energie des Elektronengases erhalten wir in der Hartree-Fock Ndherung

= —ep— —¢€ 5

N 5 47 re

FEyur 3 3 2%~ (2.21 0.916
—Hr S _
Ts

> Ry.  (16.132)

Beachte dass Eg/N < Epgp/N ist, da |®g) nur ein (Rayleigh-Ritz Typ)
Ansatz fiir den echten Grundzustand |®) ist.

Das Resultat (16.132) ist korrekt fiir hohe Dichten und entsprechend kleinen
Radien rs. Nicht beriicksichtigt in (16.132) sind die Korrelationsenergien.
Sie werden durch diagrammatische Techniken berechnet und man findet fiir
rs < 2.5 die Entwicklung

Ey N 2.21  0.916
N Ry T2 Ts

—0.094 4+ 0.0622 Inrs +0.018 rgInrg + - - -

%,ﬁ EKOI‘I‘/N < O
Eyp/N

(16.133)

Das Resultat (16.133) ist nicht analytisch fiir rs — 0. Fiir kleine Dichten
rs — oo erwartet man den Ubergang zu einem nach Wigner benannten
Kristall. Fiir die Korrelationsenergie erhélt man fiir den Wigner-Kristall

B 0.8

~

N T

Ry; (16.134)

die Interpolation'? liefert dann den Ausdruck

Born 0.88
N T r,4+78

Ry < 0. (16.135)
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Abb. 16.7: Phasen in einem Sy-
Coulombgas stem mit (abgeschirmter) Coulomb
o Wechselwirkung; A = Reichweite,
flussig n = Dichte, p = Druck, dimensions-
gas loser Parameter = nA3. Ein derar-
tiges Phasendiagramm mit Wieder-
eintritt (Reentrance) in die fliissi-
ge/gasférmige Phase kommt (z.B.)
in der Vortexmaterie von Typ II Su-

0 np praleitern und im Helium vor.

Kristall

gas
Helium

flussig

Die Abbildung 16.7 zeigt schliesslich die zu erwartenden Phasen in einem
System mit einer Wechselwirkung vom Typ e~/ A Jr die zwischen langer
(A — 00) und kurzer (A — 0) Reichweite interpoliert.

16.9 Bewegungsgleichung

Wie iiblich in der erstquantisierten Form der Quantenmechanik kénnen wir
auch in der zweitquantisierten Form zwischen Schrédinger-, Heisenberg-,
und Wechselwirkungsbild wahlen. Im Heisenbergbild werden die Operatoren
(und damit auch die Feld-Operatoren (i) und W, (7)) zeitabhéingig. Fiir
den zeitunabhéngigen Hamiltonoperator H ist

AH(t) _ eth/hA efth/h,

Hy(t) = H, (16.136)

wihrend fiir den zeitabhéngigen Hamiltonoperator H (t) gilt
Ap(t) = U'(HAU(),

Hy(t) = U'@®)H®)U(®), (16.137)

-t

U(t) = Texp <—Z / H(t’)dt’),

h Jo

WU = H(L)U. (16.138)
Die Bewegungsgleichung fiir den Operator Ag(t) ist
dAg(t
ntAn (An(), Hig(0)] + 00, An (1)

dt

12Dje Interpolation zwischen zwei Phasen — dem Fermi-Gas und dem Wigner-Kristall
— ist mit Vorsicht zu geniessen.
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OH=0 1AL (8, H] + ihd A (2)
aa0 4o (16.139)
dH; O am (16.140)

Dabei ist die zeitliche Ableitung OAp(t) definiert als 0Ag(t) =
Ut9,A(t)U. Man beachte, dass [Hy(t), Hy(t)] = 0 aber im allgemeinen
(Hp(8), Hir (¢} # 0 it

Wir berechnen die Zeitableitung des Feldoperators dW g (7, t)/dt fir einen
Hamiltonoperator H der Form

H = /d%qﬂ(m

+% / dPr &3O (F)V (F - 78 (F)T(F)  (16.141)

—h2V?

2m

W(r)

mit O, H = 0, ¥ =F, B-Felder, die Spinquantenzahlen sind unterdriickt. Mit
(16.139) haben wir zu berechnen

LI GL [wy(r.0). ]

at
(16.136) gire/n [\IJ(F),H} o~ iHt/h, (16.142)
2202
)| = / ar' (), o) ZZ ()]

1
+3 / &' "V (i =) -
X [‘I’(F), \PT(F’)\IIT(F”)\IJ(F”)\I/(F’)] . (16.143)
Um die Kommutatoren [A, BC| zu berechnen verwenden wir die Beziehun-
gen

[A,B]C — B[A,C] , fiir Bosonen,

{A,B}C — B{A,C} , fiir Fermionen. (16.144)

[A,BC] = {

Damit findet man fiir die Fermionen
[0 (), O (F) 0 (7)] = {0(7), ()} (i) — OF (7)) {0 (7), U (7))}
S(F—7") 0
(W (), W)Wl ()0 (70 ()] = {W (), O(r)} OT(F )W () ()
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— Ut (#Y LU (7)), UHF) O (PO (F)}
{U(7), W)} W(F" )W (")
N——

s(F—7!")

= 5(7 — PP ()W) — 67— 7B ()R B(). (16.145)

Die Kombination von (16.143) bis (16.145) ergibt

[(U(7), H) = fv\p / a3’ / B3V (F — 7" (16.146)
x[8(7 = ") U ()W (") = 3(F = )W (E) W ()W ()]

Vertauschen von W(7")U(7") = —\IJ(F”)\IJ(F’) im letzten Term und Benut-
zung von (16.142) gibt das Resultat:

Das Resultat fiir Bosonen ist identisch. Beachte, dass'® die Berechnung der
Kommutatoren zu gleichen Zeiten ¢ = ' die Resultate

(W (7 t), O (7 )]s = 8(F—7"),

Uy (7 ), Uy (7, 6] = 0,

(Wl (7 6), ¥ (7, 0] = o, (16.148)
liefert, dass aber das gleiche Problem fiir verschiedene Zeiten ¢ und ¢’ ein
schwieriges Vielteilchenproblem ist,

1), ol L (7, 1)+ = Vielteilchen Problem,
(W (7)), \IJH(F', t)]+ = Vielteilchen Problem,
t), (7 #)]+ = Vielteilchen Problem.  (16.149)

Fiir den allgemeinen Fall mit Spinquantenzahl ergibt sich nichts neues, siehe
Fetter-Walecka, Seiten 67ff.

Natiirlich kénnen wir anstelle der W-Operatoren auch die a-Operatoren be-
nutzen. Mit

—

(zlaal0) = e* xq(s), (16.150)

3Wir bezeichnen mit [-,-]— den bosonischen Kommutator [-, -] und mit [-, -]+ den Anti-
kommutator {-,-}.
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Abb. 16.8: Wechselwirkungs
Vertex fiir den Hamiltoni-
an (16.151). Die einfallen-
den Vektoren stehen fiir die
Vernichtungsoperatoren ag _,
Ao die ausgehenden Vekto-
ren fiir die Erzeuger al. o,

k+qo
a%/ . Das Austauschteil-

qo’
chen/Potential V; wird durch

die gewellte Linie beschrieben.

und z = 7,5, @ = k,o, und der Wechselwirkung V (7, 7'y = V(¥ —7') hat
der obige Hamiltonian die Form [vgl. (16.103) und Abb. 16.8]

RER? i 1 Pt
H - Z % aEUaEU + 5 Z ‘/(Tag+q'ga];/fq“o-/ aEIO'/aEU (16151)
ko EE/(TO'IO'

und die Bewegungsgleichung fiir die Operatoren a,; (t) ist

. daHEU(t) h2k2 1
i = S ay, (1) +Z Vit oo ® o (8) g, (£). (16.152)
k'go’

= Vapr—q
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Kapitel 17

Feldtheorie fiir Bosonen

Wir wenden den zweitquantisierten Formalismus des vorangehenden Kapi-
tels auf das Problem der linearen Kette an und definieren elastische Deforma-
tionsmoden (Phononen = masselose Bosonen mit Dispersion) im eindimen-
sionalen Medium; die Erweiterung auf drei Dimensionen erfolgt im néchsten
Kapitel anhand der Quantisierung des elektromagnetischen Feldes (Photo-
nen). In einem zweiten Teil erarbeiten wir den Pfadintegral-Formalismus fiir
bosonische Felder, eine Verallgemeinerung der Pfadintegrale fiir Teilchentra-
jektorien z(t) (vgl. Kapitel 1) auf den Fall der (bosonischen) Felder ¢(x,t).

17.1 Die eindimensionale Kette (Phononen)

Wir betrachten ein diskretes System von Massepunkten (Masse m, Posi-
tion x; = il im (relaxierten) Abstand [) verbunden durch Federn mit der
Kraftkonstanten k, vgl. dazu Abb. 17.1(a) und konstruieren dazu den Kon-
tinuumslimes einer Saite, vgl. Abb. 17.1(b) charakterisiert durch die Mas-
sendichte y = m/l und der Elastizitét ¢ = k.

Wir stellen die diskrete-und kontinuums- Darstellungen gegeniiber und de-
finieren dabei die totale Systemlinge L = NI und die (longitudinalen) Aus-
lenkungen ¢; und ¢(x) der Massenpunkte in der Kette und der Saite. Die
kinetischen und potentiellen Energien

Kette Saite
m al 2 H L 2
Fion = (006" Pn = [z 010"

445
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Abb. 17.1: (a) Diskrete lineare Kette mit Massepunkten der Masse m, in
Positionen x; = il mit (relaxierten) Abstand [ und verbunden durch Federn
mit der Kraftkonstanten k. Die (longitudinalen) Auslenkungen der Masse-
punkte werden durch die Amplitude ¢; beschrieben. (b) Kontinuumlimes
charakterisiert durch die Massendichte 1 = m/l und der Elastizitat ¢ = kl.

kal

2 e [* 2
Epot = 5 Z (¢i+1 - (251) ) Epot = 2/0 dx (8a:¢)

i=1
kombinieren wir zu den Lagrangefunktionen

Lx = Z[%éf)? - g (Pit1 — ¢i)2]7 Ls 2/0595 [%éf)Q - %éf)a] (17.1)

Die Bewegungsgleichungen folgen aus dem Minimum der Wirkung S =
[ dtL(t), 6S = 0, und wir finden die Resultate

dococ _ doc doc o
dtog;, 0¢i dt o¢ dzog 0o

me; — k(pir1 — 2¢; + ¢i—1) =0, g — ¢ = 0. (17.2)

Als zugehorige Randbedingungen wéhlen wir

¢o = ¢N, $(0) = ¢(L), (17.3)
Ospo = OrdN, 01#(0) = 9 p(L). (17.4)

Die Normalmoden der Kette und der Saite sind dann

1 ei(knjl—wnt)7 ¢n(x,t> —

1 .
i(knz—wnt)
—e , (17.5
v N ( )
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21 2T
k‘n:fn, kn:f'ﬂ,
k knl
wn = 24/ — [sin — |, Wy, = E|kn\ > 0.
m 2 W

Die Dispersionen w(k) sind in den Abbildungen 17.2 skizziert.

W oW

(b)

Abb. 17.2: Dispersion der diskreten Kette (a) und der kontinuierlichen
Saite (b). Beachte die Kriimmung in der Dispersion am Rand der Bril-
louin Zone +/l fir die diskrete Kette: Moden mit Kristallimpuls 7/l
werden durch die periodische Struktur perfekt (in den Zustand —m/l) re-
flektiert. Das Spektrum der kontinuierlichen Saite zeigt keine Begrenzung
in den kurzwelligen Moden entsprechend grossen k-Vektoren: der gesam-
te Raum wird durch Moden mit immer grésseren k-Werten aufgelost. Be-
achte, dass beide Dispersionen dieselbe Schallgeschwindigkeit definieren,

wn ~ 2v/k/m(|kn|l/2) ~ \/(e/1)] () Ukn| ~ \/e/plkn|.

Die Orthonormierung und die Vollstdndigkeit der Moden ergibt sich in den
beiden Fillen zu

N—-1 L
> (O bm i () = nm, /0 dx ¢ (@, t)pm(z,t) = O, (17.6)
Jj=0

N/2 9]
> i (Onilt) = 65, > G )n(y,t) = 6(x —y). (17.7)
n=—N/2 n=-—00

Der Ubergang von der diskreten Kette zur kontinuierlichen Saite kann in
jedem Schritt geméiss den Regeln L = NI = const., p = m/l und ¢ = kl
mit dem Limes | — 0 vollzogen werden. Wir fahren mit der Saite weiter.
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Mit Hilfe der Basis (17.5) koénnen wir jede Losung ®(x,t) in Normalmoden
entwickeln,

P(z,1) = Z anﬁbn(x t) + apdy (2, 1)],

n=—oo

= Z mn [anei(’“"x*”"t)+a2e*“’ww> . (178)

n=—oo

wobei der Faktor /h/2uw, mit der Wirkung h die Koeffizienten a,, dimen-
sionslos macht. Oft schreibt man

Qn ¢n(xa t) = an(t) (;5”(.75),

an(t) an(O)e*i”"t, wp > 0,
in(t) +wian(t) = 0 (17.9)

die Amplituden a,(t) erfiillen also die Differentialgleichung des harmoni-
schen Oszillators. Die Energie der Saite lédsst sich dann berechnen als

L L
‘2‘/0 dx[(ﬁ(x,t)]z—kg/o dz [® (2, 1))

R h
=5 > {mlg (@l —ana — ajat,J(0)
n
n=—oo

h
+ekip (2l + anan + aja a=,)(0)}

n

= Z hwy, ay (t)ay(t) = H. (17.10)
Hier haben wir beniitzt, dass

L
/ Az dp (2, t)pm(2,1) = Op e 2nt (17.11)
0

ist, und a,(t) = —iwpa,(t) sowie w, = w_, aber k, = —k_,. Beachte
auch, dass die ¢, alle Frequenzen w, > 0 haben. Die Wellenzahlen k, >
0 ergeben alle rechts-, die k, < 0 alle links-propagierenden Wellen. Die
Frequenzen —w, < 0 gehoren zu den ¢} (x,t). Die Einfiihrung von h in
(17.8) ist willkiirlich; entscheidend ist, dass die Dimension von (h/pwy)/? =
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(Lange)®/? ist ([®] = Lénge, [¢,] = 1/Lénge). Dieser Ansatz macht erst

vollstindig Sinn, wenn die Theorie quantisiert wird.!

Wir fithren noch die (reellen) Koordinaten

i(®) = 1\ garalan®) + a0
pa(t) = =iy T an(t) - a3 (1)

a _ ipn + Mwnqn
o = —Pnt Mg (17.12)

" V2M hw,,
ein, mit M = pL der Gesamtmasse des Systems. Damit erhélt der Hamilto-
nian die Form
oo 2 2
Pn Mwn 2
H = E — . 17.13
<2M T3 q”> (17.13)

n—=—oo

Die Bewegungsgleichungen sind die des harmonischen Oszillators,

.~ OH _

qn = Opm =

. OH

Pn = _g = _Mw?z%u

n
Gn + WZQn = 0. (17.14)
Beachte, die drei Typen von Koordinaten:

® = Auslenkung,
an, = Amplitude einer Normalmode,
¢n = Auslenkung der n*® Mode = ¢,,(0) cos(kpz — wpt).

17.2 Quantisierung

Startend vom harmonischen Oszillator in kanonischen Koordinaten wie in
(17.13) beschrieben, kénnen wir die Theorie quantisieren indem wir zu Ope-
ratoren p,, und g, iibergehen und die Kommutatoren

[Qnapm] = thonm, [QQO] = 0,

"'Wir quantisieren die Theorie indem wir die Amplituden als Operatoren definieren und
die Kommutatoren [an,al,] = 1 sowie h = /i einfiihren.
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[Pn,pm] = 0, (17.15)

einfithren. Die zweite Methode zur Quantisierung der Theorie involviert die

Ersetzung der Amplituden ;) und a, in (17.12) durch Erzeugungs- und

Vernichtungsoperatoren aIL und a,, sowie die Ersetzung h — h. Die Kommu-

tatoren ergeben sich aus (17.15) und der Definition (17.12),

[anvain] = 6nm7 [anaam] = 0,
[al,al] = 0. (17.16)

Zusitzlich definieren wir das Vakuum |0) welches durch die Operatoren ay,
vernichtet wird, a,|0) = 0. Schliesslich kénnen wir zu Feldoperatoren iiber-
gehen indem wir die Entwicklung in Normalmoden (17.8) nutzen und die
entsprechenden Kommutatoren finden [unsere zeitabhéingigen Normalmoden
definieren die Feld Kommutatoren im Hesienbergbild, vgl. (16.148)],

[®(z,t),11(2',t)] = ihd(x —2'),
[@(x,t), @(a',1)] = 0,
[(z,t),(2',t)] = 0, (17.17)
wobei das konjugierte Feld II(x, t) wie iiblich definiert wird via
M(z,t) = O0L/OP = ud (17.18)
. 00 Rpon 1/2
= i 3 (M) el ool 0l

Damit haben wir die Saite in allen drei Darstellungen quantisiert. Wir sehen
aber auch, dass wir das System gar nicht auf den harmonischen Oszillator
zuriickfithren miissen um quantisieren zu kénnen. Wir konnen alternativ
auch folgenden direkten Weg einschlagen:

Alternative Quantisierung: Sei L£(¢,¢) die klassische Lagrangedichte
eines Systems. Wir betrachten das Feld ¢ als kanonische Koordinate und
definieren den kanonischen Impuls

oL

= —. (17.19)
o¢

Die Theorie wird quantisiert indem wir zu Feldoperatoren ® und II iiberge-
hen, welche den Vertauschungsbeziehungen

[®(x,t),11(2', )] = ihd(x —2'),
[@(m,t),cb(:c’,t)] = 0,
[O(z,t),(2',t)] = 0, (17.20)
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genigen.

Beispiel: Nicht wechselwirkende Bosonen mit Masse m im Potential U (7).
Die Lagrangedichte

. RS -
L = i)™ — %Vw* -V —U(T )"y (17.21)

fiir die Wellenfunktion ¢ (7) erzeugt die Schrodingergleichung

ihdpp = (—;iv? + U(F)) . (17.22)

Wir zweitquantisieren das Problem indem wir von der Wellenfunktion 1)
zum Feldoperator W iibergehen; die konjugierte Variable

oL
= = = i (17.23)
oY
definiert den erzeugenden Feldoperator T und die Kommutationsbeziehun-
gen haben die Form [vgl. (16.148)],

[\I’(F’ t)v \IIT(F/7 t)] = 5(F_ 'F/)v
[\Ij(ﬁ t)7 \I’(Flv t)] = 0,
(Wi, 1), ¥, 0] = 0. (17.24)
Fiir Fermionen ersetzt man den Kommutator [-, -] durch den Antikommuta-

tor {-,-}.

Beachte: Wir haben zuerst die erstquantisierte 1-Teilchen Wellenmechanik
als klassiche Feldthorie fiir das Wellenfeld v aufgefasst und dann diese Theo-
rie (zweit-) quantisiert. Damit erhalten wir aus der Einteilchentheorie eine
Vielteilchentheorie mit Feldoperatoren. Den Hamiltonian erhalten wir aus

0= [armi-g = (@ (ZEY su) e s
/ [ (-5 +0)

m

Die Quantisierungsvorschriften via Normalmoden (17.16) und direkt via ka-
nonischer Kommutationsregeln (17.20) sind im Prinzip dquivalent, aber: mit
dem Weg via Normalmoden stehen sicher unabhéngige Freiheitsgrade zur
Verfiigung, was via direkter Quantisierung (17.20) nicht immer der Fall ist.?
Die Entwicklung nach Normalmoden ist daher der sicherste Weg fiir eine
konsistente Quantisierung der Theorie, aber nicht der schnellste.

2Vergleiche dazu die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes.
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Besetzungszahlbasis

Mit (17.16) konnen wir die Besetzungszahlbasis

T Noo T Nk T ni
a a a

einfithren, mit dem Vakuum
ag|0) = 0, (17.27)
und den Verkniipfungen via Auf- und Absteigeoperatoren

a};|n1,...,nk,...) = Vnp+1ny,....,ng+1,...),

ag M1,y Ny o) = ngng, .o ng — 1,000,
a};ak|n1,...,nk,...,) = ng|ni, o ng, ), (17.28)
Der Schwingungszustand |ny,...,ng,...) der Saite beinhaltet nj; Quanten

der Schwingungsmode ¢y (z,t). Im Zustand |0) haben wir Vakuumsschwin-
gungen: die Saite ist nicht in Ruhe, da das Heisenbergsche Unschérfeprinzip
dies verbietet®. Im Zustand |0, ..., ng,...,0) verschwindet die mittlere Aus-
lenkung ® in jedem Punkt,

(nklanlng) = 0 = (nglal|ng),
= (ng|®(z, t)|nk) = 0. (17.29)

Das mittlere Quadrat von ® verschwindet nicht, denn (wir benutzen, dass
0= (nglan amlng) = 0 = (ny|ahal,|ng))

T Lilkn—Fkm)x —i(wn—wm)t

h
(g @2 (, 1) ) (] Y s <ana e e
— 2M S wm, LS
’ Onm+1k0nkOmik
+ ajnane—i(kn—km)xei(wn—wm)t> |nk>
nkdnkém,k
h h
= 17.30
Mo T Zn: M, (17.30)
———
—oo wie > 1/|n|
h 1
- Y2 (s 7). 17.31
Zn: My, s 2 (17.31)

3Sonst wiren Ort und Impuls gleichzeitig exakt bekannt.
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Der letzte Schritt (17.31) illustriert die Analogie zur Brownschen Bewegung,
den Quantum-Random-Walk wo die Wirkung % die Temperatur 7" im Aqui-
partitionsgesetz ersetzt. Beachte: Die Kette hat nur N Freiheitsgrade, was
auf einen cutoff fiir grosse Werte von n fiihrt; indem man eine Masse fixiert
ldsst sich die Translationsmode zu n = 0 eliminieren, was auf einen cutoff
bei kleinen Werten von n und so zu einem endlichen Resultat fiihrt.

Fiir die Varianz A® = /(®2) — (®)? erhalten wir demnach ein divergentes
Resultat, A® — oo. Auch ist zu bemerken, dass es keinen Zustand der Saite
mit vorgegebener Position ®(z,t) = f(z) gibt, denn

= 23

[(an + al) cos(knx — wyt)
+i(an — al)) sin(knx — wnt)];

die Operatoren A4,, = (an+ail) und B,, = i(ay, —aL) miissten alle gleichzeitig
scharf sein, [Ay,, By] = 0 fiir alle m,n. Aber [A,, B,] = —2i # 0, womit

AA,AB, > 1 oder
Agn Ap, > h/2 (17.32)

sein muss. Wenn wir also das Feld ®(x,t) schon nicht exakt festlegen
konnen, so moéchten wir doch wenigstens optimale Zustéinde haben mit
AA ~ AB ~ 1, also mit minimaler Unsicherheit. Solche Zustinde sind
durch die koh&renten Zusténde gegeben.

17.2.1 Kohirente Zustinde

Mit «; € C definieren wir

|&> = ’a17"'7ak7--->
00
(ap)™ - (o)™ - -
} Nyyeeo s Mgy - - -
ni % =0 nl'nk' | 1 k >
%)
— (O[la'ii)nl (ak‘a]-l;:)nk
= Z ; nl gl |0). (17.33)
ML yeees N yere =

Diese Zustdande sind Eigenzusténde der Vernichter a; mit Eigenwert oy,

ak]...,ak,...) = ak]...,ak,...>. (1734)
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Wir zeigen das fiir eine Mode,

aa) = Z\F\f]n—l _ Z—" (17.35)
o

Es gilt auch

alla) = %|a>, (17.36)

denn

0 n o n—1
i _ « . (6% _ d
aoz—g —\/n—f-ln—f—l—g n—yn) = —|a).

Die Zusténde |@) sind nicht normiert; mit

al?)? "
(ala) = Z(’ I (17.37)

n!

n

erhalten wir
(@a) = eXn%, (17.38)

Die kohédrenten Zusténde haben die besondere Eigenschaft, dass (AA) =
(AB) = 1 minimal ist, das heisst, sie tragen die minimal mégliche Unschérfe
welche mit dem Heisenbergschen Unschérfeprinzip kompatibel ist. Beachte
die folgende Dualitét:

ng scharf — @ unscharf im Zustand |0,. .., ng,...0),
ng unscharf — & (fast) scharf im Zustand |a). (17.39)

Zum Beweis benutzen wir die Beziehungen

(alale) = N,

(ala®la) = o®N,
(alaa’la) = (1+]al?)N, (17.40)
sowie
(ala’la) = a*N,

(al(@)?la) = (a")?N,
(alaTala) = |of>N, (17.41)
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mit N = (a|a) = exp(|a|?). Daraus ergibt sich

4y = <?‘LACL‘;> = (a+a%), (B)=ila—a"), (17.42)
(A% = (®+ (@) +1+2aa") = (14 (a+a")?),
(B = — (a2 +(a*)? —1- 200) = (1-(a— a*)2) , (17.43)
(AA? = (1+(a+a*)?—(a+a")?) =1,
(AB)? = (1-(a—a")?+(a—a*)?) = L (17.44)

Beachte, dass (afa) = |a|?, somit gibt das Betragsquadrat |a|? fiir den nor-
mierten Zustand zu « gerade die Anzahl Anregungs-Quanten an. Die rela-
tiven Unsicherheiten sind

(A4) I 1

(A) a+a*  2lajcosyp’
(AB) -1

(B)  2la|sing’ (17.45)

mit o = || exp(ip), und fiir || = /# Quanten — oo verschwinden diese
(relativen) Unsicherheiten in Position und Geschwindigkeit der Saite. Dies
ist kongruent mit der Aussage, dass der klasische Limes einer bosonischen
Feldtheorie dem Limes grosser Bosonenzahl entspricht, z.B., klassische Ela-
stizitatstheorie = grosse Anzahl von Phononen, klassischer Elektromagne-
tismus = grosse Anzahl von Photonen.

17.3 Pfadintegrale

Im Kapitel 1 der Quantenmechanik I haben wir die 1-Teilchen QM mit
Hilfe von Pfadintegralen eingefiihrt. Die grundlegende Idee dabei war, dass
beim Ubergang von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik alle
Pfade z(t) mit ihrem Gewicht exp(iS[x(t)]/h) beitrugen, wobei S[x(t)] die
auf dem Pfad [z(t)] akkumulierte Wirkung war. Der klassische Pfad mit
605 = 0 gab den grossten Beitrag zur Summe. Im folgenden zeigen wir, dass
dieser Formalismus auch fiir Vielteilchensysteme gilt. Wieder werden wir se-
hen, dass im Pfadintegralformalismus keine Operatoren mehr auftreten, nur
noch Integrale iiber komplexwertige Funktionen. Wir geben eine Herleitung
fiir Bose-Systeme anhand eines konkreten Beispieles, der 1D-Saite. Fiir Fer-
mionen kompliziert sich der Formalismus da wir Grassmann-Variablen brau-
chen. Zum Vergleich fithren wir den Ubergang zu Pfadintegralen parallel fiir
ein 1-Teilchenproblem und fiir ein bosonisches Vielteilchenproblem durch.
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17.3.1 Vorbereitung

Wir arbeiten im Heisenberg-Bild mit zeitabhédngigen Operatoren. Sei ¢ ei-
ne verallgemeinerte Koordinate, Qp(t) der zugehorige (zeitabhéngige) Ope-
rator im Heisenbergbild. Die Eigenfunktionen zu Qg (t) sind damit auch
zeitabhéingig und wir bezeichnen sie mit |q,t) . Mit U(t,ty)(= exp[—iH (t —
to)/h]), dem Zeitentwicklungsoperator, ist

la)s = Ult,to)lg, thn (17.46)

die zu @) gehorige zeitunabhéngige Eigenfunktion im Schrodinger-Bild. Be-
achte, dass die iiblich geltenden Zeitabhéngigkeiten fiir Zusténde im S- und
im H- Bild vertauscht sind, da wir Eigenfunktionen zu Operatoren suchen:

Schrodinger-Bild:  Operatoren zeitunabh. —  Eigenfunkt. zeitunabh.
Heisenberg-Bild: Operatoren zeitabh. —  Eigenfunkt. zeitabh.

Wir betrachten dazu ein Beispiel mit ;H =0, tg =0 und A =1,

Schrédinger: Qle)s = dlg)s;
lg,t)y = exp(iHt)|q)s
Heisenberg: Qu(t) = exp(iHt)Qexp(—iHt),
Qut)lg,t)n = exp(iHt)Qexp(—iHt)exp(iHt)|q)s

1
= qexp(illt)|q)s
= Q|Q> t>H-
Ein Zustand |m)y im Heisenberg Bild ist zeitunabhéngig. Die zugehorige
zeitabhéngige Wellenfunktion in Koordinatendarstellung ist

V(g t) = slgle”m)y
= mlgtmy
— S<Q|mvt>5a (1747)

mit |m,t)s = exp(—iHt)|m) g, wie iiblich definiert. Im Folgenden schreiben
wir nur noch |g,¢) ohne den Index H.

Die Ausgangszustinde fiir den Ubergang zum Pfadintegralformalismus im
Bose-Problem sind die kohérenten Zustande

asal )i
@) = HZ(’ni’!)!o), (17.48)

mit den Eigenschaften

ald) = aild@),  afld) = 0,la),
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(@al = (@,  (dla; = da:(al,
(@a) = exp(@ -a). (17.49)
Dabei fassen wir
7 0
7 - P = a0
a; . B4
al & Q (17.50)

als verallgemeinerte Koordinaten und Impulse auf und die kohérenten
Zusténde |@) sind entsprechend gerade analoge Grossen zu den Orts-
zustdnden |g). Beachte, dass die Feldoperatoren keine Eigenfunktionen
besitzen, die Vernichtungsoperatoren a; hingegen schon. Wir bauen den
Pfadintegral-Formalismus deshalb auf den Operatoren a; statt direkt auf
den Feldoperatoren ® auf. Am Schluss kénnen wir dann von den komplexen
Zahlen &, a* zu den komplexwertigen Feldern ® und II {ibergehen.

Wir brauchen noch eine weitere wichtige Eigenschaft der kohérenten
Zusténde, die

Normalordnung Wir nennen den Operator : O(ag, a;) : normalgeordnet,

wenn alle Vernichtungsoperatoren a; rechts von den Erzeugungsoperatoren
T

a; positioniert sind. Fiir einen beliebigen Operator O(az,aj) schreiben wir

den zugehorigen normalgeordneten Operator als : O(a;r, a;) . Esist
0| : O(al,a;) : [0) = o0. (17.51)
Sei O(az, a;) normalgeordnet. Dann ist

(@0(al,a)|d) = O(aj,d)(ala
= O(af,a)e™ ™. (17.52)

Weiter gilt die Vollsténdigkeit der kohérenten Zusténde |&@) in der Form
1= / H % o™ d@) (al. (17.53)

Beweis: Der Beweis von (17.53) wird in zwei Schritten gemacht:
a) [T]--- kommutiert mit allen aj, a,;-r, daraus folgt [[[---=c- 1
b) c=1.
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Zu a) berechnen wir die Kommutatoren

od) Do (dl
doy do
= [TI%5 e - aajal = o (750
; 271 g

wobei die Ableitung J,r via partieller Integration einen Term «; er-
zeugt welcher den schon vorhandenen Term kompensiert. Beachte, dass
(0/0a*) f(a) = f'(2)(0a/da*) = 0, und Ou+ = (Oa, + i0a,)/2. Die glei-
che Rechnung kann auch fiir a;r durchgefiihrt werden.

Zu b), berechnen wir den Erwartungswert

dOéZ‘ dOé;k —_a*a RPN . dOéZ dO[Z< —a*.a
/1:[2m, T E (0@ (d[0) = /H 00

Wir fassen das Mass do; daj als schiefes Produkt da A da* auf. Mit der
Substitution « = r exp(if), a* = r exp(—if), finden wir das Flichenmass

do da* = ‘ g:; 57“; dr df (17.55)
iret & ;
= | it it dr df = 2ir dr de, (17.56)

Damit ldsst sich das verbleibende Integral einfach berechnen,

/ dado™ _ .+ / rdrdf _.-
— e = e = 1.
2mi T

Sc = 1 (17.57)

Schliesslich brauchen wir noch, analog zum 1-Teilchen Problem, die Eigen-
funktionen zum Annihilationsoperator a;(t) im Heisenbergbild,

’&,t)H mit ai(t)‘@,t>H = 041"0_2,75>H. (17.58)

Ein Zustand |v) in der kohdrenten Zustands-Basis ist dann durch die Wel-
lenfunktion

\va(d*, t) = H<C?, t|U>H
s{@lv,t)s, (17.59)
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mit
v, t)s = e Hu)g (17.60)

gegeben. Wiederum unterdriicken wir den Index H im folgenden. Wir ent-
wickeln jetzt parallel den Pfadintegralformalismus fiir ein Teilchen (mit Ko-
ordinate ¢) und fiir ein System von Bosonen (aus kohédrenten Zustédnden &,
entsprechend den Feldvariablen ®).

Wir definieren die Abkiirzungen
/[da*] = /Hda;,
J
day

(17.61)

I
—
—

und setzen A = 1.

17.3.2 Pfadintegrale: Teilchen versus Bosonen

Teilchen werden durch die Wellenfunktion ¥,,(q,t) = (g, t|n) g beschrie-
ben. Zum Propagator K kommt man durch das Einschieben einer 1,

\I’m(Qnatn) = /dQO <Qntn|q0t0> <QO,t0|m>
K 4
= /quK(qn,tn;qO,to)\If(qo,to) (17.62)
K(qn’tn;q07t0) = <Qn7tn|q07t0>. (1763)

Bosonen werden durch die Wellenfunktion W, (a*,t) = (&, t|v) beschrie-
ben. Den Propagator U findet man wieder durch Einschieben einer 1,

ok

do;, doct _
\I/U(&:wtn) = /1_[;071_7;20 eia0.a0<dn,tn’(fo,t0><&0,t0|v>
i
= [ U@t o) o) (17.64)

U@, ty; a5, tg) = / [dagle™ %050 (&, t,|do, to). (17.65)

Sowohl fiir die Teilchen, als auch fiir die Bosonen kann man das Zeitintervall
[to,tn] in n Teilintervalle [ti;ti+1]7 1=0,1,...,n—1mit ;41 —t;, = —0
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splitten. Fiir jeden Zeitschritt wird eine 1 eingeschoben und man findet fiir
die Propagatoren K und U,

n—1
K(gn,tn;qo,to) = /(H dqz) (H QZ+1ati+1|Qiati>>, (17.66)
n—1 17? 1 .
U(dy,,tn; g, to) = /(H[daﬂ) (H[dai] O g1, tig1] s, z>>

i=1 =0

Berechnet werden die Matrixelemente (-|-) sowohl fiir Teilchen als auch
fiir Bosonen unter der Annahme, dass der Hamiltonian iiber die kleinen
e-Intervalle [t;,t;+1] jeweils konstant ist,

Gis1|U (tir1, t0)UT (i, t0)]ai)

giv1le ¢ q;) = (1|1 — iHelg;)
= 0(¢i+1 — @) —ie(qi+1|H|q:)

d .
_ / P ip(giv1—ai) _ ie{qis1|P%/2m + V(q)|@i)

(Gis1, tit1]qi, ti)

2

2T

dp oiP(di+1-a:)
— (3 7 1 _
I 1 iV (g)]

/ / W i) 0| P2/ 2mp) (plas)

_ /;ip ip(Gi+1—qi) {1 Zg[p2/2m+ V(Ql)}}
T

o /Cipei[p(Qi+l—Qi)_€H(p7Qi)]

2
— /dm eia[piQi—H(piHi)]’ (17.67)
2
(@ig1,tip1|dity) = (@ig1|U(tigr, to)UT (i, t0)| &)
= <&z+1|07> — ie(@i |H (@, @)|a)
= T[]l — e H(AF,d;)]
o QO di—ieH (A7, ,d;) (17.68)

Wir setzen diese Matrixelemente im Ausdruck (17.66) fiir die Propagatoren
K und U ein und erhalten

dpi
K(qTL?tn;QO’tO = /(H dQZ> (H b Zs[plql H(p“ql)]>

1=0
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/D 27Th eXp h/ tlpg—H ,Q)]), (17.69)

U(&;7tn7&87t0) - ( ) (H daz 1+1 a ] O(Z—’LEH( z+17a7«)>

L oa—ip @ —q [dg) = qujz dpz—Hdp]’

n—1 —
B d%> (secneo)
/ = 27rh /t /OLdt[‘i)H—H(@,H)]). (17.70)

Dabei sind wir im letzten Schritt wie folgt zu den komplexwertigen Feldern
® und II iibergegangen,

bwt) = 3 oo 06 +u@sE@].  ar

2w
j=—o00
Het) = Y0 52 p(00s(0) +ig(O65@)], (1772)

wobei wir die Ersetzungen a; — a; — ip; und a; — a}f — ¢j vorgenommen
haben, vergleiche dazu (17.50).% Als niichstes fithren wir ein ‘coarse graining’
iiber die Lange [ durch; mit

Cf)j,ac = \/ l dx’ d)]( )

definieren wir

O(z,t) = Bult) = > Jw[z‘pj(t)qﬁj,ﬁqj(t)qﬁix]a
j J

) = ) = /™ (0650 +ig(1)65,] . (17.73)
J

Damit erhalten wir abzéhlbar viele Freiheitsgrade fiir die Felder. Mit (17.72)
und (17.73) gehen wir von den Moden mit Index j iiber zu den Orten z,
wobei 2 die Intervalle der Linge I abzihlt.”> Schliesslich transformieren wir

“Die Variablen ¢;(¢) und p;(t) sind hier nicht mit den reellen Koordinaten (17.12) zu
identifizieren.
®Dies entspricht einer kanonischen Transformation pj, ¢; < I, ®,.
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die Masse
H dq;.i dp;.i . H dPy;dlly; D[®(z,t)] D[II(x, t)] (17.74)
i s - 2 - 21h A

wobei der Index i iiber die Zeiten geht, j iiber die Moden, und z iiber die
Orte. Im gleichen Zug schreibt man den Exponenten um geméss

[Texelici i~ M) = exp(ie Y ldupy — Hlagp))) — (7.75)
= exp (zez (@ .10 2 — H[®; 4, Hi,x)]}):

~ oxp (i/dt da {(z, ) (x, ) — H[®(z, ), 1(z, )]}

wobei wir die diskreten Summen iiber Zeit- und Ortsstiitzpunkte i, z mit
den Amplituden ®, ; und II, ; durch kontinuierliche Zeit- und Orts Integrale
tiber die Felder ®(x,t) und II(z, t) ersetzt haben (beachte, dass ®, ; und II, ;
gegeniiber den Feldern ®(z,t) und II(z,t) einen zusitzlichen Faktor 1/+/1
tragen, vgl. (17.73)).

17.3.3 Bemerkungen

1. Natiirlich ist (17.70) fiir 1 Teilchen identisch mit unserem alten Re-
sultat aus der QM I. Zeige das durch Integration iiber p (quadratisch
erginzen) und finde das Feynman’sche Mass A.

2. Fiir Fermionen miissen wir die Antikommutationseigenschaften der
Fermi-Felder beriicksichtigen. Dies lduft darauf hinaus, dass die klass-
ischen C-wertigen Felder in (17.70) antikommutations-Eigenschaften
haben sollten. Die Mathematik von antikommutierenden C—Zahlen
wurde bereits im 19. Jh. durch den Mathematiker Grassmann ent-
wickelt.® Wir gehen aus Zeitgriinden hier nicht weiter darauf ein; das
Thema kann z.B. in Negele-Orland, ‘Quantum Many Particle Systems’
nachgeschlagen werden.

3. Wozu sind Pfadintegrale gut? (17.70) ist wohl die schonste Art die
Quantenmechanik eines Teilchens oder Feldes zu konstruieren. Die

5Sogenannte Grassmann-Algebren
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Schlussformel fiir das Pfadintegral ist einfach und physikalisch trans-
parent. Viele Papers starten mit (17.70) — man sollte dann wenigstens
in der Lage sein, die ersten Zeilen zu lesen. (17.70) ist hilfreich

- im Finden von Feynman Regeln (Storungstheorie),
- im Auffinden von exakten Losungen auf Gittern (numerisch),

- im Vollzug des Uberganges von der Quantenmechanik zur stati-
stischen Mechanik, der Quanten Statistischen Physik, via Wickrotati-
on (imaginér Zeit Formalismus)

¢ h/2T
t— T, / dt' — / dr. (17.76)
0 —h/2T

- in der Ausfithrung abstrakter Rechnungen in der Feldtheorie.
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Kapitel 18

Quantisierung des
elektromagnetischen Feldes

Die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes Verlangt eine sorgfaltlge
Diskussion der Freiheitsgrade. Startend mit 6 Feldern fiir E und B miissen
wir die Maxwellgleichungen und die Eichinvarianz beriicksichtigen. Gehen
wir zum 4°" Potential (¢, A) iiber! haben wir noch 4 Felder. Ein weiteres Feld
wird durch die Fixierung der Eichung festgelegt?, bleiben noch 3. Wihlen wir
die Coulomb Eichung so ist eines dieser Felder (¢) nicht dynamisch, bleiben
noch 2 dynamische (d.h., fluktuierende) Freiheitsgrade. Diese beiden Felder
werden uns die Photonen mit Spin +1 (entlang der Propagationsrichtung l%)
geben. Das Spin 0 Photon existiert wegen der Masselosigkeit des Photons
nicht.

18.1 Maxwell Gleichungen

V-B = 0, keine magn. Monopole, (18.1)
L 1 -
VANE = —-0,B, Faraday, Induktion, (18.2)
c
V-E = 4mp, Coulomb, Ladungsquellen, (18.3)

Mit B=VAAund E = —6¢ - atA’/c sind die homogenen Gleichungen V - B=0
und VAE = —8t§/c befriedigt.

2Sonst hitten wir kiinstliche Eichfreiheitsgrade und wiirden die Fluktuationen
iiberschétzen.

465
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. 4
VAB = fatE + I], Ampere, Stromquellen. (18.4)

Die Gleichungen (18.1) und (18.2) sind die homogenen Maxwell-
Gleichungen, (18.3) und (18.4) die inhomogenen. Die Ladung ¢ und der
Strom j sind die Quellen der elektromagnetischen Felder, hier unabhiingig
von den Feldern E und B.? Wir integrieren die homogenen Gleichungen in-
dem wir die Potentiale ¢ und A einfithren, wobei ¢ ein Skalarfeld und A ein
Vektorfeld sei; indem wir die Felder E und B gemaéss

B = VAA, (18.5)
- —%at,af ~ S, (18.6)

=

durch die Potentiale ausdriicken erfiillen wir die inhomogenen Gleichun-
gen (18.1) und (18.2) automatisch. Das magnetische Feld B ist ein rei-

@ T (b>\T/

e
NS /i\

Abb. 18.1: (a) Reines Rotationsfeld B=VAAmitV-B =0. (b) Reines
Divergenzfeld D= V(p mit VA D =0.

nes Rotationsfeld, vgl. Abb. 18.1(a), wihrenddem das elektrische Feld E
sowohl Divergenz- [vgl. Abb. 18.1(b)] als auch Rotations-Anteile aufweist,
VAE=—(1/¢)d,B.

Einsetzen der Felder (18.5) und (18.6) in die inhomogenen Maxwellgleichun-
gen gibt uns die Gleichungen fiir die Potentiale,

1 - -
v2¢+gatv-,4 = —dmp,

3Im materieerfiillten Raum ist j = j(E, B) und p = p(E, B) und wir brauchen zusitz-
liche konstitutive Gleichungen (Materleglelchungen), z.B. im Metall das Ohmsche Gesetz
f: U(B)E p =2 0 mit dem Leitfdhigkeitstensor & oder im Supraleiter das Londongesetz
V Aj = —(cA?/47) A mit der Londonschen Eindringtiefe A.
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o S o 1 5 1
VANNANA) +50A+=-Voep = —j. (18.7)
— c c

—V2A+V(V-A)

Die Konsistenz der Gleichungen (18.7) erzwingt die Kontinuitéitsgleichung

fiir die Ladungs- und Stromfelder, (wir benutzen, dass V - (V A ) = 0)

= - -,

. 4 Lo

0 = V- (VAVAA) = %(at,wv-j). (18.8)
Zusitzlich besitzen wir noch die Eichfreiheit in der Wahl von A und ¢: die

Umeichung durch das skalare Eichfeld x (7, )

A = A-Vy,

1
¢ = o+, (18.9)
erzeugt die gleichen Felder E und B ,
VAA" = VAA = B
1 e =, 1 - — —

—gatA’—wf = —EatAfw) = FE. (18.10)

Mit dem Eichfeld x(7,t) sind keine echten physikalischen Freiheitsgrade ver-
bunden und wir miissen die Eichung fixieren (andererseits wiirden wir un-
physikalische Fluktuationen im Eichfeld einfiihren). Beliebte Fixierungen der
Eichung sind die

— Coulomb-Eichung;: V-A= 0, und die
~ Lorenz-Eichung: V - A + (1/¢) 8;¢ = 0.

Indem wir das Laplace Problem (— Coulombeichung)

— —

Viy = V-A (18.11)
oder die Wellengleichung (— Lorenz-Eichung)
(gat—v)x = V- A+ a0 (18.12)

16sen konnen wir immer auf die Coulomb- und Lorenz-Eichung umeichen.*

4Es gibt zwei Physiker mit Namen Lorentz und Lorenz: Hendrik A. Lorentz: Theorie des
Elektrons, Lorentz-Transformation (1904), Lorenz-Lorentz Formula (Clausius-Mosotti), L.
Lorenz: Lorenz Eichung (1867).
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In der Coulomb-Eichung V - A = 0 wird das Coulombfeld ¢(7,¢) instantan,

V2o(F,t) = —dnp(Ft),
— - 3./ p(?“ )
= ¢(T,t) = /d ’r — 74/, (1813)

und das (transversale) Vektorfeld A geniigt der dynamischen Gleichung (vgl.
(18.7b) und benutze V- A = 0)

I Ao 1= A
VA S 2A = “Ti Vo = g (18.14)
c c c c
Der Quellenterm in (18.14) ist rein transversal:
V-jL=V-j—=V%9¢/4r = (V-j+dp)=0. (18.15)

Indem wir das skalare Potential ¢ durch die Ladungsdichte ausdriicken [vgl.
(18.13)] und die Relation A(1/|F—7'|) = —4wd(F—7") benutzen kénnen wir
den Quellenterm in die explizit transversale Form

JLFEY) = J—Vop/Ar

2 3 1 3
S O I AL N v
v / 47r]r—7“’] V/ 47r\7"—7"\

_ 2 G
(v+vv /d

im =]
VAVA
. /o t
= VA <V/\/d3 /&) (18.16)
4|7 — 7|
schreiben.® Damit erhalten wir die Gleichung fiir das Vektorpotential
I R le /= t
V2A- R4 = VA (V/\ gy 37 q)) (18.17)
c2 c |7 — 7|

Die Wechselwirkung zwischen zwei Ladungen wird von der Summe der ¢-
und A-Felder erzeugt. Es hingt von der physikalischen Situation ab, welches
Potential die Wechselwirkung tréigt: In dynamischen Sitationen (mit Fre-
quenz w) und grossen Distanzen L > c¢/w erzeugt das A-Feld einen Term,
welcher das instantane ¢-Feld kompensiert und nur die retardierte Kompo-
nente von A iiberlebt. In quasi-stationdren Situationen andererseits ist das
Coulomb-Feld ¢ dominant und Retardationseffekte sind vernachléssigbar.

Beachte, dass 7 A7 A @ || @ ist; fiir j = jo exp(ik - 7) ist j1 = —k A (I‘c’/\j‘)/k‘2
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Die dynamischen Gleichungen fiir die Potentiale in der Lorenz-Eichung sind

1
Vi - 500 = —dmp,
2f- Lopx = T

Diese Gleichungen sind manifest kovariant und beide retardiert. Eine wei-
tere Eichung ist die Wahl ¢ = 0. Dann erhilt A auch eine longitudinale
Komponente, welche gerade die Rolle von ¢ {ibernimmt und die instantane
Coulombwechselwirkung zwischen zwei Ladungen erzeugt.

18.2 Lagrangefunktion

Die Lagrangefunktion, welche die Maxwellgleichungen erzeugt hat die Form

2 7 _ R2 7 . o
L:/d%[E ( ’t)SWB (7,?) —p(F,t)qS(F,t)—k%j(F,t)-A(F,t) (18.19)

Die Variation nach dem skalaren Potential ¢ erzeugt das Coulombgesetz’
(wir schreiben ¢ ; fiir die Ableitung 0,,¢),

oL oL oL

— = —p(7,1), =—-E;/4r, — =0,

5% p(rt), 5 Y / 5

= V.E = 4mp, (18.20)

wahrenddem die Variation nach dem Vektorpotential das Ampere Gesetz
liefert,

oL oL oL
5 =Ji/¢, 5 — = ¢ciyBr/AT, — = —E;/4nc,
oA, ji/c 5A, €ijk B /4T SA /4me
L. 1 - Ao
= VAB = E@E—i—%j. (18.21)

Die zu ¢ und A konjugierten Felder sind
oL

H - - = 0,
¢ 96
L
Iy, = 88147, = —F;/4nc; (18.22)

Die Euler-Lagrange Gleichung zum Lagrangian L[n, &;n, 7] fiir das Feld n(7,t) hat die
Form
d oL oL oL
@ G ey
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somit hat das skalare Potential keine Dynamik und A ist konjugiert zu E;
entsprechend kénnen A und E nicht gleichzeitig scharf sein. In der Coulomb-
Eichung hat ¢ keine Dynamik; entsprechend lésst sich ¢ durch direkte Inte-
gration finden,

o) = /d3 , p(rs 1) (18.23)

| —7‘!

und aus L eliminieren; der Langrangian L enth#lt dann nur noch das (dy-
namische) A-Feld,

E2(7F.t) — B%2(7,t) 1- S
L - /di”r[ 17 )87T G )+ij(F,t)'A(F,t)

L[ s, p(t)p(i, 1)
2/(1 o ] (18.24)

mit
— 1 — - -2 1 =
EJ_ = —— OtA, 1L =7 —V@tqﬁ (1825)
c 47

Wir kénnen die Ladungen und Strome als Teilchendichten und Stromdichten
geladener bewegter Teilchen auffassen,
p=)Y_ed(F—7), =) elid(—7). (18.26)
i i
Die Kontinuitéatsgleichung ergibt sich dann mikroskopisch aus
p = Y eVI(F—7)(—d7) = —Vj. 18.27
tP EZ: % ( z)( i Z) J ( )
_7,
Addieren wir zu L noch die kinetische Energie der Teilchen so erhalten wir
die Lagrangefunktion fiir das gekoppelte System eines geladenen Teilchens
im elektromagnetischen Feld,

1 2 / 3 E2(F7t)_B2(F’t)
mevi + [ d°r
24

8
— Z eid(75,t) + Z —vz n, t). (18.28)

Die Variation nach 7; erzeugt die Bewegungsgleichung fiir das i*® Teilchen,

oL = 1- -

57 = —al(Votrmn - V- A ))
5L 5 . € -,

5—1_}% = p; = mvz—l—;A(T,,t),

=0 — mm+%j‘(ﬁ,t)+eﬁ¢(a,t) - %ﬁ(ﬁ A7, 1). (18.29)



18.2. LAGRANGEFUNKTION 471

Mit den Identitdten’

dAF Y QALY | e
@ - o VA,
V(w-A)— (@ VA = GA(VAA) = GAB (18.30)

erhalten wir die wohlbekannte Bewegungsgleichung geladener Teilchen im
elektromagnetischen Feld

19A(F,t) 1. =
M ) (18.31)

mf/} = e,-(—ﬁqzﬁ(ﬁ,t) - = ot +E 171'/\3(’/:;',15) .

E(7,t)
Schliesslich erhalten wir aus der Lagrangefunktion durch Legendretransfor-
mation den Hamiltonian [j = (¢, A)]

> hi- G+ /d r an— - L, (18.32)

! L8, ~SLJ5A
— B? e m (ei/c)A
3 1 — 7
/d’l" 8 +;6¢¢;C’Ui A* Z 2( m
_ L {* S 4 A(7; t] +Ze¢ (7
- 2m - (2 c (3 7 Z7
d3
+/8 [E?+ B2 +2V¢ - E). (18.33)

Die partielle Integration des letzten Termes ergibt

/Cf;r V. _/d37~¢p: —Zeiﬁﬁ(ﬁ),

"Wir benutzen die Relation

AN(VADL) = V(@-b)— (@ -V)b—(b-V)a—bA(VAQ)
fiir @ =9 und b = A,

GA(VAA) = V@A) =@ VA-(A-V)T—AAN(VAD).
Die beiden letzten Terme verschwinden, A;0:0;x; = 0 und (6 AV) = Ot(ﬁ AT)=0.
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womit der zweite Term in (18.33) kompensiert wird. Damit erhalten wir das
Schlussresultat
1 - 2 E? + B?
H = — [@. - ﬁA(ﬁ,t)} + /d% vs (18.34)
c

2m - 8

1 e; - 2 1 e;e; E? + B?
o 2- [pz c (rz ) + Z ’—». 5o+ r T

wobei die erste Gleichung allgemein giiltig ist und die zweite Version die
Coulomb-Eichung voraussetzt. Damit haben wir den klassischen Teil erle-
digt. Bevor an die Quantisierung der Theorie gehen repetieren wir einige der
oben genannten Formeln in Tensorschreibweise,® Wir schreiben den Orts-
Zeit Vektor in der Form

o = (2%7) = (1Y), (18.35)

ein kontravarianter 4°* Vektor; die kovariante Form ergibt sich aus der Kon-
traktion mit dem metrischen Tensor g, ,

Ty = QWJUV, (1836)

g = 9" = . : (18.37)

-1
der Minkowski Metrik in M?. Der Wechsel zwischen Inertialsystemen wird
durch die Lorenztransformation A} vermittelt,

2t =AY (18.38)
’ —-1\v
T, = (A )Nmy. (18.39)
Die Lorentz-Transformationen erhalten die Metrik,
JaB = AZA%QW- (18.40)
Die 4 Linge 2? = Tyt = t2 — r? ist invariant unter Lorentz-
Transformationen,
? = :B;Lx'“ = guyx'”x'“:gw,AgAng‘x’B
= gapr®r’ = xgaf = 2% (18.41)

8Wir fahren weiter mit Heaviside-Lorentz Einheiten, [eQ]GauSS = [62/47@%“55 und setzen
c=1.
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Mit z# kontravariant ist die Ableitung 0, = 0/0x* kovariant da sie gemaéss
(18.39) transformiert,

g o 0z 0
N Y R Y L Y

= (A1) 0a. (18.42)

In den Kontraktionen mit Ableitungen erscheinen deshalb verschiedene Vor-
zeichen: Es ist

= 2 —F.F aber
At = BA+V-A,  dem
x, = (t,—7), aber
d = (0,V). (18.43)

Das 4°" Potential ist A* = (gb,ff), die 4° Quelle ist j# = (p,j'), der Feld
Tensor F* = 9t AY — 9% A* hat die Matrix-Form?
0 —-FE* —-EY —F*
E* 0 -B* BY
F = v p 0 _po (18.44)
E* —-BY B* 0
und die Maxwellgleichungen lauten

o = 4. (18.45)
Die Lagrange Dichte ist
L = —EFWFW — JuA", (18.46)
und die Kontinuitédtsgleichung lautet
o = 0. (18.47)

AY ist nicht dynamisch, denn II° = 6L/(60;A°) = 0, und es gilt die Eichfrei-
heit

/

AM = A‘u — 8,uX- (18.48)

9Der Feldstérketensor ist antisymmetrisch, F** = —F"* und es ist F©* = E;, 'V =
—€;;5 Bi. Objekte mit romischen Indices ¢, j, k, ... = 1, 2, 3 tiber die Raumkoordinaten sind

nicht geméss Ko-/Kontravarianz klassiert.
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Die (nicht kovariante) Coulomb-Eichung ist 0;A4; = 0, die Lorenz-Eichung
hat die kovariante Form 9, A" = 0.

In der Coulomb-Eichung ist

. 1 p(r',t)
A7) = o 3’ P und
0A" = j°, (18.49)

mit dem D’Alembert Operator [ = §,0* = 87 — V2. Nach der Elimination
von A° erhalten wir fiir den Lagrangian'’ den Ausdruck (18.28) und fiir
den Hamiltonian den Ausdruck (18.34). Letztere sind wegen der Coulomb-
Eichung nicht mehr manifest kovariant. Warum behalten wir nicht die ma-
nifest kovarianten Ausdriicke — sie sind doch viel ‘schoner’? Antwort: Wir
miissen fiir die Quantisierung eine Form haben, welche auf die minimale
Anzahl echter Freiheitsgrade reduziert ist. Wollen wir manifest kovariant
quantisieren'’ so miissen wir die Eichung mit besseren Tricks fixieren'?.
Beachte auch, dass eine kovariante Formulierung verlangt, dass A" und A’
dquivalent sind. Entsprechend miissen A und A? in L dynamisch auftre-
ten, was sich durch Addition eines Terms f(9;A°,...) erreichen lisst; man
verwendet hierzu die Eichfreiheit.

18.3 Quantisierung

In der Coulombeichung ist nur noch A dynamisch und damit zu quantisie-
ren'. Im quellenfreien Raum'* gilt

(612 a2 — v2) A =0 V-A=o0. (18.50)

Die Formel (18.50) ist eine etwas kompliziertere (weil vektorwertige) Form
von (17.2)'%. Die Normalmoden von (18.50) sind [vgl. (17.8)],

- hc? 1/2 - i(k-F—wr Ak —i(ki—ws
A=Y (w,;) (egame (Frmwgt) 1 gdear ik m) ,(18.51)

—

)

Ohis auf ¢ und 47 wegen anderer Definitionen

"Djes ist von Vorteil im Kontext der Hochenergiephysik wo ¢ relevant ist.

12Djies ist das so genannte Gauge-fixing Problem, siehe z.B. Bogoliubov-Shirkov.

13$ ist eine C-Zahl

1 Quellenfrei: p = 0 und j =0.

5n (17.2) ersetzt die Schallgeschwindigkeit ¢; = +/¢/m die Lichtgeschwindigkeit und
das Feld ist skalar, ¢ statt A
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mit & = 277i/L, n; = 0, £1, £2 und L3 = V, w; = c[k| > 0 und den
Polarisationsvektoren 5]? mit & -5}? = 0 orthogonal zur Propagationsrichtung
k. Letztere Eigenschaft folgt aus der Eichbedingung V-A=0=k- EE =0.

Wir kénnen als Normalmoden entweder linear oder zirkular polarisierte Wel-
len konstruieren. Die linear polarisierten Wellen bilden mit k£ ein Dreibein,

o1 4 22

EE/\glz = k,

2,7 =

5,;/\]9 = 812’

kner = & (18.52)

die zirkular polarisierten Wellen ergeben sich aus der Linearkombination
= (54 + i€% ) /V2,
<s~ e )/\f (18.53)

(O} m
= APt
TR

Die Polarisationsvektoren sind in beiden Féllen orthonormal,
&&= G (18.54)

Wieder haben wir h so eingefiihrt, dass A die Dimension eines Vektorpoten-
tials hat, respektive

. N2 2 2
/d% <E~%8tA> N <hc> ~ hw, (18.55)

2 \Vw

Wir quantisieren (18. 51) indem wir die Amplituden ay , und a’i durch die

Operatoren ag A und a’; \ und h durch 27h ersetzen. Die Operatoren erfiillen

bosonische Vertauschungsrelatlonen

(950005 ) = gz,
[(IE’A,(IE,,)\,] = 07
[l al, ] = 0. (18.56)

Wir bezeichnen das Vakuum mit [0); es wird durch die Operatoren a |
vernichtet, a; ,|0) = 0. Alternativ kénnen wir die Felder
0L

A(Ft) und = = —E (7 t)/4mc (18.57)
§A
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quantisieren, allerdings ist diese Quantisierung der Eichbedingung wegen
etwas umsténdlicher: Mit II ; = SL/SA = —E| JArc = (1/47c)0; A und

2mhcw; \ /2 T
= —ZZ< ey > (5’£ag/\e’(k'r_wl€t) — c.c.) (18.58)

erhalten wir

, ih , .,
A7, 0), ()] = 5o D (EVa e —ee) . (1859)
kA
Aus (18.54) folgt
YoENaN L Wk = oy (18.60)
A

so dass 5}21, 5"5 und k eine Basis bilden, also den Raum R? aufspannen. Die

Beziechung (18.60) lésst sich alternativ formulieren als

; ki k!
SAJ oAl
§ ggﬁgg = 5j’_? = &, (18.61)
A

und wir erhalten fiir den Kommutator der Felder

(AT (7, 1), IT (7', 1)] = z’h<5ﬂ 6val>63( 7). (18.62)

Schliesslich berechnen wir noch
— die Energie,
— den Impuls,

— den Drehimpuls

des Feldes. Dies wird uns erlauben die Operatoren
+ zaq NIA%: V2,
- mm)/\f, (18.63)

— T
aE,+ = —(a E
— (4t
al. = (a E
als Erzeuger von Photonen mit Helizitdt + (Spin 1 entlang —i—/%) und He-

lizitdt — (Spin 1 entlang —l%) zu interpretieren, wie in Abbildungen 18.2
symbolisiert.
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S
—_— A
—— ——
K k k k
Helizitat + Helizitat —

Abb. 18.2: Photonen mit Helizitdten + und -.

18.3.1 Energie

Analog zu (17.10) berechnen wir °

37‘
H = /;{:Ei(m‘): + : B, t) 1}

h d37" - R , 02
— A =\ ANEDN
=1/ v E wEwE,€E€E,+(]€/\6E) (k"N k’)
VY
—i(k—k")F i(wp—w )t =k —i(wz—
A =N DA AN (LA 2N ?
_ (,UECUE,EE EE’+(k/\€E) (k /\EE/) S
EXE!
AL i(k+k")7 —i(wptwr, )t T T —i(k4k)
X<ak>\ak’>\’e e TR A ag,ap, @ et
Mit Hilfe der Beziehungen
3 ..
d°r oFilk—k)7  _ 5
% - kK"
3 .
d TR T s
vV - k,—k"’
A 2N
€ e = N
2
w2
DA (AN o k=h =N
(kneR)-(kney) = 25 g
2
w2
ToaAoN (maN .k
(kAEE)(kA€E ) = 02 (5)\)\/.

477

(18.65)

160Mit der Berechnung des normalgeordneten Ausdrucks eliminieren wir den divergenten
Anteil aufgrund der Nullpunktschwingungen des Vakuums, (0|H|0) = 0. Wir nehmen
lineare, reelle Polarisationsvektoren an, komplexwertige E_'E)‘ erhohen den Aufwand in der

Herleitung.
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konnen wir das Resultat drastisch vereinfachen und in die Form

_ i
H = ) hopal ag, (18.66)
)

bringen; wir erhalten den wohlbekannten Ausdruck fiir den harmonischen
Oszillator, wobei jede (Photon-) Mode die Energie hw;; trigt.

18.3.2 Impuls
Der Impuls ergibt sich als Integral iiber die Impulsdichte p = EAB /Arec,

P = /d«%« LBy (7 0) AB(7.1) )
- 47TC. 1\, ) .

_ h dST S\ E/ _,)\/
= 5|5 D Sy wplwg (sEA( /\5,;,))
EE AN
T (=R i(wr—wp )t T A(R—R) T —i(wr—wp )t
(a];)\ak,)\/e ek Tk +aEwak>\e e E %k

i(E+E’)-Fefi(wE+w,;/)t+at ot ei(E+E’)-Fei(wE+w,;,)t)}

(CLE)\CLE,)\,Q BN R

= Y hkal ag,. (18.67)
kA

wobei wir gebraucht haben, dass (benutze die Relation @A (b A &) 4+ b A (EA

-,

@)+ EA(@AD) =0)

ENKNEY) = (- )k—(2k)- &) = ko,
EXN(RNEX) =X A (R AED)

= N NENED) +ENEPNEN) =N N (EAED)
= kN@EAEY) =0,

18.3.3 Drehimpuls

Im Abschnitt 11.1 haben wir die Transformation eines vektorwertigen Feldes
unter Rotationen studiert; das Vektorpotential A(7,t) ist gerade ein vektor-
wertiges Feld und transformiert sich unter einer (infinitesimalen) Rotation
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Rg geméss

UsA(F,t) = RzA(R_g7t)
= [M—(i/h)@ - (L1 + S)A(F1). (18.68)

Wir erhalten fiir das Drehinkrement einen orbitalen und einen Spinanteil,

AJQ(F, If) = Al — z-:imlwirm&lAj —|—€imjwiAm
5Aj(Fv t) = [_Eilel — Eiml rmal AJ} 5(/\}1'
——
i(FA) [h=(i/ D)L
= —lenA" + (i/R)L'AT)dw;. (18.69)
~—— ——

Spin- Bahn-Drehimpuls

Fiir den Drehimpulsoperator des elektromagnetischen Feldes definieren wir

J = /dgTM{-E AB:} (18.70)
N 4dme L ' '
und zeigen, dass
o SAI o
A A ihe i AP — L AI (18.71)

ist, mit der Ortsabhingigem A. Damit ist der Vektor .J definiert als Verallge-
meinerung des klassischen Drehimpulses gerade die Erzeugende der Drehung
fiir die Feldtheorie. Wir vereinfachen zuerst den Ausdruck fiir J,

; dST . k b
JZ = / —4 5ijl 7“] 5lkmEJ_ 8mabaaA
Uye N———
Bm
(ELAB),

[FA(ELAB)],

(3

dST j k b
= Do Ul (010K — Ogalip) B 0 A

d3r -
= /mgiﬂ rd (EﬁalAb — E%0, Al)
E -V
Es ist — /d?)reijl T’jEL VA = /dgreijl(rj V- -E| Al 4 7° EiAl)
0 Oprd
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d3
_ / 0 (! 0,4°0,4° + ey, A° A1)

—1
= = d3r: 0, AP[(i/R)LTAY + ey Al - . (18.72)
e

Fiir den Kommutator [.J¢, A7] finden wir (unter Verwendung von [0; A®, AJ] =
—47ihc (5% — (9;0)/ V)83 (7 — 7))
;o b 00\ . . ; .
i, AT = _/d%[(afb = Vo - | (LAY — iheu A (18.73)

Der Term o< 0;0,/ V2 gibt keinen Beitrag, da die partielle Integration von
Oy ein Nullresultat ergibt,
8b(—ih€ilm TlamAb — ihsiblAl)
= —ihiggm( Oyr! AL 4 118,, A% — iheip 0, Al
—~— —~—
5ol 0
= —ileipmOm A’ — ilhgpm O, A™ =

Der verbleibende Term o 67° ergibt den Kommutator
[JLAT] = —(L'AT —ihe A

J
oA
dw?

(18.74)
Damit ist J die Erzeugende der Drehungen und der Spinanteil des Feldes ist

: 1
ST = —— [ &M AL

d3 | =\
= / E \/ k/wk,zsz]lé’ﬂ 53

Bk AN
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Der erste Term ist symmetrisch unter Vertauschung von j und [ (die Erset-
zung k — —k und X\ +» X ergibt den gleichen Term), der zweite Term ist
antisymmetrisch und {iberlebt die Kontraktion mit ;.

io— A A 2N ol o
S’ = ih Z <€E /\€E>am/ak>\,
EagN S~

k

- % R
= ih E k (aE,zak,l alZ,lah?)
k

mit: a; = —(ay —a_)/V2, ay = —i(ay +a_)/V2,

[a+,a1] =1 = Ja_,a'], alle anderen [-,-] sind 0,

- hzl% I:(a};»’+ + a%f)(a/;—i— - a];;’_) + (a]: - a% )(aE+ + a’]_{,_)]/27

k) k',+ y bl
3
mit: ay = —(a1 — iQQ)/\@, a_ = (al + ia2)/\/§7
_ 2ot t
= Z hklay ap, —a_ap_] (18.76)
k

Die Resultate
— (18.66) fur die Energie,
— (18.67) fiir den Impuls, und

— (18.76) fiir den Spin

erlauben uns das quantisierte elektromagnetische Feld als Photonenfeld mit
folgenden Eigenschaften zu interpretieren:

Photonen sind Quanten, also ‘Teilchen’ mit
— Impuls hE,
— Energie hw; = helk|,
— Spin +A parallel zu k.

Photonen haben Spin 1, aber |S,| = 1. Wo ist der Spin S5 = 0 Zustand
geblieben?
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18.4 Massive Photonen

Die Maxwelltheorie der elektromagnetichen Strahlung beruht auf einem
masselosen Trager der Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen, dem
Photon. Wie wiirde die Theorie aussehen, wenn das Photon Masse hétte,
wie dies zum Beispiel bei der schwachen Wechselwirkung (mit den massiven
Mediatoren W und Z) der Fall ist? Die Lagrangefunktion fiir eine solche
‘massive’ Theorie hat die Form

1 1
L = JFuF"+ §M2A“A“ — juA*, (18.77)

mit dem zusétzlichen Masseterm M?2A, A" /2. Wie zuvor bezeichnet F*
den Feldstirketensor, A ist das Viererpotential und der Vierervektor j,
bezeichnet die Quelle; die Ladungs soll erhalten sein, d,j# = 0. Die Max-
wellgleichungen werden durch die Proca-Gleichungen

O F" + M?A” = ¥ (18.78)

ersetzt. Die 4°" Divergenz von (18.78) ist (wir benutzen die Symmetrie F* =
—Fvm)

M?9,A" = 09,5 = 0 (18.79)

und die Lorenz-Eichung wird zur Bedingung: Da der Masseterm nicht eich-
invariant ist, verlieren wir die Eichfreiheit,

MPALAM — MPAAM = M?(A,AY — 9, x A" — A0"x + 9,x0"x)
# M?A, A" (18.80)

Die Gleichungen fiir die Felder werden massiv,
(O+ MHAr = ju (18.81)

Zum Beispiel fiir eine stationédre Ladungsverteilung p(7) = 6(7) finden wir

(A—M?)¢ —p(7),
_ e 18.82
= ¢ - E r ) ( . )

das heisst die Wechselwirkung wird kurzreichweitig. Welches sind die Kon-
sequenzen fiir das Cavendish Experiment? Die Dispersion fiir die elektroma-
gnetischen Wellen wird massiv, d.h., die niedrigste Energie ist von 0 durch
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eine Energieliicke getrennt,
AV ~ Eéuei(E-F—wEt)
k

mit: wp = VM2 + k2 (18.83)

vgl. dazu mit der Abbildung 18.3. Die Polarisationsvektoren miissen die

Abb. 18.3: Dispersion der

w“ elektromagnetischen =~ Wellen
in der Proca Theorie. Die
Energieliicke ist eine Folge
der endlichen Photonmasse
im Proca Ansatz.

M

0 k

Bedingung
A
kueg =0 (18.84)

erfiillen, und wir erhalten 3 Polarisationen. Die 3% Polarisation ist longitu-
dinal und entspricht dem Spin S, = 0 Zustand. Beachte, dass §L/ §AY =0
immer noch gilt, d.h. A% ist nicht dynamisch. Damit erhalten wir in der
Proca Theorie 3 dynamische Moden mit S, = 41, 0.

Die Restriktion |S,| = max S gilt allgemein fiir masselose Teilchen. Dies kann
man verstehen, wenn man die Poincaré Gruppe!” ausreduziert (Wigner):
Man findet, dass die irreduziblen Darstellungen durch die Masse und den
Spin charakterisiert sind. Fiir M # 0 hat man zu S eine 25+ 1-dimensionale
Darstellung, siche QM I, wo wir SO(3) und SU(2) ausreduziert haben. Fiir
M = 0 existieren nur 2-dimensionale irreduzible Darstellungen mit |S,| =
max und zwei Helizitdten. Damit treten alle masselosen, langreichweitigen
Mediatoren mit nur zwei Helizitéiten auf,

Photon, Spin 1, S, = 41,
Graviton, Spin 2, S, = +£2. (18.85)

"Die Poincaré gruppe ist die Symmetriegruppe zu den Lorentz-Transformationen kom-
biniert mit Orts- und Zeit-Translationen; sie ersetzt die Galileigruppe im relativistischen
Kontext.
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Kapitel 19

Strahlung und Materie

Die Theorie der Strahlungs - Materie Wechselwirkung beruht auf dem Ha-

milton! (18.34),

1 N SN L 9i4q; s B3 +B?
R [ ¥ ()] Ry e Ly Pty
om i Di c (z ) ‘1‘22'#]"_,‘ — + r -

Diese klassische Hamiltonfunktion muss in die Quantenmechanik iibertragen
werden. Dazu ersetzen wir die Teilchenkoordinaten und Impulse 7 und pj
durch Operatoren mit den Kommutatoren [r; j, p ] = ihd;;d; und quantisie-
ren das elektromagnetische Feld. Die Feldquantisierung impliziert die Substi-
tution des Vektorpotentiales A durch seine zweitquantisierte Form mit den
Amplituden aj , ersetzt durch Operatoren mit Bose-Vertauschungsregeln

gemiss (18.56). Damit erhalten wir den Hamiltonoperator?

H = gTeilchen + HStrahlung + I:IWW (191)
2
~ p 5
Hrri = =+ U(7r;), 19.2
Teilchen i sz (z) ( )
Hgtrantung = Zhwkzaj; SY (19.3)
Ex
aw = Y[ (5 A t) + At - 5) + g 427, 0)].
- 2m;c ’ ’ 2my;c2 ’
(19.4)

"Wir bezeichnen Ladungen mit ¢; um Vorzeichenprobleme auszuschliessen.
’Die Tilde H steht fiir die Darstellung im Schrodingerbild — wir werden spiter zum
Wechselwirkungsbild iibergehen.

485
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Wir haben Hreichen um den Potentialterm U (7;) erweitert; er beschreibt
ein auf die Teilchen wirkendes externes Potential, sowie die Coulombwech-
selwirkung als effektives Molekularfeld (zum Beispiel in Thomas Fermi Ap-
proximation). Fiir Elektronen ist ¢; = —e, mit der Ladung e > 0. Das
Strahlungsfeld wird durch

o Ik 1/2 e L
A(Tt) = Z( ;WZ ) (Elg‘alg)\ez(k'““’“t) + é’,f‘*ag)\eﬂ(k'“wkt)) (19.5)

)

beschrieben. Hier ist 7 eine c-wertige Variable und a, a! sind Operatoren
auf dem Photonen-Fockraum. In Formel (19.4) ist 7 durch den Operator 7;
ersetzt, welcher auf dem Hilbertraum der Teilchen-Wellenfunktionen wirkt.

19.1 Konsistente Formulierung

Der Hamiltonian ist zwar brauchbar, mischt aber verschiedene Formalismen.
Das elektromagnetische Feld ist relativistisch und zweitquantisiert — etwas
anderes ist gar nicht moglich, da keine erst-quantisierte Form der Maxwell-
theorie existiert. Die Teilchen sind nicht-relativistisch und erst-quantisiert
— wir haben Koordinaten und Impulse statt Felder. In einer besseren und
vollstdndigeren Theorie sollten wir den Formalismus konsistent in eine relati-
vistische und zweitquantisierte Form bringen. Dazu miissen wir die Teilchen
als Felder darstellen, vgl. (17.25); allerdings ist dies fiir Elektronen nicht so
einfach wie fiir spinlose Bosonen. Zur Beschreibung relativistischer Elektro-
nen brauchen wir die Dirac Theorie die wir erst im Kapitel 20 einfithren; die-
ser Weg wiirde uns direkt auf die Quanten-Elektrodynamik (QED) fiihren,
eine der schonsten und perfektesten bekannten Theorien. Fiir eine erste Dis-
kussion ist die nicht-relativistische erst-quantisierte Form (19.1) aber durch-
aus brauchbar.

Zum zweiten sind die Zeitabhéngigkeiten in (19.1) nicht konsistent: Der
Feld-Operator ff(F, t) ist zeitabhéngig wihrenddem die Teilchenoperatoren
zeitunabhéngig sind. Diese Diskrepanz ist darauf zuriickzufiihren, dass wir
effektiv verschiedene Bilder (Heisenberg- und Schréodinger Bilder) benutzen.
Wir diskutieren zuerst den Hilbertraum und anschliessend die drei Teile
f:ITeilchen, HStrahlung und ﬁWW des Hamiltonians.
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19.1.1 Hilbertraum
Teilchen:

Der Teilchenhilbertraum # wird durch die Teilchenzusténde ¥,, {¥,} ein
vONS, aufgespannt,

Pv. = n (19.6)

Beispiele geeigneter vONS sind

— Fiir ein Einteilchenproblem: Sei U(7) = —Ze?/r das durch den Kern
erzeugte Potential fiir ein Elektron®. Dann erzeugen die W, mit
gebundenen- und Streuzustidnden eine Eigenbasis zu Hejichen-

— Fiir ein Vielteilchenproblem konstruieren wir zuerst eine Einteilchen-
basis und wéhlen fiir die ¥4(z1,...,zy) die Produktwellenfunktionen
mit geeigneter Symmetrie?.

Strahlung:

Der Hilbertraum fiir die elektromagnetische Strahlung ist der Fockraum der
Photonenzusténde |nq,...,ng, ..., Noo),

D D M1y My Roo) ¢ = F (19.7)

N {n1,~~~7”k7~-~,noo|znk:N}

N-Photonen Raum

Strahlung und Materie

Wir bauen den Gesamthilbertraum aus H und F auf

Hsmi = HOF (19.8)
mit Basiszustdnden |a;ni,...,nk,...,Ne0) €  Hsm. Die Wechsel-
wirkung Hww induziert dann Ubergéinge zwischen den Zustdnden
la;my, ..., Nk, ..., Neo) in der Produktbasis.

3Dies fiihrt uns auf die Beschreibung des H-Atoms im Strahlungsfeld.
4Geht man einen Schritt weiter so kommt man zur zweiten Quantisierung, den Feld-
operatoren und der Quanten-Elektrodynamik, QED.
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19.1.2 Strahlungsfeld

Betrachten wir nur das Strahlungsfeld beschrieben durch (19.3) und (19.5),
so finden wir die Zeitevolution der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

a;%)\ und ag, durch die Bewegungsgleichung
_ihata]g)\ = [HStrahlunga a]_c')\]a
_ihatajg)\ = {HStrahlunga a;[c‘)\]a (199)

woraus die Eigenschaft von H als infinitesimale Erzeugende der Zeittransla-
tion offensichtlich wird.? Die Berechnung des Kommutators in (19.9) ergibt
die Differentialgleichung

, o t o .
—ihdag, = E mk/[alg/)\,ak,/\,,am] = hwyag,
E/)\/

und wir erhalten die Zeitabhéngigkeit der Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren in der Form

a}}’,\(t) = QEA(O)eimktv
al. (t) = al (0)e™. (19.11)

Diese Zeitabhiingigkeit ist aber bereits in A(7, ¢) beriicksichtigt, vgl. (19.5),
das heisst, A(7, t) ist bereits im Heisenbergbild formuliert wenn wir schreiben

- 2mhe?\ 1/2 o W —ik-7
A(r,t):Z( Vwk) (5,§\al—€‘)\(t)ek +&¥al (tye ) (19.12)

19.1.3 Teilchen

Die Beschreibung der Teilchen in Hreilchen, V&L (19.2), basiert auf zeitun-
abhingigen Operatoren p; und 75 im Schrodingerbild. Die Dynamik steckt
somit in den Wellenfunktionen,

\Ija (F, t) = e_iHTeﬂChent/h\Ifa (’[_': O)

Vergleiche zum Beispiel mit der Eigenschaft von A unter Drehungen im vorangegan-
genen Kapitel, wo wir gefunden haben, dass

—ihd A = [J', A); (19.10)

entsprechend haben wir J als infinitesimale Erzeugende der Drehung identifiziert.
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In Formel (19.13) ist natiirlich nur die ‘freie’ Teilchendynamik beriick-
sichtigt, ohne Ankopplung an das elektromagnetische Feld, in Analogie zu
(19.11) und (19.12), wo nur das elektromagnetische Feld ohne Ankoppelung
an die Teilchen die Dynamik liefert.

In einer konsistenten Schreibweise ersetzen wir das Schrodingerbild fiir die
Teilchen durch das Heisenbergbild,

Hrelchen — Hreitchen = Ug () Hreitchen Ur (1)

Ot HTeil:chen =0 HTeilCheIl‘ (19 14)

19.1.4 Wechselwirkung

Ohne Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie wire die Zeitevolu-
tion fiir die Teilchen unabhéngig von der Zeitevolution der Strahlung und
gegeben durch die Formeln (19.2) fiir # und (19.3) fiir . Die Wechselwir-
kung Hww induziert Ubergiinge zwischen Zustéinden |a;n1, ..., 1k, . . ., Noo)
und wir wollen diese Ubergéinge untersuchen und die Raten finden. Wir
formulieren diese Aufgabe im Wechselwirkungsbild, wo die Operatoren die
freie Evolution tragen und die Zustédnde den Rest. Der Hamiltonoperator im
Wechselwirkungs-Bild hat dann die Form

H = UT_elilchengUTeilchen = HTeilchen + HStrahlung + HWW (1915)

mit den Komponenten

Hreitchen = HTeilchen, (da 8tI{Teilchen = 0)7

Hgtrahlung, unverdndert,

Hww = Uptinen HWW UTeilchen- (19.16)

Wir nehmen an, Hww werde adiabatisch ein- und wieder ausgeschaltet; in
2% Ordnung Stérungstheorie ist die Dynamik des Zustandes W(t)) gegeben
durch

)

t
‘\I/(t» _ e—iHo(t—to) l:]] — h/ dtq wa(tl) (19.17)
to

1 t
—2/ dtldth(wa(tl)wa(t2)> + - | [Wo)
on2 J,,

to——0o0

Hier beschreibt Hy = Htejlchen + Hstranlung die freie Evolution der beiden
Systeme ohne Wechselwirkung und | W) ist der Initialzustand zur Zeit .
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Der Wechselwirkungshamiltonian Hyyw beinhaltet zwei Terme, vgl. (19.4),
die wir im Folgenden kurz diskutieren (wir unterdriicken die Tilde).

4 (L P T/ ~
Hyw = Y [2mic (Pz‘ A7, t) + A(7, 1) ‘Pz‘)

2
q' — —
+W202A2(ﬁ7 t) + qiop(7i, t)] )
wobei wir der Allgemeinheit wegen ein longitudinales Feld ¢(7, t) mit in die
Diskussion einbeziehen®. Ist ¢; = ¢ und m; = m, fiir Teilchen mit Ladung ¢
und Masse m, so schreibt man vereinfacht

2
Hyw = / ar [~ L5(7) - A7) + 5 p(F) A7 ) + an(F)9(7 )]

2mc?

mit der Teilchen- und Stromdichte definiert via

o) = D 0(F—7)

=

7)) = o SRR - RE (19

Beachte, dass die Geschwindigkeit durch
Pi 4z
— — —A(rt 19.19
m  mc (7%) ( )

gegeben ist, und der wirkliche Teilchenstrom damit

= =, IRV cOH

J(7) = JF) — (¢/me) p(F) A(7,t) = —==—"%  (19.20)
~ ~- q J6A
para— dia—magnetisch

ist. In Metallen wird der diamagnetische Strom durch einen Term im pa-
ramagnetischen Strom exakt vernichtet und der Rest des paramagneti-
schen Stroms erzeugt das ohmsche Gesetz.” Im Supraleiter ist die Aufhe-
bung inkomplett und der diamagnetische Strom wird zum Suprastrom, siehe
London-Gleichung. Es ist also

SFiir ein reines Strahlungsfeld ist ¢ = 0.

"Beachte, dass fiir eine regulire Behandlung des Leiters Streuprozesse an Verunrei-
nigungen etc. beriicksichtigt werden miissen. Ansonsten miissen wir einen idealen Leiter
beschreiben, ein singuldres Objekt, welches von einem Supraleiter verschieden ist, Supa-
leiter # idealer Leiter.
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im Metall J = JE",
7 S

im Supraleiter = —psA.

Fiir Atome im Strahlungsfeld ist der diamagnetische Anteil klein,

(q2/m62)pA2 . €A  wA/c=E, v=h/map €€ap hw~e®/ap £

= 1
(q/c)jA mecv fiw e/a% < 5

da typische Laborfelder £ viel kleiner als die Feldstérke e/ a2B im Atom sind.
Entsprechend konnen wir den Term o< A? im Hamiltonian fiir das Strah-
lungsproblem vernachléssigen.

19.2 H-Atom im Strahlungsfeld

Um die Absorption und Emission von Photonen durch das H-Atom zu be-
schreiben, vgl. Abb. 19.1, gehen wir von folgendem Teilchen Hamiltonian
aus,

v:  Ze?

(19.21)

2m Te

HTeilchen

I

und betrachten Ubergiinge zwischen den Eigenzustinden |a) und |b) zu

H Teilchen

HTeilchen’a> = Ea‘a>)
HTeilchen‘b> = Eb’b> (1922)

abs em

|a.> Abb. 19.1: Absorptions- and
Emissions Prozesse eines Pho-

y tons I' beim Ubergang zwi-
schen den elektronischen Ni-

k R’ veaus |a) und |b) im Atom.

b Y
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Wir betrachten zuerst den Fall der Emission eines Photons E, A unter Zerfall
von |a) nach |b) mit E, > Ej. Die Initial® und Finalzustinde im Gesamthil-
bertraum des Teilchens im Strahlungsfeld sind dann gegeben durch

|Z> = ‘a;nﬁ)\>a
1f) = lbng, +1). (19.23)

Zur Berechnung der Ubergangsrate geniigt der erste Ordnungs Term in der
Storungsentwicklung (19.17) und mit |¥o) = |i) haben wir die Ubergang-
samplitude

. 1o !

(o) M= S [ (fHww ) (1920
to

fiir |a) # |b) zu berechnen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wéhlen

wir alle unbeteiligten Moden als nicht besetzt, Mgy = 0. Das Matrixelement

(f|Hww (t)]i) ldsst sich schreiben als

1 Hww(Oli) = (bng, + U epenl(eh/mei) Ao, ) - VelUritchenlai ng, ),

wobei wir die Coulombeichung V, - ff(f’e, t) = 0 benutzt haben. Wir lassen
die Teilchenoperatoren auf die Teilchenkoordinaten und die Feldoperatoren
auf den Feldzustand wirken und erhalten (wir wihlen die Phase von a;%w
um exp(—iwy,to) verschoben)

(flHww(@)]i) = !Bv=Fa)(ts to)/h./d3re{mb<re)[veq’a(re)]

mci
2hic? 125, T iR Piwe, (b —t
'<nEA + 1] Z( Veor ) €p 0r\,© ik’ -Fe+iwg (t1 0)‘71]2)\)}
A\
mit (ngz, + 1|a£.,/\,|nm> = 0O (g, + 1)1/?
2
o1 (By—Eathwy)(t1—to) /h eh (27rhc (ng, + 1)>1/2
mct Vwg
< / Pre e W () 2V, W, (7). (19.25)

Die Ubergangsamplitude (f|v(t)) wird damit gleich
t ‘ 2nhc?(nz, +1)\1/2 e

U (t - _ dt e~ UBe+ gy +Dhwp](t—=t) /b (27777 VTRA T 7/ -
) /to te v ( Vwy ) me

x / dre [T RS - Vo Wa () | e Bl (10 (19.26)

SWir bezeichnen den Initialzustand mit |i), den Finalzustand mit | f)
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Beachte die Phasen in (19.26) welche gerade die freie Zeitevolution von |7)
zwischen ¢y und ¢; und von |f) zwischen t; und ¢ widerspiegeln. Der Uber-
gang |i) — |f) kann zu jeder Zeit ¢; zwischen ¢y und ¢ stattfinden. Alle
Phasen mit ¢ und to sind irrelevant fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit
|(f|®)|?, nur Phasen o t; sind relevant. Lassen wir tyg — —oo und t — oo
gehen, so erhalten wir fiir die differentielle Ubergangsrate’

Lyl = oWy = 2T8(8, — Eut h) - fuf?. (1927

o2rhe2 ehy /e, +1 S W R
fab = =1/ Veoor ch)\ /d?’re ik \I/b(r)slg‘ -V U, (7)

el [2nh(ng, +1) ke s o
_ —TMV—%“‘G % a) (19.28)

Die Summation iiber das Kontinuum der Photonenzustéinde,

S

selektioniert dleJenlgen Moden im Strahlungsfeld die mit der Energieerhal-
tung By — E, + hw = 0 vertriglich sind. Im folgenden betrachten wir ein
isotropes unpolarisiertes Strahlungsfeld mit ng, = nj und erhalten fiir die
Zerfallsrate von a — b,

em 2¢*hw dQE —ikF oA O 2
= o 1) Y RGeS TP (1930

mit

E a0 .
= 40" (g +1) 2;4:\@ e ETEN (a9 |a) 2,

wobei wir die Definitionen a@ = e2/he ~ 1/137 (Feinstrukturkonstante),

r = h?/2ma?% (Rydbergenergie) und ap = h*/me® (Bohrscher Radius)
benutzt haben. Das analoge Resultat fiir die Absorption von Strahlung E, A
durch einen Ubergang'® von b nach a erhilt man durch Berechnung von

Or| (f19(t))|* mit
() = U@,

[0) = |bingy),
1f) = la e — 1), (19.31)
Die differentielle Ubergangsrate ist 0;| [ dt1 expli(Ey — Ea + hwy)t1/h]|> ~ 2mhé(Ey —

Ea + hwk)
107wischen den gleichen Zustidnden Ej, < E, wie oben.
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und man findet!!

Strahlungsfeldes

wiederum unter Annahme eines unpolarisierten, isotropen
E 2 o o

Wap R k E-7 2\ 2

b = 404m62w”k 2 g (a2 (apV)[b)|".  (19.32)

Um quantitative Resultate zu erhalten miissen wir die (beiden identischen)
Matrixelemente berechnen. Da uns die Integration

/ dBr e TG (F)V T, (F) (19.33)

mit dem Exponentialfaktor exp(—iE -7") zu schwierig ist, versuchen wir das
Problem zu vereinfachen. Dazu stellen wir fest, dass |E, — Ey| ~ eV ist,
somit ist der k-Vektor der Strahlung von der Grossenordnung

o Yo |Ep — Eq| eV 1
e he 6.58 - 10~16eVs ) 3.1018A/s
1
20-102 A ( )

entsprechend kénnen wir den Faktor exp(—ik - 7) im Volumen des Atoms
(wor ~ap ~ 1 A) konstant = 1 setzen und wir erhalten das Matrixelement

s 1 . e
[{ale™ &2 - (V)B)* =~ 72l (lp]a) e (19.35)
In einem letzten Schritt ersetzen wir den Impuls p mit Hilfe des Kommuta-
tors [Hreilchen, 7] = —ihp/m durch den Ortsvektor 7 und finden
E7 =X e im2 o~ (TONZ e 2
(ale®T22 (DDP = (55) 0lFla) - 2P (19.36)

Die folgende (klassische) Abschéitzung liefert das (qualitativ) gleiche Ergeb-
nis: wir ersetzen im Term —(e/mc)A - 7 von Hww den Impuls durch die
Geschwindigkeit, —(e/mc)A - ym7, und wilzen die Zeitableitung auf das
Vektorfeld ab, ~ e[(1/¢)0;A] -7 = —eE - #2. Der Ausdruck er- E ist gerade
die Energie des Dipols er’ im Feld E. Damit erhalten wir den elektrischen
Dipol-Ubergang E1 im H-Atom.

Schliesslich kénnen wir mit 7, = (b|7|a) den Ausdruck (19.30) schreiben als

em,abs wg nk}—‘f_]- dQ_‘ — AKX
Wemes = 20 5 ( e )2;4; |Fap - €2 (19.37)
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H Atom
b o & A

2 > R

Abb. 19.2: (a) Geometrie zur k-Integration mit Definition der Winkel 6, 62,
Y, und @. (b) Verbreiterung des 2p Niveaus aufgrund der Ankopplung an das
elektromagnetische Feld A. Die Verbreiterung ist via Heisenberg-Unschérfe
durch die Lebenszeit 7 des Zustandes gegeben.

und die Integration iiber den photonischen Freiheitsgrad E, A ausfithren. Mit
der Wahl von |a), |b) ist 7 im Raum fixiert's. Wir definieren die Winkel 61
und 6% via (vgl. Abb. 19.2)

1 |Tab EE’ 2 ’Tab SE‘
cosf)r = ——F, cosff® = ———,
Tab Tab
cos @' = sin ¥ cos ©, cos 0% = sin ¥ sin ©. (19.38)

Die Summation iiber die Polarisationen A ergibt das Gesamtgewicht sin? ¢
fiir einen k& Vektor und mit der Integration

d)- o [ 2
/’f sin? = 477/ dz(1-2%) = 3 (19.39)

47 T J_ 1

erhalten wir die Schlussformel

o abs 4 o? n+1Y 4 ny, + 1
W b= fa—]rabp k faw|krab|2 k
2

3 Nk 3 N
2 (hw)? |rap|® (g + 1

_ 2 19.4
Saw mc2 Er |ap n ’ (19.40)

"Beachte: (ng, — llaz,|ng,) = V7 Oz Oans -

2Dje elektrische Feldstirke des Photonenfeldes lisst sich abschiitzen via E? ~
(w/e)?[2mhc® JwV ng, ~ 2rhwng, /V.

13Beachte, dass Fup = exp(ix)ﬁab mit R, € R3 ist; oBdA kénnen wir 7, € R® withlen
und die Phase ignorieren.
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Diese Ubergangsraten definieren endliche Lebenszeiten fiir die angeregten
Zustéinde des Wasserstoffatoms. Zum Beispiel zerfillt der 2p Zustand in
den Grundzustand 1s. Fiir eine grobe Abschitzung der Lebenszeit des 2p-
Zustandes benutzen wir iw = Er(1 — 1/4) = (3/4)Er ~ 10 eV, mc? ~
108 eV, rap/ap ~ 1, ng = 0 fiir die spontane Emission und mit o = 1/137
finden wir

N (10eV)?3
106eV 10eV 6.58 - 10-16eVs

Die endliche Lebenszeit 7o, ~ 10795 fithrt auf eine relative Niveauverbrei-
terung14

w2rots ~ 10% s71 (19.41)

~ a—Fs ~ 1077 19.42
B~ e , (19.42)

das 2p Niveau bleibt immer noch scharf definiert.

19.2.1 Auswahlregeln

Den obigen 2p — 1s Ubergang haben wir nicht zufillig ausgewihlt: da
die Ubergiinge von den Matrixelementen (b|7"|a) abhingen unterliegen sie
folgenden Auswahlregeln: Die Zustéinde ¢ und b des Atoms seien durch die
Bahndrehimpulse L, und L; charakterisiert; mit Hilfe der Darstellung

x I —(Y11—-Y11)/V2
F=ly ] o= /5| it Yi-1)/V2 |, (19.43)
z Y10

)

(19.44)

definieren wir den Tensor Vq1 erster Stufe (ein Vektor)

Vi = Flr+iy)/V2 = r/an/3Y1 11,
Ve = z = r/4n/3Y1y, (19.45)
und schreiben die Matrixelemente um auf Linearkombinationen von

wer  (b; Ly || V1 a; La)
V260, +1

<b; Ly, mb"/ql ‘a; Ly, ma> <1Laqma| 1Lameb> .

CG—Koeffizienten
(19.46)

Diese Verbreiterung ergibt sich durch die Energieunschiirfe geméss AEAT ~ Fi (Hei-
senberg Unschirferelation).
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Dabei erlaubt uns das Wigner Eckart Theorem (WET) die Abhéngig-
keiten von den Drehimpulsquantenzahlen durch Clebsch-Gordon(CG)-
Koeffizienten (j1jomimal|jijajm) auszudriicken. Diese CG-Koeffizienten
sind nur von 0 verschieden, wenn der Gesamtdrehimpuls j = L; des Fi-
nalzustandes sich aus den Drehimpulsen j; = 1 des elektromagnetischen
Feldes (erscheint via dem Vektor Vq1 und entspricht dem Spin = 1 des Pho-
tons) und des Ausgangszustandes jo = L, des Atomes kombinieren lésst.
Damit erhalten wir die Auswahlregeln

Am = mg—my = 0, £1,
AL = Lo—1Ly = 0, 41,
aber nicht: L,=Ly,=0. (19.47)

Die Formeln (19.47) geben die Auswahlregeln fiir Vektoroperatoren. Zusétz-
lich miissen a und b verschiedene Paritédten haben

Tg = —Tp, (19.48)

womit AL = 0 ausgeschlossen wird.

19.2.2 Diskussion

Wir analysieren die Ubergangsraten W;g"abs gegeben durch (19.40). Der
Unterschied in den Faktoren (nj + 1) fiir die Emission und (ng) fur die
Absorption und Absorption ist sehr bedeutsam. Es scheint klar, dass die
Absorptionswahrscheinlichkeit proportional zu nj sein sollte — dies ist ein
klassisch erwartetes Resultat. Die Emissionswahrscheinlichkeit zerfillt in ei-
ne induzierte Emission proportional zu nj, welche gerade die Absorption
kompensiert, und eine zusétzliche spontane Emission proportional zu 1. Ein
angeregter Zustand zerfillt also unter Emission von Strahlung auch wenn er
nicht entsprechend gestort wird! Dieser Effekt hat Anfang des Jahrhunderts
die QM eingeldutet!

Betrachte ein Ensemble von Atomen (mit Niveaus A > B) im Gleichgewicht
mit dem Strahlungsfeld g,

A© B4+,  Es— Ep = hwy. (19.49)

Die Populationen N(A) und N(B) der beiden Niveaus sind geméss dem
Prinzip des lokalen Gleichgewichts (detailed balance) gegeben durch

N(BW,,, = N(AW.. (19.50)
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und mit dem Ausdruck (19.40) fiir die Raten W5 ergibt sich

N(B) ng + 1
—t = . 19.51
N(A) " (19.51)
Andererseits ist geméss Boltzmann
N(B) — eﬁwk/k‘BT (1952)

N(A) ’

und die Kombination des Resultates (19.51) aus der Quantenmechanik und
dem Quotienten (19.52) aus der statistischen Mechanik gibt uns die Be-
setzungszahl ny fiir die elektromagnetische Mode mit Wellenzahl k, den
sogenannten Bose-Faktor

1
W= e (19.53)

Ein Behilter mit reflektierenden Winden und Planckschen Kohlekorn ist
nichts weiter als eine experimentelle Realisierung eines Systems, in dem alle

Moden k ins Gleichgewicht kommen kénnen'®. Die Energiedichte u(w)dw im
Spektralbereich dw ist dann gegeben durch

1 hw LN
~—~
Dichte Energie der Mode w #Moden in dw

der Faktor in der Modenzahl (# Moden) beriicksichtigt die 2 Polarisatio-
nen. Der Ausdruck (19.54) liefert uns die spektrale Energiedichte du/dv =
u(w) dw/dv (Plancksche Formel)

8whi? 1

u(v) = B kT 1 (19.55)

19.2.3 Hohere Ordnung

Ist der E1-Dipoliibergang durch Symmetrie verboten, 7, = 0, so miissen wir

weitere Terme in der Entwicklung von e~ im Matrixelement von (19.30)
beriicksichtigen,
- - k-i)2
e T — ik F— (k-7) (19.56)

15Ein Kohlekorn ist ein Korper, der alle 2-Niveausysteme mit E4 — Ep € R beliebig,
enthélt; ‘schwarze Kohle’ absorbiert und reemittiert jede Mode.
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Dabei erzeugt die 1 den E1 Ubergang. Der nichste Term —ik - 7 erzeugt
elektrische Quadrupol- und magnetische Dipoliibergénge:

Wir miissen Matrixelemente der Form
(Bl (k- 7)(E2* - 7)]a) (19.57)

berechnen, welche wir wie folgt zerlegen kénnen,

BIE-)E Pla) = SIE-7)E5) + (F ) 7)la)
S0l P)E5) — (F-p)E 7))
= SOlF- @5+ 7) Ela) + 508l FAZ) - (FAP) o)
—_—
symm. Tensor SVAA=B L

Der Term o« B - L wird mit dem Spin-Term g(e / 2mc)B - § kombiniert und
ergibt den magnetischen Dipoliibergang M1 mit den Auswahlregeln |L; —
Lg| <1 fiir den Drehimpuls und 7, = m, fiir die Paritiit (der Ubergang mit
Ly = L, = 0 ist verboten.

Den symmetrischen (tensoriellen) Anteil o< (7p+p7) formen wir um geméss

TN im -
(Fo+p7) = —-[Ho, 7]
1, - imw —
= SOlE- 7P+ pT)Ela) = —”’;wk-@\ma)-a (19.59)

und erhalten den elektronischen Quadrupol-Ubergang E2 mit den Auswahl-
regeln |Ly — Lo| <2 < L, + Ly und 7, = 7. Die Lebenszeit von Zustédnden
a mit verbotenen E1-Ubergéingen ist viel linger, z.B., produziert der Faktor
k-7 im FE2-Ubergang eine Reduktion

- w 2 hw~Er Egr
(k:'r)2 ~ (—aB) ~ —
c me

~ 1075, (19.60)

womit wir eine Lebenszeit im ms-Bereich erhalten. Der 2s — 1s Zerfall
ist extrem verboten. E1 ist Paritétsverboten, M1 gibt keinen Beitrag fiir
nichtrelativistische Wellenfunktionen, E2 ist Drehimpulsverboten. Der Zer-
fall erfolgt via 2-Photon-Emission mit 7 ~ 0.15 s.



500 KAPITEL 19. STRAHLUNG UND MATERIE

19.3 Lichtstreuung

In der Lichtstreuung betrachten wir Streuprozesse von Photonen kX — KN,
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit wihlen wir deshalb

i) = JaskN),
If) = k'), (19.61)

das heisst ng, = 1 oder = 0; der Wert 1 wird nur fiir die betrachteten
streuenden Photonzustinde angenommen. a und b sind wiederum die Quan-
tenzahlen des im Streuprozess involvierten Wasserstoff-artigen Atoms. Der
Wechselwirkungs Hamiltonian Hww wie in (19.15) beschrieben vermag |i)
und |f) im Photonensektor via dem diamagnetischen Term A? in erster und
via dem paramagnetischen Term A. P in zweiter Ordnung zu verbinden: in
bfiden Félen tauchen Paarungen aEAa%,A, und a%/)\/al—é}\ auf, welche \E)Q in
|k’)\') iiberfiihren. Es gibt drei relevante Prozesse die sich geméss Abb. 19.3
durch Feynmangraphen darstellen lassen. Dabei ist der Prozess A in erster
Ordnung Stérungstheorie in A% zu berechnen, die Prozesse B und C sind
Prozesse zweiter Ordnung in A-p.

(A) ® ©

Abb. 19.3: Feynmandiagramme zur Lichtstreuung: (A): erste Ordnung Pro-
zess in A2, ‘seagull graph’, mit einem 4-er Vertex mit zwei Elektronenlinien
und zwei Photonenlinien. (B) und (C): zweite Ordung Prozesse in A - 7 mit
zwei 3-er Vertices mit nur einer Photonenlinie. (B) Absorption vor Emission,
(C) Emission vor Absorption.
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Erste Ordnung A% Term

In erster Ordnung A2 erhalten wir fiir die Amplitude (f|¥(t)) [vgl. (19.25)
und (19.26)]

t 9 )
W) ~ - dtle_i(EbJrﬁwk/)(t—tl)/h{ e ( orhe )

ih Jy, 2me? \ V\/wpwr
(b k )\/|( k)\ k’)\, + CLZ,)\, k)\)g]j g]j\/* Z(k k ’CL, k>\>}
o~ i(Bathwy)(t1—to) /b (19.62)

Zweite Ordnung in ff-ﬁ

Die zweite Ordnung Storungstheorie in A P ist etwas aufwéndiger. Das
Produkt (A4 - 7); (ff 7)2 beschreibt Prozesse bei denen (A - 7); zuerst bei
t; das Photon |kA) vernichtet und (A - 7)y das Photon |k/N) bei ty > t;
erzeugt. Alternativ kann (A - 7); zuerst das Photon |k’N) bei ¢; erzeugen
und der Faktor (A - 7); vernichtet das Photon |kA) bei der spiteren Zeit
to > t1. Die Amplitude fiir diese Prozesse ist gegeben durch

(fl¥e(t) ~ 1/t dt /t2 dt: o~ {(Epthwy)(t—t2)/h_© e’ 2mhc? Z
- (lh)2 to 2 to ! m202 V\/m

[(b k )\/|a _“)‘* -pe —ik’ T\V 0)e 7’E"(t27t1)/h<y;0|a5/\§]§‘ ‘ﬁeik'ﬂa; E)Q

k‘/)\/
+<b, E/)\/|CLE/\§2\ . ﬁelkF|V, EA, E/A/> e—i(Ey+hwk+ﬁwk/)(t2—t1)/h
k

(i kXK' Nal

_’/\ o il 7
klA/ * ' e ‘ T’a7 kA)}

e~ i (Bathwg)(t1—to)/h. (19.63)

Formel (19.63) hat eine einfache Struktur: auf die freie Propagation zwi-
schen ty und t; folgt ein Prozess, dann eine freie Propagation mit einem
angeregten Zustand v zwischen ¢; und ¢, dann wieder ein Prozess und ab-
schliessend wieder eine freie Propagation zwischen ¢ und ¢, vgl. dazu die
Feynmangraphen in Abb. 19.3 und folgende schematische Darstellung,

to )
vy ~ [ o [ (e p gy
to to

(B)
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ﬂwwamﬂwwm}%WM.a%@

(©)

Die Integration iber ¢1 in (19.63) erzeugt die Energienenner (E, — Eq
hwi) ™t und (B, — Eq 4 hwyy) ™%, und mit exp(—ik’-7) ~ 1, exp(—ik-7) ~
erhalten wir

t 2
<f|\1f(t)> ~ _l dt e—z(Eb—I—fuuk/)(t t2)/h_ & € 27Thc

ih Jy, m2c2 V \Jorwn

3 BlEX - Flv)(WIer - pla) (B} - Flv)(v|EX" - Fla)
) E, — E, — hwk El/ E, + hwk:’
e~ (Bathwy)(t2—to)/h (19.65)

Die Amplituden (19.62) und (19.65) miissen wir kohdrent addieren (wir er-
setzen ty in (19.65) durch ¢1; damit kénnen wir beide Ausdriicke unter ein
Zeitintegral {iber ¢; schreiben und die Amplituden addieren). Anschliessend
quadrieren wir um die Wahrscheinlichkeit der drei interferierenden Prozesse
zu finden und dividieren anschliessend durch ¢ um die Ubergangsrate zu er-
halten. Die resultierende §-Funktion §(FEp + hwy — E, — fuwy) integrieren wir
iiber das Kontinuum der Photonen im Endzustand [entsprechend erzwingt
die Energieerhaltung dass hwy — hiw — (Ep — E,)] und erhalten fiir die in
d§dj, gestreuten Zusténde

2£< 2mhc? )2( e? >2Vw’2d(2,;/
VvV 212 hed Arm
e - plv) I} - pla)

/ 1
=, —‘)\
X<a|b>€E Py —mZ[ EV—Ea—h(,u

Wab,a (19.66)

mc2

(R B -l P
E, — E,+ h'
Die einfallende Photonenstromdichte ist j = nc = ¢/V. Den Vorfaktor
m( 2mh yH g2V WPV e (19.67)
VvV mc2/) 22 heddr ¢ mi2ct w
driicken wir durch den klassischen Elektronenradius
o2
ro=—s ~ 2.8-107% cm (19.68)

mc2
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aus und erhalten fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt die Kramers-
Heisenberg Formel fiir die Lichtstreuung,

N = -
do | e 1 [HEX F0IE Fla)
ol L S D B e vy ey e G

2

e - plv)(wleR - ila)
E, — E, + hwy

Als Ubungsaufgabe berechne man mit Hilfe von (19.69) die
— Rayleigh-
— Thomson-

— Raman-

Streuung. Wir geben hier nur eine kurze Diskussion.

19.3.1 Rayleigh-Streuung

Rayleigh Streuung behandelt die elastische Streuung von langwelligem Licht
an Atomen; damit sind die Energien von Anfangs- und Endzusténden fixiert
mit a = b, hw = hw' < hwyq = E, — E, > 0. Alle drei Terme in (19.69) sind
relevant und wir erhalten das beriihmte w*-Gesetz

(7 - é”\'*)(w(F' gg)m + (7 gé\)ay(;, 54\/*)ua 2

Z E’ E k'’
> Wya

(19.70)

welches erklirt, weshalb der Himmel blau und die Abendsonne rot ist.

19.3.2 Thomson-Streuung

Hierbei handelt es sich um hochenergetische elastische Lichtstreuung an
Elektronen. Da fw > Bindungsenergie, ist die Bindung der Elektronen an
die Atome irrelevant und die streuenden Objekte konnen als freie Elektro-
nen beschrieben werden. Da fuw > (5}?:* -ﬁ)a,,(e_'é\ - P )va/m, ist nur der erste
Term (unabhéngig von der Atomstruktur und der Bindung der Elektronen)

relevant und wir erhalten

(19.71)
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Die Integration iiber die Winkel und Summation iiber Polarisationen ergibt
den totalen Wirkungsquerschnitt

2
87

~ 6.65- 1072 cm. (19.72)

0 Thomson

Beachte, dass fiw < mc? sein muss, da wir die Elektronen nichtrelativistisch
behandelt haben.

19.3.3 Raman-Streuung

Raman Streuung beschreibt die inelastische Lichtstreuung an Atomen (all-
gemein an Festkorpern). Das Licht kann dabei Energie verlieren indem es
Atome anregt (dies fiihrt auf die Stokes’-line mit nach rot verschobenem
Licht) oder Energie gewinnen indem die Atome durch Relaxation eines an-
geregten Zustandes Energie an das Photon abgeben (die Anti-Stokes’-line
mit blau verschobenem Licht). Im Festkorper spielen Phononen die Rolle
der Ubergéinge in den Atomen (die Phononenerzeugung fiihrt auf die Stokes-
Linien, Phononenabsorption auf Anti-Stokes-Linien). Die Intensitdten und
Situationen im Atom/Festkorper sind in der Abbildung 19.4 skizziert.

Atome Festkorper

\Y Stokes

hos % g | has _

StokesT b | elastisch hos

a
\Y

th ; g lhw Stokes
a

b

anti—Stokes

anti—Stokes _—

ha

T
rot @ blau o anti-Stokes

hoop

Abb. 19.4: Lichtstreuung via Ramanprozess. Links die Prozesse bei der
Lichtstreuung an Atomen, rechts die Feynmangraphen fiir Lichtstreuung
am Festkorper mit Phononemission (Stokes) und Phononabsorption (anti-
Stokes).
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19.4 Lamb-Shift

Wir haben bereits in der Quantenmechanik I zusétzliche Terme im Hamil-
tonian H des H-Atoms storungstheoretisch behandelt. Hier repetieren wir
diese Terme und nehmen noch die Kopplung an das elektromagnetische Feld
H; dazu,

! p22+h2 V2V ©.§. By + Bahnanteil
— = — 5. nantei
2me2 \ 2m 8m2c? mce K
H = Hy +HS, +H$o+HS +H{ 4+ Hg,. (19.73)
P e 1 1 - = e - -
e 9 VL-§ + S A
2m r om2c2r +mc (rt)-p

Die einzelnen Terme kénnen dabei je einer Verschiebung des Energieniveaus
zugeordnet werden, wie in Abb. 19.5 skizziert. Die Indizes stehen fiir

R: relativistische Korrekturen,

F: feldtheoretische Korrekturen aufgrund der Kopplung des Elektronen-
feldes an das Photonenfeld.

K: Korrektur aufgrund des Kernmagnetfeldes = Hyperfeinwechselwir-
kung. Das Feld Bk wird durch das Kernmoment Mx = (gke/2Mc)l
erzeugt, M = Kernmasse, I = Kernspin, gk = g, = 5.56 fiir Protonen.

Der Lambshift wurde in den spéten vierzigern entdeckt. Prizise gemessen
wurde er mittels Mikrowellentechnik durch Lamb und Rutherford 1947 und
die theoretische Beschreibung als Konsequenz der Feldquantisierung erfolg-
te im selben Jahr durch Hans Bethe. In zweiter Ordnung Stérungstheorie
miissen wir folgende Korrektur zur Energie aufgrund der Wechselwirkung
zwischen Strahlung und Materie berechnen,

_ (v Hwwla)[*

v#o

(19.74)

Dabei ist (mit § = a,v) |B) = |b;ni,...,Ne) ein Teilchen (b) — Feld
(n1,...,N) Zustand und Ejg ist die zugehorige Energie (préziser, die
Energie von Teilchen und Strahlung ohne Wechselwirkung) und Hww ist
der Wechselwirkungs-Hamiltonian (19.4). Die Korrektur erster Ordnung
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Konfiguration
H Feinstruktur bshift Hyper
0 HE+HR AR Lambshi Feinstruktur
i F
| = 0,1 kin SO D HL HSKL
- 13
1=%7
N Py
8-fach I ez 23 6 MHz
4-fach 1106 GHz
L2 2 ’s
|:)1/2 ) Sl/z 71/2: 177 MHz
' a—tach 2p N—--===si—————— 59 MHz
ac 12 1 GHz

Abb. 19.5: Verschiebungen der elektronischen Niveaus aufgrund relativisti-
scher Korrekturen (kin = kinetische Korrektur, SO = Spin-Bahn Kopplung,
D = Diracterm), feldtheoretischer Korrekturen (L = Lambshift), und Kor-
rekturen durch das Magnetfeld des Kerns.

(| Hww o) verschwindet: Da nur der A%2-Term in Hww photonenzahl- er-
haltende Terme aufweist, trigt nur dieser bei. Da in Hww aber der nor-
malgeordnete Ausdruck von A? steht, ist sein Vakuumerwartungswert null
(wir interessieren uns fiir Zusténde |«) wo das elektromagnetische Feld nicht
angeregt ist, also |a) = |a;n1,...,ne) = |a;0)),

(a;0] : A%(7,t) : la;0) = 0. (19.75)

Es bleibt der 2* Ordnungs-Term mit |v) = |v;1z,) ein 1-Photon-Zustand
der via A - f-Term in Hyw an |a) = |a; 0) ankoppelt. Graphisch lassen sich
beide Terme darstellen wie in Abb. 19.6(a) und Abb. 19.6(b) skizziert, wobei
fiir den Lamb-Shift nur der Prozess 19.6(b) relevant ist.

Den Matrixelementen (a; 0|Hww|v; 17,) sind wir auf Seite 492 bereits be-
gegnet; bis auf eine triviale Phase exp(i¢) ist

el [2mh, | e, =
(a; 0| Hwwlv; 15,) = e“p% VL%(a|e_Zk'T§’I§\*-V|U>. (19.76)

Die zugehorigen Energienenner sind F, — E,, — hwy, fiir Photon-Emission und
mit exp(—ik - 7) ~ 1 erhalten wir (mit |a) = |a;0))

—

2
“ Zwk m?2 E, — E, — hwy,

—

vk

(19.77)
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Abb. 19.6: Feynmandiagramme fiir den erste Ordnung A? Term (a) und den
zweite Ordnung A - p Term in Hww (b). Letzterer ist fiir den Lambshift
verantwortlich.

B ide2dw27rheZﬁ22’(€_2\*_§) ‘2 1
7 A 2m?ed w om? Lk Y By — By — hwy,

_ 8£ER idhw hw|(aBﬁ)zw|2
3 m2 4y 2n E,— E, — hw

 Pdhw W (w)
_ Zﬁ o (19.78)

mit der Ubergangsrate Wy, von a nach v fiir spontane Emission. In For-
mel (19.78) miissen wir angeben wie die Singularitét bei E, = E, + hw
zu behandeln ist. Durch adiabatisches Ein- und Ausschalten von Hww
mittels eines Faktors exp(—e|t|) erhalten wir die kausale Regularisierung
E,-E,—h — E, — E, — hw + ic mit ¢ — 0. Mit Hilfe der Sokhotski
Formel 1/(z + i) = P(1/z) + iwd(x) ergibt sich

R dhw [ AW (w) ih B
AEG_XZ = PEa_Ev_hw—QvEZ;EWav(w_(Ea—EU)/h>O).

e R
Ak, _i(AE! = T/2)
(19.79)

Die Formel (19.79) fiihrt auf eine sehr elegante Interpretation: Durch die
Wechselwirkung mit dem Feld sind zwei Typen von Ubergingen moglich.
Ist die Energie erhalten, das heisst, fiir jede Kombination w, E, mit F, —
E, = hw, ist ein Ubergang a — v + v erlaubt und der Zustand a zerfillt in
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v + . Damit erhélt a eine endliche Lebenszeit 7 = 1/T", welche durch die
Gesamtrate ), We, bestimmt ist. Tatséchlich erhalten wir fiir die Dynamik
von a

o U Bat MBI _  —i(Eat+AED)t/ho—Tt/2 (19.80)

und die Wahrscheinlichkeit den Zustand @ zu finden nimmt geméss exp(—I't)
ab. Graphisch ist dieser Prozess einfach darstellbar, sieche Abb. 19.7(a).

(@ (b)

\Y
a
redler virtueller
Prozess Prozess

Abb. 19.7: Reeller (a) und virtueller Prozess (b) einer Photon-Emission.
Beide Prozesse ergeben sich aus der zweiten Ordnung Stérungstheorie mit
dem Energienenner 1/(AFE + ic). Sokhotsky’s Formel generiert daraus zwei
Terme, den Hauptwert P zugehorig zum virtuellen Prozess der eine Ener-
gieverschiebung erzeugt und die §-Funktion zugehotrig zum reellen und ener-
gieerhaltenden Prozess der die Lebenszeit definiert. Der Graph des reellen
Prozesses (a) ergibt sich durch Halbierung (gestrichelte Linie) aus dem vir-
tuellen Prozess (b).

Zusétzlich zum Zerfall von a erhalten wir auch einen Shift in seiner Energie,
AER den Lamb-Shift. Die Prozesse, welche AER erzeugen miissen nicht
energieerhaltend zu sein: Alle B, — E, —hw sind relevant. Prozesse, welche die
Energie nicht erhalten'® heissen virtuell und lassen sich graphisch darstellen
wie in Abb. 19.7(b) gezeigt. Das Diagramm 19.7(a) ist gerade ‘die Hilfte’
des Diagramms 19.7(b).

Es bleibt uns die Berechnung von AE dem Lamb-Shift. Das ist eine tricki-
ge und interessante Aufgabe, da der Hauptwert (19.79) mit Wy, (w) x w

15Dje Energieerhaltung kann geméss Heisenberg Unschérfeprinzip wihrend der Zeit 7 =
h/(Eq. — Ey — hw) verletzt sein.
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linear divergent in w ist

Q
d

Zwar konnen wir argumentieren, dass unsere beziiglich des Elektrons nicht-
relativistische Theorie bei hohen Energien nicht mehr anwendbar ist und
damit 7 ~ mc? einen natiirlichen Cutoff erzeugt. Unschén an diesem Re-
sultat ist aber, dass das Resultat linear vom gewihlten Cutoff abhéngt.
Bethe hat (auf Anregung von Kramers hin) das Problem wie folgt gelost:
Beobachtbar als Energieverschiebung ist nicht direkt AEZX, sondern die Dif-
ferenz zwischen AE[ und AE; mit AE; der entsprechenden Verschiebung
fiir ein freies Elektron. Denn auch ein freies Elektron umgibt sich mit ei-
ner virtuellen Photonenwolke und erfihrt dadurch (wie wir sehen werden)
eine Massenrenormierung. Bildlich lésst sich der Prozess wie in Abb. 19.8
darstellen.

@
e=0

Se

Abb. 19.8: (a) Nacktes Elektron in einer Welt mit Ladung e = 0, so dass
keine Kopplung an das Strahlungsfeld erfolgt. (b) ‘Dressed’ (mit einer Pho-
tonenwolke) Elektron. (c¢) Der gleiche Prozess erzeugt im Festkorper die
Polaronen, mit virtuellen Phononen umgebene Elektronen. Diese Phononen-
wolke entspricht einer mitgeschleppten Deformation der Ionen und erhcht
die Masse des Polarons gegeniiber der Masse des Elektrons.

Derselbe Effekt tritt auch in Festkorpern auf: Statt virtueller Photonen er-
zeugt das Elektron im Festkorper eine Wolke virtueller Phononen und wird
damit schwerer (Polaron): Das Elektron erhélt durch Deformation des Git-
ters Masse von den Ionen und wird, da es diese Deformation mitschlep-
pen muss, schwerer!”. Die Wechselwirkung welche den Effekt erzeugt ist die

"Mit A der dimensionslosen Elektron-Phonon Kopplungskonstante ergibt sich eine Mas-
sezunahme um Am, m* = m(1+ \).
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Elektron-Phonon Wechselwirkung die anstelle der Elektron-Photon Wech-
selwirkung im Vakuum tritt. Es ergibt sich also die Analogie: Die Photonen-
wolke um ein Elektron erzeugt durch die Kopplung an das Strahlungsfeld
entspricht einer Phononenwolke (eine Gitterdeformation) um das Elektron
erzeugt durch die Elektron-Ion Kopplung.

Wir zeigen, dass Elektronen durch die mitgeschleppte Photonenwolke schwe-
rer werden. Dazu betrachten wir die Energieverschiebung eines freien Elek-
trons aufgrund seiner Kopplung an das Strahlungsfeld (wir &ndern die Pa-
rameter da diese dem freien Teilchen nicht angepasst sind)

Ap. _ 8aEr idhwphm(age—i’”ﬁ)wﬁ
T 3 m@ gy 2am (2-pd)/2m—

8 dhw  hw|(e=FTV), |
— )2 P va 19.82
6 Z; 2r -~ (p3 —p3)/2m — hw’ (19.82)

wobei wir die Comptonwellenléinge XA = \/27 = h/mc eingefiihrt haben. Fiir
das Matrixelement findet man den Ausdruck

d>r

ik 7~k ik T T
w= | 3 e e Ve = kg0

(e~ 7Y) (19.83)

und der Energienenner lasst sich unter Nutzung der Impulserhaltung um-
schreiben auf

pa =y = Wk — (ko — k)%) = 20%kq - k — B,

2 .
(7%~ ) /2m — o = e

—hw(l + ) ~ o, (19.84)
~valiw]c <1

Kombinieren wir (19.82) bis (19.84) so erhalten wir (mit > d6p .7 =1)

8a Egr 2/ dhw hw
AE; ~ ———=(agk —_—
/ 3 mc? (a5ka) 21 hw
—_——
QY dhw _ hQ
0 27 27
= —Cp? (19.85)
mit
nozme 8a Bp o ,ah 2 a

C

3m2" R T 3am
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Die Energieverschiebung ist quadratisch im Impuls und definiert damit eine
Massenrenormierung geméss Ef = p?/2m + AE; = p?/2m* mit

1 - 1 (1 4o )
m*  m 3T
—~—
0.005
N 1
~ m(1+4a/37)
4o
= 1+— . 19.86
m m ( + 37T) ( )

Die ‘nackte’ Masse m des Elektrons ist nicht beobachtbar, da wir die Kopp-
lung des Elektrons an das elektromagnetische Feld nicht eliminieren kénnen.
Beobachtbar ist nur die durch die Photonenwolke erhohte, renormierte Masse
m*. Beachte: Es ist das starke elektrische Feld um das Elektron herum, wel-
ches zu spontaner Emission virtueller Photonen (und deren Re-Absorption)
und damit zur Massenerhohung fithrt. Das Auftauchen des Cutoff in linearer
Form stoért uns hier nicht, da dieser bei Benutzung des gleichen Cutoffs in
anderen Rechnungen in linearer Ordnung rausfillt.

Die Berechnung des Lamb-Shift ist jetzt leicht (wir subtrahieren das Re-
sultat fiir das freie Elektron und wéihlen einen entsprechenden Impuls Ak,
(akq)? = [(aBV)%aa = Yo |(aBV)vae|?; das Superskript ‘r,obs’ steht fiir
renormiert, beobachtbar):

Aprobs _ 8 Er /dhw {Z ol (@5 Y )ual? hw(aBW}

3 me? E,—E, — hw —hw
8o ER 1 1

- T/ Z’“va‘ m(m+m>}’
8a ER (Ea Ev)‘(an)vaF

= = . 19.87
Smcgi%r E,—E, — hw (19.87)

Das verbleibende Integral ist nur noch log-divergent, mit x > 0,

Q T—€ Q
P/ d 1 _ / dw +/ dw
0 T —w 0 T—W JeieT—w

T—e€ Q QO

= —log(z —w) — log(z — w) = —log —
0 T+e x

. Q
— und mit: z < 0, = —log —. (19.88)
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Damit ergibt sich!'®

4a ER A
AERY =  — UNYE, B, val*log —————
a 3 mC2 ( )|(CLBV) | og |Ea_E'U‘
16a E2 hQ)
= 3 ez Bl Va0 log e (19.89)

Fiir den Lamb-Shift 2.5, /2~ 2P, )5 im n = 2 Niveau ergibt sich die Energie
(mit |¥,(0)]? = 1/ma%(n = 2)3; mit X = h/mc die Comptonwellenlinge
koénnen wir schreiben 2Eg/ m62>\2 Ja%)
200 E% 1
E = ——f]
SetPie T grme? (B, - B)

1 und mit (|E, — Ey|) »

~ 17Er = 231e€V,
Q) = mc® ~ 511keV,

20y 5.11-10°
= ——13. 2.66107° log ————
3 3.6eV 2.66 10 og 531
N —
7.7
= 4.32-107%eV. (19.90)

Dies entspricht also einer Frequenzverschiebung von (mit £ = 27whv)
v ~ 1.05-10s7! ~ 1 GHz. (19.91)

Beachte: Virtuelle Zusténde weit oberhalb der Ionisierungsenergie sind re-
levant'?, siehe dazu auch Bethe & Salpeter, ‘QM of 1 and 2 electrons’,
Academic Press, New York, 1957.

¥ Wir ersetzen |E, — E,| unter dem log durch den Erwartungswert (|E, — E,|) (lang-
same Variation des Argumentes) und berechnen die verbleibende Summe ) (Eq —

E)|(aBV)va|? wie folgt (mit Hr = Hrecnen:
D (Ba = E)|(F)val® = D (alHrps — piHz|v)(v|pi|a)

v

== Z<G|Pi|v><U|HTpi — piHrla)

1
= §<a"[[HT7p’L]7p’bHa>
Die Berechnung des Kommutators ergibt
([Hr,pil,pi] = =h°[[Hr, 8i], 0] = =R*[0;V,8i] = —h*V*V = h**V?(1/r) = —4nh*e*§° (7).

Damit ist die Wellenfunktion ¥, bei ¥ = 0 zu evaluieren: nur s-Zustinde mit ¥(0) # 0
tragen zum Lambshift bei.
¥Daher ergibt sich die relevante Energie |(Eq — E,)| ~ 17 Er



Kapitel 20

Quanten statistische
Mechanik

Wir betrachten ein System charakterisiert durch den Hilbertraum H und
den Hamiltonian H. Es sei {®,,} eine Basis in H,

(Pp|Pm) = Omn (orthonormiert),
Z\CI)TJ(CDR\ = 1 (vollsténdig). (20.1)

Oft wéhlt man fiir {®,} die Eigenvektoren zu H,
H®, = E,,. (20.2)
Ein beliebiger Zustandsvektor ¥ des Systems lésst sich schreiben als

U=> ¢,y (20.3)

20.1 Erwartungswerte in der Quantenstatistik

Mit ¢ = qi1,. .., g3y dem Positionsvektor eines N-Teilchensystems ist ¥(q) =
(q|¥) gerade die komplexe Wellenfunktion in Ortsdarstellung. Erwartungs-
werte von Observablen sind gegeben durch

M) S o (@0 M)
A (77 R DAY A

513
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Wie iiblich unterteilen wir unser System in ein Subsystem und ein Reservoir,

U=> c,d, (20.5)

mit ¢, der Amplitude des Reservoirs, ®,, dem Zustand des Subsystems,
jetzt das System. Die Koeffizienten c} ¢, sind jetzt durch Erwartungswerte
(Cn»Cm)Reg Zu ersetzen, ebenso geht |c,|? iiber in (¢, cn)Reg- Im Experi-
ment wird das Zeitmittel von M gemessen. Mit (V|U) = > (cnlcn)Res
zeitunabhéngig im abgeschlossenen Gesamtsystem = System + Reservoir
ist .

T Zm,n (cn:cm)Res (Pn|M|Ppy)

M) = e (20.6)

(beachte, dass {®,,} eine zeitunabhéngige Basis des Systems ist). Wie zuvor
in der kinetischen Gastheorie und in der klassischen statistischen Mechanik
miissen wir eine statistische Annahme iiber das System im Gleichgewicht
machen. Die a priori Wahrscheinlichkeit fir das mikrokanonische Ensemble
gibt allen Zusténden ®,,, die mit den Bedingungen E, V', N vertréglich sind,
gleiches Gewicht,

T {1, falls E < E, < E + A, (207

{en enRes = 0, sonst.

Dazu kommt die Annahme, dass die Amplituden ¢, zufillige Phasen haben,
so dass

(cn, Cm)ResT =0 fallsn#m. (20.8)

Beachte, dass inelastische Stosse geniigen, um die Phasen zufillige Werte
annehmen zu lassen. Fiir das experimentell gemessene Zeitmittel findet man
sofort den Ausdruck

T 3 Wn{Pn | M|Py)

M) = S : (20.9)

|1, E<E,<E+A,
10, sonst.

(20.10)

20.1.1 Dichtematrix

Ein dem Problem angepasster Formalismus ist aus der Quantenmechanik
bekannt: Die Quantenmechanik eines Systems, dessen Zustand sich durch
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eine inkohdrente Superposition von Basiszustdnden beschreiben lasst, wird
durch die Dichtematriz

p= an|®n><@n’ (20'11)

gegeben. Ublicherweise sind die Gewichte w,, gemiiss Yo wn =1 normiert’.
Hier beriicksichtigen wir die Normierung explizit und schreiben fiir die Er-
wartungswerte

WT = Spég:l), Sp(A) = Spur(4) = Z<<1>i|A|<1>Z->. (20.12)

7

Die Aquivalenz von (20.10) und (20.12) ist trivial. Die Zeitentwicklung von
p ist durch das Liouville-Theorem gegeben (quantenmechanische Version)

ihdyp = [H, p]. (20.13)

Mit p = p(H) ist

[H, ] = 0, (20.14)
und die Dichtematrix ist zeitunabhéngig. Eine praktische und oft gebrauchte
Beziehung ist

Sp(AB) = Sp(BA). (20.15)
Damit ist Sp unabhéngig von der Darstellung,
Sp(UAU 1) = Sp(A). (20.16)

20.2 Ensembles in der Quantenstatistik

Wir restimieren die drei Ensembles fiir die Quantenstatistik:

mikrokanonisches Ensemble: Dichtematriz:
po= > wal®n)(Pnl,
n

H®, = E,,,
{1, E<E,<E+A,
w, =
0, sonst.
I'(E) = Sp(p) =w(E)-A. (20.17)
Zustandsdichte: w(E) = (spektrale Dichte von H) =) 06(E — E,),
thermodynamisches Potential: S(E,V,N) = kglogI'(E).

Falls wn = 6no — p liegt ein reiner Zustand vor.
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kanonisches Ensemble: Dichtematriz:
) = S ] =
i

an)n = Enq)ny
Wy = e_ﬁE",
1

g = T (20.18)

Zustandssumme: Zy = Sp(e™PH),
thermodynamisches Potential: F(T,V,N) = —kgT In Zy.
grosskanonisches Ensemble: Dichtematrix:

p = e PV/kBT —B(H—pN) (20.19)

Zustandssumme:

z = > Nay
N=0
_ Sp(e_ﬁ(H_’uN))
= S (@ e ) (20.20)
Nn
mit der Spur im Fockraum.
thermodynamisches Potential: Q = —pV = —kgT'log Z(T,V, z) oder
F(T,V,N) = Nlogz— kgTlog2Z,
N = z20,logZ. (20.21)

In der modernen Festkorperphysik stosst man oft in Gebiete vor, wo die
traditionelle Quanten Statistische Mechanik zusammenbricht: Zum Beispiel
werden Strome in kleinen metallischen/halbleitenden Ringen (Dauerstrome)
durch das kanonische Ensemble beschrieben (N ist fixiert). Als weiteres Bei-
spiel erwéhnen wir Kohérenzeffekte in kleinen (mesoskopischen) Strukturen;
hier existiert kein Reservoir welches zufillige Phasen erzeugt und damit
(20.8) garantiert.

20.3 Zum 3. Hauptsatz

Mit S = kglogI' z&hlt die Entropie die zur Verfiigung stehenden Zusténde.
Gemiiss p ~ e /T steht bei T = 0 nur der Grundzustand des Systems
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zur Verfiigung — S = 0. Ist der Grundzustand g ~ N-fach entartet, so
gilt immer noch s = S/N ~ (log N)/N — 0, die Entropie pro Teilchen ver-
schwindet. Ein relevanteres Problem ist die Kontinuitit des Spektrums—das
obige Argument ist zwar korrekt, jedoch eher akademisch, da der Grundzu-
stand nur fiir T < AE ~ h?/mL* ~5-107 K (m = mNykleon: L = 1cm)
realisiert wird. Relevant ist daher die Zustandsdichte w(E) in der Tieftem-
peraturphase des Stoffes. Alle Stoffe transformieren bei T — 0 in eine der
folgenden Phasen: Kristalle (fast alle), Gliser, Superfluida (*He,* He bei
Normaldruck). Die Zustandsdichte in diesen Systemen verschwindet geméss
w(E) ~ B4 fiir E — 0 (Ausnahme: Gliser) und entsprechend geht S — 0
fur T'— 0.
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Kapitel 21

Gase

21.0.1 Klassisches ideales Gas

Zum spéateren Vergleich beginnen wir mit dem klassischen Gas oder “Boltz-
manngas”. Wir berechenen die Zustandsfunktion im kanonischen Ensemble,

ZN — Z efﬁZﬁnﬁEP . g , (211)
~—
{ngtn Zihlen

ny = # Teilchen mit Impuls p, Z ny = N,
2
_ 2
ep = p°/2m.

Das korrekte Boltzmannzahlen gibt die Anzahl Moglichkeiten, die N Teil-

chen auf die Impulse py, ..., Pk, ... zu verteilen,
1 N!
9= ; (21.2)
N nﬁolnﬁll N nﬁk!

wobei wir den Faktor 1/N! in der Dichte p = 1/h3N N! mit beriicksichtigt
haben. Wir vertauschen Summe und Produkt mit Hilfe des Multinomial

Theorems
_ﬁnﬁk €pk 1

n- S () s

und ersetzen die Summe iiber die Impulse durch Integrale, wobei wir pro
Volumen k3 — (27h)3 im Phasenraum einen Zustand ziihlen (an dieser Stelle

519



520 KAPITEL 21. GASE

verlieren wir die korrekte ‘Normierung’ der thermodynamischen Grossen,
z.B., den Shift Sy in der Entropie),

3 2

d v
—Ber — P SR A 21.4
Zk:e / (27h)3 eXp( 2mk3T> e (214)

| 2mh2
\ = 21.5
kaT ( )

der thermischen De Broglie-Wellenlénge. Die Zustandssumme und thermo-
dynamischen Potentiale ergeben sich dann zu

mit

1 VAN
zn = ww) (21.6)
v
logZN = NlogW—I—N,
F = —kpTlog Zy — —kgTN [1ogL + 1]
Nx D
OF 1%
s = — & —kpN[1 1].
ar|, " 108 53 + 1

21.1 Ideale Quantengase

Die Quantengase werden am einfachsten im grosskanonischen Ensemble be-
schrieben,

Z(V,T,2) = > 2NZn(V,T)
N=0

=1 i Z zNeXp(—ﬁZnﬁsp)

N=0{nz}n

[(ze~%%r)"7

; Z . ; . {(ze_ﬂgp() I (ze—ﬁfpk )P }

nﬁl

- 11 [Z(ze*ﬁsp)”} . (21.7)

P n

Fiir Bosonen kann der Zustand pmit n =0,1,...,k, ..., 00 Teilchen besetzt
werden. Anders fiir Fermionen, wo n = 0, 1 (Pauliprinzip, jeder Zustand darf



21.1. IDEALE QUANTENGASE 521

hochstens 1-fach besetzt werden). Damit erhalten wir aus (21.7)

[1;1/(1 - ze~Per), Bosonen,

21.8
[1;(1+ ze Per), Fermionen. (218)

auﬂaz{

Fiir das grosse Potential €2 = pv und die Teilchenzahl N finden wir die
Resultate

pV = kpTlogZ

— 3" _log(1 — ze Pep),
= kBT{ 2plo8( s ) (21.9)
Eﬁlog(1+ze p)?
0
N = z—logZ
‘9. 8
_1/(ePe» /2 — 1), Bosonen,
2 /(e ) (21.10)
o 1/(e®?/z+1), Fermionen.

Daraus ergeben sich die Besetzungszahlen (nj) fiir den Zustand |p’) zu

R { 1/(ePE=1) — 1), Bosonen, (21.11)

ne=) —=
) 1/(ePer=1) 41),  Fermionen,

(mit z = eP*, berechne

1
) = ST e Eene

N {nz}n
1 0

= - Z gz
Boe, °

und benutze (21.9). Beachte auch, dass N = > _(n;) ist, (21.10)). Mit

o0

& 47Tp2dp #2=pp%/2m V 4 2
=V = — d 21.12
Eﬁ: /0 (2nh)? JEVC (21.12)

erhalten wir anstelle von (21.9,21.10) die Relationen

{pz@ﬂmﬂﬁpm,

NV =n = (1/733) faa(2), Fermionen (21.13)
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WO
fiple) = = [ doalog(i+ze )
z — zx*lo ze
o2 VT Jo
i~ ( £+1 pos
= > —= 55/2 : (21.14)
=1
o 0 £+1 P
Fapp(2) = z25-f52(2) Z €3/2
=1
und
0o o) +1_ ¢
/ dxa;QIOg(l—i-ze*ﬁ) = / dx x (=1) ) E e
0 0 4

E-i-l E

\/7»_‘_ oo
= 4; 7
=1

Fiir die Bosonen ist die Analyse etwas komplizierter, da die Terme p' = 0
in (21.9,21.10) auf Divergenzen fithren (Bose-Einstein Kondensation). Ent-
sprechend separieren wir diese Terme aus den Summen und ersetzen erst
den Rest durch Integrale. Es ergeben sich die Relationen

{p = (kBT/X*)g52(2) — (1/V) log(1 — 2),

N/V =n= (1/)\3)93/2(z) (V)20 - 2), Bosonen (21.15)

mit
() = —4/Oodm:c log(l — ze™™")
95/2 = 7 Jo g
© ¢
z
= ngﬁ (21.16)
=1
0 > 2t
93/2(2) = 28295/2(2):;%”2'

Der Term (1/V)z/(1 — z) = (no)/V gibt fiir (ng) x N den Bruchteil der
totalen Dichte im Kondensat. Dass die Besetzungszahl (ng) wirklich makro-
skopisch besetzt werden kann, werden wir spéter im Detail diskutieren. Die
Konsequenz ist das Auftreten quantenmechanischer Effekte auf einer ma-
kroskopischen Skala: MQP = Macroscopic Quantum Phenomena.
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Die innnere Energie U der Quantengase ergibt sich aus (21.9),
1
U0TE) = 3 T (S B
N {npin P

0
= ——log Z(V,T
aB Og (V7 7’2)

N _8{V{f5/2(2)}

B LA3 95/2(2)
_ 3VEkpT {fg,/g(Z), Fermionen,
2 A3 z)

gs/2(2), Bosonen,
3
= Qp(V, T, z)V. (21.17)

Freie Fermi- und Bose-Gase haben eine Menge interessanter Eigenschaften
sowie diverse Anwendungen, wir werden spéter darauf zuriickkommen.

21.2 Klassischer Limes idealer Quantengase

Wir berechnen die kanonische Zustandssumme der idealen Quantengase und
untersuchen deren klassischen Limes (8 — 0, T' — oo, vgl. 15.1.3,4). Zu
berechnen ist die Grosse

Zy = Sp(e P0) = (B |e PP |D,,). (21.18)

Das energetische Eigenwertproblem wird gelést durch

N 2
E, = 21)71’
iz <"
2
ﬁi = fﬂ-hﬁl) ﬁiezgu
oo S 1 o L
(T, @, qN|Pn) = ol > (ED) 5 (Pq) ... ¢py (P )
" PeSN
P = Permutation aus Sy,
Bosonen,
+ fir ) (21.19)
Fermionen,
eiPT/h

(7)) = Vi



524 KAPITEL 21. GASE

Mit N
1%
= v | 4 21.2
zn: (2rh)3N / p (21.20)
erhalten wir aus (21.18)
vy 3N, 13N 9 _8E
N = Nl(zwh)BN/d pdq|On(qi, ..., Gn ) Pe (21.21)

Der Faktor 1/N! erscheint, weil die Permutation der p; in ®,, keinen neuen
Zustand erzeugt;

| S )
@ = 7 2 EDTT e (Pa e (P'G) - 5 (PN oy (Pl )
" PP

_ LN (&) Fem@—rah
v
P

unter [ d3Np gibt jedes P’ das gleiche Integral!, withle P’ = 1. Die p-
Integrationen lassen sich durch quadratisches Ergédnzen ausfiihren,

/ (26557?)36_ﬂp2/2m+@/h - / (d3§)3 eXp{ 2?71(1’ _2/3#)2]6 p[_%}

- Jyool 78],

27Th2
A2 = ) 21.22
mkpT ( )

Einsetzen in (21.19) liefert das exakte Resultat

ZN:%(%W % S )P e B@FR? P

PesSN
(21.23)
Fiir T — oo, A — 0 iiberlebt in der Y, nur die Identitit 1/ und wir
erhalten das klassische Resultat (21.6). Fiir 7' < oo werden die Terme in
> p umso kleiner, je mehr Teilchen durch P permutiert werden. Solange
(@ — @;)?) > A? ist, konnen wir die Summe nach der Anzahl permutierter
Teilchen entwickeln und finden

S DL a1 Zexp[ — )?] + 3 Teilchen-WW.  (21.24)

P 1<J

'Priife das fiir N = 2, 3.
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Mit
VS(q) = —k:BTlog[1 + 6_2”(‘1/’\)2] (21.25)

konnen wir (21.23) bei grossen Temperaturen approximieren durch den Aus-
druck

ZN%&(;)N/%exp[—BZVs(q}—cfj)] (21.26)
i<j

Der Vergleich von (21.26) mit dem klassischen Resultat (21.6) zeigt, dass
sich die Quanten-Statistik der Teilchen in einem effektiven Potential nieder-
schligt, der Statistischen Wechselwirkung

Vs(q) = —kpT log(1 + ¢~ 27@/V7), (21.27)

Sie ist kurzreichweitig (A\) und je nach Statistik attraktiv (Bosonen) oder
repulsiv (Fermionen).

4
Abb. 21.1: Statistische
Wechselwirkung fiir Bo-
sonen (B) und Fermio-

nen (F)

0 qli
—kgT log2 | B
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Kapitel 22

Fermionen

Wir fassen nochmals die Resultate fiir das Fermi Gas des letzten Kapitels
zusamimen:

Zustandssumme:
Z(V,T,2) = [J(1 + ze#r) (22.1)
P
Zustandsgleichung;:
kgT kgT
p= 71 ogZ = YR f52(2). (22.2)
Teilchendichte: )
z
Besetzungszahl:
1
() = et (22.4)

0 (_1)64—12(

4 0 .
f5/2(2’) = ﬁ/() dxx2log(1+ze Q)ZZW’

=1
2, (—1)tH1Lt

f3/2(2) = \F/ 1—|—6I2/Z ; /3/2

Wir 16sen zuerst die Beziehung
5 =nX\> = f35(2) (22.5)

027
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nach z auf, um das chemische Potential
= kpTlog z(n) (22.6)

in Abhéngigkeit von n zu finden. Die Berechnung der inneren Energie

U=> (np)ep (22.7)
2
erlaubt dann via (vgl. 21.17)
2U
=-= 22.8
P=3y (22.8)

die Zustandsgleichung zu finden. Die Grosse
§=n\3 (22.9)
ist der dimensionslose Dichteparameter:

0 <1 — Kklassisches Gas,
0>1 — Quantengas. (22.10)

Wir entwickeln f3/5(2) fiir grosse und kleine z:

/ \ Abb. 22.1: Dichtepara-

o meter: links klassisches

X Gas, rechts Quantengas.
2 53

als Reihendarstellung und fiir

z>1: fg/Q(Z) = f/ 1t 612 e (2212)

3/2ey Bu
- f/ 1+ey B 3f/ 1+ ey—hu)2’

mit Integraldarstellung, z = e®*. Die Funktion

e¥y™v _d 1
(1+evv)2  dyl+evv

(22.13)
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ist fiir grosse v = log z stark um v herum gepeakt, man kann /2 um Su = v
entwickeln,

3 3
3/2 o ,3/2 4 2 /20, _ _9 N2
y VIRt gy (y—v)+ 8u1/2(y 12 R (22.14)
Wir haben dann die Integrale

00 et

zu berechnen, wobei wir fiir grosse v die untere Grenze t = y — v — —v bei
y = 0 durch —oo ersetzt haben. Fiir die Integrale findet man die Werte

71'2[_7774 _317T6
s 44 — 6 — 21

To=1,1) = Ippsy =0, I = ,
0 , Iy om+1 =0, I 3 5

(22.16)
Die Sommerfeld- Entwicklung liefert dann das Resultat

f32(2) ~ ?)j% [(log 2)3/2 7T82(log 27V 4+ 0. (22.17)

22.1 Verdiinntes Fermigas, § = n\? < 1

Mit (22.5, 22.11) finden wir (fasp(p) ist die Maxwell-Boltzmann Verteilung)

z
oo~ oo
-z & 5+2\1ﬁ52>0,
=)~ ze ﬁgp_n(;g;)?»ﬂ p{_Qm];:BT}
~ B fus(d),
—pV = %k’BT<Z 2§j2+ >
~ NkBT(l—i—Z\)g—I- ) (22.18)

d.h. das verdiinnte Fermigas entspricht einem klassischen idealen Gas mit
Quantenkorrekturen o< 4.
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22.2 Entartetes Fermigas, § = n)\* > 1

Mit (22.5,22.17) finden wir

4 |
0 ~ —— 324~ -
5 "+ G
o~ o—(6mn) [1 - E(S) } (22.19)
ep=(h2/2m)k2
Die Besetzungszahl
R 1
fro(P) = (np) ® Z—5— (22.20)

~ eﬁ(ap_:“) +1

ist 1 fiir €, < p und féllt im Bereich kT um g herum rasch auf 0 ab. Mit
Ep = th% /2m sehen wir, dass innerhalb der Kugel k < kr die Zusténde
besetzt sind, ausserhalb sind sie unbesetzt. Die scharfe Grenze bei kr heisst
Fermifliche. Mit dieser Einsicht ldsst sich kp und g leicht berechnen:

N = le d3n

k<kp k<kp
.2
mit k = %ﬁ
kr
- v / dk 4nk? = Lk%,
(2m)3 Jo 672
— k% = 6n°n. (22.21)

Sind die Energien € g-fach entartet, lautet das entsprechende Resultat

6 2
o=, (22.22)
g

z.B. ergibt sich fiir ein Elektron-Fermigas mit s = 1/2, g = 2
k3 = 37%n. (22.23)

Die Korrektur o< T2 zu e in (22.19) ist eine Folge der Teilchen-Loch Asym-
metrie: Die Zustandsdichte p(e) des freien Fermigases in 3D hat die Form

dk mk my/2me 5
= (k) = = = [ — 22.24
p(€) dEp( ) 22 h2 223 p(EF) EF’ ( )
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k’2

kY = —
p(k) 52"
de
dte—  m’
3n
pler) = 2ep

(Fiir ein Elektronen-Gas ist p(er) = (3/2)n/er die Zustandsdichte fiir bei-
de Spins). Wir sehen, dass p(e) o« /¢, d.h. fiir die Elektronen mit £ > ep
stehen mehr Zustinde zur Verfiigung als fiir die Locher mit € < ep. Ent-
sprechend muss fiir 7' > 0 das chemische Potential p kleiner werden, damit
die Teilchenzahl erhalten bleibt:

N=V /0 T de Frp()p(e) (22.25)

wo frp(e) symmetrisch bzgl u, p(e) nicht symmetrisch bzgl p ist. Wie sieht

A
/
p(€)
Abb. 22.2: Lage des
chemischen Potentials
fiir ein Elektronengas
€
O\
> g
0 TR

das Resultat in d = 2, d = 1 aus? Im Kontinuum? Auf dem Gitter?
Fiir die innere Energie berechnen wir

U = ;5p<np> = V47'(2h37n/0 dpp <np>
PI v < pPr 0
pu— — d — —_—
A2mh3 J, Py < Op <np>>
Vmyv2m [ y5/zey_5”“
571'2713[35/2 0 Yy (1 + ey—ﬁu)2

(Bu)>/2+..

(1+...)

Vmy/2mpb/?
5m2h3

Q
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~ %N&‘F 1+ 517;2(1‘?;)2 +.. (22.26)

Daraus erhalten wir die spezifische Wirme

2 kT
Cy = Nkp™ kel 730, (22.27)
2 ep

in Ubereinstimmung mit dem 3. Hauptsatz.
Fir die Zustandsfunktion finden wir

(22.28)

p=2U_2 [1 5W2(M)2 }

=sv st

der Druck verschwindet nicht bei T' — 0, sondern bleibt gross. Er entspricht
einem System bei der FEntartungstemperatur

p (22.29)

R2k% R% 672 \2/3
kBTF =E€F = E— 7( ) .

2m  2m

Fiir ein metallisches Elektronen-System mit n =~ 10?2 cm ™3 ist

T A 1.055-10_34m2kg/s‘6.58~10_16eVs'(67r2 1072 )2/3
BEE ™ 2.0.911- 10 30kg 2 106 m3
~ 1.69eV,
Tr ~ 2-10*K. (22.30)

In weissen Zwergen (*He*T e~ Plasma) wird der Druck durch das Fermi-
gas der Elektronen erzeugt. Mit einer Massendichte von p ~ 100 g/cm3
(nichtrelativistisch entartetes Elektronengas) ist die Elektronendichte von
der Grossenordnung (mape ~ 7 - 1072 g) n ~ 10* cm™3 und

Tr ~ 10°K, (22.31)

viel grosser als die effektive Temperatur 7 ~ 107 K im Sterninnern. Wir
erkennen eine hiibsche Arbeitsteilung zwischen den Nukleonen (*He-Kerne)
und den Elektronen: Die Nukleonen erzeugen die attraktive Gravitations-
kraft, wahrenddem die Elektronen mit ihrem Entartungsdruck den stabili-
sierenden Druck erzeugen. Im nichtrelativistischen Fall ergibt sich die Poly-
trope

p=Kp't?3 = Kp°/3: (22.32)

der Exponent mit den zusétzlichen 2/3 von ep ist gleich demjenigen des
adiabatischen idealen Gases. Im relativistischen Fall mit epp > mec? findet
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man den Exponenten v = 4/3. Mit der hydrostatischen Gleichung fiir einen
stabilen Stern V - (Vp/p) = —47Gp (G = 6.674 107! m3/kg s? die Gravi-
tationskonstante) lésst sich damit die Struktur des Sterns bestimmen.
Schliesslich betrachten wir noch einen Neutronenstern: FEr hat via der Re-
aktion p + e~ — n + v fast alle Protonen und Elektronen in Neutronen
umgewandelt. Gravitation und Druck werden jetzt durch dasselbe Teilchen
erzeugt. Typische Massendichten im Bereich p < 10 g/cm3 erzeugen Fer-
mionendichten n ~ 103 cm ™3 (nichtrelativistischer Fall; my ~ 1.7-1072 g)
und damit Entartungstemperaturen

Tr ~ 10" K. (22.33)

Die Polytropen sind p = Kp°/3 im nichtrelativistischen und p = Kp im

relativistischen Limes (beachte, dass hier p und p durch dieselbe Teilchen-
art bestimmt wird). Typische Sternkarriere: Stern — Weisser Zwerg nach
Ende des thermonuklearen Brandes, bei zu grosser Masse des Kerns Kol-
laps — Neutronen-Stern. Weit kompliziertere Variationen mit Supernova-
Explosionen sind moglich.

Eine dhnliche Arbeitsteilung wie im weissen Zwerg tritt in der Schallbildung
im Metall auf. Dort erzeugt der elektronische Fermisee den Druck, wihrend

die Tonen die Massendichte liefern. Aus der Dispersion w = ,/9d,p|, /n = Cq

(s/n die fixe Entropie pro Teilchen im adjabatischen Schall) folgt !

CQZL _ 2ZnsF:1mZ@:§ﬁ02
Pk nM3  3Mm2 3M7T
L o 52
k  Tav "an 3PT3Mr
p = nM/Z
n = Elektronendichte
M = Ionen-Masse
Z = Valenz

| Zm

h 2,,\1/3
vp ~ P h@=™n) 10% cm/s (22.35)
m m

Mit

ist e fetan ~ 10%cm/s eine typische Schall/Phonon-Geschwindigkeit. Be-
achte, dass bei dieser kollektiven Anregung Elektronen und Ionen schwingen.
Was passiert, wenn nur die Elektronen schwingen?

Tm 3He-Fluidum und im Neutronenstern ist ¢ = UF/\/§
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Kapitel 23

Bosonen

Wir untersuchen zwei Typen von bosonischen Systemen: Photonen sind
Lichtwellen mit nicht erhaltener Teilchenzahl und daher verschwindet das
chemische Potential, © = 0, d.h., das Beifiigen eines weiteren Photons ko-
stet nur dessen Energie (ebenso fiir Schallwellen, Phononen). Das Thema
der massiven Bosonen ist besonders aktuell (kalte Gase); wir diskutieren die
Eigenschaften idealer Bose-Gase und deren Bose-Einstein Kondensation.

23.1 Photonen

Die Quantenmechanik des elektromagnetischen Feldes wird beschrieben
durch die Photonenzustinde

’nE17A17nE27)\27'"7nEi7)\l.7~~-> (231)

im Fockraum, wo die k, »-Mode ng € Np fach besetzt ist. k£ und A bezeich-
nen Wellenvektor und Polarisation der Mode, im Quantisierungsvolumen
L3 ist 9
k="#r @eczd (23.2)
L
Zu jedem k existieren zwei Polarisationen, spezifiziert durch die Polarisa-
tionsvektoren
£, 6 A =1 & -ky=0. (23.3)
Das zugehorige Feld ist transversal'. Die Eichfreiheit ist eine Folge der
Masselosigkeit des Photons und reduziert die (Spin-)Polarisationen auf die

V. A= 0, Coulombeichung: V.-E= 0; Gaussgesetz; V-B=0

5935
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Werte +£1h (Photon = masseloses Spin 1 Boson mit S, # 0). Eine weiter
Folge der Masselosigkeit des Photons ist seine lineare Dispersion:

E = /p*? +m2ct =0 = pc,

E = h, wp=ck, p=hk. (23.4)
Energie, Impuls und Drehimpuls des Photonenfeldes sind gegeben durch
El{ng,}] = > hwng,,
kX
ﬁ[{”i‘é,A}] = Z hE”E,,\v
EA
SHng, ) = > h(ng, — ng ) (23.5)
k

Die zugehorigen Operatoren erhilt man durch Substitution der bosonischen
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren,

— T _
EN T AN 9E N [a,;’w aE/,x] = 0z7:00 - (23.6)

Wir betrachten eine Box (Kavitét), deren Wénde die Temperatur 7" haben
und die Strahlung im Innern ins Gleichgewicht bringen (alternativ bemiihe
man das Planck’sche Kohlekorn, das Strahlung aufnimmt und geméss seiner
Temperatur wieder in andere Spektralbereiche abstrahlt). Wir untersuchen
das Strahlungsgleichgewicht in der Box, indem wir die grosskanonische Zu-
standssumme Z berechnen,

1 _
kA k
Fiir die mittleren Besetzungszahlen und Energie findet man
10log Z 1
(ngy) = —3 = Bhwn _ 1’
J B Ohwy ePwr — 1
0
U = —ggleZ= > hwg(ng ), (23.8)
EA
und die Zustandsgleichung folgt aus
10 1 9 U
P=3ov ™8 3VOR 7 T 3V (23.9)
aus fwyp = BCQW\MV_I/?’,
0 6 0

Tov T Tavop
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(Beachte, dass sich (23.9) (m = 0) von (21.17) (m > 0) unterscheidet). Zur
Berechnung von U substituiert man

. dng 00 o)
Sy 2V/(:V/ dii? = Y duw w? (23.10)
= 0
EA

23 w2 w23 Jo

und findet Stefan-Boltzmann,

Vh [* w3 Vh o 3
= — d = dex ——
v w2c? /0 Y B m2c3hA B4 /0 Ter 1
—
w4 /15
72 (kgT)*
= — . 23.11
15 (he)? v (23.11)

Die spezifische Wérme pro Volumeneinheit ist

4m? kRT3 T
cy = — 00
V715 (he)? ’

(23.12)

weil immer neue Moden hinzukommen. Von besonderer Bedeutung ist das
Wien’sche Gesetz (u = spektrale Energiedichte)

B W2 kpT

u(w,T) = f(Bhw) (23.13)

m2c3

als Multiplikation des klassischen Rayleigh-Jeans-Gesetzes mit Planck,
Bhw/(eP™ — 1), was zu einem Abschneiden bei grossen Frequenzen fiihrt.
Das Wien’sche Veschiebungsgesetz folgt aus d,u = 0,

U A §

Abb. 23.1: Zum Wi-
en’schen Verschiebungs-
gesetz

— 2f +2f |z, =0, Bhwm = Tm, Wy o< T. (23.14)
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Das SB-Gesetz (23.11) lésst sich klassisch herleiten: Mit dem Maxwell’schen
Strahlungsdruck p = u/3, U = Vu(T) und dem Entropiedifferential

. Ccy 1 ,0U
as = TdT+T<6V+p>dV
V ou 4u

finden wir aus der Integrabilititsbedingung 0%2S/0T0V = 92S/0VOT die
Differentialgleichung

l@ 48(u>

ToT 39T \T
du dT
- — = 4— 23.16
" T (23.16)
— Inu = 4InT + const. (23.17)
—u = al™ (23.18)

Der Faktor f im Wien-Gesetz ist ein Quanteneffekt. Das Planck’sche Strah-
lungsgesetz

s’ 1
u(w,T) = —— (23.19)
m=c exp[k’:’;’T} -1

hat Planck mit einem ingenitsen Trick gefunden: Er bildet das Strahlungs-
problem auf den harmonischen Oszillator ab,

7TC3

Als néchstes betrachtet er die Entropie bei konstantem Volumen,
dUu ds 1
= — — = 21
dsS T — 0o T (23.21)

Er gebraucht ein durch Messungen von Paschen prézisiertes Wien-Gesetz
der Form

w(w, T) ~ wie o/ (23.22)
und findet mit (23.20) fiir grosse w
s 1 1 d*S 1
e | — = 23.2
au T aw nb, du? awlU (23.23)

Fiir kleine w braucht er fiir den harmonischen Oszillator den Ausdruck U =
kT
dS 1 kg d275 kg

as 1 _ _ _ks 93.24
T T U daur 02 (23.24)
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Die Interpolation ergibt

d?s 1 awkp
= — U=——F77—7-—. 23.25
dU? awU +U?/kp ~ ew/T — 1 ( )

Mit (23.20) folgt das Planck’sche Strahlungsgesetz.

23.2 Ideales Bose-Gas:
Bose-Einstein-Kondensation

Wir rekapitulieren die Resultate von 15.2.2: Zustandssumme

Z(V,T,2) = [J(1 — ze Pr)~ 1. (23.26)
2
Zustandsgleichung:
kT kT log(1 — z)
p="l10gz= "2y \(s) - B2 (23.27)
Teilchendichte:
z 0 1 1 =z
=5, log Z = )\393/2(2) + Vioa (23.28)
Besetzungszahl:
= ! 23.29
(ns) = e -1 (23.29)

4 [ B x
gs52(2) = _ﬁ/o dz z?log(1 — ze 2)226572’

(=1
2) = = —. 23.30
93/2(2) \F/ 1 —ew"'/z ;zw (23.30)
Wiederum l6sen wir zuerst die Dichte-Fugazitéits-Beziehung
Aoz
A= = 23.31
n 93/2(%) + V1> ( )

nach z auf. Die Funktion g3 /2(2:) ldasst sich im Intervall 0 < z < 1 durch die
Potenzreihe Y, 2¢/¢3/? finden,

2+ 22/2V24+23/3V3+..., 21,
g3/2(2) =

((3/2) = 2.612, S (23.32)
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Z3p A
2612+ ’
Abb. 23.2: Plot von
g3/2(2) im Intervall [0, 1]
nA3<2.612
0 1z

die Steigung von g3/ divergiert in z = 1. Wir sehen, dass fiir nA3 < 2.612 die
Gleichung (23.31) einen Wert z < 1 gemiiss n\> = g5 /2(2) ergibt, der zweite
Term ist im Limes V — oo irrelevant. Hingegen finden wir fiir nA\3 > 2.612
nur dann eine Losung von (23.31), wenn z = 1 — O(1/V) ist und der zweite
Term den Beitrag nA? — 2.612 kompensiert. Im Limes V — oo finden wir
dann z = 1 und [vgl. (21.15)]

z V 3 3
(no) = 7= = 3(nX° —nppX’) <V (23.33)
=2.612

ergibt uns eine makroskopische Besetzung des Grundzustandes p’ = 0: Das
ist das Phénomen der Bose-Finstein-Kondensation (BEC). Man spricht oft
von einer Kondensation im Impuls-Raum: Statt einer Kondensation in einem
Fliissigkeitstropfen (Ortsraum) erfolgt die Kondensation in einen Quanten-
zustand. Auf die Besonderheiten des Kondensats werden wir noch zuriick-
kommen. Die Bedingung

27mh? \3/2
nA3 = n(mz T) = 2.612 (23.34)
B

definiert die kritische Temperatur

h2n2/3 47
o2m  2.6122/3
Energie 6.63

kpTpp = (23.35)

bei gegebener Dichte, respektive die kritische Dichte

2.612

NBr =
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(~ 2.6 Teilchen pro DeBroglie-Volumen gibt starke Quanteneffekte) bei ge-

gebener Temperatur, bei deren Uberschreiten die Kondensation beginnt.

Fiir T — 0 ist die Kondensation komplett und (ng)/N = 1. Der Anteil des

Kondensats ergibt sich aus (23.33) zu

<7"Lo>_{(1—7”LBE/TL)—[1—(T/TBE)3/2], T<TBE, (2337)
N 0, T > TgE. '

Man fragt sich natiirlich, warum nur p = 0 kondensiert - schliesslich geht

Mo lT (ng)/N
A A

BE—-Kondensation

Ur o Un?3
TEE n

0 n 0 TEE T

Abb. 23.3: BE-Kondensation (links) und Anteil des Kondensates (rechts)

p1 = 2wh/L fiir V = L3 — 0 auch gegen 0. Also ist

% _ %93/2(2) 4 o) (). (23.38)

Der letzte Summand kommt vom néchsten Term in ) 5(ny). Gemass (23.29)
ist aber

(ny) 1 1 =1-0(1/v) 1 1 V00

V O VeFEi -1 VBe nAVIB

0,  (23.39)

d.h. im thermodynamischen Limes kondensiert tatséchlich nur der Grund-
zustand; wiahrend p'= 0 makroskopisch besetzt ist ((ng) o< V) bleiben alle
(np>0) endlich. Mit den Losungen

z=1, nA3 >2612, T <Tpg, n >nk23.40)
932(2)  m _ <TBE

932(1)  npEe T

3/2
) L N} <2612, T>Tgp, n<npp,
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-0 Abb. 23.4: (ny=0) blei-
ben endlich.

—
y

0 P

koénnen wir die Zustandsgleichung (siehe 23.29) des idealen Bose-Gases aus-
werten:

kT A3 T > Tyg,

= = — kgTn(l— ——=+... 23.41

p = o) kat(1- 200 TP s
kT kT 5/2 T—=0 { T <TBE

= — 1) = —1.342 x T — 0, 23.42

p 23 95/2( ) 23 X n>npe ( )

Fiir v < vpg(T) (n > npg(T)) ist p = ppr = const gerade der “Dampf-

P

', BEC—Ubergangslinie

\‘\_ Bas Abb. 23.5: Verlauf

g 6\ von p bei Bose-Einstein-

Y70 £ T Kondensation

Kondensation e

I »
Y =1/n

0 o @) v

druck” der Gasphase (npg(T)/n) iiber dem Kondensat (1 — npg/n; wir
machen die Analogie Kondensat (C) <« Fliissigkeit, Gas mit p > 0 +> Gas-
phase (G)). Am Ubergang ist n\*> = \3/v = g3/2(1) und wir finden die
Ubergangslinie im p, v-Diagramm,

kT (1) = 2h? 1 g5/2(1)
PBE = 33 B2 = T 8 (g n (DR

—  pppv®’® = const (23.43)
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Im p, T-Diagramm gibt

m
2mh?

pir = (1) (52)g512(1) (2540

die Ubergangslinie. Das Volumen der reinen Phasen springt von Vgas =

P
A )
Abb. 23.6: Ubergangs-
p 3 c o . :
Kondensation /B =constT hI‘lle fir BEC im p,T
\/\ i Diagramm
_,--”' Gas
0 i

vpe(T) auf v, q = 0, Av = vr(T). Die entsprechende latente Wirme
ist geméss Clausius-Clapeyron

1
0= dzﬁE TAv = 295/2(1)1@3 (23.45)
N , 93/2( )
(5/2)kBgs/2(1)/A3

(mit vpp/A® = 1/g3/5(1)). Beachte, dass die latente Wérme (23.45) pro
ins Kondensat {ibergehendes Teilchen zu interpretieren ist, wobei bei Tpg
nicht alle Teilchen kondensieren?, vgl. (23.37). Entsprechend kénnen wir im
p, T-Diagramm die Punkte p > ppgr(T) nicht mehr erreichen: fir T — 0
laufen wir entlang der Ubergangskurve runter. Ebenso ist Av der Volu-
mensprung eines ins Kondensat iibergehenden Teilchens. Im Gegensatz zum
Gas-Fliissigkeits-Ubergang kann £ und Av nicht in ppg(T = const), sondern
nur entlang ppr(T — 0) realisiert werden. Die Interpretation der BEC als
Phaseniibergang erster Ordnung ist deshalb Geschmacksache, L&L klassifi-
zieren den Ubergang als von zweiter Ordnung.

Fiir die innere Energie U, die Entropie S und die spezifische Wérme Cy
findet man

U 3
e R (23.46)

k
{ %7,3?95/2(2),
T
273 95/2(1)7

2Es sei denn, v — 0, n — oo bei konstantem T = Tgg, p = const.
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Py _
I’:‘
Kondensation b Pe @
via n—0 /
v—0
i < Abb. 23.7: Verlauf der
via f BEC fiir T — 0
T7T—0
¥y =cons
0 T
S N %‘95711552) - lOg Z,
Nk 5 95/2(1)
2 nA3
Egs/z(z) o 993/2(2)
C(V _ 4 nA3 4.g1/2(2)°
Nkp 15 95/72(1)
4 nA3

Benutze zur Herleitung von U

S folgt aus

0
aus T (95/2(2)

und Cy findet man iiber

Ogn _ gn—1

= 23.4
0z z (23.47)
G = Np=NkgTlogz
oG
S = —37 (23.48)
0z 52 g5/2(2)
= = —== 23.49
2
- kBT) (23.50)
ou
&= o
0z 3z 93/2
= = =B 23.51
9 3
aus 8—T<g3/2) = n/\). (23.52)
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Die T-Abhéngigkeit in Cy héngt von der Dispersion der Mode und der
Dimensionalitidt des Systems ab. Aus Skalierungsbetrachtungen findet man

w ~ k", p~ kL

fiw 1
d
U ~ /dkemwlwﬁ/dkpv

Cy ~ /dk:pw/dkkd_ldewwd/”NTd/"

und entsprechend ist mit €, o p?, d=3,
Cy o< T3/2. (23.53)

Anmerkung: Fiir Phononen in 3D ist n =1, d =3, Cy ~ T°.

In der Kondensatphase ist

S [ T \32  ngp
2 - (7TBE) = 22 (23.54)
mit
_952(1)5 (23.55)

8 - )
93/2(1) 2 b

d.h. die Entropie wird durch die Gasphase allein verursacht.

C/Nkph

Abb. 23.8: Verlauf der
spezifischen Warme bei
BEC

312

0 Tep T

Fir T — 0 verschwinden Gasphase, Entropie und die spezifische Wirme
(3.HS). Die sich aus (23.55) ergebende latente Wérme ¢ = TAs = T's
stimmt mit (23.45) iiberein.



546 KAPITEL 23. BOSONEN



Kapitel 24

Relativistische Teilchen:
Klein-Gordon Gleichung

Dies ist das erste der drei letzten Kapitel, in denen wir (massive) relativi-
stische Teilchen und ihre quantenmechanischen Eigenschaften untersuchen.
In diesem Kapitel behandeln wir Spin 0 Teilchen, z.B. m-Mesonen oder K-
Mesonen'. Im nichsten Kapitel behandeln wir die Dirac-Gleichung, welche
Spin-1/2-Teilchen (wie z.B. das Elektron) behandelt. Mit der relativistischen
Beschreibung kommt wiederum ein neues Phanomen zur Quantenmechanik
hinzu: Das der Anti-Teilchen, z.B. finden wir ein 7~ als Anti-Teilchen von
7, ein KO als Anti-Teilchen von K, das Positron et als Pendant zum
Elektron e~. Das Auftreten von Anti-Teilchen ist eine Konsequenz der Struk-
tur der Theorie: Im Rahmen einer relativistischen Beschreibung verlangen
wir, dass unsere Gleichungen kovariant sind?. Die resultierenden Gleichun-
gen zeigen Losungen mit negativer Energie und negativer erhaltener Norm,
welche wir als Anti-Teilchen interpretieren werden. Die Klein-Gordon- und
Dirac-Theorie sind Fin-Teilchen-Theorien in erst-quantisierter Form. Damit
sind sie a priori ungeeignet die Teilchenproduktion konsistent zu beschrei-
ben. Dies ist erst im Rahmen einer Feldtheorie — in der beides, die Teil-
chen als auch die Mediatoren der Wechselwirkung, also die Eichbosonen?,
in zweitquantisierter Form als Felder auftreten — moglich. Diese vollstéandi-

Lrt_ und K*-Mesonen koppeln mit der elektrischen Ladung +e an das elektromagne-

tische Feld, K°-Mesonen sind neutral, besitzen aber den Freiheitsgrad Strangeness, die

man als Hyperladung betrachten kann. Mesonen sind allgemein zwei gebundene Quarks.
2Kovariant: die Naturgesetze haben identische Form in durch Lorentztransformationen

verkniipften Systemen. Entsprechend lassen sie sich als Tensorgleichungen schreiben.
3Eichbosonen sind v, W*, Z° oder die Gluonen g.

047
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ge und konsistente Beschreibung der relativistischen Vielteilchentheorien ist
das Thema der Quantenfeldtheorie (QFT) im niichsten Semester. Bevor wir
diesen letzten Schritt ausfithren konnen, brauchen wir aber die Ein-Teilchen-
Beschreibung in kovarianter Form.

24.1 Klein-Gordon Gleichung

Gemiss Korrespondenz-Prinzip wire folgende Vorgehensweise angebracht:
Die relativistische Beziehung zwischen Energie und Impuls ist

E = cyp?+m2c, (24.1)
icht rel.
[: me?\/1 + p2/m2c2 AT e + p?/2m,
und mit
E < ihd,, P+ —ihV, (24.2)

ergibt sich die erste-Ordnung Zeitevolution der skalaren Wellenfunktion
U (7, t) fur Spin 0 -Teilchen in der Form

ithoy U (7,t) = cvm2c? — h2V2 U(7F t). (24.3)

Die Energierelation (24.1) ist aber nicht manifest kovariant: Zeit- und Orts-
koordinaten treten nicht gleichberechtigt auf. Relativistische Kovarianz er-
halten wir, wenn wir (24.1) quadrieren

E? - 2p* —m?t = 0, (24.4)

und via Korrespondenz-Prinzip die Klein-Gordon-Gleichung konstruieren,

m?c?

hQ

1
= 0}~V + T(Ft) = 0, (24.5)

oder mit z# = (t,7), sowie 8, = d/dp = (8, V) und 9 = d/d;, =

(ata —V>,
[0,0" +m?] ¥(z) = 0. (24.6)
In der Tensornotation setzen wir A = 1 = c. Die Lénge

A = h/mec (24.7)
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ist die Comptonwellenldnge des Teilchens, z.B.
N2r = h/mc=14-10"" m = 1.4 fm (24.8)

fiir die 7*-Mesonen, und gibt die Léngenskala der Gleichung (24.5) an. Ver-
gleicht man E = c/p? + m2c? und E? = ¢?p? + m?c* so hat man scheinbar
‘nur quadriert’. Der Unterschied zwischen (24.3) und (24.5) ist aber drama-
tischer: die Gleichung (24.5) ist von zweiter Ordnung in der Zeitableitung
und eine Losung ¥(7,t) ist erst durch W(7,tp) und die Ableitung 0, ¥ (7, to)
bestimmt. Auch erhalten wir der Quadrierung wegen freie Losungen mit
positiver und negativer Energie,

U(Ft) = PTEN/D i
E = =zcp? +m2e?; (24.9)

die Losungen mit negativer Energie E zeigen ein neuartiges Verhalten, in-
dem die Energie mit zunehmendem Impuls abnimmt, vgl. dazu Abb. 24.1.
Eine Dispersion von diesem Typ tritt auch in der Festkoperphysik bei Band-
elektronen an der oberen Bandkante auf, wo sie zur Definition von ‘Léchern’
Anlass gibt — entsprechend werden wir im relativistischen Kontext Anti-
Teilchen finden.

A Abb. 24.1: Dispersion massi-
ver relativistischer Teilchen in
der Klein-Gordon Gleichung.
Der positive Ast hat eine kon-
ventionelle Dispersion mit ¢ =
OyE parallel zu p, der negati-
ve Ast ist anomal mit ¥ und
p p anti-parallel, die Charakte-
ristik eines Loches oder Anti-
Teilchens.

Y

Ist das Teilchen geladen (Ladung e, inklusive Vorzeichen), so miissen wir die
Ableitungen durch ihre eichinvarianten Erweiterungen

=

(0, —V) = 10" = p' — pt—eA¥,
i@t — Zat — 2770(]5/(130,
—iV = —iV — 21 A/ ®y, (24.10)
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ersetzen, mit*

A = (¢, A),

he
e

—

o) = = normales Flussquant, (24.11)

und erhalten die Gleichungen (in kovarianter und in konventioneller Form)

[—(i0, — eA,) (10" — eA*) + m?| ¥ (z) = 0,
1. 2 2 o 2T 2 22y
[—C—Q(zat—g@ + <N+¢%A> + mh; }\Il(r,t) = 0. (24.12)

Die Klein-Gordon Gleichung (24.12) hat eine erhaltene 4 Stromdichte

Oujt = 0 (0* = d/d,, = (O, —V)) (wir brauchen zwei Wellenfunktionen
U, und ¥, um die Wirkung der Operatoren sauber zu definieren)

1 nd
o= 2—(‘1/21’8“ W, - 2eAMTLW, ), (24.13)
m

wobei der Pfeil die Richtung angibt in die der Operator wirkt,

<~ — —
\I'Zia“\lfb = \IJZ’L'aH\I/b*\IJZ’L'aH\I/b

= U (10" Up) — (10 W) Uy, (24.14)
Aquivalent gilt
dp(Ft)+V-j = 0, (24.15)
mit der Dichte
h 2me 2me
0 = gl - u(o )]
p(rt) 2m02[ 0= 3,9 0+ 3¢
(24.16)
und der Stromdichte
- h V 27 - V 27 =
(P = —[\I}*(—,——A)\I/—\I/(—_ —A)\IJ*]. 24.17
3(r1) om T i T3 (24.17)

Wihrenddem j, wie in (24.17) definiert, mit dem nichtrelativistischen Aus-
druck iibereinstimmt, ist die Dichte nicht mehr durch ¥*W¥ sondern durch
den Erwartungswert der eichinvarianten Zeitableitung gegeben. Die Grosse

4®, > 0 fiir positive geladene Teilchen.



24.1. KLEIN-GORDON GLEICHUNG 551

[ d®r U*W oder allgemeiner [ d3r W0, = (U,|V¥,) ist nicht mehr erhalten.
Damit definiert (-|-) keine erhaltene Norm. Eine erhaltene Norm wird aber
durch die Grosse

Ed
. 0
/ &Br (qf Zzatqu _ %m;\yb), (24.18)

“29m

definiert, denn mit 0 = Juj* = Op + V - finden wir durch Integration

0 = at/d3rj°+/d3r§-.7,
\%4 \%
= at/d?’r j0+/ Bri-j. (24.19)
\% o

=0

Wir fiithren deshalb ein neues Skalarprodukt und eine neue Norm ein (hier
inklusive & und ¢ definiert),

<
L tho e N
(Ta| ) e = / &3y (\pa S — —mg \Ifapr), (24.20)
Ve = (W) (24.21)

Beziiglich dieses Skalarproduktes lasst sich aus den freien Losungen eine
vollsténdige orthonormierte Basis gewinnen; mit

\I’,(;i)(ﬁt) _ NEei(“-f:FEkt)/Q
Ey = +VpP +m2ct,
k = 2ri/L,
7 = hk, (24.22)

erhalten wir die Normierung

e
() g, (H) e [ s —iirEEam) ROt (R
(O e = NE/dre ( :Fk/)me( FExt/h)
21, (£Ek)
= 2V = 41 24.23
k™ mc? ( )

und damit die normierte Wellenfunktion

2
VEF) = [T T, (24.24)
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Beachte, dass (‘11%7) |‘If§;)> = —1 eine negative Norm hat. Alle diese Zusténde
sind auch orthogonal,

(k-7 Fwpt) TEk £ By

7m02 /d37“ e i
V\/EkEk/ 2m02
— 45,

(W) RICEE

. (24.25)

mc? / Bro-iFrwt) B = Er i
V\/ EkEk’ 2mc?
= 0, (24.26)
(Wt = 0. (24.27)

@) =

Die Wellenfunktionen (24.24) ergeben ‘doppelt so viele Basisvektoren’ wie
zuvor, da jetzt zu jedem Wellenvektor k zwei Energien +FE}, erlaubt sind.
Wir haben daher ‘doppelt so viele’ Koeffizienten zu bestimmen wenn wir
eine beliebige Wellenfunktion ¥ als Superposition der Basisvektoren g
darstellen wollen. Das ist konsistent mit der Tatsache, dass ¥ ‘doppelt so
viele’ Anfangsbedingungen ¥(¢ = 0) und 9;¥ (¢t = 0) zu seiner eindeutigen
Festlegung benétigt.

Mit dem Klein-Gordon Skalaprodukt (:|-)xg und dem vollstéindigen ortho-
normierten System {\IJ](;)} konnten wir beinahe einen Hilbertraum aufbau-
en, auf dem die Klein-Gordon-Gleichung (24.5) die Dynamik definiert. Fiir
die Norm erwarten wir aber die Eigenschaft, dass sie positiv (semi-) definit
ist, was hier offensichtlich nicht der Fall ist. Auch kénnen wir die erhalte-
ne Dichte p(7,t) nicht mehr als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren, da
p(7,t) negative Werte annehmen kann. Historisch gesehen waren diese De-
fekte der Theorie Grund genug, sie zu verwerfen. Erstaunlicherweise zeigte
sich (wieder einmal), dass die Gleichungen ‘schlauer als die Physiker’ sind:
Der physikalische Ursprung der obigen formalen Probleme liegt in der Exi-
stenz der Anti-Teilchen, was ‘die Gleichungen wussten’, aber damals den
Physikern unbekannt war. Man kann die Klein-Gordon-Gleichungen mit ih-
rer erhaltenen Norm und ihren positiven und negativen Energielésungen
konsistent so interpretieren, dass die Zustdnde mit negativer Energie und
Norm gerade die Anti-Teilchen beschreiben. Erhalten ist dann nicht mehr
die Teilchendichte sondern die Teilchenladungsdichte, wobei die Ladung eine
elektromagnetische Ladung sein kann, oder auch eine andere Quantenzahl,
z.B. Strangeness oder die Hyperladung bei den K°-Mesonen. Erzeugt dann
ein Teilchen der Ladung +1 ein Paar mit Ladung +1 so bleibt die Gesamt-
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ladung +1 erhalten. In einer Feldtheorie kann die Antimaterie dann konsi-
stent beschrieben werden, im Sinne dass die Zustéinde mit negativer Energie
und Norm als Anti-Teilchen mit positiver Energie und Norm reinterpretiert
werden, so dass wiederum ein semidefinites Skalarprodukt (-|-) > 0 und
Energien E > 0 fiir alle Zusténde resultieren.

Obwohl eine konsistente Interpretation erst in zweitquantisierter Form
moglich ist, ist es dennoch angebracht die erstquantisierte Form der Klein-
Gordon-Theorie zu verstehen. Weniger problematisch ist die Diractheorie;
dort finden wir Anti-Teilchen in einer konsistenten Ein-Teilchen-Theorie
wo die Norm der Wellenfunktionen immer positiv ist. Wir untersuchen als
néchstes die Produktion von Anti-Teilchen.

24.2 Paar-Erzeugung an Potentialbarrieren

Wir betrachten ein Teilchen, welches zur Zeit ¢y durch ein Wellenpacket aus
Zusténden \Il](;r) beschrieben sei. Im homogenen Raum evolviert dieser Zu-
stand im Sektor positiver Energie und Norm und wir kénnen p(7, t) als Teil-
chendichte interpretieren. Trifft das Teilchen auf eine Inhomogenitét, z.B.

eine Potentialbarriere V(z) = VO(x), vgl. Abb. 24.2, so entstehen via der
)

Klein-Gordon Dynamik auch Komponenten \I']({ , das heisst, es entstehen

Anti-Teilchen.

| A 1l Abb. 24.2: Ein einfallendes
Teilchen (Region I) mit Ener-
eV gie E streut an einer Potenti-

alstufe der Hohe eV, was im
eV-E Falle geniigend hoher Ener-
gie eV > E 4+ mc? zur Er-
zeugung eines Teilchen—Anti-
E Teilchen Paares fiihrt.

0 X

Hier schreiben wir V als elektromagnetisches Potential, dann ist eV die Po-
tentielle Energie. Gemiss (24.12) ist die Dynamik durch die Klein-Gordon-
Gleichung in der Form

(R0} — h20% + 2V (2)ihd; — V3 (z) + m?*c*) U(z) = 0, (24.28)
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gegeben und wir konnen den Losungsansatz

U (z,t) = Ac!Pr=EO/h 4 pe—ilprtEO/h (24.29)
Uy(z,t) = Ce'Pr=E0/h g pemiPetEn/h (24.30)
mit
p = VE*—m2d/c,
P = /(eV — E)2 —m2c/c, (24.31)

mit E > 0 gegeben, fiir die Regionen I und II aufstellen. (24.29) bis (24.31)
ist offensichtlich eine Losung zu (24.28) in den Regionen I und II, vgl. Abb.
24.28. FEine Gesamtlosung in I und II erfordert die Berechnung der Koeffi-
zienten A bis D, so dass ¥;(0) = ¥y1(0) und 9,¥1(0) = 9, ¥1(0) ist®. Die
Wellen o« A, B sind rechts- und linkslaufende- Wellen in I; um die physi-
kalische Bedeutung der Losung zu verstehen betrachten wir ein einfallendes
Wellenpaket mit £ um Ey, dann ist®

Eo+AE
/ ? dEe:I:i(\/Ez—mzc‘lm/c:FEt)/h
Ey—AFE

) Eo+AE )
~ oHi(PoaFEot)/h / JE oiE@/v0 F)/h

Eo—AE
= TP FEN /R £ (3 /1o F 1) (24.32)

mit f(t) = 2sin(AEt/h)/(AE/R). In (24.32) steht jeweils das obere (un-
tere) Vorzeichen fiir A-Typ (B-Typ) Wellen. Somit gilt im Gebiet I, dass
die Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten parallel laufen und A- (B)-Typ
Wellen laufen nach rechts (links).

Als néchstes betrachten wir die C' und D Typ Wellen in Region II. Der
Impuls P = \/(eV — E)2 — m2ct/c ist fiir eV — E < mc? oder E < eV <

SWir l6sen hier das stationire Problem; die Anfangsbedingungen sind nicht relevant.
Konstruieren wir aus den stationdren Losungen Wellenpakete so werden die Anfangsbe-
dingungen relevant.

SWir entwickeln um Eo,

VE? —m2ciz/cF Et

\/(Eo +0E)2 —m2ctz/cF (Eo + 0E)t
pox F Eot +c ' OspV/ g, 0Bz FOEt
= pox F Eot+ (6E/vo) x FOEt

Q

mit ¢ 19spr/~ By = (1/2¢y/--+)2Eq = Eo/poc2 = 1/vo, da gemiss spezieller Relativitéts-
theorie gilt p = mv/y/1 —v2/c2 & v =p//m2 + p2/c2 = pc?/E.
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E+mc? rein imaginir und wir erhalten die bekannten exponentiell gedimpf-
ten Wellen”: Fiir E < eV < E 4+ mc? wird das 7T-Meson von der Potential-
barriere reflektiert. Was aber, wenn die Barriere sehr hoch ist, eV > E4+mc??
Dann ist P = \/[(eV — E)2 > mc2] — mc2/c > 0 reell und wir erhalten wie-
derum propagierende Wellen. Diese Wellen haben aber besondere Eigen-
schaften: Thre Norm ist negativ,

/d:c oFi(PTTEL)/h (z‘h gt/Q _ eV) oti(PETEL) /h

= (—(— E/2)+E/2— ev) L
=(E—eV)L < —mc®L < 0, (24.33)

und die Beziehung zwischen Phasen- und Gruppengeschwindigkeit ist gerade
invers, das heisst anti-parallel,

Eo+AE .
/0 dEe:tz( (eV—E)Q—m204x/c$Et>/h
Ey—AFE

E +AE . eV —
%e:l:i(Pox:FEot)/h/ T g FE(TRatett) /n

Eo-AE
— eii(POI:FEot)/ﬁf(x/uo 4 t), (2434)

mit ug = Pyc?/(eV — Ep) > 0 (das obere (untere) Vorzeichen gilt fiir C-
Typ (D-Typ) Wellen). Weiterhin folgt aus (24.34) ug = Pyc?/Eyn, dass
das Teilchen eine positive kinetische Energie hat obwohl es sich in einer
verbotenen Zone aufhélt.

Wir suchen jetzt eine Losung bei der zur Zeit ¢t = 0 ein 77-Meson aus der
Region I auf die Barriere stdsst und gestreut wird. Das Signal in II sollte
nach rechts laufen und ist somit vom Typ D. Wir finden eine konsistente
Losung falls

A+B = D, A=1

p(A=B) = -PD, (24.35)
und damit
1(pxr— P+ —i(px
U (z,t) = e (pr—Et)/h _ ﬁe (pe+Et) /.
reflektierte Welle
2 )
Upp(z,t) = _Pifpefz(PerEt)/h (24.36)

transmittierte Welle

“Tunneln unter der Potentialbarriere.
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ist. Superponiert zu Wellenpaketen erhalten wir die Losung

Up (w,t) = e PorFOM (g g — 1) - *ﬁ) PO ilpoatEo) 1 (0 + 1),
0 —Po
2 .
Up(z,t) = —P&eﬂ(%“%t)/ﬁ £z /ug —1). (24.37)
0 — Do

Die Transmission und Reflexionskoeffizienten sind

T - ( 2p0 >2eV—E0u0
Py —po Ey v
4po Py
- P00 24.38
B p0)? (24.38)
P0+p0>2
R = (22T} o g 94.39
(Po—po ( )
R+T = 1. (24.40)

Der Faktor (eV — Ey)/Ey stammt vom (ih0;/2 — eV') im KG-Skalarprodukt
(-|")ka, der Faktor ug/vp von den Integralen

/d:c f(z/vg—t) = vg/dx/ fla' —1),
/da: fofug—1) = uo/da:’ F@ — ).

Wir finden damit ein interessantes Resultat. Das 7"-Meson trifft auf die
Barriere und wird mit Wahrscheinlichkeit R > 1 reflektiert: Es kommen
mehr 7T-Mesonen zuriick als wir hingeschickt haben. Hinzu kommt, dass
in der Region II fiir ¢ > 0 (kausal) Teilchen auftauchen, die nach rechts
laufen. Sie haben negative Norm, positive kinetische Energie und ergeben
betragsmiissig gleich viele Teilchen wie zusitzliche 7T-Mesonen fiir ¢ > 0
nach links zuriickfliegen (es gilt R+ 7T = 1). Die einzig mogliche konsistente
Interpretation dieses Resultats ist, dass es sich bei diesen Teilchen um ne-
gativ geladene Objekte handelt. Denn fiir negativ geladene Teilchen hat das
Potential die Form® gemiss Abb. 24.3.

Die Gesamtenergie des Teilchens ist negativ,

Eiotal = Fun+ Epot = (eV—E)—eV = —E.  (24.41)

8Das Potential fiir positiv geladene Teilchen ist in Abb. 24.2 skizziert. Dazu invers ist
die Form fiir negative Teilchen wie in Abb. 24.3 gezeichnet
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A Abb. 24.3: Potential fiir nega-
tiv geladenen Teilchen wie sie
I I bei der Streuung hochenerge-
tischer positiv geladener Teil-
0 X chen an einer einer Potential-
stufe der Hohe eV entstehen.

Y

_E--------

eV-E

—eV/

Das negativ geladene Teilchen ‘sieht’ also ein attraktives Potential und die
positive kinetische Energie ist kein Problem mehr. Die in der Region II
auftauchenden Teilchen sind 7~ -Mesonen, die Anti-Teilchen zu den 7+-
Mesonen. An der Barriere werden somit 7~ -7 +-Paare erzeugt und die Barrie-
re separiert die Teilchen indem sie die 7+ nach links und die 7~ nach rechts
in die jeweils attraktiven Regionen schickt. Beachte, dass fiir Bosonen eine
induzierte Teilchen-Anti-Teilchen mdoglich ist da eine Doppelbesetzung des
reflektierten Zustandes kein fundamentales Problem darstellt. Fiir Fermio-
nen (siehe Dirac-Gleichung im nichsten Kapital) ist die induzierte Paarer-
zeugung des Pauliprinzips wegen verboten. Als Pendant finden wir dort die
spontane Elektron-Positron (e -e™) Paarerzeugung im starken elektrischen
Feld, dhnlich der spontanen Teilchen-Loch Paarproduktion via Tunneleffekt
an einem Halbleiter p — n-Ubergang im Durchbruchsgebiet, siche Abb. 25.2.

In Abb. 24.4 illustrieren wir die Paarerzeugung indem wir ein 7™-Meson auf
eine Potentialstufe schiessen und dabei 71-7~-Mesonenpaare auf dem Com-
puter zu erzeugen. Mit den Werten E = (13/12)mc?, eV = (221/60)mc?,
erzeugen wir aus einem Teilchen bei t < 0 zwei zusétzliche Teilchen, sodass
die reflektierten und transmittierten Wellenpackete die Gewichte 1 + 1.02
und —1.02 zeigen. Der Prozess, interpretiert als Streuung und Paarerzeu-
gung, erhélt Ladung und Energie,

/e p(x,t)de = e, (Ladung),
E+0 = 2.02E+1.02[(eV — E) —eV]. (24.42)

Als nachstes arbeiten wir etwas am Formalismus: unser Ziel ist statt einer
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EO = %m
1.0 eV — FEy = %m
eVt
= / L
. ]
O
= 1.0
T I
|
o E .
£ 7 |
Sl 2.02
X
= eVt
_>: E -1.02
%D 8 NS> ]
3 2.02
eVt
-1.02
E
0 —\
0
z [a.u.]

Abb. 24.4: Klein-Gordon-Evolution eines Wellenpakets (¢ = 1). Das Wel-
lenpaket ist um die Energie Ey = (13/12)m zentriert und die Stufe hat die
Hohe eV = (13/5)m+ Ey. Gezeichnet ist die Ladungsdichte || ¥(z,?) ||c fiir
t = —2,—1,1,2. Die integrierte Ladungsdichte ist fiir die einzelnen Pakete
angegeben; man beobachtet eine induzierte Paarerzeugung an der Barriere.
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2% Ordnung Dynamik fiir ein Skalarfeld eine 1*® Ordnung Dynamik fiir
ein ‘zwei komponenten Spinor-Feld’ zu erhalten. Damit erhalten wir einen
Formalismus der ndher am bekannten Formalismus der nichtrelativistischen
Quantenmechanik ist.

24.3 Zwei-Komponenten Darstellung

Jede zweite-Ordnungs Differentialgleichung kann geméss allgemeinen Prin-
zipien in zwei Differentialgleichungen erster Ordnung umgewandelt werden.
Ziel ist es also, eine Dynamik in der Form

iho® = H® (24.43)

zu erhalten, mit

o = (ii) (24.44)

ein 2-er Vektor und H eine 2 x 2 Matrix”. Mit (24.43) haben wir unsere erste-
Ordnungs Dynamik zuriick und wir kénnen die iiblichen Regeln der nicht-
relativistischen QM benutzen, insbesondere die frither erabeitete Storungs-
theorie im Kapitel 8. Auch ist eine Dynamik mit Matrixstruktur eine gute
Vorbereitung fiir die Diracgleichung, bei der wir 4°" Vektoren und 4 x 4 Ma-
trizen behandel miissen (2 Komponenten fiir Teilchen und Anti-Teilchen,
2 Komponenten fiir Spin +1/2). Nachteilig an dieser Zwei-Komponenten
Darstellung ist, dass (24.43) nicht mehr manifest kovariant ist; fiir die Feld-
quantisierung benutzt man denn auch die alte kovariante Form (24.6).

Statt trivial

o — ( af’\p), (24.45)

wiahlen wir die symmetrische Kombination

o, — 1<1+Zhat— €¢>\1;,

2 mc? mc?
1 ih ep

b = - (1—-—0+— | V. 24.46
2 < ma2t T m02> ( )

9Die Indizes + in ® sind nicht mit denjenigen in \I!I%i) identisch.
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Mit
. (ﬁf;ﬁ/C)2 + ed + mc? (ﬁ*;i/f/’)z e
= (5-c /) (-ciife)? .| (244D
—om —gm - Tep—me

gehorcht der Vektor @ der erste-Ordnung-Differentialgleichung
ihoy® = HO. (24.48)

Mit Hilfe der Pauli-Matrizen

0 1 0 — 1 0

lasst sich H gemdéss (24.47) kompakt schreiben als

> A /)2 > A /)2

H = (O’_eA/C) + mc2> 3+ M’M’Q +e¢l. (24.50)
2m 2m

Die 2-Komponenten Darstellungen (24.46) und (24.50) der Klein-Gordon-

Theorie ist dquivalent zur skalaren Form (24.12). In der 2-Komponenten-

Darstellung ldsst sich das Klein-Gordon-Skalarprodukt elegant schreiben;

einsetzen von

U = &, +D_,
zh@t\IJ ed)

= (& —D_ —— (® d_ 24.51
2 (4 )+mcg(++ ) ( )

in das Skalarprodukt (24.20) ergibt

e
<‘1Ja’\11b>KG — /d37“ <\I’*i2h atqu o €¢ \I’Z\I’b)

4" 2mc? mc2
- /d?’r (®F Ppy — PL_Dp)
N . 1 0 D,
= /dgr((l)a+aq)a—)<0 _1> (@bj)
— hg
(1327'3 = 9, Dy

= / Brd, Dy = (Do Pp)sxe- (24.52)
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Definieren wir also neu die Klein-Gordon-Adjungierte des Zustandes ® durch

P = <I>T7'37
mit
P = (i*) und ®F = (®%, O*), (24.54)

so konnen wir das Klein-Gordon-Skalarprodukt in der iiblichen Form schrei-
ben

(T Ty ke = / Bro,d, = (D,Pp)0 ke (24.55)

Ebenso kénnen wir die Klein-Gordon-Adjungierte des Operators A definie-
ren als

Z = 7’3(AT)*7'3 = T3AT7'3 s (24.56)
mit der iiblichen Adjungierten Af. Damit erhalten wir
<(I>a|zq)b> = <(I)b’A(I)a>*' (24'57)

Beachte, dass H # H', also H ist nicht hermitesch im iiblichen Sinne ist,
wohl aber ist H Klein-Gordon-hermitesch, '’

H = H = nH'r. (24.58)

24.3.1 Losungen der Klein-Gordon-Gleichung

Die Losungen der freien Klein-Gordon-Gleichung nehmen in der 2-
Komponenten-Darstellung folgende Form an: Mit

24 me? bl
iho® = <2m 2 g2 2) P, (24.59)
“2m Tom —MC

und dem Ansatz

oL = (g)&mﬁfft)/h (24.60)

1 . . . . .
9Der Term o< iT2 transformiert gemass T3(’LT2)T7'3 = iTo.
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wobei p = hk und k = 2771/ L, miissen wir das System

2

+E—me - & - o
2m 2m =0 (24.61)
P’ :I:E—}—mcz—l—i B .
2m

2m

16sen. Aus der Sakulargleichung folgt das Spektrum
E? = mid 4 pi? (24.62)

und die Eigenfunktionen ergeben sich inklusiver Normierung zu

2
o) _ Et+me ( L > B0/
k 2Vme?EV \ (Etmc?)?
2 _ 202
=) _ E+mc ( L 2)2 > —i(p'T—Et)/h
o) = —— | (Etme?)? e WP . 24.63
e 2vVmc2EV 1 ( )
Hierbei ergibt sich fiir die Normierung
(@e) = 1,
E E
@)y = -1 (24.64)
k E
wobei wir gebraucht haben, dass
E+mc®)? = 2mc*(E + mc?) + p*c?, und
( p
(E 4+ mc®)t —plc' = 4mPE(E + mc?)? (24.65)

ist. Die Losungen (24.63) sehen denjenigen der freien Diracgleichung sehr
dhnlich, siehe spédter. Wir untersuchen jetzt wie die Anti-Teilchen in 2-
Komponenten Form in Erscheinung treten. Zuvor noch, als Intermezzo, der
nichtrelativistische Limes.

24.3.2 Nichtrelativistischer Limes

Es sei p?c? < m?c¢* und wir fithren die reduzierte Energie ¢ ein,

2

e = E—mdc [freiéT' Vm2ct + p2c2 — m?c? ~ 2]';], (24.66)
m

Die reduzierte Energie ¢ enthélt keine Ruhemasse mehr. Mit dem Ansatz

> = <‘;>e—iEt/h (24.67)
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erhalten wir unter Verwendung von (24.47)

Y WAV Y WAV
(S0 — <(p267;L4/C)+€¢>06+(erT;L4/C)/Ba
(2me* +e)3 = —(ﬁ_;‘:/C)Qa — (W — e¢>> B. (24.68)

Division der zweiten Gleichung durch 2mc? gibt

—,

5 - _Ma+@[< c )2] (24.69)

4m2c? mc?
und einsetzen in die erste Gleichung von (24.68) ergibt
[ (F—ed)e)? [P TRV
ca R~ <2m +ep— ooy (P—eA/c)” |a.  (24.70)
nichtrel. SG rel. Korrekturen

Die relativistischen Korrekturen in (24.70) sind von der Ordnung O [(v/c)?].

Fiir ein Teilchen im konstanten Magnetfeld B=VA ff, zum Beispiel A=
(B AT)/2 wobei V- A =0, erhalten wir

2 4 5.7 2

D D eB-L D
— — — 1-—= ; (24.71
<2m 8m3c?2  2mce ( 2m202> * eqb) o ( )

da wir keinen Spin haben, finden wir nur einen orbitalen Zeeman Effekt,
welcher durch hohere Ordnung in (v/c)? zudem noch reduziert wird!!.

ih@ta ~

24.3.3 Ladungskonjugation

Die Klein-Gordon-Gleichung, sowie auch die Dirac-Gleichung, beide mani-
fest kovariant, haben eine zusétzliche Symmetrie, welche die Zusténde posi-
tiver und negativer Energien ineinander iiberfithrt. Diese Symmetrie heisst
Ladungskonjugantion und beinhaltet folgende Aussage

Sei ® = ®() eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung zu negativer
Energie und entsprechend negativer Norm. Dann ist ®¢ = 79" ei-
ne Losung der Ladungsinvertierten Klein-Gordon-Gleichung mit posi-
tiver Norm. Dabei erhilt man die Ladungsinvertierte Klein-Gordon-
Gleichung indem man in der Gleichung (24.47) die Ladung e durch

"Ersetzen wir die Masse m durch die relativistische Masse m, = m/+/1 —v2/c2 so
ergibt die Entwicklung die Korrektur m,. =~ m(1 + p®/2m?c?).
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) )
—k k
iiber, so dass einem Zustand der Ladung e, mit Impuls —E, Energie
—F < 0, und negativer Norm, welcher in der Zeit riickwérts propagiert,
ein Anti-Teilchen der Ladung —e, mit Impuls k, Energie £ > 0 und
positiver Norm, welches in der Zeit vorwérts propagiert, entspricht.

—e ersetzt. Insbesondere geht @ * unter Ladungskonjugation in ®

Wir zeigen zuerst, dass ®¢ = 7 ®* die Klein-Gordon-Gleichung mit inver-
tierter Ladung 16st. Mit

iho® = H (24.72)
findet man durch Konjugation auch die Gleichung (p* — —p)

(7 + ed/c)®
2m

(7 + ed/c)?

—iho,®" = ([ 2m

i + eqb) o,
(24.73)

+ ch] T3 +

Die Multiplikation mit —7; und Anwendung von —779 = 7o und —773 =
7371 ergibt (mit 7 P* = &°)

5+ edfc)? 5+ eAfc)?
iho,0¢ = ([7@*6 [V | |y @A )",
2m 2m

(24.74)

und somit ist mit ® eine Losung von
iho® = H(e)®, (24.75)

auch ¢ = 7 ®* eine Losung von

ihoy®¢ = H(—e)®". (24.76)

®° hat eine invertierte Norm; z.B. fiir ® = ®() ist und Verwendung von
—T3 = T1T3T1

0 < —/d3r 3 o) = —/df%« )T 7y 73 7 @)
N e N’

o Sl )
—_———

5(—)
- —/d3r<1>(_)CT(—Tg)<I>(_)C* :/d3r¢(_)c¢>(_)c. (24.77)
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(I)(:E) geht unter Ladungskonjugation in <I>](€+) iiber,
(I)(_)C = T (I)(_)*
-k %
2.2
= (Y Y\ N ( T | d@-Eom
1 0 1
= N< e >ei<ﬁ'FEt>/h—cI>(f). (24.78)
Erma)Z k
Statt einer Theorie mit Zustédnden @’%7) und (1)1(2+) welche die Gleichung
ihoy® = H(e)® losen, konnen wir eine Theorie von Teilchen und Anti-

Teilchen formulieren, bei der die Wellen Funktionen

(I);(;t) = CDI(;) fiir Teilchen, und
CDIQ;) = CID(__E)C fiir Anti-Teilchen (24.79)

stehen und die Gleichungen

. (1)
ino @ = H(e)o!

i = H(—e)ol (24.80)

erfiillen. Dabei beschreibt QDI%H entweder Teilchen mit Ladung e > 0, Impuls
k> 0 und Energie E > 0, oder ein Anti-Teilchen mit Ladung —e, Impuls k
und Energie E > 0, beide vorwérts propagierend in der Zeit. Damit haben
wir wieder eine konventionelle Quantenmechanik mit ausschliesslich positi-
ven Energien und Normen formuliert, sind dabei aber gezwungen worden,
zwei Typen von Teilchen einzufiihren. Eine konsistente Beschreibung dieses
Systems ist erst in der zweitquantisierten Form, der Quanten-Feld-Theorie
moglich.

24.3.4 Coulombstreuung und Anti-Teilchen
In diesem Abschnitt untersuchen wir das Coulombstreuproblem, die Streu-

ung am Potential e¢ = e?/r. Wir berechnen die Zeitevolution (f|®(t)) in
2% Ordnung Stérungstheorie mit folgenden Zielen:

— Eine Ubung in Klein-Gordon-Dynamik zu absolvieren.
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— Wir zeigen, dass auch fiir |¢) = ]@%ﬂ), und |f) = ]@gr)) in 2°°" Ordnung
i !

immer virtuelle Zustinde ®¢”)

Berechnung des Wirkungquerschnittes relevant sind.

auftreten und damit fiir die korrekte

— Wir werden das Auftauchen dieser Zustéinde mit negativer Norm durch
virtuelle Paarproduktion interpretieren. Dabei werden wir riickwérts
propagierende Zusténde als vorwiérts propagierende Anti-Teilchen in-
terpretieren und einen einfachen Feynmangraphen konstruieren.

In der zwei-Komponenten Darstellung der Klein-Gordon-Theorie kénnen wir
die Resultate der Storungstheorie aus der QM I direkt iibernehmen. Die

Amplitude fiir den Prozess |i) = |<1>§;+)> = |f) = ]@g)) ist in 2*" Ordnung
i s

Storungstheorie gegeben durch

t
(f1e@) = % dty e Er =DM pIHY (1)) e i —to)
to
1 ' " iEr(t—t1)/h
_hz/t dtl/tv dtgz |:e_z (= 1)/’<f‘H/(t1)|v>
0 0 )
e | (1) ) 0 ) h] S (s

mit H'(t) = e*/r zeitunabhiingig und Y, |v)(v| = 1. Die Vollstéindigkeit der
Basis @l%+), <I>]({) besagt, dass

> {iee - 1o e} = 1 (24.8)

k

oder in Ortsdarstellung'?

Z{@Igﬂ(fﬁg)(w') —oOMB (7)) = 187 7). (24.83)

k

127ur Berechnung setze man die Ausdriicke fiir die Wellenfunktionen ein,

S{ o @me ) - o () () |

k

_ 7 e g (B Ame?)?
_ZGXP[ ke (r =] 4mc2EV
E

2 2 _p2c2 2 2
% _plzcz 1P N _(Gmez ) (P 4
Emed)2 "(E 4 mc?)? 1 (E +mc?)?’
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Wir brauchen die Matrixelemente (a|H'(t)|b):
T— 5 (o) e
FHEY) = %ﬁ:/dr(% (r)) el ()
_ /d37” (Ef+mc2>(E+m02)£ei(E—Ef)-F’
B 4 4me2,\/EE r
—pic’ 1
X\ 1, 5> p2c?
(Ey +mc®)? | \ (Brme)y
1 4me* E;+E
A : 94.84
V|k;f—]<;|22w/EfE ( )

wobei wir benutzt haben, dass [ d®rexp(—ur)exp(iq- 7)/r = 47/(¢* + p?)

ist und (Ef—l-ch)Q(E—i—ch)Q—;03[}0204 = 2mc?(Es+mc?)(E+mc?)(Ef+E).
Genauso findet man, dass

- - 1 4ne®? E;—FE
FRH Y = f7 == : 24.85
(kf[H'|E™) o Vi, RP2/EE (24.85)

ist, wobei man benutzt, dass

p?(E +mec?)? — p?cA(Ey + mc?)? = 2mc*(Ey + mc®)(E + mc?)(Ey — E).

Beachte, dass 0(Ef — E)(k}]H’]k*) 0 ist.

1. Ordnung: In erster Ordnung erhalten wir

t
f1B() = o Bl / dty BB/ (24.86)
Zh to kf,k‘i

und mit 8| [ dt; exp(iEti/h)|* = 2nhé(E) erhalten wir den Propagator

2
Piap = QIO = T8E-E)ISL P (2487)

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer ist als Differenz von zwei direkten Produkten
aufzufassen und ergibt die Differenz von zwei 2 x 2 Matrizen

p202 p4(;4 p2c2 2
i , (..224 _ (.4.2)42 7\ _ dmc " FE (1 O) .
L e 2 -1 (E+me?)2 \0 1
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Der Streuwirkungsquerschnitt ist (j = v/V ist die einfallende Teilchenstrom-
dichte)

V dQ kfdkf 3

dez‘ = -Pz—>f
mlt Zkf—>f
2 2
pc dE pc 9 pEy
= — _— = — = — E
' B odap - B 1= et
4er E?
= dQ f4 ] ’
c*hiq =|kp—kil
d 4e*E?
R (24.88)
ds Ak — kit

2. Ordnung: In zweiter Ordnung haben wir folgende Amplitude zu be-
rechnen:

2 -1 t e
(fle@t) = - / diy [ dta Oty — o) 3 e =t/
to S— A
to<ty
{f—l— f+* —iE(t1—t2)/h __ f» %f—* 1By (t1— tz)/h} ’L’Ei(tgfto)/h.
ko k Rkl 5 R

(24.89)

Beachte: Die (7)-Zustéinde treten unvermeidbar auf und sie propagieren
vorwérts in der Zeit mit dem Phasenfaktor exp(iExt/h), mit t = t;—to > 0.
Wir lassen {9 — —oo und ¢ — oo gehen und ignorieren die entsprechenden
irrelevanten Phasen. Mit T = l(151 + t2) und t = t; — to erhalten wir

(2) + « —it(Ey—(Ei+Ey)/2)/h
(fl®(t)) =~ / dT/ dt Ot {fkfkfk“ A .

—~

Y SN Ek+(E1+Ef)/2)/h}ei(EfEi)T/h.

k:fk ki ke
2 B
—fi ila e W} (24.90)
I i

Die vorwérts-Propagation im zweiten Term konnen wir mit einem Trick in
eine riickwirts-Propagation umwandeln, bei der die Zeitvariable ¢ < 0 in die
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negative Richtung wichst: Der Ausdruck

/ dtz,f% #f * ’L(Ek;"rE )t/h (2491)

verschwindet, denn [ dt erzeugt die J-Funktion §(Ej + E;) welche immer
verschwindet da Ey, E; > 0. Damit konnen wir aber den zweiten Term aus
(24.90) umschreiben zu

2) .. e b
(fle(t) =~ —hzé(Ei—Ef/ dtZ{ EfEM O(t) e~ i Bk—Et/h

i(Ek+Ei)t/h
Y CICT b eao
Dieses Resultat ldsst eine konsistente Interpretation basierend auf Paarer-
zeugung und vorwérts-Propagation von Anti-Teilchen zu: Der erste Term in
(24.92) hat die Zeitevolution (mit t = t; — to > 0 und E;t = Esty — Ejto)
efiEf(tftl)/hefiEk(tlftz)/hefiEi(tgfto)/h (2493)

)

welche sich durch folgenden Graphen, sieche Abb. 24.3.4, darstellen ldsst

Abb. 24.5: Graph fiir den er-
t sten Term im Ausdruck in
(24.92) mit Ubergéingen i —
k — f zu den Zeiten to < t1.

Der Zweite Term in (24.92) ldsst sich (mit ¢ = ¢; — t2 < 0) schreiben als
e—iEf(t—tl)/ﬁeiEk(tl—tg)/ﬁe—iEi(tg—to)/ﬁ’ (2494)

was dem Graphen in Abb. 24.3.4 entspricht.
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Abb. 24.6: Graph fiir den
zweiten Term im Ausdruck in
(24.92) mit Ubergéingen i —
k — f zu den Zeiten to > t;.

Interpretieren wir hier den riickwérts propagierenen Zustand als Anti-
Teilchen, welches in der Zeit vorwirts propagiert, so erhalten wir den Gra-
phen in Abb. 24.3.4.

Abb. 24.7: Graph fiir den
zweiten Term im Ausdruck
in (24.92) nach Ersetzung
des riickwérts propagierenden
Teilchens als vorwértspropa-
gierendes Anti-Teilchen. Der
Ubergang zur Zeit t; wird als
Paarerzeugung, derjenige bei
ta(> t1) als Paarvernichtung
interpretiert.

Mit dieser Interpretation ist bei ¢t = ¢; die Ladung erhalten, wohingegen die
Energie fiir diesen virtuellen Prozess nicht erhalten ist (der Energiesatz kann
geméss Heisenberg fiir eine entsprechend kurze Zeit aufgehoben werden). Die
Frage der Impulserhaltung ist irrelevant da die Translationsinvarianz durch
H' gebrochen wird. Abschliessend vereinfachen wir das Resultat (24.92) in-
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dem wir die Zeitintegration ausfithren. Mit

L[ e exp(—iwt)  Couchy O(t)Ene Bt (24.95)
21t J_ oo E—w—ie

erhalten wir
2) 27 &
oy 2 -am-gy [ [ 52

+ +* N —k
> e ilik . Fe, ilik
E,—FE,—w—1 E,+FE,+w—ic

—~

o it (24.96)

k

271
= ﬁé(Ei — Ey) Z

k

+ +* — —%
Te ilir . T, ilir
Ek—Ei—i€ Ek+Ei—i€ i

Bemerkungen:

— Der Energienenner des zweiten Termes ist gerade die Energie des vir-
tuellen Zustandes —E; (dquivalent gilt dies auch trivial fiir den ersten
Term)

Ek+Ei: EZ'—{—Ek—}—Ef —F; :Ek+Ef und FE; :Ef.
(S
E;+Teilchen—Anti-T-Paar

— t — —t im zweiten Term von (24.92) dadurch geht
O(—t) e Brtlh s Q(t) e Bkt (24.97)
und man findet die iibliche vorwérts-Propagation des Anti-Teilchen.

— Paarerzeugung: Aus einem Teilchen werden drei Teilchen in einer Ein-
teilchentheorie. Fiir eine konsistente Beschreibung mit Wechselwirkun-
gen braucht man den stidrkeren Formalismus der Quanten Feld Theo-
rie.
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Kapitel 25

Relativistische Teilchen:
Dirac Gleichung

Die einfachste relativistische Gleichung die wir bis jetzt konstruiert haben,
die Klein-Gordon Gleichung, hat folgende Eigenschaften: sie ist

skalar,

kovariant,

2% Ordnung in der Zeit,

— und hat eine nicht positiv definite Norm, womit der Hamilton H nicht
hermitesch ist.

Im folgenden schrauben wir unsere Ambitionen hoher und versuchen eine
Theorie zu konstruieren basierend auf einem Hamiltonian mit folgenden Ei-
genschaften: der Hamiltonian

1

darf tensoriell sein,
— soll kovariant sein,
— soll 1*® Ordnung in der Zeit sein,

— soll auf eine positiv definite Norm fithren so dass wir einen hermite-
schen Hamiltonian H erhalten.

'Die Einschriankung auf eine eine skalare Theorie produziert kein Resultat.

o973
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Der allgemeinste Ansatz fiir einen Hamiltonian mit diesen Eigenschaften
(linear in J; und kovariant impliziert Linearitdt im Raum, d.h., in V) hat
die Form

iho U = HU = (cd-p+ Bmc?) V¥, (25.1)

mit ¥ ein (Dirac) Spinor mit n Komponenten, @, (3 sind nxn Matrizen, her-
mitesch und dimensionslos; der Impuls ist wie {iblich definiert, p'= —ihV /h.
Unsere Aufgabe ist es, n, @ und [ so zu finden, dass (25.1) die iibliche
relativistische Dispersion

E? = p* +mid (25.2)
reproduziert. Dazu quadrieren wir die Gleichung geméiss
E*U — -0}V = ihdy (cd - p+ pme®) ¥
= (cd p+ pBmc?) iho,V
= (co_Z P+ 5mc2)2 0

= (p202 + m204) v, (25.3)
Demnach muss gelten
(caipi + ﬂch) (cajpj + Bmc?) = 2o (p')? (25.4)
—_——
—c2p2

. 1 o
2, 2 4 , R B SV v i (2
+ B8*m*c* + (auf + Bay) p'me” + (azaj—i-oz]az)#jpgﬂc

—~ 2
=m?2ct =0 -0
Damit erhalten wir die Bedingungen
af =1, B2 =1, (25.5)
{ai, 8} =0, {ai, aj}izg =0, (25.6)

wobei {-, -} wie tiblich den Antikommutator bezeichnet. Wir brauchen also
vier hermitesche, antikommutierende Matrizen deren Quadrate 1 ergeben.
Es stellt sich heraus, dass diese Bedingungen nur erfiillt werden kénnen falls
n > 4 ist. Zum Beweis bemerke man, dass

1. Der Anti-Komutator {«;, 8} = 0 impliziert, dass fo;8 = —a; und
damit ist Spa; = —Sp[Ba;B] = —Sp[BF?ai] = —Spa; und damit ist
Spa; = 0. Ebenso folgt aus a;8a; = —f, dass SpB = 0, also sind alle
vier Matrizen «;, 8 spurlos.
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2. Die vier Matrizen «; und 8 haben Eigenwerte +1, denn «;, 3 sollen
hermitesch sein, also auch diagonalisierbar; da a? = 32 = 1 miissen
die Quadrate der Eigenwerte gleich 1 sein.

3. Es muss n gerade sein, n = 2m, mit m € N, denn mit Spa; = 0, Spg =
0 miissen die Eigenwerte 1 und —1 paarweise auftreten.

4. Schliesslich muss n > 2 sein, denn eine hermitesche Matrix hat eine
reelle Hauptdiagonale und komplex konjugierte Elemente symmetrisch
zur Hauptdiagonalen, also finden wir folgende Anzahl Freiheitsgrade

n + 2 n?—n) /2 = n% 25.7
Jr ( )/ (25.7)

=~
I‘eelle HD komplex nichtdiag. symm.

zusitzlich ist Sp = 0 und es bleiben n? — 1 Freiheitsgrade. Fiir n = 2
konnen wir drei unabhéngige hermitesche Matrizen finden, z.B., die
Paulimatrizen o;,

[(tl) é)(? _()Z>((1) _01>] = lono,03] = 3. (25.8)

mit 0? = 1 und den Vertauschungsregeln 0i0j +ojo; = 0.

Fiir n = 4 finden wir 15 unabhéngige Matrizen mit Spur Sp = 0; davon
wéahlen wir die Matrizen,

10 0 0
o1 0 o /1 0
=101 -1 o <0—]1>’
00 0 -1
000 1
o (0010 :<o 01)
010 0 o 0
100 0
0 0 0 —i
w — |00 0 _<002>
0 — 0 0 oo 0 )’
i 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 —1 0 o3
“ = 11 0 0 o0 (0’3 0)’ (25:9)
0 -1 0 0



576 KAPITEL 25. REL. SPIN %—TEILCHEN

mit den verlangten Eigenschaften 82 = o = 1 und {a,a;} =0,

{aia B} =0.
Damit erhalten wir die Dirac-Gleichung in der Form
thoyU = (—ihcozi@mi + ,87’)’L62) v, (25.10)

mit dem Dirac 4 Spinor

v,

N @4 - <X> (25.11)

und den 2°" Spinoren y und 7.

Die kovariante Form der Dirac-Gleichung erhalten wir indem wir (25.10) mit
6 multiplizieren und die Dirac Matrizen

o= (B,Ba'),
1 0
P = <0 _1>,
i 0 oy
N (_Ui 0), (25.12)

definieren; die Dirac Matrizen sind durch folgende Anti-Kommutatoren cha-
rakterisiert?,

{", "y = 2¢", (25.13)
mit g"” dem metrischen Tensor. Aus (25.10) wird dann (wir setzen wiederum
h = ¢ =1 fiir kovariante Formeln; es ist 8, = Ou)

(iv'Oy —m) ¥(z) = 0. (25.14)

Wir verwenden die Einsteinsche Summenkonvention und fithren die Notation
des ‘slash’ Operators ein, ¢ = ~*a,; damit vereinfacht sich (25.14) nochmals
zu

(i@, —m) U(x) = 0. (25.15)

(25.15) ist kovariant wenn W unter Lorentztransformationen so transfor-
miert, dass im neuen System die identische Gleichung vorliegt. Diese Bedin-
gung definiert das Verhalten von ¥ € H (dem Hilbertraum der Zusténde)

2Ein Set v” von Dirac Matrizen ist konsistent wenn (25.10) erfiillt ist.
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unter Lorentztransformationen und definiert damit eine 4-dimensionale Dar-
stellung der Lorentzgruppe in H: Zu A € L eine Lorentztransformation exi-
stiert eine Darstellungsmatrix S(A), so dass

V() = SA)@),
¥ = Az, (25.16)

die Wellenfunktion im neuen (gestrichenen) Koordinatensystem ist. Die Ko-
varianz verlangt dann, dass

(i, —m)¥'(z’) = 0 (25.17)
erfillt ist. (25.17) legt die Darstellung S(A) der Lorentzgruppe fest: Mit

/
z* = A*, ¥

o, = (AH" .0, (25.18)
und
ST (i (A1) 40, —m} S (M) U(x) = (in"), —m) U = 0.
muss S(A) folgende Bedingungen erfiillen,

(A7, (M) "S (M) = Y,
= STHA)HS(A) = AP (25.19)

Mit Hilfe von (25.19) koénnen wir die Darstellung S(A) bestimmen, siehe
spater.

Schliesslich wollen wir noch die elektromagnetische Wechselwirkung bertick-
sichtigen, was wir durch die Substitution

—iho* = p' — pt—eA! (25.20)
erreichen,
iho U = HU = [coy (—ih0,, — eAifc) + e + Bmc®| ¥, (25.21)
oder in kovarianter Notation mit h =c =1,

[V (10 — eAy) —m] ¥(x) = 0. (25.22)
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25.1 FErhaltene Norm

Seien ¥, und ¥, Loésungen der Dirac-Gleichung, die wir mit dem entspre-
chenden Spinor wie folgt multiplizieren,

Ul (ih0, ¥y = HI,) ,
(—ihatqzl - (H\IJa)T) LTy, (25.23)

Die Substraktion der beiden Gleichungen ergibt

ihoy (Wl W) = WIHU, — (HU,) ',
h — —
= ; Ozi\Ifl(&Ei + axi)\llb

= E D, (U1 ;1) (25.24)
(3
und wir erhalten
(W W) + 0y, (V! ;1) = 0, (25.25)

oder, nach Einschieben von Einsen unter Beriicksichtigung von 1 = 2 =
() und a; = 8 fa; = 7",

O (W) = 0 (25.26)

dabei haben wir die Dirac-Adjungierte
U, = 0la0 (25.27)
definiert. Die Integration iiber die Raumkoordinaten unter Beriicksichtigung

der Randbedingungen ([ d3r V.j= [do j-ii = 0) ergibt uns die erhaltene
Grosse

const. = /d3r V.00,
= /d3r UIWy, = (U, W), (25.28)

(25.28) definiert eine Norm, || ¥ ||= (¥, ¥) > 0.
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Beachte: Die Grosse ¥UTW¥ = U~ ist kein Skalar unter Lorentztransfor-
mation, sondern die 0% Komponente des 4°* Vektors

Pt = UyHU. (25.29)
Die Dichte p* transformiert wie ein 4°" Vektor:

p(x')

V()" (a)
U(z) SHA)!S(A) U ()
—_—
(25.19) AL~
= ALp¥(x), (25.30)

wobei wir benutzt haben, dass

V(') = 0'(a)y0 = wi(a)sty?
= Ui(2)y"40814°
—— ——

=  Ux) SL (25.31)

Den letzten Schritt, 705T7% = S~1 wird spiter in diesem Kapitel verifiziert.

25.2 Freie Teilchen

Wir machen den (Block-) Ansatz?,

+) /> i(p-T- L
V(7 ) = Nl ¥Ept>/f(;;>, (25.32)

mit y,n zwei 2°° Spinoren, dem Impuls p = hE, k= 2m7i/L und E, > 0.
Einsetzen in die Dirac-Gleichung (25.10) ergibt

ip (X)) = (me @B (X)) (25.33)
P\ n cd-p —mc? n

Die Siakulardeterminante ist

(mc® F E,)(—mc® F Ep) — (- p)?, (25.34)

3Trotz der positiv semidefiniten Norm || - ||> 0 ist werden wir Ldsungen mit negativen
Energien finden.
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und wir erhalten Losungen falls die Dispersion
E} = &pP+mic! (25.35)

erfiillt ist, wobei wir beniitzt haben, dass (6’-17)2 = U?p? +{0i,05}pip;/2 =
o?p? = 1;p? = p?. Fiir die Eigenvektoren erhalten wir

L B cd-p
. 77 - Ep +m02 Xu
cd-p
- = | —— 25.36
X (Ep n m62> 7 ( )

und mit x'y = 1, sowie n'n = 1 erhalten wir fiir die Normierung®

P 1
co P
@y = 1 = N2yt (1) s5 | X

2.2
c'p

— N2 14—

’”V( +(Ep+m62)2>

E2 — m2et
= NV |1+ -L2—ss
p <+(Ep+m02)2)

2F

_ 2 p
= vaiEP i (25.37)

und dasselbe Resultat gilt fiir \IJI(;).
Um diese aufwindige Schreibweise zu vereinfachen geht man zu den Dirac-
Spinoren iiber.

25.2.1 Dirac-Spinore

Die freien Losungen der Dirac Theorie lassen sich mir der Definition der
Dirac-Spinoren

1
u(p,s) = /Ep+mc? e p ¥,
cd - p
v(P,s) = \/Ep+me?| Ep+me® | (—iogx®), (25.38)
1
“Das Resultat ist nicht Lorentz-kovariant, da || - || kein Skalar sondern die 0-

Komponente eines 4-er Vektors ist.
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einfach ausgedriicken durch

(+) (= _ > i(p-F—Ept) /h
\Ilﬁ,s (Tvt) - 2EpV U(p, 5)6 P P 9
=) (= _ 1 ~ —i(p-F—Ept)/h
U (M) = CTAT v(p,s) e WP ERY/T, (25.39)

Der 2 Spinor x(®) beschreibt den Spin eines Spin-1 /2-Teilchens,

12 _ (1
X - (O)’

x V% = (?) ; (25.40)

ebenso beschreibt —ioox(®) einen Spin, allerdings ist

oo a2 (0 =LY 1Y (0
o0 = = (1) (6) = (1)

—igox V2 = 12 = <_01>7 (25.41)

und n(®) beschreibt ein down (up)-Spin fiir s = 1/2 (= —1/2), gerade umge-
kehrt zu x(®,

X~ ), (25.42)

25.3 Interpretation

Die Dirac-Gleichung besitzt wiederum Losungen mit negativer Energie,
siehe \If(_;%_ s in (25.39). Zusitzlich zur Komponenten-Struktur (%), wel-
che wir auch fiir die Klein-Gordon-Gleichung gefunden und als Teilchen-
Antiteilchen-Paar interpretiert haben, besitzt die Dirac-Gleichung eine 2°"
Spinor Struktur in x und 7. Diese Spinor-Struktur interpretieren wir als den

)

Spinzustand eines Spin-1/2 Teilchens. Damit beschreibt \I'Z(;S ein Teilchen

mit Impuls p' nd Spin s, wihrenddem der Zustand \Il(:ﬁ)_s mit Impuls —p’
und Spin —s ein Anti-Teilchen mit Impuls p" und Spin s beschrieben. Die

Zustinde U und ¥(-) sind orthogonal, denn

ol (=g, s) - ulps) = ul(@s)-v(-ps) =0 (25.43)
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und damit ist

3 - — sl = =
/d3r \I/g_ﬁ,\llég = / d°r e—%(p~T+Ept)/ﬁvT(,ﬁ ') - u(p, s) (P T—Ept) /R

5 2E,V
1 .
_ Ee—QzEpt/h UT(—ﬁ, Sl) . u(ﬁ, S)
E 2 7. 7 !
_ %e—%ﬁ_}pt/hn(#ﬁ (E—CUPQ 1) g | A,
P p T me E, +mc?
0
= 0. (25.44)
Beachte, dass andere Kombinationen mit 5 # p’ wegen [d°r... = 0 ver-
schwinden, aber fiir (2T ®M) ergibt sich [d?r...=V.

Schliesslich bilden die freien Losen ein vollstéindiges System,’

) B, ) (I 1 0\ .. -
> (vi) e e+ ws) e )T 6) = (0 ]1>63(r—7“').

ﬁ78

(25.45)
Die Antiteilchen erhalten wir wiederum durch Ladungskonjugation.
25.3.1 Ladungs-Konjugation C
Die Ladungskonjugation
C:v — v° = Ccpu* (25.46)
mit
C = —iay = ( X _i”) (25.47)
—1i09 0

transformiert Zusténde mit negativer Energie in solche mit positiver Energie,
welche einer Dynamik mit umgekehrter Ladung gehorchen: Mit

ih0 = [coy (—ihdy, — eAi/c) + ed + ﬁmcz] v (25.48)

Vergleiche mit der Vollstéindigkeitsrelation fiir die freien Losungen der Klein-Gordon
Gleichung (24.83) mit einem Minuszeichen.
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gilt durch komplex-Konjugation und Multiplikation mit C 5:
—ihd,9¢ = CpB [cas (ihdy, — eAi/c) + ed + Bmc®] U*
I CBajv* = CcpCc~tcaictopetCcpu*
N e — N N —

-8 —a -8B we
= —BaiBIY = o 07,

I 0B = CBCTICBY = —BUY,
~——

-8 gl
= [coi(ihdy, — eA;i/c) + ed — Bch] VA (25.49)
und damit folgt ¥¢ der Dynamik
iho,0¢ = [ca; (—ihOy, + eA;/c) — e¢ + Bmc?] A
= H(—e)wC. (25.50)
Auch bildet die Ladungskonjugation C die Zusténde \IJ(__ﬁ)’_S auf \I/g;) ab,
denn
0 » co* - p
Cpv*(p,s) = y/Ep+mc? ( . _ZU2> Ey+me? | (—ioox¥)
—102 0 ]
1
= VE,+m2| G5 | x® =us). (25.51)
E, 4+ mc?
Dabei haben wir verwendet, dass 096*09 = —&. Analog zu (25.51) ist
Cpu*(p,s) = wv(p,s). (25.52)
Entsprechend finden wir, dass
e _ = _ g
vliT, = COpu s = VL, (25.53)
(-)e

und wir identifizieren den (+) Energiezustand W 5~ welcher der —e-
Dynamik gehorcht als Anti-Teilchen mit identischer Masse und Spin und
mit Impuls  und Spinkomponente s:

\I/g;) = Teilchen mit E, > 0, Impuls p und Spin s,
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o e o leilchen
E. mc?2
Fermienergie e Vakuum 0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, .
Eq 2mc?
. E, . -mé
h* Anti-Teilchen
TEQ mc2

Abb. 25.1: Links: Leitungs- und Valenzband (oben) und Dispersion (unten)
der Elektronen in einem Halbleiter mit direkter Energieliicke (z.B., GaAs,
ZnO, ...). Die Anregungen (fehlende Elektronen) im Valenzband werden als
Locher interpretiert. Rechts: Lochtheorie der Dirac-Gleichung. Die Zusténde
mit negativer Energie sind gefiillt und blockieren den Zerfall von Zusténden
positiver Energie. Die Anregungen mit negativer Energie werden als Anti-
Teilchen interpretiert.

\I/( ) — Zustand mit E, <0, Impuls —p und Spin —s, interpretiert
als Antl Teilchen mit E, > 0, Impuls p" und Spin s.

Da diese Teilchen Fermionen sind gilt das Pauli-Ausschlussprinzip und wir
konnen eine interessante Interpretation geben, welche fiir die bosonischen
Klein-Gordon-Teilchen nicht moglich war:

Interpretieren wir das physikalische Vakuum als mit negativ-Energie-
zustdnden gefiillt, dann sind die E, > 0 Zustidnde der Pauli-Blockierung
wegen stabil. Damit hat der niedrigste Zustand die Energie mc? und nicht
—oo. Der Zustand \Il(;)_ beschreibt die Absenz des Teilchens mit gleicher
Masse und gleichem Spin, aber, da es ein Loch ist, inverser Ladung. Seine
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Energie ist

0—(—FE) = 0 — (—E) = E >0,
Vakuum Energie Teilchen fehlt | des Teilchens
(25.54)

sein Impuls 0 — (—p) = p' und sein Spin 0 — (—s) = s. Diese Lochtheorie der
Diracgleichung ist die relativistische Verallgemeinerung der Lochtheorie in
Halbleitern, wie in Abb. 25.1 gezeigt.

Weiter ist es interessant, das Kleinsche Paradox (Streuung an einer Poten-
tialstufe) fiir Fermionen zu diskutieren (obwohl die Paarerzeugung erst in
einer Vielteilchenphysik wirklich Sinn macht). Man findet folgende Resul-
tate: 1) fiir eV > 2mec? werden sowohl Bosonen als auch Fermionen total
reflektiert. 2) Bei Fermionen kann aufgrund des Pauliprinzips kein Paar das
reflektierte Teilchen begleiten. 3) Reflektierte Bosonen kénnen von weite-
ren Bosononpaaren begleitet werden (stimulierte Emission im Kanal des re-
flektierten Bosons). 4) Bei Fermionen kénnen Teilchen-Anti-Teilchen Paare
spontan produziert werden. Als Pendant finden zur spontanen Elektron-
Positron (e”-e™) Paarerzeugung im starken elektrischen Feld erwihnen wir
die Teilchen-Loch Paarproduktion via Tunneleffekt an einem Halbleiter p—mn-
Ubergang im Durchbruchsgebiet, siche Abb. 25.2.

25.4 Nichtrelativistischer Limes

Eine letzte Tour de Force. Wir wollen den nichtrelativistischen Limes bis zur
Ordnung p*/m3, das heisst p?/2m - (v/c)?, also inklusive erster, relativisti-
scher Korrekturen herleiten. Es ist p?/2m ~ e¢ < mc?. Der einfachste Weg
funktioniert leider nicht: Betrachte eine Losung

v o= <§>e4ﬂm (25.55)

mit £ > 0, x = x(7) und n = n(7). Mit E = T + mc? kénnen wir schreiben
Ty = epx+co- (15’— eff/e) n,
2mc+T)n = edn+cd- <ﬁ— eff/c) X- (25.56)

Die zweite Gleichung gibt

1

G- (F—eA 25.

17:
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p-Typ n-Typ
gl V=0
Elektronen
++ L] L] L] L]
s
: Donatoren
it R
Akzeptoren
i e Eap
Locher
X vorwart:

<Y

Abb. 25.2: Elektron-Loch Paarerzeugung im elektrischen Feld eines p — n
Halbleiter Ubergangs. Oben: Situation im Gleichgewicht ohne angelegte
Spannung, V' = 0. Unten: Situation im riickwérts polarisierten p — n Uber-
gang im Durchbrucksregime wo Teilchen-Loch Paare via Tunnelprozess er-
zeugt werden. Vgl. dazu die Strom-Spannungs Charakteristik der p — n Di-
ode.

und einsetzen in (25.56) fithrt auf

Tx = |le¢p+cd - (F—eAJe) G- (F—eAle)|x. (25.58)

2me? + T — e
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Wollen wir bis Ordnung p*/m? gehen, so miissen wir den Nenner entspre-
chend entwickeln und erhalten
1 S
7 (p—eAjc) (25.59)

1. . - 2
Tx = [(eqS—l— %[o-(p—eA/c)] = a2’
X(T —ep)d - (p— e/_f/c)]x = H(Energie)x.

Die Abhéngigheit von T auf der rechten Seite gefillt uns nicht da sie uns
einen energieabhingigen Hamiltonian aufzwingt. Deshalb ersetzen wir T
durch die niedrigste Approximation

T~ e+ ﬁ [5 (F— e/f/c)} : (25.60)

Dieser Schritt is aber nicht eindeutig; denn die Reihenfolge (5 — eA/c)(T —
ep) erzeugt einen Term pe¢p eE", wahrenddem der Ausdruck T — e¢p =~
[G-(F — eA/c))* /2m mit & (F— eA/c) vertauscht. Alternativ kann man den
Faktor & - (j—eA/c) zuerst mit (T — e¢) kommutieren und erst dann (25.60)
verwenden, allerdings ist auch dieses Vorgehen nicht eindeutig und erzeugt
zudem noch nicht hermitesche Terme.

Ein eindeutiger nichtrelativistischen Limes lédsst sich mit der Foldy-
Wouthuysen-Transformation konstruieren, einer unitidren Transformation,
welche die nichtdiagonalen Terme klein macht. Im transformierten System
konnen wir dann das gekoppelte Gleichungssystem losen. Wir starten von
der Dirac-Gleichung in der Form

T<X> _ [_m62+6¢+c&-(ﬁ—ej/c>+m025}(i;)

7
= H <i}<> (25.61)

me [ (04 (- (0)) 1) (1) o

die letzte Gleichung listet die Ordung der Terme im relativistischen Pa-
rameter v/c auf, wobei der Term cd - p' < v/c gross ist. Demgegeniiber
tauchten in der Klein-Gordon-Gleichung nur Terme o 1, (v/c)?, weshalb
deren nichtrelativistischer Limes unproblematisch war. Es ist gerade der
Term cdp o (v/c)mc?, welcher uns Miihe bereitet und wir werden ihn weg-
transformieren. Dazu setzen wir eine unitére Transformation der Form

\2p2 AL
U:UT:\/I—mT];ﬂ—l—%a-p, (25.63)
—_—

A

I
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mit dem geeignet zu wihlenden Parameter A an; wir werden A so wéahlen,
dass im transformierten System der Term c&-p verschwindet®. Wir definieren
den transformierten Spinor

<>7;,,>:U<i;> (25.65)

transformieren (25.61) mit U,

/ /
UT(X> = T<X,> = UHU—1<X,>, (25.66)
n n n
und erhalten den transformierten Hamiltonian
H' = UHU'. (25.67)

Wir transformieren die Terme mc?, e, ca-(p— eA /c), und me? 3 und erhalten

Umc?) U™ = mc?, (a)
U[eqb]U*l:Ae¢A+ﬁ$(Ae¢a-ﬁ—&-ﬁe¢A) (b)
2
—i—mZCQ&-ﬁegzbo_Z-ﬁ,
Ulca - (f—eA)e)]U = —Aca- (5— eA/c) A (c)
A > S
+5%[A07' (P—eAjc)ad-p+a-pa-(p—eAfc)A] (25.68)
)\2
+—5-a-pa (p—eAjc)a - p,
U [mc?BlU = mc®BA% + 2)\Acd - § — BAZp? /m. (d)

Kritisch sind die (unterstrichenen) nichtdiagonalen Terme von ungerader
Ordnung in & und von relativer Ordnung v/c. Mit

)\2p2

A 1——0©—
2m2c2

= 1-0|(v/c)?, (25.69)

SDer Ansatz (25.63) definiert tatsichlich eine unitéire Transformation,

)\ 2
vut = <A5+—a-ﬁ)
mc
A2 2 A A AQ 2
= B+ pooos {8, ai}pi + oy {oi, o} pipi/2 +p7]
2

= /\Qerp2 =1 (25.64)



25.4. NICHTRELATIVISTISCHER LIMES 589

erhalten wir (der Index nd steht fiir ‘nichtdiagonal’)

rlldﬂ}/c = —ca- (p— e/Y/c) +2Xcd - p+ O[(v/c)?]

M2 G A~ O/, (25.70)

Die Gleichung (25.66) erhélt dann die Form

X Hj, ed-A %
! <77,> - (652' A —2me? w )’ (25.71)

mit (wir beziehen uns auf (25.68); die Terme oc me? in (a) und (d) kombi-
nieren zu (—1 + B)mc? und geben keinen Beitrag zu Hj, aber den Beitrag
—2mc? zu Hb,)

2 2 [ [
r p p o-pepao-p
Hy ~ ed— 8m2c2 e — e 8m2c? 4m?2c? (25.72)
(b): Aep A (b)
4 2

1 o .
5 (F—edfe) G- p+ G5 (F—edfe) - Tas — o

C8m3e2 2m
<~

© ()

Der Rest sind Umformungen; mit o;0; = ;5 + ig;;,0) erhélt man fiir den
(c)-Term

G- (F—eAfe)d -p+d -5 (F—eAlc) (25.73)
= 22 —G-5-(eA)c)—G-(eA)c) G-
= 2> — (/o) A+ A-p) —ilefc)d - [(FNA) — (AND)]
= (F—eA/c)’ +p?* — (eA)c)* — (eh)c)d - (VA A)
= (F—eA/c)® +p* —(e/c)?A? — (eh/c)G - B

- =

G FoG =5
= (§9) - 7+ i - [(59) A D]+ ¢p”

pro+ op® = (p°0) +2(59) - P+ 2017,
(

und wir erhalten

—(e/sm*e){p*6 + ¢p® — 25§ ¢ -7}
= —(e/sm*c){(”¢) — 27 - () A P1}-
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Einsetzen in (25.72) ergibt den Hamiltonian (den diamagnetischen Term
o A? erhilt man aus 1’ = (e/2mc?)a - A X' + O(v*/c*))

2 4
€ 2 1 N e -\2 B . p
H{l + WA = % (p — EA) =+ 6¢ — ﬁa R
h2(AG)  eh )
g2z Tl (Vo) Apl. (25.74)

Die Dynamik eines Spin-1/2 Teilchens im elektromagnetischen Feld ¢, A mit
relativistischen Korrekturen bis Ordnung (v/c)? ergibt sich zu (mit ¢(#) =
#(r) kénnen wir Vo A p ersetzen durch [r=1(8,¢)L]

1 e \2 PP\ eh (8,¢) . - eh’(A9)
H:—(“—fA) - L 7. [+ &P \29)
om \' ¢ +ed 2mc? <2m> Yy Ot 8m?2c?
Ho Feinstruktur
eh _
— 7. B. 25.75
2mca ( )
Zeeman

Kombiniert man den orbitalen- und Spin-Zeeman Term erhéilt man
Hzeeman = —5—B- (L + 25), (2576)

und daraus den gyromagnetischen Faktor des Elektron Spins, g = 2. Man
kann argumentieren, dass der Darwin Term o« A¢ von der Verschmierung
des Elektrons iiber die Comptonskala’ h/mc herriihrt: Die Mittelung des
Potentials

(ea(F+67)) ~ (e6(F)+edr- Vo(F) + 5 (57 V)*6(F))
e 2
~ ed(r) + o (), (25.77)

ergibt einen Term der entsprechenden Struktur und Gréssenordnung. Die
entsprechenden Quantenfluktuationen in der Position des Elektrons laufen
unter dem Namen ‘Zitterbewegung’. Unschon ist, dass dieses Argument den
Spin nicht involviert, denn die Klein-Gordon-Gleichung zeigt keinen entspre-
chenden Term.

Eine tiefergehende Analyse zeigt, dass die Zitterbewegung von der Interfe-
renz positiver und negativer Energiezustinde her stammt: ein Zustand mit

"Die Comptonskala 7i/mc ist die Lingenskala der relativistischen Differentialgleichung.
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rein positiver (negativer) Energie zeigt keine Zitterbewegung. Die Streuung
an einem Potential mischt einem Zustand mit £ > 0 aber immer Zusténde
mit F < 0 bei. Innerhalb der Lochtheorie wird die Zitterbewegung wie folgt
interpretiert: Das Potential mischt einem F > 0 Zustand Komponenten mit
FE < 0 bei. Die Interferenz-Effekte, welche zur Zitterbewegung fithren, ent-
sprechen virtuellen e™—e~-Paaren. Das streuende e~ annihiliert das e™ und
das e~ des et—e -Paares iibernimmt seine Rolle. Das bedeutet, dass das
Elektron springt. Der Prozess wie in Abb. 25.3 skizziert ist ein Austausch-
prozess.

@ t (b)

Abb. 25.3: Feynmandiagramme zur virtuellen Elektron-Loch Paarerzeugung;:
(a) Vakuumpolarisation (direkter Term), &hnlich zum Diagram 19.6 des
Lambshifts, aber mit der Photonlinie ersetzt durch eine abgeschirmte Pho-
tonlinie mit einem Polarisationsloop. (b) Zitterbewegung (Austauschterm
zur Vakuumpolarisation). Das Elektron verschwindet (via Paarvernichtung)
um an einem anderen Ort (via Paarerzeugung) wieder aufzutauchen.

Die Ausdehnung der Zitterbewegung findet man mit folgender Abschitzung:
Die Lebensdauer At des virtuellen et—e~-Paares ist durch die Unschéirfere-
lation gegeben®: At ~ h/2mc?, woraus sich die Distanz Ar ~ cAt ~ h/me
ergibt.

Die Anwendung auf das Wasserstoff Atom ¢(r) = e/r ergibt eine Feinstruk-
tur die nur die Quantenzahlen n und j involviert, obwohl der Darwin-Term
nur zum Bahndrehimpuls [ = 0 und der Spin-Bahn-Term zu [ # 0 beitrégt.
Die Kompensation dieser Beitridge ergibt dann die Energie

Za)?  (Za)? n 3
T =E,; = —mc ( -2 25.78
i=Tme Y G2 (25.78)

8Gemiss Heisenbergschem Unschiirfeprinzip ist AEAt > 7, wobei AE durch die Ru-
heenergie mc? des Elektrons gegeben ist.
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25.5 Kovarianz der Dirac-Gleichung

25.5.1 Lorentzgruppe

Wir definieren die Lorentz-Gruppe L als Menge von 4 x 4 Matrizen A mit
der Eigenschaft,

ATGA = G,
A#ag,uVAVB = YaB>
1 0 0 0
1 0 0 -1 0 0
G = <0 _]13> = 0 0 -1 0 ; (25.79)

0o 0 0 -1

die Lorentztransformationen A lassen die Metrik G des Minkovski-Raumes
invariant. Diese Menge, zusammen mit der Operation ‘o’, der Matrix-
Multiplikation, definiert eine Gruppe’, die Gruppe der Lorentztransforma-
tionen L. Physikalische Lorentztransformationen sind reell und zerfallen in
vier Klassen die in der Tabelle 25.1 aufgelistet sind.

det Aoo Typ

El 1 > 1 | eigentlich, orthochron

Eﬁ_ 1 < —1 | eigentlich, nicht-orthochron
chl -1 > 1 | uneigentlich, orthochron

£l -1 < -1 uneigentlich, nicht-orthochron

Tabelle 25.1: Klassen der Loretzgruppe
Dieser Klassifizierung unterliegen die beiden Bedingungen

det A:

det(ATGA) = (detA)’detG = det@
= (detA)? = 1, (25.80)

(ATGA)oo = Afy—D (Ajo)* = Goo = 1,

J

91\/Iul‘ciplikation in einer Gruppe: mit A1, Az € L ist A1 o A2 € L, wobei die Assoziati-
vitat erfiillt ist und es existieren die Identitdt sowie inverse Elemente.
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=Aj = 14+ (M) > 1. (25.81)
J
Da die Grossen
detA =1 & detA = -1,
Ao > 1 & Ay < -1, (25.82)

nicht stetig ineinander iibergefiihrt werden kénnen, sind diese vier Klassen
nicht zusammenhingend. Nur 51 héngt stetig mit 1 zusammen und bil-
det eine eingeschrinkte Gruppe. Die anderen Klassen erhélt man aus L’i
durch die Transformationen P = Paritit, T" = Zeitumkehr und P71 deren
Kombination (dabei sind T, P € L),

pcl = cf,
Tl = £,
prcl = b (25.83)

Die Paritéits- und Zeitumkehr-Operation lassen sich durch folgende Matrizen
darstellen

1[0 0 0
01 0
F=10lo -1 0 |’
0j0 o0 -1
~1]0 0 0
01T 0 0
T = olo 1o | (25.84)
00 0 1

es geniigt somit, /31 zu studieren.

25.5.2 Der Sektor El

Der Sektor £1 von L lasst sich aus infinitesimalen Erzeugenden A konstru-
ieren,

A = P (25.85)
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welche durch die Bedingung
T O=c klein T
AMGA = (A4+eX)G(A+eN) = G
=MNa+ax = 0 (25.86)

charakterisiert werden. Somit gilt fiir die erzeugenden Matrizen A

Aoo Ao A2p  A3p —Xoo Aol Aoz Aos
Aot A1l Ao Az Ao A1 —Aiz —Ai3

_ . (25.87
Aoz A2 A2z Az A20  —A21 —A22 —Ao3 ( )
Aoz A1z A2z A3z A30  —A31 —A32 —As33

das heisst A,, = 0 und die verbleibenden sechs Freiheitsgrade definieren drei
symmetrische und drei antisymmetrische Generatoren.

3 symmetrische Generatoren

0|1 0 0
o = = 110 0 O
10 = wor = olo o o |’
0j]0 0 O
0]0 1 0
o = o — 00 0 O
20 = Wo2 = 110 0 o |’
0j]0 0 O
0]0 0 1
00 0 O
w30 = woz = olo o o (25.88)
110 0 O
3 antisymmetrische Generatoren
0j0 0 O
W = —wer = 00 -1 0
12 = 21 = ol1 o o |’
00 0 O
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0/{0 0 O
Wt = ey — 00 0 O
23 — 32 — olo o -1 y
0/{0 1 O
0 0 0 O
0| 0 0 1
w3l = —wiz = ol o o o (25.89)
0|-1 0 O
Kompakt kénnen wir schreiben
« 1 Aoa
(Waw)¥s = —5Emree™ s (25.90)

mit dem total antisymmetrischen Tensor €,,,\, und €9123 = 1. Die allgemein-
ste infinitesimale Lorentztransformation hat dann die Form (vgl. (25.86) mit

e=(&05), A = (wjk))
1
A = 1+ &wio+ §9¢€ijkwjk, (25.91)
und exponenzieren gibt die endlichen Transformationen
A = e'ﬁiin“!‘%eiEijkwjk' (25.92)

Folgende Beispiele machen den Sachverhalt an bekannten Transformationen
klar.

Rotation
Rotationen um die z = 3-Achse mit 5: 0 und 0 = (0,0,0),

RZ(Q) — e%93(w12—w21)
efswi2
1

1
:1+mm+§¥@ﬁ-9%§+m

3!
1 0 0 0
0 cosf —sinf O
0 sinf cosf O
0 0 0 1

, (25.93)

oder als zweites Beispiel der
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Boost
entlang der z-Achse mit € = (£,0,0) und 6 = (0,0,0),
La(@) = et

1 1
= 1+ &wio+ 55200%0 + 553@1}’0 +

coshé sinh¢ 0 0O

- sinhé coshé 0 0
= 0 0 1ol (25.94)

0 0 0 1

mit tanh§ = v/c.

25.6 Kovariante Dirac-Gleichung
Die Kovarianz der Dirac-Gleichung verlangt, dass der 4°" Spinor ¥ unter

Lorentztransformation geméss

U o= V() = SA)¥(x)
¥ = Az, (25.95)

transformiert, wobei S(A) die Bedingung (siche (25.19)
STINRS = AP (25.96)

erfiillen muss. (25.96) sagt uns, wie S(A) zu konstruieren ist. Da A € [i

durch die 6 Parameter 6; und &; festgelegt ist und zu jedem A € [,1 eine
Darstellungsmatrix S(A) im Diracraum, gehért kénnen wir fir S(A) den
folgenden Ansatz machen:

S(A) = eliBitzliciRin) (25.97)
wobei die 5 und 6 gerade A definieren,
A = e(éiwz'o-l-%@iaijkwjk), (25_98)

und die B; und R;; die Generatoren der Darstellung von £ im Dirac-Raum
sind. Fiir kleine Parameter {, g ist

1
S(A) = 1468 + S0icijn B,

1
A = 1+ &wio + §9¢€ijkw]‘k, (25.99)
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und mit

097

_ 1 1
STIAMS = (1-§B;— §9i5iijjk)'7'u(1 +&DB; + §9i5iijjk)

1
~ ' =&[Bi, "] — §9i€ijk[Rik,’Y“]
1

= MY+ &G(wio)* Y + §9i6ijk(wik)”ﬂ”,

fir alle Wahlen von E und 5, gilt durch Koeffizientenvergleich
_[Bivfyu] = (wio)ulf}/y:
—[Rjr V"] = (win)"”

Einsetzen von (25.88) fiir die Boosts ergibt

', Bi] =, !, Bi] = 8;7",
=B, = %VOVi7
und von (25.89) fiir die Rotation,
1, Rj] = 0, VY, Rkl = —=0i7" + 6y,
= Rj, = %’yj'yk.

Die erzeugenden Matrizen lassen sich durch die Diracmatrizen
P 0 o;
v o, 0
ausdriicken. Mit 4° = 8 und ' = Ba’, sowie 52 = 1 folgt sofort

und mit der Definition

erhalt man

(25.100)

(25.101)

(25.102)

(25.103)

(25.104)

(25.105)

(25.106)
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- 3(n 9 (o T)
2\-0g; O —op 0
_ _1(0jak 0 )z—is'kl<al O)
2 0 ojox 27/ 0 o
a0 D3
27 \1 0)\oy 0
—Eéjkl’)ﬁal. (25.107)

2

—

Damit ist die zu A(g, 0) € El gehorige Darstellung im Diracraum gegeben
durch

S(A) = ebtd—3704 (25.108)

Beispiele sind die Rotationen um 5, in é—Richtung, mit dem Winkel 6 (wir
benutzen, dass [y°,d] = 0, v°7° = 1, (i7°0 - @)% = —6?),

S(Rz) = cos g —i7°6 - @sin g, (25.109)

und die Boosts entlang f_:

S(Lg) = cosh 2 + ¢ - asinh (25.110)
Beachte, dass
E /
S(Lg)\Ilo’s(x) = E\Ilﬁs(x ) (25.111)
mit den geboosteten Grossen
t' = tcosh¢ + xsinhé,
2 = tsinh¢ + xcosh,
E = mcoshg,
p = msinh&,
v = tanh¢, (25.112)

das heisst, S boostet Vg nicht nach ¥z, sondern nach \/E/mW¥y: die
Normierung ist nicht kovariant. Beachte auch, dass S(R) = S(R)™! unitér
ist, wihrenddem fiir die Boosts gilt S(L)" = S(L). Die Dichte W ist somit
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nicht Lorentz invariant, wihrenddem die ‘metrische Dichte’ UU = Ui~y
Lorentz invariant ist. Offensichtlich muss dann gelten, dass

STA08 = 40 (25.113)
und somit auch
80 = 97! (25.114)
erfiillt ist, was man mit Hilfe der Relation

[’75041'7’70] = Oa
{7} = 0, (25.115)
leicht einsieht!?.

Eine letzte Bemerkung zur Kovarianz: Normalerweise betrachten wir eine
Kontraktion

ab,, (25.116)

als manifest kovariantes Objekt. In diesem Sinne koénnten wir die Dirac-
Gleichung ‘lesen’ als

(V'O —m)¥ = 0, (25.117)

mit dem Transformationsverhalten

Y = AEy”  «+ Vektor,
d, = (A~1Y,0, + Vektor,
V'(z') = U(x) <+ Skalar. (25.118)

Dies wére konsistent mit dem Transformationsverhalten wie auf Seite 577
diskutiert, und auch die Bedingung

(YA} = 29" (25.119)

wire erfiillt. Aber, dann hétte jeder Beobachter andere y-Matrizen zu
wéhlen, und natiirlich ist auch ¥ kein Skalarfeld. Wollen wir (25.15) wirklich

108chreibe ST1°S = 40 fiir kleine gund g auf.
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als forminvariant verstanden haben, so mochten wir fiir alle Beobachtern die
gleichen Matrizen
1 0
0 _

v = (0 Gi) (25.120)

—o0; O

vorgeben. Dann ist das entsprechende Transformationsgesetz gegeben durch

Y=k,
9, = (A—l);ay
V(') = S(A)¥(z),
¥ = Az, (25.121)

und * soll nicht als 4° Vektor aufgefasst werden.



Kapitel 26

Relativistische Teilchen:
Weyl-Gleichung

Masselose Fermionen haben einige interessante Eigenschaften die wir kurz
diskutieren wollen. Kandidaten fiir diese Teilchenfamilie sind die Neutrinos
(m, < 18 eV; Neutrino-Oszillationen weisen neuerdings auf eine endliche
Masse hin) und auch die nackten Massen von Quarks der ersten Generation
(up/down) haben kleine Betréige. Setzen wir in den Dirac-Spinoren

1
u(@s) = \[Ep+me? | _cd-p | X,
E, + mc?
co-p
v(p,s) = \/Ey+me | E,+me® | (—ioox¥), (26.1)
1

die Masse m = 0 ein, so erhalten wir (mit E, = cp)

ws) = VB () = VE ()

= u(p, ),
- - E o ﬁ . (s) E -2 o *
v(p, 8) - V&p 1 ( 102X ) — Vvop 1 ( ZUQX)\)
= (7N, (26.2)
mit x) dem 2-Komponenten Spin-Spinor mit Quantisierungsachse p,
1
g- ]5 X = 2\ XX A= iia

601
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G-poaxy = —020"-pX
— 2\ oah (26.3)

Da die (2-Block) Komponenten der 4" Spinoren (26.2) betragsméssig gleich
sind gilt

YulBA) = 22u(f,N),
Yo\ = =2 u(p, ), (26.4)
mit
5 (0 1
. —(1 ). (26.5)

das heisst u und v sind Eigenvektoren zu +°. Weiter sind
1
P = -(1+7° 26.6
L = 5 (1£7) (26.6)

die Projektion auf die Eigenzustinde von +°. Der Operator v° definiert die
Chiralitidt des Zustandes und wirkt auf 4 und v gleich wie der Helizitdtsope-

ratori-ﬁmit
= g 0
s - (1), )

Damit erhalten wir bei positiver Helizitét, A = 1/2, rechtshéndige Teilchen
(beschrieben durch w(p, )) bzw. linkshéndige Anti-Teilchen (v(p, —4)) mit
den Eigenschaften (vgl. Abb. 26.1)

Yu@y) = u@p),
(ﬁ, 1) = v(B—3), (26.8)
vu(py ) = (),

P+v(7 3) = (@ —3), (26.9)
—u(p ) = 0,
_o(p,—1) = 0, (26.10)

und linkshéndige Teilchen (u(p, —1)), rechtshindige Anti-Teilchen (v(p, 1))
mit negativer Helizitit A = —1/2 charakterisiert via

) = —u@ —3),
) = —v(B ), (26.11)

v u(p, —
¥ u(

SIS ST
[N

—
)
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Piu(p,—3%) = 0,
Poo(p k) = 0, (26.12)
P_u(p,—%) u(p, —3),
Poo(p ) = o(fb). (26.13)
o o
—_— -
—— ——
P p P P
Helizitat + Helizitat —

Neutrinos im Standardmodell

Abb. 26.1: Teilchen positiver (links) und negativer (rechts) Helizitét.
Letztere sind relevant im Standardmodel wo linkshéndige Neutrinos und
rechsthindige Anti-Neutrinos auftauchen — die Paritdtssymmetrie ist ge-
brochen.

Beachte, dass die rechts- und linkshéndigen Zusténde nur dann ihre Identitét
behalten konnen, wenn m = 0 ist: Masselose Teilchen haben kein Ruhesy-
stem und ihr Impuls kann nicht durch Umkehrung der Bewegung geéndert
werden, womit die Helizitét eine Invariante der Bewegung ist (dieselbe Situa~
tion fixierter Helizitét haben wir bereits beim Photon angetroffen). Da sich
der Impuls unter Paritdt P umkehrt, wihrenddem der Spin invariant ist un-
ter P, sind diese Zusténde nicht paritétsinvariant: Mit dem Paritétsoperator
7° gilt Py 9 = Yo Px und 4° transformiert einen rechtshiindigen Zustand in
einen linkshéndigen und umgekehrt. Man kann zeigen (siehe spéter), dass
die Dirac-Gleichung fiir m = 0 in die Weyl-Gleichungen zerfillt,

iho'® = Fep- VYR, (26.14)

welche unter Rauminversion nicht manifest kovariant ist. Die Weyl-
Gleichung wurde deshalb als physikalisch relevante Gleichung verworfen, bis
schliesslich in den 60-er Jahren die Paritatsbrechnung der schwachen Wech-
selwirkung entdeckt wurde. Im Standardmodell kommen nur linkshéndige
Neutrinos und rechtshindige Anti-Neutrinos vor, womit die Paritét explizit
gebrochen wird.
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26.1 Alternative Herleitung der Dirac-Gleichung

Wir moéchten eine relativistische Gleichung fiir ein Spin 1/2-Teilchen auf-
stellen. Fiir ein geladenes Teilchen (mit Ladung ¢) soll die Substitution
D= p— qf_f/ ¢ die Kopplung an das elektromagnetische Feld erzeugen. Ins-
besondere erwarten wir dann einen (Spin-Zeeman) Term der Form

g% — 1 3. B (26.15)
im Hamiltonian. Der (nichtrelativistische) kinetische Hamiltonian

7 2’4 (26.16)
m

vermag diesen Term nicht zu erzeugen, wohl aber der Operator

" 1
o = %(U'P)(U'P)a (26.17)

der ebenfalls auf die kinetische Energie p?/2m fiihrt, da

pioipjo; = oip; + (1/2){0i, 05}pip; = p°.

Die minimale Kopplung ans elektromagnetische Feld ergibt dann den Ha-

miltonian®

1
H = %5 (P —qA/c)d - (P~ qA/c)
1 - qh N
= —(F—qgA/c)? - 13.B. 26.1
o (7= A/ - g (26.18)

Damit erhalten wir den gyromagnetischer Faktor g = 2 fiir ein Spin-1/2
Teilchen mit Ladung ¢ aus der nichtrelativistischen Gleichung (26.17).% Er-
weitern wir (26.17) auf eine relativistische Theorie, so soll gelten (mit ¥
einem 2-er Spinor)
E? — 2p% = m2é
LE=ihdy, p=—ihV, p*— (G P
(ihdy — c& - p)(ihdy + cG - ) U = m?c U, (26.19)

'Wir benutzen die Gleichung (7- A) (G- B)=A-B+id-(AAB).
2Protonen, Neutronen, etc, werden durch den QCD Lagrangian beschrieben.
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Aus (26.19) machen wir mit Hilfe des iiblichen Tricks

1
VR = (ihd; + cF - §) T,

mc
Uho= U, (26.20)

eine vierkomponentige Differentialgleichung 1'*** Ordnung,

(ihdy — cG - p)IR = mc? Uh,
(ihdy + c7 - p)T* = mc® T*, (26.21)
Mit dem 4-er Spinor
R
Ty = (t;) (26.22)

erhalten wir die Dirac-Gleichung in Weyl-Darstellung (wir setzen h = ¢ = 1),

(W0, —m) Ty = 0 (26.23)
mit
0 0 1 i 0 —0;
wo= \10)0 ™WT\g 0 )
1 0 , ,
g = (0 ]l), Bk} = 20, (26.24)

Mit der Definition des Dirac-Spinors

PR gl 1 1
U, = (@R_QL) = <]1 _1> Uy, (2625)

erhélt man die Dirac-Gleichung in der Dirac-Darstellung
(iv50, —m)¥, = 0, (26.26)

mit den Matrizen

(])1> . (26.27)
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26.2 Masselose Fermionen in Weyldarstellung:

Die folgenden Projektoren in Weyldarstellung

1

1 0
W
= (5 0)
w {00
- = (0 1)’

projezieren den 4-er Spinor Wy, auf rechts- und linkshéndige Zusténde,

(26.28)

PV, = OF
PV, = U (26.29)

Die zwei zweikomponentigen gekoppelten Gleichungen (26.21) entkoppeln
fiir den masselosen Fall m = 0 und wir finden die Gleichungen

ihd, UM = fed - pORE,
~—~
E=pc>0
pc = E > 0, (26.30)

mit den Eigenzustéinden
: ]A)\IIR = \IIRa
POt =~k (26.31)

Q QA

das heisst, ¥® und U™ haben die Helizitdten +1 und —1.

26.2.1 Einbettung im Standardmodell
Innerhalb des Standardmodels gibt es drei Klassen fundamentaler Teilchen

— Spin-1/2 Fermionen; 3 Generationen von Quarks und Leptonen.

— Spin 1 Eichbosonen, v, W+, Z% zur elektroschwachen Kraft; Gluonen
in acht Farben zur Quanten-Chromo-Dynamik QCD.

— Spin 0 skalares Higgs-Teilchen, welches den W+ und Z° eine Masse
gibt.



26.2. MASSELOSE FERMIONEN IN WEYLDARSTELLUNG:

Quarks Leptonen

Farbe | Ladung Masse Ladung Masse
1 up RGB 2/3 ~5 MeV e -1 ~ 0.5 MeV

down RGB -1/3 ~7 MeV Ve 0 <18 eV
5 charme RGB 2/3 | ~15GeV ¥ -1 | ~105MeV
strange RGB -1/3 | ~ 200 MeV Vi 0 < 0.25MeV
3 top RGB 2/3 | ~174GeV T -1 ~1.8 GeV
bottom RGB -1/3 | ~45GeV Vi 0 <35 MeV

607

Abb. 26.2: Die drei Generationen von Spin-1/2 Fermionen im Standardmo-

del.

Die drei Generationen von Spin-1/2 Fermionen sind in der Tabelle 26.2 zu-
sammengefasst. Davon haben wir die Elektronen und Neutrinos behandelt
die der Diracgleichung gehorchen, sowie die sich aus zwei Quarks ergebenden
m-Mesonen die durch die Klein-Gordon Gleichung beschrieben werden: zwei
Quarks g ¢ plus Gluonen ergeben farblose, bosonische Mesonen, drei Quarks
qr Gz G plus Mesonen plus Gluonen ergeben die farblosen, fermionischen

Barionen.
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Wichtige Symbole

Einige Symbole die nicht eindeutig sind, werden hier erklért; griechischen
Symbole am Ende der Liste.

al Aufsteige- oder Erzeugungs- Operator
dv Volumenelement, infinitisimales

E Energie oder Energieeigenwert

& Energieeigenwert

€ Energieeigenwert

Eijk Levi-Civita-Tensor, der antisymmetrische Tensor
e >0 Elementarladung

e~ Elektron

e Exponentialfunktion

H Hamilton-Funktion

H Hilbertraum

H, Hermitsche Polynome

magnetisches Feld

Wellenfunktion (meist eines Teilchens)

Wellenfunktion (meist mehrerer Teilchen oder Spinoren)
Spin-Wellenfunktion

=< &S o
S
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