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Ubung 1. Stabilitit von Gleichgewichtslagen

Zeige, dass eine Gleichgewichtslage x¢ eines geladenen Teilchens (Ladung e, Masse m) in
einem &dusseren, zeitlich konstanten elektrischen Feld E(x), d.h. E(xq) = 0, im Vakuum
instabil ist.

Hinweise:

(i) Es gilt E = —V¢, wobei das elektrische Potential ¢ die Poisson Gleichung A¢ = 0
erfiillt.

(ii) Schreibe die linearisierte Bewegungsgleichung um den Punkt xo in der Form z = Az
(vgl. Kapitel 4.1 Skript).

(iii) Die Hesse-Matrix des Potentials H;;(x¢) = 853;7_ (x0) ist diagonalisierbar. Finde
die Eigenwerte und Eigenvektoren von A in Abhingigkeit vom Eigenspektrum der

Hesse-Matrix.

(iv) Sei M eine diagonalisierbare Matrix mit Eigenwerten {);} und Eigenvektoren {}

und
()

Zeige: Dann sind die Eigenwerte von A gerade uf = +iv/ ) und die dazugehorigen
Eigenvektoren { (&, 1 &)}

(v) Zum Beweis der Instabilitdt nehme vereinfachend an, dass die Hesse-Matrix des
Potentials ungleich Null ist. Dies entspricht der Annahme, dass die Storung der
Gleichgewichtslage in fiihrender Ordnung linear ist.

Losung. Die Gleichgewichtslage xq ist durch E(xg) = —V¢(x¢) = 0 gekennzeichnet, d.h. sie ist ein
stationéirer Punkt des Potentials ¢. Die Linearisierung der Bewegungsgleichung mx = eE(x) um xq
herum, dx = x — xg, lautet (Taylorentwicklung)

mox = —eH (xo) 6% ,

wobei H(x) die Hesse-Matrix des Potentials ¢ an der Stelle x( ist. Im Sinne von Kapitel 4.1 aus dem
Skript lasst sich die Bewegungsgleichung schreiben als

z2=Az, mit z=<§§), A:(—eH(S(O)/m g). (L.1)

Da die Hesse-Matrix per Definition symmetrisch ist, sind ihre Eigenwerte alle reell. Ist Ay € R ein
Eigenwert von H(xp), so sind ,u,f = +iy/eA;/m Eigenwerte von A. Um die Stabilitidtsbedingung Re uf <
0, vgl. Gl. (4.1.27) im Skript, zu erfiillen, muss daher sgn(el;) = +1 (kK = 1,2,3) gelten, d.h. die
Vorzeichen der Eigenwerte der Hesse-Matrix miissen alle das gleiche Vorzeichen haben wie die Ladung
des Teilchens. Dies folgt daraus, dass fiir \/e\;/m € iR entweder Re pu; > 0 oder Re u;f > 0 gelten
muss.

O.B.d.A. e>0,also A\, >0 (k=1,2,3).



Da tr [H(xo)] = A¢(xg) = 0, gilt fiir die Eigenwerte A\r, € R von H(xg)

NE

A =0, (L.2)
k

Il
—

wobei nicht alle A\; verschwinden konnen, da H(xg) # 0 angenommen wurde. Somit kann die Stabi-
litdtsbedingung A\, > 0 (k = 1,2, 3) nicht gelten.

Das Ergebnis kann auch direkt eingesehen werden. Gl. 7?7 bedingt, dass das Potential ¢ in xq einen
Sattelpunkt besitzt. Insbesondere gibt es (mindestens) eine Richtung, lings der ¢ in x; maximal ist.

Damit ist xq eine instabile Gleichgewichtslage bzgl. Auslenkungen in diese Richtung.

Ubung 2. Koordinatenunabhingingkeit der Euler-Lagrange Gleichungen

Sei y(t) = {(t,q) : q = q(t),to <t < t1} eine Kurve in R x R?. Weiter sei F(q,q,t) die
Funktion von R? x R? x R — R fiir welche das Funktional ® = fttol F(q,q,t)dt die Linge
der Kurve angibt.

(a) Welche Form nimmt das Funktional ® in kartesischen Koordinaten an? Welche in
Polarkoordinaten?

(b) Gib die Euler-Lagrange Gleichungen in beiden Koordinatensystemen an.
(c) Lose die Differentialgleichungen in beiden Koordinatensystemen und zeige, dass die

Losungen gleich sind.

Losung.

(a) Kartesische Koordinaten:

Betrachte ein infinitesimales Stiick der Kurve 7, welches durch ds = +/dz? + dy? gegeben ist.

Durch Multiplikation mit % auf beiden Seiten bekommen wir

ds ] dz\? dy 2
b= raann = (2) 4 (2) .

Somit hat das Funktional in kartisischen Koordinaten die folgende Form:

t1
o= / Vi + Rt (L.4)
to

Polarkorrdinaten:

Fiir Polarkoordinaten sind « = r cos ¢ und y = rsin . Durch ableiten bekommen wir & = 7 cos ¢ —
r¢sin e und ¥ = 7 sin @ + r¢ cos . Eingesetzt in Gl. 77 ergibt das

ty
o= / Vi r2p2dt (L.5)
to

Die Form des Funktionals héngt also vom gewéhlten Koordinatensystem ab.



(b)

Die Euler-Lagrange Gleichungen in kartesischen Koordinaten sind:

d 0 0
aoit = or
d o
Y9 Jeaie2
“aap Ve =0 (L.6)
dt /32 4 g2 o
und
40,_9
atoy Oy
éig\/fv%Ly'?:O
dt 0y (L.7)

In Polarkoordinaten:

und

+ G35 (VPERR) = o (VP R) (L9)

d r2p
=5 — | ——=] =0
dt /72 4 7n2¢2
Aus der vorherigen Aufgabe kénnen wir uns leicht iiberzeuegen, dass in diesem Fall die Differen-
tialgleichungen einfacher in kartesischen Koordinaten zu 16sen sind.

Aus 4 < \/W) 0 folgt T const. Das Gleiche gilt fiir e mit einer (moglicherweise)
anderen Konstante. Daher:

dr dy

“ar = a
L (L.10)
dx

=y=Czx+ D,

womit wir bewiesen haben, dass die kiirzeste Streck zwischen zwei Punkten eine Gerade ist.

Zur Vollstandigkeit noch in Polarkoordinaten: O.B.d.A. kénnen wir den Anfangspunkt der Kurve
2 .
bei 7 = 0 wihlen. Aus Gl. ?? folgt, dass ———~2— = const. und mit der Wahl des Anfangspunktes

Ny
. r?o o . . . . o .. . _ .
gilt dann Wi 0 fiir alle Zeiten. Das heisst aber ¢(t) = 0 fiir alle ¢t und somit ¢ = const. Die
kiirzeste Verbindung vom Ursprung zum Endpunkt (71, ¢1) ist somit eine Gerade mit Polarwinkel

©1-

Insbesondere ergeben die Behandlung mit Polarkoordinaten und mit kartesischen Koordinaten
das gleiche Resultat.



m,

Abbildung 1: Ebenes Pendel

Ubung 3. Lagrangefunktion im homogenen Schwerefeld

Abbildung 1. zeigt ein ebenes Pendel mit Masse ms im homogenen Schwerefeld, wobei
sich der Aufhdngungspunkt (der selbst die Masse my besitzt) entlang einer horizontalen
Geraden bewegen kann.

(a) Finde die Lagrangefunktion.
Hinwets. Driicke die kartesischen Koordinaten der Masse my durch die x-Koordinate
der Masse m; und den Winkel ¢ aus.

(b) Bestimme die Bewegungsgleichung und linearisiere sie.

(c) Bestimme die Losung der linearisierten Bewegungsgleichungen in Abhéngigkeit der
allgemeinen Anfangsbedingungen ¢(0) = ¢q, ©(0) = wy, 2(0) = o und (0) = vp.
Interpretiere die Losung.

Losung.

(a) Durch Einfiihrung der Koordinate x des Massenpunktes m; und des Winkels ¢ zwischen dem
Pendelfaden und der Vertikalen, kénnen wir die kartisischen Koordinaten des Massenpunktes mo
schreiben als

xo =x+ Isiny,

(L.11)
Yo = —lcos
Somit ist die kinetische Energie
1.1 2, .2
T = 2m1x + 2m2 (9:2 +y2)
1 1
= §m1:t2 + 5me (i’Q + 2l cos p + 122 cos? ¢ + 122 sin? ga) (L.12)
e ;—mQ %+ % (l2<,b2 + 2l cos gp) ,



und die potentielle Energie
V = —magl cos p. (L.13)

Somit ist die Lagrangefunktion des Systems gegeben durch

L=T-V= wﬁ + % (lng2 + 21 cos ) + magl cos ¢ . (L.14)

Fiir  sind die Euler-Lagrange Gleichungen %g—é = % und

d (OL d
( ) = —((m1 + ma)Z + malp cos p)

dt \o& ) dt
= (M1 + ma)F 4+ Mol cos @ — malp? sin @, (L.15)
dL
2
dx
Fiir ¢ sind sie %% = %’ wobei

L
d (8 ) = i(mglng—l—mgla'c cos ©)

dt \op ) — dt
= mol®P + mali cos p — maolipsin g, (L.16)
dL o .
— = —melE sin p — magl sin .
dy

Dies fiihrt zu den Bewegungsgleichungen

(m1 + ma)@ 4+ mal@ cos o = malp? sin g,
2. . . (L.17)
mal”p + mald cos ¢ = —maglsin ¢.

Um zu linearisieren nehmen wir an, dass sowohl ¢ als auch ¢ klein ist. Dadurch erhalten wir die
vereinfachten Gleichungen

. ma .
P4+ ——1p=0, L.18
mi + mo 14 ( )
T+ 1= —gp. (L.19)

Durch Einsetzen von Gl. 7?7 in Gl. 7?7 kommt man auf

i 5=,
my + ma (L.20)

¢ = —OJ2§07

ma

wobei w? = g nfm?. Die allgemeine Losung fiir ¢ lautet daher
1

©(t) = po cos(wt) + il sin(wt), (L.21)
w
mit @ = ¢(0) und wy = $(0). Damit lédsst sich die allgemeine Losung fiir z aus Gl. 7?7 herleiten:
.. ma - ma
E=—l——p=g9—¢
m1 + mo mq

(L.22)
m mo Wo m m
= z(t) = —g—“ig cos(wt) — g—Q—g sin(wt) + (vo + 922w0> t+ (xo + 922<p0> .
mq w mi w w* mq W mq
Fiir das Pendel handelt es sich dabei um eine harmonische Schwingung mit der Winkelgeschwin-

g mi+mo

; . Beachte, dass dies fiir m; — oo gerade mit \/? iibereinstimmt, was der
ma

digkeit w =
Winkelgeschwindigkeit eines ungestérten Pendels im Schwerefeld entspricht. Der Massenpunkt m;y
fiihrt die Pendelbewegung ebenfalls aus, allerdings in die entgegengesetzte Richtung und mit ande-
rer Amplitude. Ausserdem kann seine Bewegung (je nach Anfangsbedingung vy und wp) von einer

gleichférmig geradlinigen Bewegung iiberlagert sein.



