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Ubung 1. Reeller Energieerwartungswert. Zeige Gleichung (2.4.5) aus dem Vorlesungs-
skript,
(H) =(H)" (1)

wobei H = % + V().

Lésung. Zuerst zeigen wir (p°)* = (p?):
W) = [ (Bt (R @)
= 752/dx\11(x,t) (8,2 ")(x, t)

Eine zweifache partielle Integration liefert (wobei wir annehmen wollen, dass die entsprechenden Randterme
verschwinden)
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Ubung 2. Untere Schranke fiir Energie-Eigenwerte.

Beweise fiir ein Teilchen in einem nach unten beschrénkten dreidimensionalen Potential V' (x),

d. h. m]iR% V(x) =V > —o0, dass fiir den tiefsten Eigenwert (Grundzustands-Eigenwert) F; von
pdS

H=-EA+V(x) git:
Ei>W

Hinweis: Berechne [p,d®z 11 (x)* (Ht1)(x) fiir die Grundzustands-Eigenfunktion 1 (x) und fiihre

an geeigneter Stelle eine partielle Integration durch, wobei | 1|im 11(x) = 0 zu beachten ist.
X|—00

Loésung. Schrodinger-Gleichung;:
hQ
Ey=Hyp=——AY +V(x)y
2m
Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit ¥ (z,¢)* und integrieren anschlissend bzgl. der Variablen x
iiber die reellen Zahlen so erhalten wir:

Bo= [ e ()

= g [, @000 A0)60 + [ w60 V) v,

2m g3



Im ersten Term rechts machen wir die partielle Integration mit Hilfe der Formel
V- (YY) = div(y" V) = [Vel* +¢" Ay

und dem Gauss’schen Theorem

/ d*c divA :/ dS (n-A), n ist normal zur der Oberfliche S,
% s

wobei das Oberflichenintergal mit A = 1"V verschwindet fiir die normierbare Funktionen . Es ergibt sich
dann

E = —Qth / d " (x) At (x) + / &’z (x)V (x)3(x)
= 2%1 /dS:c\V1/J(x)\2 + /dSJs[V(x)—%]|¢(x)|2 +Vo /d3$|w(x)|2 =
>0 >0 !

ged. Diese untere Schranke gilt sowohl fiir die Erwartungswerte der Energie in einem beliebigen Zustand, als auch
fiir alle Energie-Eigenwerte.

Ubung 3. Zeitableitungen von Erwartungswerten.

Betrachte ein Teilchen der Masse m in einer Dimension, das einem &usseren Potential V(x)
R? 92

ausgesetzt ist. Der Hamiltonian fiir dieses quantenmechanische System ist also H = —g- 25 +
V(z).
(a) Zeige

d

) = —(V(@)

wobei V’(z) die Ortsableitung von V(z) ist. Verwende dieses Resultat anschliessend um
Gleichung (2.3.7) aus dem Vorlesungsskript,

2
&) = V(@) ®)

m

zu verifizieren.

(b) Nun wollen wir verstehen inwiefern Gleichung (2) sich zur Newtonschen Bewegungsglei-
chung fiir die ”klassische Position” (x) umformen lésst. Dies ist genau dann der Fall wenn
(V'(z)) = V'({x)) gilt. Nehme im Folgenden ein homogenes Potential V (z) = Vj 2™ an mit
Vo >0und n € N.

Fiir welche n gilt

(V@) =V'((z)) 7 3)

¢) Welche Gleichung erfiillt der Erwartungswert (z) fiir n = 2 und Vo = 2mw?? Lose diese fiir
(c) g g 5
d

die Anfangsbedingungen (z)(t = 0) = 0 und (—t<x>) (t=0) = vp.



Loésung.

(a) Unter Verwendung von (0, ¥)(z,t) = (HV)(x,t) und H hermitesch finden wir elementar

(%@)) ® - %/Rdxllf(x,t)*?(aw\lf)(%t)

= %/Rdx ((0:) (z,t)" (02T)(, t) + U(z, )" (0:0:F)(x,t))

= /Rdx (H)(z,1)" (0.9)(z,t) — U(z,t)* (. HY)(, 1))
= ,21 dz (AT)(z,8)" (80) (2, t) — U(z, )" (A W)(x, 1))

m Jr

+/Rdac (V(2)¥ (2, 1) (0:0)(x,t) — Tz, t)" (3VT)(x, 1))

Beim ersten Integral kénnen wir den ersten Term zweimal partiell integrieren. Wie wir bei Ubung 1 gesehen
haben fillt dann das erste Integral weg. Wir finden des weiteren

(%(p)) @t = /Rda: (V(2) ¥(z,t)" (8:9)(z,t) — V(2) U(z,t)" (8.9)(z,t) — V'(z) U(z,t)" U(z,1))
= —(V'(z))

Dieses Resultat impliziert mit Gleichung (2.3.6) aus der Vorlesung,

d 1

a( )= E<p> )
schlussendlich

d? d

m(fE@) 0 = G0
- (V@)

Es gilt

(V'(z)) = nVo(e" ")
Die rechte Seite stimmt (fiir alle Wellenfunktionen ) lediglich fiir die Fille n = 0, 1, 2 mit dem erwiinschten
Ausdruck nVp(z)" " = V'({z)) iiberein. Die Gleichheit fiir n = 0, 1,2 ist klar. Dass Gleichung (3) fiir n > 2
nicht fiir alle Wellenfunktionen gilt scheint intuitiv klar zu sein und kann aber auch mithilfe der funktionalen
Ableitung gezeigt werden. Da die Gleichheit im gegebenen Falle dann fiir alle Wellenfunktionen gelten muss,
folgt fiir beliebiges o (t sei fest und wir unterdriicken es in der Notation):

6‘1/?330) e = 6‘1/?%) ((wye)"™" “

Wir berechnen im Einzelnen (n > 2):

6 n—1 o 6 n—1 *
5T (z0) (" e = 50 (z0) /dxx V()" U(x) (5)
= g (¥(zo) + ¥(z0)") (6)
und
6 n—1 _ n—2 6

m((xﬂ) = (n-1)({z)w) m@)w (7)
= (n—1) ({@)w)" " zo(¥(z0) + ¥(z0)") (8)

dies fiihrt fiir generische Wellenfunktionen auf (n — 1) ((z)w)" > = xo" "2 und somit gilt Gleichung (3) nur
fiir n = 0, 1, 2.

Firn=2und V), = %mwQ

nimmt 2 die Form
d? 9
mﬁ@) = —mw”(x)

Die eindeutige Losung zu den Anfangsbedingungen lautet

(x)(t) = % sin wt



Ubung 4. Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld.

Wir betrachten die Schrodingergleichung fiir ein Teilchen der Masse m und Ladung ¢ in drei
Dimensionen unter dem Einfluss eines dusseren, im Allgemeinen zeitabhéngigen, elektromagneti-
schen Feldes, welches in der iiblichen Weise durch die Potentiale ¢(x,¢) und A(x,t) beschrieben
wird. Hierbei bezeichnen fett markierte Symbole Vektoren, insbesondere x die Position des Teil-
chens. Der zeitabhéingige Hamiltonian fiir das Teilchen ist dann gegeben durch

H= o (p—gA 0P +ad(xt) )

Sei im Folgenden A eine beliebige aber fest gewéhlte Eichtransformation, die die Potentiale
gemass

oA
b= = o- o (10)
A>A = A+VA (11)

transformiert. Wir wissen bereits, dass sich dadurch das entsprechende elektromagnetische Feld
nicht &ndert. Im Folgenden mochten wir untersuchen wie sich die Wellenfunktion W(x, ¢) des Teil-
chens unter dieser Eichtransformation veréindert, wobei wir die Forminvarianz der Schrodinger
Gleichung unter Eichtransformationen annehmen wollen, d.h. es gilt auch fiir die umgeeichte
Wellenfunktion V', ihd, ¥’ = H'U', wo H' durch (9) gegeben ist (mit den Potentialen ¢/, A').
Zusitzlich fordern wir noch, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte |¥(x,t)|? unveréindert bleibt,
d.h. wir nehmen an ¥ (x,t) = !X W(x,t), mit einer reellwertigen Funktion x(x,t). Leite
eine inhomogene partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir xy her und iiberpriife, dass
X = $A + const eine Losung ist.



Lésung. Wir berechnen

2m(H'U")(x, )

((?v A (%0 2mq¢'<x,t)) (X0 (x, 1))

(49— 0800 = (VA1) + 2ma(x, ) — 2ma@A)x.1) ) (00,0

GV A1) — g(VA)(x, t)) RECR) (?v — qA(x,t) — ¢(VA)(x, 1) + A(VX)(x, t)) U(x,t)
+e" 0 2mg (6(x, 1) — (Bi4) (x, 1)) U (x, t)

= X0t (?V —qA(x,t) — q(VA)(x,t) + i(Vx)(x, t)) U(x,t)

e X0 2mg (6%, 1) — (BuA) (x, 1)) U, )
- eix(xt) 2m(HW)(x, t) + et X5t ((—q(VA)(X, t) + A(Vx)(x, t))

EIENCD ( (—q(VA)(x,t) + A(VX) (%, 1)) (?V —qA( x, t))

2

T (’?v A(x, t)) (—a(VA) 6. 1) + B(VX) (36, 1)) — 2ma(BeA)(x,) ) W1

1

und

(0,0 (x,t) = ihd; e XN W(x, t)
e XD in(0, W) (x, 1) — R(Bex) (x, 1) (x, 1)

Die Forminvarianz der Schrédingergleichung zusammen mit der Abkiirzung €2 := Ay — gA fiihrt dann auf

0= ((@0) + 5 (V) + 5 (V) - (2 — gA) + 5 (27— gA) - (V)W (12)
Wir sehen dass 2 = const, das heisst x = A+ mit k € R, eine Losung ist. Die Eindeutigkeit (bis auf eine reelle
Konstante) folgt jedoch erst wenn man die Invarianz von Erwartungswerten séimtlicher Observablen fordert. In
der Tat kann iiberpriift werden, dass die Invarianz des kinetischen Impulses mv := %V — qA(x,t) impliziert, dass
Q lediglich von der Zeit abhéingt. Diese Tatsache zusammen mit Gleichung (7) liefert dann direkt Q = const und
somit die Eindeutigkeit der Phase x bis auf eine reelle additive Konstante.



