Quantenmechanik I. Ubung 7.

HS 10 Abgabe: Di 16. November 2010

1. Verschiebungsoperatoren und kohérente Zusténde

i) Seien U(s) = e~ /" und U(t) = /" die Translationen in Orts und Impulsraum, und
V(a) = e % wie im Skript. Zeige, dass i.A. V(a) und V(8) nur bis auf eine Phase
kommutieren:

V(@V () = IV (B)V(a) (1)
Wie lautet die entsprechende Beziehung zwischen U(s)U(t) und U(t)U(s)? Wann kom-

mutieren V' («), V(8) bzw. U(s), U(t)?

ii) Die kohérenten Zusténde |a) = V() |0) (mit a |0) = 0, (0|0) = 1) sind nicht orthogo-
nal. Zeige:

(on]an) = exp(—% jan — asf? + iIm(aras)) . @)

Hinweis: Fithre die Berechnung von (o |as) auf jene von (0| V' («) |0) zuriick.

iii) Zeige, dass die Linearkombinationen der kohirenten Zustinde dicht in L*(R) liegen,
d.h.
{¢la) =0, (a€C) = | =0.

Hinweis: Betrachte die Funktion f(a) = el*/2 (1)|a) und verwende, dass die Eigen-
zustiande |n), (n € N) des harmonischen Oszillators eine orthonormierte Basis bilden.

iv) Leite die Zerlegung der Eins in Projektoren |a) («| auf kohdrente Zustdnde her:

: [C a) (o] d(Rea)d(Ima) = 1 (3)

bzw.

1

ﬁ/k&@ (z,p|dzdp =1, (4)

mit |z, p) := |a) fir vV2ha = x + ip.

Hinweise: Wegen (iii) geniigt es, Matrixelemente (| - |y) der vorkommenden Ausdriicke
zu betrachten. Verwende den Hinweis aus Aufgabe 6.1 zur Berechnung der auftretenden
Gaussschen Integrale. Bemerkung: Heuristisch entspricht nach (4) jeden Phasenvolumen
2mh ein quantenmechanischer Zustand, wie bei der Sommerfeld-Quantisierung.

2. Ein halber harmonischer Oszillator

Betrachte ein Teilchen in einer Dimension und im Potential



Finde Eigenwerte und Eigenfunktionen des entsprechenden Hamiltonoperators in Einheit-
enm=~h=1.

Hinweis: Der divergente Teil des Potentials kann durch eine Randbedingung ¢ (z = 0) = 0
fir die Wellenfunktion auf x > 0 ersetzt werden.

3. Partnerpotentiale

i) Betrachte die beiden Hamiltonoperatoren auf H = L?(R)

2

He= L 4 @) £ () (5)

da?

fiir eine reelle Funktion ¢(z). Zeige:

a) Hi ZO

b) Die Partner H. haben dieselben Eigenwerte A mit der moglichen Ausnahme von

A =0.

¢) A = 0 kann Eigenwert von hochstens einem Partner sein. Fiir welche ¢(x) ist dies
der Fall? Die Anwort ist “topologisch”: sie &ndert sich nicht, wenn ¢(z) auf einem
beschréinkten Intervall abgeéindert wird.

Hinweise: Fiir welche Funktion ¢(x) ist (5) mit dem harmonischen Oszillator verwandt?
Passe die Definition des Vernichtungsoperators a so an, dass Hy = azay mit a_ = a,
ay = a*, und verwende ihn wie in der Vorlesung. Zu (c): formuliere die Antwort anhand
einer Stammfunktion Q(x) von ¢(x), (@' = q). Bemerkung (fiir die fernere Zukunft): Die
Partner H. bilden ein supersymmetrisches Paar.

ii) Beschreibe in Worten die Partnerpotentiale fiir ¢(z) = x + g2?, (g klein). Zeige, dass
H fiir g # 0 unitér dquivalent sind. Diskutiere den Limes ¢ — 0 in Bezug auf die Anwort

auf (c).
iii) Ein Analogon von (5) auf L?(R") ist
Hy = —A+ ¢(x)* £ div (7). (6)

Eigenschaften (a-c) gelten dank kleinsten Anpassungen der Herleitung im Fall n = 1.
Zeige bloss: Ein notwendiges Kriterium dafiir, dass A = 0 ein Eigenwert von H, oder H_
ist, ist, dass ¢ ein Gradientenfeld ist (¢ = V Q).



