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1. Rechnen mit Kommutatoren

i) Der Kommutator [A, B] = AB — BA zweier Matrizen oder Operatoren A, B ist linear
in A, B und antisymmetrisch: [B, A] = —[A, B]|. Zeige die Produktregel
[A, BC| = [A, B]C + B[A, (]
und die Jacobi-Identitét,
(A, [B,C]]+[B,[C, Al +[C,[A,B]] =0.

ii) Ausgehend von (i/h)[P, X] = 1 zeige, dass fiir Polynome f(z), g(p)
P SOOI = F(X) L (P, X] = g/(P)

gilt, wobei f(X), g(P) iiber Summen und Produkte von Matrizen definiert sind.
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iii) Leite die Vertauschungsrelationen des Drehimpulses L her: Zeige, dass die Komponen-
ten L; = X; 1P — XivoPir (1 =1,2,3 mod 3) den Vertauschungsrelationen

[Lit1, Lita] = 1hL;
geniigen. Hinweis: (i/h)[P;, X;] = d;;.

2. Bewegung auf der Geraden

Ein Teilchen der Energie E lauft von x = —oo gegen das Potential
0 >a/2
vy =0 elzael2 oy
Vo (lz| <a/2)
AV (z)
Vo
- b =
—a/2 1 a2 x
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Lose die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung Hvy = Ev mit dem Ansatz
Vr(r) = Aje™™ 4 Bre (x < —a/2), k=k(E)
Urr(z) = Agel™® + Boe'” (|z| <a/2), [ =1(E, V)
Qﬂ[[[(l’) = Ageikx (33 > a/2) .

Berechne den Transmissions- (T = |A3/A;|*) und Reflexionskoeffizienten (R = |B;/A;|?)
in den beiden Fillen (a) 0 < E < V5 und (b) 0 < Vj < E, mit dem Ergebnis: Es ist
R+T=1und



) AB(Vy — B)
AE(Vy — B) + V2 sinhQ( Ma)

I(E)
72

im Fall (a); und mit den Ersetzungen Vj — E ~ E — Vj, sinh ~» sin im Fall (b).
Hinweise: Bei x = +a/2 sind ¢ (z) und di/dx stetig. Im Fall (a) ist [ rein imaginér.

Skizziere den Verlauf von T'(E). Klassisch wére (a) T(E) = 0, (b) T'(E) = 1. Im Unter-
schied dazu ist quantenmechanisch (a) T'(E) > 0 (Tunneleffekt) und (b) 7'(E,) = 1 nur
fiir bestimmte Energien E,, (Transmissionsresonanzen). Welche? Was passiert fiir i — 07

3. Galilei-Transformation und Schrédinger-Gleichung

i) Unter einer Galilei-Transformation O’ — O transformieren Ort und Impuls geméss
r=7"+at, p=p" +mi, (1)
wobei u die Geschwindigkeit von O’ beziiglich O ist. Die Transformation der Wellenfunk-
tion kann wie folgt heuristisch gefunden werden: Bis auf eine noch zu bestimmende Phase
e/ ist
i7" 3 /R

N eiﬁ-(a‘:’fﬁt)/h . eia/h _ ei[(ﬁ’+mﬁ)-(ffﬁt)+a}/h _ (2)

Bestimme a = «(,t) (unabhéngig von p) auf eine der folgenden Weisen:

e Falls die Galilei-Transformation (1) mit einer weiteren, p” = p” +muv, zusammengesetzt
wird, so ist die resultierende Phase in ¢ %"/" — l¢/haiP@/1 {Qieselbe wie die der einen
Transformation p'= p” + m(0 + @).

e Eine Funktion S(p”, Z, ) stiftet eine kanonische Transformation (p”’, ¥") — (p, ), sofern
die Auflésung der Gleichungen

oS a8
= —_— _): — 3
aﬁ/ Y p af ( )
nach p, Z moglich ist. Dabei ist H' = H + (05/0t). Beachte, dass Sy = p” - Z die Identitéit
7' =&, p' = pstiftet. Fasse (2) als e %'/h — oS0 Z0/h quf. Zeige, dass S (1) stiftet und
bestimme « derart, dass S = S fiir @ = 0 und allgemein H' = p’?/2m fiir H = p*/2m.
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Hinweis: Das Ergebnis ist a(d,t) = mu?t/2.
ii) Zeige, dass (2) auf ein Wellenpaket
w/(f/’t) _ (27Th)_3/2/l/sl(ﬁ/,t)eiﬁ/'f,/hdzap,
angewandt die quantenmechanische Galilei-Transformation
W@, 1) = (T — at, t)erm@ET2)

liefert. Verifiziere schliesslich die diesbeziigliche Invarianz der freien Schrodinger-Gleichung
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1 ist eine Losung, falls ¢’ eine ist.

Hinweis: Die Losung von Teil (ii) erfordert jene von Teil (i) nicht, sondern nur dessen
Ergebnis.



