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Aufgabe 10.1 Symplektische Geometrie

Gegeben sei eine n-Form F im dreidimensionalen Raum. Berechne die äussere Differen-
tiation dF für n = 0, 1, 2.

a.) • n=0 Hier ist F nur eine skalare Funktion. Zeige, dass dF = gradF , wobei
gradF als Vektor in der Basis ei = dxi aufgefasst werden kann.

• n=1 Zeige, dass man dF als rotF schreiben kann, wobei F ein Vektor in der
Basis ei = dxi ist und rotF ein Vektor in der Basis fi = 1

2
εijkdx

j ∧ dxk ist.

• n=2 Zeige, dass man dF als divF schreiben kann, wobei F ein Vektor in der
Basis fi = 1

2
εijkdx

j ∧ dxk ist und divF ein Vektor im eindimensionalen Raum
mit der Basis s = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ist.

Tipp: Benutze Gleichung (6.5.8) im Skript für den Fall das ϕ eine 0-Form ist:

d(ϕψ) = dϕ ∧ ψ + ϕ ∧ dψ (ϕ ist 0-Form)

Weiterhin gilt, dass zweimaliges Anwenden von d immer Null ergibt.

b.) Zeige mit Hilfe der im Skript erwähnten Eigenschaften des d-Operators:

• Aus divB = 0 folgt, dass ein Vektorfeld A existiert, sodass B = rotA.

• Aus rotE = 0 folgt, dass ein Skalarfeld ϕ existiert, sodass E = −gradϕ.

Aufgabe 10.2 Kanonische Transformation

Gegeben sei die Hamiltonfunktion des harmonischen Oszillators

H(q, p) =
p2

2m
+

1

2
mω2q2.

a.) Berechne die Bewegungsgleichung für q(t) und p(t).

b.) Zeige, dass die Transformation

q =

√
2P

mω
sinQ

p =
√

2Pmω cosQ (1)

eine kanonische Transformation ist.

c.) Berechne die Bewegungsgleichung für Q(t) und P (t) und vergleiche mit a) durch
Einsetzen in (1).



Aufgabe 10.3 Erhaltungsgrössen

Der Poissonsche Satz (S. 88) besagt, dass die Poissonklammer zweier Erhaltungsgrössen
wieder eine Erhaltungsgrösse ist. Zeige dies für die Komponenten des Drehimpulses. Be-
rechne die Poissonklammer {Li, Lj} und zeige, dass

{Li, Lj} = εijkLk.


