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Aufgabe 11.1 Das Theorem von Peter und Weyl im Spezialfall G = SU(2)
Mit Hilfe der Abbildung ® : S% — SU(2),

(1)

T1 +ixes —x3+ 124
(w1, 32,23, 14) = <

T3 +1ixry T1 — X9

(ein Diffeomorphismus) lassen sich Masse auf SU(2) durch Masse auf S* ausdriicken und umge-
kehrt. Man kann zeigen, dass dann das Haarsche Mass p auf SU(2) dem rotationsinvarianten,
normierten Mass v auf S® entspricht:

wA) = v(@7H(A) (2)

fiir alle messbaren Mengen A C SU(2). Zu jedem U € SU(2) existieren o € [0,7)! und V €
SU(2), so dass U = VU (a)V ! mit

U(a) = ( Y ) (3)

Gleichzeitig sind U(a;) und U(ag) mit oy # as (a1, a2 € [0, 7)) indquivalent. Demnach lassen
sich die Konjugationsklassen von SU(2) durch « € [0, 7) parametrisieren. Die zu o gehorende
Konjugationsklasse bezeichnen wir mit [«]. Nach der Anwendung von ® entspricht der Parameter
a € [0,7) dem Winkel 6 € [0, 7) in der Polarkoordinaten-Parametrisierung

r1 = cosf

To = sinfcosf

xr3 = sinfsin [ cosy

x4 = sinfsinFsiny (4)

(0,8 € [0,7) und 7 € [0,27)) der S3. Die Abbildung ® bildet demnach jeden “S2-Grosskreis”
{2(0,8,7)]0 = 6} in S? auf die zugehorige Konjugationsklasse [fp] in SU(2) ab.

(a) Sei Q2 das rotationsinvariante, normierte Mass auf der S3, welches iiber (2) das Haarsche
Mass auf SU(2) definiert. Zeige, dass

dQ = # sin? 0 sin 3 d9d3dy. (5)
Mit dem Skalarprodukt
(f) = [ F@h()dulo) (6)
SU(2)

wird der Raum L?(SU(2), 1) zu einem Hilbertraum. Das Peter-Weylsche Theorem besagt, dass
die Charaktere {xr,}; ein VONS im Raum der Klassenfunktionen (ein linearer Unterraum in
L?(G, 1)) bilden.

(b) Beweise das Peter-Weylsche Theorem im vorliegenden Spezialfall G = SU(2).

"'Nicht [—, ), weil ( o ) € SU(2).



Hinweise: (1) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass

_sin(2j + 1o
~ sin(a)

x;(U) (7)

fiir alle U € [a]; (2) Aus dem expliziten Ausdruck fiir das Haarsche Mass der SU(2) ergibt sich

(F1, F) = 2 /0 i Fi(a)Fy(a)sin?(a) do (8)

™

fiir alle Klassenfunktionen Fi, Fb.

Aufgabe 11.2 Die Clebsch-Gordan Reihe fiir SU(2)
Ziel dieser Aufgabe ist die Ausreduktion der Tensorprodukt-Darstellung D;, ® D;, von SU(2):

Dj1 & Dj2 = @ Dj & CNJJ'U?. (9)
J

Hinweise: (1) Die Spur ist additiv unter der Operation “direkte Summe” und multiplikativ unter
der Operation “Tensorprodukt”; (2) in der Vorlesung wurde gezeigt, dass

GU) = 3 e (10)

m=—j

fiir alle U € [a] ([ bezeichnet die zum Winkel a gehtrende Konjugationsklasse von SU(2)).

Aufgabe 11.3 Bellsche Ungleichung

Eine klassischen Theorie setzt sich zusammen aus einem Zustandsraum A (der “Phasenraum”:
eine Mannigfaltigkeit) und einer Menge A von reell- oder komplexwertigen Funktionen (die
“Observablen”) auf A. Ein klassischer Zustand ist ein Wahrscheinlichkeitsmass p auf A. Der
Erwartungswert E,,(A) der Observablen A € A bzgl. dem Zustand p ist die Zahl

Bu(4) = [ A0 du() (1)

Durch (A - B)(\) := A(\)B(\) erhalten wir aus bestehenden Observablen neue Observable. Im
Folgenden betrachten wir ein zusammengesetztes System ¥ = Y1 V Yo. Der Zustandsraum von
3 ist A = Ay x Ao. Wir nennen eine Observable A des zusammengesetzten Systems X lokal bzgl.
¥, falls eine Observable A; € A; existiert, so dass A(z,y) = Ai(z) fiir alle z € A und y € As.

Theorem [Bellsche Ungleichung?] Nehme an, ein physikalisches System ¥ = ¥; V 3y sei
durch eine klassische Theorie mit Zustandsraum A = A; X Ay beschrieben. Die Observablen
auf 3 bilden eine nicht weiter spezifizierte Menge A reellwertiger Funktionen A : A — R. Des
weiteren seien Aj, A2, B; und Bs Observable mit den folgenden Eigenschaften:

1. Der Wertebereich der Observablen A, Ag, By und By ist {£1}.
2. Die Observablen Aj, As sind lokal bzgl. ¥4.
3. Die Observablen By, By sind lokal bzgl. Y.

Dann gilt:
‘EM(Al ’ Bl) + EM(AQ ’ Bl) + Eu(Al ’ BQ) - EM(A2 ’ B2)| <2 (12)

fiir alle Zusténde p.

2Genau genommen ist dies die sog. CHSH-Ungleichung: sie ist die heutzutage am hiufigsten verwendete For-
mulierung der urspriinglichen Bellschen Ungleichung



(a) Beweise diese Behauptung.

Wir gehen nun iiber zur quantenmechanischen Beschreibung eines Experiments, mit dem Ziel
die Giiltigkeit der Bellschen Ungleichung im Rahmen der Quantenmechanik zu priifen. Das be-
trachtete physikalische System besteht aus zwei unterscheidbaren Spin-1/2 Teilchen. Wir gehen
davon aus, dass im Experiment die folgenden Punkte beriicksichtigt werden:

1. Der Zustand der Spin-Freiheitsgrade der Teilchen ist
§ - ( - )
= U Q@u| —u| @ uy),
V2 T ! ! T

wobei ut,u| € C? Eigenzustinde des Spinoperators S3 sind: Szup = +§u¢ , S3u) = —gul.
2. Das zur Verfiigung stehende Experiment erlaubt die Messung der Observablen
A1 =031, Ay =01 ®I

und ] 1
B =—(0®o3+1I®01), By:=—
1 ﬂ( 3 1) 2 NG

3. Die Messung von A; resp, As beeinflusst nicht das Ergebnis der Messung von Bj resp. Bs
(und umgekehrt), falls die zweite Messung kurz nach der ersten erfolgt.

(H@Ug—ﬂ@o‘l).

Die klassische Observable A - B (A, B € A) entspricht der quantenmechanischen Observablen
AB (A, B € B(H)). Demnach entspricht der quantenmechanische Ausdruck

|w(AlBl) —|—w(AQBl) —I—w(AlBQ) —w(AQBQ)| (13)

(w bezeichnet einen beliebigen quantenmechanischen Zustand) dem klassischen Ausdruck, der
auf der linken Seite der Bellschen Ungleichung (12) auftritt.

(b) Die Aussage “die Quantenmechanik verletzt die Bellsche Ungleichung” bedeutet, dass (13)
betragsmissig nicht < 2 ist. Zeige dies unter Annahme des geschilderten Experiments.

Wir folgern, dass die quantenmechanische Beschreibung des beschriebenen Fxperiments nicht
durch eine lokale klassische Theorie reproduziert werden kann. Die tatséchliche experimentelle
Uberpriifung der Verletzung der Bellschen Ungleichung und die Bestitigung der Vorhersagen
der Quantenmechanik gelang A. Aspect, J. Dalibard und G. Roger im Jahr 1982.



