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Kapitel 1

Einfiihrung

Die Thermodynamik (TD) befasst sich mit den makroskopischen Eigenschaf-
ten eines Vielteilchensystems (typischerweise ~ 1023 Teilchen) im thermody-
namischen Gleichgewicht. Letzteres konnen wir operativ definieren, indem
wir das interessierende System sich selbst iiberlassen und (geniigend lange)
warten — das thermodynamische Gleichgewicht ‘stellt sich ein’. Die Auf-
gabe der kinetischen Gastheorie, der statistischen Mechanik und der sto-
chastischen Prozesse wird es sein, die Thermodynamik mikroskopisch zu
begriinden und zu erweitern. Erweiterungen der Thermodynamik betreffen
Phénomene nahe am Gleichgewicht, insbesondere der Einbezug von Fluk-
tuationen in der Ndhe von Phaseniibergéingen, und der Transport in klei-
nen Kraftfeldern, also wiederum nahe am Gleichgewicht. Werden die Krifte
gross, so treten Nichtgleichgewichtseffekte auf (z.B., Nichtlinearitdten im
Transport) und wir verlassen das Gebiet der traditionellen Thermodyna-
mik/statistischen Mechanik.

1.1 Zustandsgrossen

Werkzeuge der Thermodynamik sind die thermodynamischen Zustandsgrissen,
z.B., einfache, direkt messbare Zustandsgrossen wie

der Druck p und das Volumen V'

die Temperatur T

das Magnetfeld H und die Magnetisierung M

— das chemische Potential @ und die Teilchenzahl N
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Abgeleitete Zustandsgrossen folgen aus den thermischen und kalori-
schen Zustandsgrossen, zum Beispiel

— die innere Energie U

— die Entropie S

— die freie Energie F'

— die Gibbssche freie Energie G
— die Enthalpie H

— das thermodynamisches Potential 2.

Die verschiedenen Zustandsgrossen sind nicht unabhéngig: Betrach-
ten wir zum Beispiel ein (ideales) Gas, so kann dessen thermodynamischer
Gleichgewichts-Zustand durch zwei der drei Gréssen p, V, T vollstandig
beschrieben werden. Die restlichen Zustandsgrossen werden durch die ther-
mische Zustandsgleichung (thZG)

f,V.T,...)=0 (1.1)
und durch die kalorische Zustandsgleichung (kZG)
U=U(TV,..) (1.2)

festgelegt. Natiirlich kénnen wir in der kalorischen Zustandsgleichung ein
beliebiges Paar von thermodynamischen Variablen wéhlen, z.B., U(p,T).
Bekannte Beispiele fiir die thZG und die kZG sind die entsprechenden Be-
ziehungen fiir das ideale Gas,

3
pV = nmolRGasT und U= §nmolRGasT7

wobeil Ny und Ragas die Molzahl und die Gaskonstante bezeichnen.

Wir unterscheiden zwischen intensiven Variablen wie p, T, u, H, ...
und den dazu konjugierten extensiven Variablen wie V, S, N, M, ....
Die extensiven Variablen skalieren mit der Systemgrosse und -menge. Das
Verstédndnis der intensiven Variablen ist weniger trivial: intensive Varia-
blen sind Gleichgewichtsparameter, z.B. charakterisiert 7' ein bestimmtes
Gleichgewicht (GG) dahingehend, dass zwei isolierte Systeme je im Gleich-
gewicht bei 77 und 75 nach thermischem Kontakt einem neuen GG bei T,
T1 < T < Ty, zustreben, sieche Abb. 1.1. Ein Gradient VT # 0 in der Tempe-
ratur 1" erzeugt Warmetransport, ein Gradient 6,u im chemischen Potential
1 erzeugt Teilchentransport, ein Gradient ﬁp im Druck p erzeugt mecha-
nischen Transport. Umgekehrt wird das Gleichgewicht durch den Zustand
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T T, GG
- nGG,
o Wérmetransport
T GG
Zeit
Y

Abb. 1.1: Die Temperatur T als Gleichgewichtsparameter: Bringt man zwei
Systeme mit den Temperaturen 77 und 75 in thermischen Kontakt, so strebt
das Gesamtsystem einem neuen Gleichgewicht zu, welches durch eine zwi-
schen 17 und 75 liegende Temperatur T' charakterisiert wird, 177 < T < T5.

mit der minimalen Information (z.B., T = const, u = const, p = const)
beschrieben.

Vom mathematisch/technischen Standpunkt her gesehen gibt sich die
Thermodynamik mit mehreren Variablen und damit mit Funktionen mehre-
rer Variabler ab. Betrachten wir zwei Zustéinde A und B im Zustandsraum,
siche Abb. 1.2, z.B., charakterisiert durch ps g und T4 p. Eine Zustands-
grosse Z besitzt die sie charakterisierende Eigenschaft, dass sie nur vom
Zustand (z.B., A oder B) abhingt, nicht aber von der Art und Weise, wie
dieser Zustand erreicht wurde. Es gilt also

ZB—ZA+/ dZ—ZA+/ dz;
7 72

entsprechend gilt fiir die Schleife v = 1 — 7o,

/ dZ =0 (1.3)
Schleifery

(offensichtlich ist V' eine Zustandsgrosse). Wir konnen die scheinbar tri-
viale Aussage machen, dass Z eine Zustandsgrosse ist, falls eine Funktion
existiert, so dass Z = Z(gewéhlter Satz unabhéngiger Variablen) ist. In
der Thermodynamik werden wir vielen Grossen begegnen, welche keine Zu-
standsgrossen darstellen. Wir begegnen ihnen zumeist in differentieller Form,
z.B., die am System geleistete Arbeit 6W = —pdV oder die dem System zu-
gefiihrte Wérme 6@Q); beide Grossen sind keine (vollstdndigen) Differentiale
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und es gibt demnach keine Zustandsgrosse, welche die dem System insgesamt
zugefiithrte mechanische Arbeit oder Wirme beschreibt.

Vv

f(p"/;T) =0

Ny

Abb. 1.2: Zustéinde A und B im Zustandsraum beschrieben durch die Va-
riablen p, V und T'. Thermodynamische Gleichgewichtszusténde sind durch
die Zustandsgleichung f(p,V,T) = 0 definiert; die durch die Bedingung
f(p,V,T) = 0 definierte Fldche legt die erlaubten Gleichgewichtszustinde
fest. Beachte, dass sich der Zustand B via vielen moglichen Wegen ~ aus
dem Zustand A erzeugen lisst. Fine Zustandsgrdosse Z hat die sie charakte-
risierende Eigenschaft, dass sich der Wert Z4 in A aus dem Wert Zg in B
unabhéingig vom Weg v ergibt.

1.2 Differentiale

Zentral fiir die mathematische Entwicklung der Thermodynamik ist das
Versténdnis von Funktionen mehrerer Variablen und ihre Differentiale, wel-
che wir nun etwas genauer betrachten wollen. Sei Z(x,y) eine Zustands-
grosse, x und y die gewahlten unabhéingigen Zustandsvariablen. Dann ist

dZ = Xdx+Ydy,

0Z 0Z
-~ y = 2
ox y7 0y 1”
0X oYy

X =
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1.2.1 Integrabilitéit

Die letztere Relation ist notwendig und hinreichend fiir die Integrabilitéit des
vollstindigen Differentiales Xdz+Ydy.! Zu (1.4) dquivalent ist die integrale
Bedingung

fﬁzza (1.5)

Bei zwei unabhéingigen Variablen x und y kann jedes Differential Xdz+Y dy
durch Multiplikation mit einem integrierenden Faktor vollstéindig gemacht
werden.

Der Sachverhalt kompliziert sich mit zunehmender Zahl der Variablen:
Die Integrabilitéit einer n-Form Y} Xjdxy, erfordert, dass die n(n — 1)/2
Bedingungen 0X;/0z, = 0X}/0x; erfiillt sind. Kompakt lassen sich diese
Bedingungen als das Verschwinden der n-dimensionalen Rotation des Vek-
torfeldes Z(Z) = X formulieren, V x Z = 0.

Fiir n = 3 Variablen verlangt die Integrabilitét von Zi:l Xpdzy mit
VxZ # ( via integrierendem Faktor, dass die Bedingung

—

Z.VxZ=0 (1.6)

erfiillt ist, d.h., Z L V x Z. Das vollstindige Differential > Xpdxy, nennt
man auch Pfaffsches Differential.

1.2.2 Beziehungen

Folgende Beziehungen zwischen Differentialquotienten werden sich als niitz-
lich erweisen: Betrachte die Grossen x, y, z, welche die Bedingung f(x,y, z) =
0 erfillen. Dann gilt fiir z(y, 2), dz = Jyx|.dy + 0.x|,dz und fir do = 0,
x = const findet man die Kettenregel

o
oy

0z

9y| 0z
» 0T

=—1. 1.
E (L.7)

Y

Dabei haben wir zusétzlich benutzt, dass die Inversion gilt,

0z 1
% Y - % ’ (18)
82’ Yy

was aus z(z,y = const) via dz = 0,2|ydx, 1 = 0,2|,0,x|, folgt.

Soll heissen, gegeben ein Differential X dz+Y dy mit 9, X = 8,Y, also ein vollstindiges
Differential, so existiert eine Stammfunktion Z(x,y), so dass dZ = Xdz + Ydy.
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Schliesslich betrachten wir noch zusétzlich die Funktion w(z,y). Wir
koénnen dann die Funktionen z(y,w) und y(z,w) konstruieren mit den Dif-
ferentialen

Yy

ox ox
d:—’d 7’61, dy =2
o Bywy+8wyw 4 0z

Jy
d A
w Z+8w

dw

z

Bei konstantem w erhalten wir durch Einsetzen dz = 0yx|,,0.y|wdz und
damit die Kettenregel bei fixem w,

837‘ oy  Ox

= ] === 1.
aywaZu} 82”111 (9)

1.3 Reversible und Irreversible Prozesse

Zustandsénderungen sind ein wesentliches Element der Thermodynamik.
Man unterscheidet zwischen reversiblen und irreversiblen Prozessen (Zu-
standsidnderungen). In einem reversiblen Prozess werden die Kontrollpara-
meter langsam verdndert, dergestalt, dass bei Umkehrung der Kontroll-
parameter der Prozess ebenfalls umgekehrt wird. Wahrend dieses quasi-
statischen Prozesses bleibt das System zu jeder Zeit im thermodynamischen
Gleichgewicht. Der Prozess ist dann durch die Angabe weniger Parameter zu
jedem Zeitpunkt vollstindig charakterisiert (gesteuerter Prozess). Natiirli-
cher sind die irreversiblen Prozesse: dabei verldsst das System die Mannig-
faltigkeit der thermodynamischen Gleichgewichts-Zusténde und erreicht den
Endzustand via Relaxation aus einem Nichtgleichgewichts-Zustand. Ent-
sprechend kann der Prozess nicht durch wenige Parameter beschrieben und
daher auch nicht umgedreht werden. Typische Beispiele fiir derartige Prozes-
se sind die reversible und freie isotherme Expansion eines Gases, vgl. Abb.
1.3.

A Y 0 A Y

Abb. 1.3: Isotherme Expansion eines Gases: reversibel, durch gesteuerte Ver-
schiebung des Kolbens (links) und frei (rechts) durch Uberstromen in ein
Volumen.

Im reversiblen Prozess wird die Expansion durch die Position des Kol-
bens kontrolliert — die Umdrehung der Kolbenbewegung dreht den Pro-
zessablauf um. Im irreversiblen Prozess strémt das Gas durch das Loch —
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eine Umdrehung des Prozesses erfordert die Umdrehung von =~ 10?3 Teilchen.
Beide Prozesse fithren fiir ¢t — oo zum selben Endzustand. Wahrenddem
sich ein reversibler Prozess innerhalb der Mannigfaltigkeit der thermodyna-
mischen Gleichgewichtszustéinde abspielt, verlédsst ein irreversibler Prozess
diese Mannigfaltigkeit, vgl. Abb. 1.4. Wollen wir berechnen, wie sich der
Zustand B vom Zustand A unterscheidet, so miissen wir die Evolution des
Systems von A nach B durch einen reversiblen Prozess beschreiben (sonst
haben wir keine Chance).

irreversibel

f(p,V,;T)=0

o 'i—"
\/
<

A

P

Abb. 1.4: Ein irreversibler Prozess verldsst die Flache der thermody-
namischen Gleichgewichtszustéinde definiert durch die Zustandsgleichung
f(p,V,T) =0.

1.4 Prozesstypen

Weiter werden Prozesse oft unter Restriktionen wie T° = const, p = const,
V' = const durchgefiihrt — man spricht von isothermen, isobaren und iso-
choren Zustandsédnderungen. Isoliert man das System beziiglich Warmeaus-
tausch mit der Umgebung, so heisst der Prozess adiabatisch.

Will man einen Prozess isotherm oder isobar ablaufen lassen, so braucht
man Reservoire. Dabei vermag ein Warmereservoir der Temperatur 7' dem
betrachteten System beliebig viel Warme abzugeben/zu entziehen, ohne dass
sich deshalb die Temperatur des Warmereservoirs dndern wiirde. Der Kon-
takt mit einem Wéarmereservoir erlaubt daher die Ausfithrung eines isother-
men Prozesses. Oft gebraucht wird das Teilchenreservoir. Der der Tempera-
tur T" entsprechende Gleichgewichtsparameter des Teilchensreservoirs ist das
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chemische Potential . Ebenso wird das Druckreservoir durch den Gleichge-
wichtsparameter p = Druck charakterisiert.

1.5 Waiarme und Arbeit

)

Von besonderer Wichtigkeit in der Thermodynamik sind die Begriffe ‘Wirme
und ‘Arbeit’ (tatséchlich ist die Thermodynamik die Theorie der Dampf-
und Wéirmekraftmaschinen). Der Begriff der Arbeit ist aus der Mechanik
bekannt, 0W = Fdx. Mit px Fliache=Kraft erhalten wir daraus

OW = pFdx = pdV. (1.10)

Wir schreiben hier ‘6’WW um anzudeuten, dass pdV kein vollstédndiges Diffe-
rential darstellt; da dV vollstandig ist, konnen wir p als ‘desintegrierenden’
Faktor interpretieren. Der Wérmebegriff ist schwieriger zu definieren. Wie-
derum ist Wérme keine Zustandsgrosse — es gibt keinen fiir den jeweiligen
Zustand charakteristischen Warmeinhalt des Systems (Wérme ist kein Stoff
— das Phlogiston existiert nicht). Man definiert daher die auf das System
iibertragene Warmemenge 6@ indirekt via der resultierenden Temperatur-
erhohung dT',

6Q = cdT. (1.11)
Der Koeffizient ¢ heisst spezifische Wirme. Dabei soll keine Arbeit am Sys-
tem geleistet werden, d.h. V' = const. Als weiteres Charakteristikum be-

merken wir, dass Arbeit in Wérme umgewandelt werden kann (der inverse
Prozess ist nicht trivial). Das bringt uns auf das Thema FEinheiten.

1.6 Einheiten

Wir messen die

1.6.1 Temperatur T

in °C (Grad Celsius) oder K (Kelvin),

AT |39 (H,0) = 100 °C oder =100 K (1.12)
TO =T ‘Schmelzen(H2O> = 273.15 K oder =0 OC;

den
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1.6.2 Druck p

in Torr, atm, bar, Pa,

1 atm(Atmosphédre) = 760 Torr (760 mm Hg) (1.13)
1 at(techn. Atmosphire) = 9.81-10* N/m? (~ 10 m H,0) = 0.981 bar,
lat = 0.968 atm, (1.14)

1bar = 10° N/m* = 10° Pa (Pascal);

die

1.6.3 Wirmemenge ()

in cal (Kalorien), kcal, J, erg, Ws,

1lkcal = 0Q (ATHZ? OCCHQO bei Normaldruck) = 4187 J,
2k
17 = 12258 1 Ws =107 erg; (1.15)

2
die
1.6.4 Stoffmenge n

in Mol, g,

1 Mol Stoff ~ Z Atomgewichte - g, [Gramm-Mol]. (1.16)
Atome im Stoff

Zum Beispiel ist ein Mol Wasser

1 Mol H,O £2-1(H)+1-16(0)=18g¢g (1.17)
1 Mol = 6.022 - 1023 Molekiile

wobei die Normierung via des Kohlenstoffs definiert ist,
1 Mol 2C = 6.022-10%-12-1.66044-10"* g =12¢g, (1.18)

wo 1.66044 - 10724 g einem Zwolftel der Masse eines '?C-Atoms entspricht.

1.7 Materialkoeffizienten

Schliesslich fiihren wir noch einige oft benutzte Verkniipfungen zwischen
Druck p, Temperatur 7' und Volumen V ein, welche der Charakterisierung
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von Medien dienen.

1

der Ausdehnungskoeffizient o= LoV ,
vV or|,
1

der Spannungskoeffizient B = — @ ;
p OT'|y,
1 0V

die (isotherme) Kompressibilitét K = 7 %p .

: L R 1oV

die (adiabatische) Kompressibilitt ks = —= = . (1.19)

V 0plg

Diese Quotienten sind experimentell einfach zugénglich und deshalb geeig-
nete Parameter in der Darstellung vieler Resultate.

1.8 Thermodynamik als axiomatische Theorie:
Drei Hauptséitze

Die Thermodynamik ist eine axiomatische Theorie. Sie beruht auf drei ein-
fach zu formulierenden Hauptsétzen, welche von weitreichender Bedeutung
sind.

1.HS: Jedes thermodynamische System besitzt eine fiir dasselbe charak-
teristische Zustandsgrosse, die Energie U. Sie wichst nach Massgabe
der zugefithrten Warme 6¢@) und nimmt ab um die vom System nach
aussen geleistete Arbeit dWW. Fiir ein abgeschlossenes System gilt der
Satz von der Erhaltung der Energie.

2.HS: Jedes thermodynamische System besitzt eine sie charakterisieren-
de Zustandsgrosse, die Entropie S. Man berechnet sie, indem man
das System aus einem willkiirlich gewahlten Anfangszustand in den
jeweiligen Zustand des Systems durch eine Folge von Gleichgewichts-
zustdnden tiberfithrt, die hierbei schrittweise zugefithrte Wéirme 6Q)
bestimmt, letztere durch die erst bei dieser Gelegenheit zu definie-
rende ‘absolute Temperatur’ T' dividiert, und sdmtliche Quotienten
summiert.

Bei den wirklichen Vorgéngen/Prozessen nimmt die Entropie eines
nach aussen abgeschlossenen Systems zu.

3.HS: Beim absoluten Nullpunkt néhert sich die Entropie einem vom Druck,
Aggregatszustand, usw. unabhingigen Wert Sy. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit ist Sy = 0.

Im folgenden werden wir die drei Hauptséitze diskutieren, begriinden, und
ihre Konsequenzen aufzeigen. Im Verlauf dieser Betrachtungen entwickeln
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wir die Thermodynamik als ein Beziechungsgewebe zwischen den Zustands-
grossen. Zur historischen Entwicklung der Thermodynamik und der statis-
tischen Mechanik sei auf die folgenden Tabellen verwiesen.

Galileo Galilei
(1564-1642)

Robert Boyle
(1627-1691)
Richard Townley
(17. Jahrh.)
Edmé Mariotte
(1620-1684)

Gabriel Daniel Fahrenheit
(1686-1736)

René Antoine Réaumur

(1683-1787)

Anders Celsius
(1701-1744)

Daniel Bernoulli
(1700-1782)

Joseph Black
(1728-1799)

Benjamin Thomson
(Graf von Rumford)
(1753-1814)

John Dalton
(1766-1844)

Joseph Louis Gay-Lussac
(1778-1850)

Pierre Louis Dulong
(1785-1838)
Alexis Thérese Petit
(1791-1820)

um 1600

1661-76

1714/1715
1730
1742

1738

1760
1762

1798

1801
1808-1827

1802

um 1819

Thermometer

Gesetz von Boyle-Mariotte

Temperaturskala
Temperaturskala

Temperaturskala

‘Hydrodynamica’:
Kinetische Gastheorie
Kalorimetrie,
Entdeckung der latenten
Wiérme

Kanonenrohrversuche

Partialdruckgesetz
chemische Atomtheorie

Gesetz von Gay-Lussac

Dulong-Petitsches Gesetz
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Nicolas Léonard Sadi
Carnot (1796-1832)

Benoit Pierre Emile
Clapeyron (1799-1864)

Robert Brown
(1773-1858)

Julius Robert Mayer
(1814-1878)

James Prescott Joule
(1818-1889)

Hermann von Helmholtz
(1821-1894)

Rudolf Clausius
(1822-1888)

William Thomson
(Lord Kelvin of Largs)
(1824-1907)

Walter Nernst
(1864-1941)

James Clerk Maxwell
(1831-1879)

Ludwig Boltzmann
(1844-1906)

Joseph Stefan
(1835-1893)

Wilhelm Karl Werner
Wien (1864-1928)

Max Karl Ernst Ludwig
Planck (1858-1947)
Josiah Willard Gibbs
(1839-1903)

Albert Einstein
(1879-1955)

Peter Josephus Wilhelmus
Debye (1884-1966)

1824

1834

1828

um 1850

um 1850
1865

1850
1852

1906
1860
1877

1879

1893/94
1896

1900

1870
1902

1905

1912

Warmekraftmaschine

Wiarmekraftmaschine
Verdampfungswéirme

Brownsche Bewegung

Energiesatz

2.HS, kinet. Wirmelehre
Entropiebegriff

absolute Temperatur
Zweiter Hauptsatz

Dritter Hauptsatz

Maxwellsche
Geschwindigkeitsverteilung

S=klnW

Stefan-Boltzmann-Gesetz

Wiensches Versch.gesetz
Wiensches Strahlungsgesetz

Plancksches Strahlungsgesetz

Gibbssche Phasenregel

‘Principles in Stat. Mechanics’

Brown’sche Bewegung

spez. Wirme fester Korper
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Zum idealen Gas

Ein reales Gas approximiert das ideale Gas umso besser, je tiefer sein Sie-
depunkt ist. Bei 760 Torr findet man (wir messen die Siedetemperatur ¢g in
Grad Celsius)

Gas He HQ N2 02 C02 HQO
ts[°C] | =269 —259 —210 —-218 —785 100

Nach Boyle-Mariotte gilt
pV|, = const (2.1)
und Gay-Lussac findet
pV = constT. (2.2)
Damit ergeben sich die Ausdehnungs-, Spannungs-, und Kompressibilitéts
Koeffizienten zu (vgl. (1.19))
1 1
a=f=p. k=3 (23)
Die via (2.2) eingefiithrte Temperatur T ist die Gastemperatur. Passt man
die Skaleneinteilung von 7" der Centigradeinteilung an (siehe (1.12)), so ist
T =T+t (2.4)

mit Tp = 273.15 Grad und ¢ der Celsiustemperatur. Schliesslich findet Avo-
gadro, dass alle Gase unter gleichen Bedingungen von Druck p und Tem-
peratur T im gleichen Volumen V die gleiche Anzahl Molekiile enthalten.
Daraus findet man das Molvolumen

Vatol| 760 orr, eo o = 22:4-107% m® = 22.4 dm?. (2.5)
Mit dieser Information ergibt sich die Gaskonstante R zu

PV = RT,
J

15
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Mit der Anzahl Mole n erhalten wir die Zustandsgleichung des idalen Gases

pV =nRT. (2.7)
Wir erwdhnen noch die Gaskonstante pro Teilchen,

R
kp =7 =1381 10723 J/Grad, mit L = 6.022 - 10%/Mol, (2.8)

L = Zahl von Avogadro, Avogadro-Zahl. Die Loschmidtsche Zahl bezeichnet
die Zahl der Molekiile in einem Kubikzentimeter Luft.
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Erster Hauptsatz der
Thermodynamik

Sei Q) die dem System in einer beliebigen Zustandsdnderung zugefiigte
Wirme und W die vom System geleistete Arbeit. Dann &ndert sich die
im System enthaltene innere Energie U um das vollstindige Differential

dU = 5Q — W, (3.1)

d.h., dU ist unabhéngig vom Weg der Zustandsénderung und es gilt damit

fﬁU:O (32)

fiir jeden Kreisprozess. Auf die Masseneinheit eines homogenen Fluids be-
zogen, kénnen wir mit den spezifischen Gréssen u, ¢ und v schreiben,

du = dq — pdv. (3.3)

3.1 Versuch von Gay-Lussac

Wir betrachten die experimentelle Versuchsanordnung in Abb. 3.1 (Gay-
Lussac, Joule). Sei T} die Anfangstemperatur (Gas in V1) und 75 die End-
temperatur (Gas in V3 4+ V5). Man findet experimentell, dass sich die Tem-
peratur nicht veréndert, 77 ~ T5; fiir ein ideales Gas erwartet man 17 = T5.
Also entzieht das Gas der Umgebung wihrend der Expansion keine Wirme,
0@ = 0. Da weiter auch 6WW = 0 ist (es wurde keine Arbeit geleistet) schlies-
sen wir, dass U unabhéngig von V sein muss, somit

Uideales Gas — U(T)7 aV(]‘T =0. (34)

17
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T

[ | L —)

Abb. 3.1: Versuch von Gay-Lussac bei dem ein Gas nach Offnen des Ventils
in einen zweiten Kolben iiberstromt (irreversibler Prozess).

3.1.1 Anwendungen

Betrachte zwei Zustandsdnderungen bei konstantem Volumen und bei kon-
stantem Druck,

v = const : duy, = 0q = c,dT [cv = 8Tu\v], (3.5)
p=const: du,=0dq— 6w =c,dl —pdv [c, = Op(u+ pv)ly]. (3.6)

Aus (3.4) und (3.5) erhalten wir sofort die kalorische Zustandsgleichung des
idealen Gases,

/ AT co(T'). (3.7)

Einsetzen von pdv = (R/u) dT in (3.6) ergibt (beachte, dass p = const, p =
Molgewicht)
duy = (cp — R/p) dT = du, = ¢, dT, (3.8)

wobei die Temperaturveranderung d7" in den Prozessen gleich ist. Wir finden
damit die Beziehung
cp—Cy=R/pu>0 (3.9)

zwischen den spezifischen Wérmen bei konstantem Druck und Volumen.
Die Relation ¢, > ¢, ist eine Konsequenz der Tatsache, dass bei p = const
zusétzliche Arbeit geleistet wird. Innerhalb der kinetischen Gastheorie /
statistischen Mechanik (mikrokanonisches Ensemble) zeigt man, dass

R
_@f

mit f der Anzahl Freiheitsgrade, f = 3 fiir Edelgase (drei kinetische Frei-
heitsgrade in Richtungen z, y, z), f = 5 fiir diatomige Molekiile Ha, Ny,
Og2 (drei kinetische Freiheitsgrade in Richtungen z, y, z; ein rotatorischer
Freiheitsgrad, ein potentieller Freiheitsgrad in der Bindung). Damit erhilt
man

f

R
u:f@ﬂ U=3nRT. (3.10)
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3.2 Versuch von Joule-Kelvin

Der Gay-Lussac-Versuch lidsst sich im Joule-Kelvin (Joule-Thomson) Pro-
zess verfeinern. Der Versuch wird adiabatisch bei Q) = 0 durchgefiihrt; das
Gas dndert sein Volumen V4 4/ zum Volumen Vpp/, wobei ein Wattebausch
(eine Drossel) ein Druckgefiille (— Vp # 0 — irreversibler Prozess) aufrecht
erhélt, siche Abb. 3.2.

A A B B’
4y |
= ,
p % P .

P E yVaItepfropfen E

Abb. 3.2: Joule-Kelvin-Prozess. Die Kolben K und K’ werden derart ver-
schoben, dass das Gas durch den Wattepfropfen gedriickt wird und dabei
sein Volumen von V4 4/ in Vgpgs iibergeht. Der Wattepfropfen generiert ein
Druckgefille Vp # 0, mit p (p') dem Druck in der linken (rechten) Kammer;
der Prozess ist irreversibel.

Der Kolben K driickt das Gas mit konstanter Kraft (— p = const)
durch den Wattepfropfen, der Kolben K’ weicht mit konstanter Kraft zuriick
(— p' = const). Im stationiren Prozess (stationir aber weg vom Gleichge-
wicht) sind p(z) und T'(z) stationér, aber nichttrivial. Als Energiebilanz
ergibt sich fiir einen adiabatischen Prozess mit §Q) = 0,

U-U = —pV 4+ pV, (3.11)

wobei V = V4 und V' = Vg die von den Kolben K und K’ iiberstriche-
nen Volumina sind. Rearrangieren von Termen ergibt die Beziehung

H=U+pV=U +pV' =H (3.12)

d.h., die Grosse H (Enthalpie) bleibt wihrend des Prozesses erhalten; der
Joule-Kelvin-Prozess erhilt die Enthalpie beim Uberstréomen des Gases. Die
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Enthalpie beschreibt den durch den Zylinder stromenden Energiefluss und
ist eine wichtige Grosse in der Planung/Berechnung von Dampfmaschinen.

Fiir den Spezialfall des idealen Gases konnen wir die Zustandsglei-
chung (2.7) in (3.11) einsetzen und erhalten die Beziehung

M
U-U = ;R(T -1, (3.13)

wobei M die Masse des Gases im Volumen V bezeichnet. Im Experiment
findet man, dass T — T’ ~ 0 (T — T’ = 0 fiir das ideale Gas) und damit
Uid.Gas(T) unabhingig von V ist.

3.3 Adiabatisch-reversible Expansion

Nebst obigen adiabatisch-irreversiblen Prozessen (Gay-Lussac, Joule-Kelvin)
konnen wir auch den adiabatisch-reversiblen Prozess der Gasexpansion/-
kompression betrachten. Wir betrachten wieder ein von der Umgebung ther-
misch isoliertes Zylinder-Kolben-System, vgl. Abb. 3.3.

Abb. 3.3: Geometrie der
T p Zylinder-Kolben Anordnung
zur  adiabatisch-reversiblen
V K Expansion.
5Q=0

Der erste Hauptsatz ergibt, mit dg = 0, Jw = pdv, und der kalori-
schen Gleichung 1.1 fiir das ideale Gas, du = ¢, dT" (alles pro Masseneinheit
gerechnet),

¢y dT = du = 6q — dw = —pdv. (3.14)

Einsetzen der Zustandsgleichung (2.7), dT" = (u/R)(pdv + vdp) (beachte,
dass p # const und v # const) ergibt

(co+ R/p)pdv + cyudp =0 (3.15)
oder (benutze (3.9), ¢, + R/p = ¢p)

dp , cpdv

D oy v
Inp + Inv®/® = const,

pv/® = const . (3.16)

=0,
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Umgeschrieben auf die Variablenpaare p, v; p, T; v, T erhalten wir die
Adiabatengleichungen (mit ¢,/c, = 7, fiir ein monoatomares Gas v = 5/3)

v
pv’ = const,

1—v

p 7 T = const,

71T = const.

pv®/® = const, (3.17)
p_2/3 T = const,

v¥/3 T = const .

Verglichen zur Isorthermen pv = const féllt somit die Adiabate steiler ab,
sieche Abb. 3.4. Dieser Sachverhalt wird im Carnotprozess genutzt, siehe
spater.

Abb. 3.4: Lage und Form von
Adiabate und Isotherme.

| sotherme

~
~
~~o_

>
>

Beachte, dass die adiabatische, reversible Expansion des Gases Arbeit
liefert, wobei dem Gas via Abkiihlung die innere Energie ¢, dT entzogen
wird. Diese innere Energie ist dem Gas als Warme oder als Arbeit irgend-
wann zugefithrt worden; in welcher Form dies geschehen ist, konnen wir
nicht mehr sagen, da u eine Zustandsfunktion ist, deren Wert unabhéngig
vom Weg ist.

3.4 Wairme und Entropie im idealen Gas

Schliesslich wollen wir noch unser Wissen iiber das ideale Gas nutzen, um
etwas iiber das Konzept ‘Wérme’ zu erfahren. Betrachte die Definition

dq = du + pdv. (3.18)
Mit du = ¢, dT’, p = (R/p)(T'/v) erhalten wir

RT
0q = cpdT + —— dv. (3.19)
v

Offensichtlich ist dq kein vollsténdiges Differential — aber dq/T ist eines,
dl' R dv
- + -

0g
ds = — = ¢, (T ,
s c()T o

7 (3.20)
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und fiir ¢, = const ergibt sich

Tw

' T R

s(T,v) = / ds = cyln — + —In—. (3.21)
To o To w v

Der Faktor 1/T ist der integrierende Faktor des Differentials dg. Die Zu-
standsgrosse S(T, V') heisst Entropie, die Wiarme lidsst sich damit schreiben
als 6¢ = T'ds (vgl. 0w = pdv) und wir finden den Energiesatz in der Form

du=Tds —pdv. (3.22)
Weiter ist v = u(s,v), dsul, =T, du/dv|s = —p, und

0%u 0%u

dvds  Osov’ (3.23)

Uberpriife das.
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Zweiter Hauptsatz der
Thermodynamik

Der zweite Hauptsatz bildet den Kern der Thermodynamik. Er spezifiziert,
welche (energetisch erlaubten) Prozesse in der Natur vorkommen diirfen
(z.B., der Kaffee in der Tasse wird nie spontan heiss, indem er der Um-
gebung Wérme entzieht, auch wenn dies geméss dem 1. Hauptsatz erlaubt
wire). Der zweite Hauptsatz beruht wiederum auf Erfahrung und wird nicht
bewiesen (ein Axiom der Thermodynamik) — die Zuriickfithrung auf einfa-
che, scheinbar selbstverstédndliche Prinzipien muss geniigen. Dies wird durch
die Postulate von Clausius und Kelvin erreicht. Deren Kombination mit der
Maschine von Carnot ergibt dann die Formulierung des 2. Hauptsatzes nach
Seite 12.

Clausius: Wirme kann nicht von selbst aus einem niederen zu einem hoher-
en Temperaturniveau iibergehen.

Kelvin: Es ist unmoglich, fortlaufend Arbeit zu erzeugen durch blosse Ab-
kithlung eines einzelnen Korpers
(sonst kénnten wir diese Arbeit bei einer hoheren Temperatur zuriick
in Wéarme verwandeln, was im Widerspruch zur Aussage von Clausius
wére).

Gemiss Kelvin lésst sich keine Warmemaschine mit nur einem Warmereser-
voir bauen — eine Wérmemaschine (Wérme zu Arbeit Konverter) erzeugt
immer Abwérme. Diese Aussage wird mit der Maschine von Carnot prézi-
siert und quantifiziert.

23
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4.1 Kreisprozess von Carnot

Wir untersuchen eine zyklisch arbeitende Maschine mit einem beliebigen
homogenen Arbeitsmedium dessen Zustand sich durch die mechanischen
Variablen p und V beschreiben ldsst. Die thermische Variable 9 folgt aus
der Zustandsgleichung des Mediums. Der Kreisprozess besteht aus den Iso-
thermen I;2, I34 und den Adiabaten Aoz, A4, vgl. Abb. 4.1. Entlang der
Isothermen 5 (I34) wird den Wirmereservoiren bei den Temperaturen ¢
(92) die Warmemenge @1 (Q2) entzogen, woraus sich die Warmezufuhr pro
Zyklus

]4562 =Q1— Q2 (4.1)

ergibt. Ebenfalls pro Zyklus wird die Arbeit

f&W:%dvp:W (4.2)

geleistet (die schraffierte Flidche in Abb. 4.1).
A

Abb. 4.1: Kreisprozess 1 —
2—-3—>4—1imp, V-
Diagramm des Arbeitsmedi-
ums.

Gemass 1. HS ist
W =0Q1 — Qs. (4.3)

Da die Warmemaschine (nach Kelvin) eine Abwéirme erzeugen muss, ist der
thermische Wirkungsgrad (die Féhigkeit Wéarme in Arbeit zu verwandeln)

=—=1-== (4.4)

immer kleiner als 1 (zeige, dass fiir W > 0 die Abwirme Q2 > 0 sein
muss). Die Maschine kann auch als Kéltemaschine/ Wérmepumpe benutzt
werden (umgekehrter Zyklus 1 — 4 — 3 — 2 — 1). Der Wirkungsgrad der
Wirmepumpe wird dann als

. (4.5)

W 1-—Q2/Cn
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definiert. Man beachte das Vorzeichen der Energien Q1, @2, W. Die Dia-
gramme in Abb. 4.2 beschreiben/charakterisieren die Kreisprozesse fiir die
Kraftmaschine und die Wirmepumpe.

Kraftmaschine Warmepumpe
V1
| Q
—» W
| %

Abb. 4.2: Carnot Kreisprozesse: Die Kraftmaschine entzieht dem Medium
hoherer Temperatur die Wiarme Q1 und verwandelt diese in Arbeit W und
Abwirme (Q2, wobei Q1 — Q2 — W = 0 ist. Die Warmepumpe entzieht dem
Reservoir bei der tiefen Temperatur die Warme ()2 und fithrt die Wéarme
Q1 dem Reservoir hoherer Temperatur zu, wobei die Arbeit W zu leisten
ist, Qo+ W — Q1 =0.

In der Folge betrachten wir reversible Carnotmaschinen die, abgesehen
von der thermodynamischen Abwérme, keine inneren (Reibungs-)Verluste
aufweisen. Dann gilt:

Alle zwischen 91 und 9 operierenden (reversiblen) Carnotmaschinen
besitzen unabhéngig vom Medium denselben Wirkungsgrad.

Denn: Betrachte zwei Carnot-Maschinen C' und C” zwischen 91 = ¥}
und Yo = ¥4 mit W = W’. Nimm an, dass n’ > 7. Operiere dann C als
Wirmepumpe und finde, dass AQ = @1 — Q) > 0 von U3 nach ¥, fliesst,
was Clausius widerspricht. Ebenso fiihrt die Annahme 7 > 71’ auf einen
Widerspruch. Also ist n = 1. Ahnlich wird bewiesen, dass die Aussage von
‘Kelvin’ die Aussage von ‘Clausius’ impliziert: Nimm an, wir kénnen 1 von
¥2 nach ¥1 > 15 bringen. Die Carnot-Maschine verwandelt dann Wérme in
Arbeit, was Kelvin widerspricht.

Damit kann der Wirkungsgrad der reversiblen Carnot-Maschine nur
von den Temperaturen ¢#; und 2 abhéngen,

1 % @ _
n=1 0. O f(91,92). (4.6)

Indem wir zwischen ¥ und 99 ein weiteres Reservoir der Temperatur 9
einfiigen, vgl. Abb. 4.3, das die Abwirme aus dem ¢, ¥g-Prozess als zu-
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gefithrte Wirme fiir den ¢, J9-Prozess nutzt, erhalten wir die Beziehungen

g; = f(91,00), 33 =0 ba), (A7)
g; = f(91,90)F (Do, 02) = F(t1,9);

die zusammengesetzte Carnot Maschine hat dann einen von ¥y unabhéngi-
gen Wirkungsgrad.

1 Abb. 4.3: Schema einer zusammen-
‘ ¢ Q 1 gesetzten Carnot Maschine mit hin-
1 tereinandergehéngten Kraftmaschi-
nen, verbunden iiber das Reservoir
— W, bei der Temperatur .
¥ Qo
vO
1%
WOZ
v| 2
UZ

Wahlen wir 91 = ¥, so erhalten wir mit f(¢1,92) = 1 die Beziehung
f(¥9,92) =1/ f(¥2,99) und kénnen damit schreiben
f(W1,90) ()
Y1,92) = = ) 4.8
P02 = 50,0 00) ~ o) )
unabhéngig von ¥g. Unsere willkiirliche Temperaturskala 19 l4sst sich nun
durch die absolute Temperaturskala

T = o) (4.9)

ersetzen, und wir finden den Wirkungsgrad n der Carnot Maschine nur
abhéngig von den Temperaturen 77 und 75 der Reservoire,

Q1 Ty

Q I (4.10)
T

n = R
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Berechnen wir den Wirkungsgrad einer Carnot-Maschine mit einem idealen
Gas als Medium, so finden wir

TzGas
Tlideales Gas = 1-— @7 (411)
1

woraus wir schliessen, dass 7% o T = ¢(1)). Die entsprechende Eichung
(siehe (1.12)) ergibt die bekannte Kelvin Skala.

Das Resultat (4.10) reicht weit {iber die Definition einer absoluten
Temperaturskala hinaus. Durch Zerlegen eines beliebigen reversiblen Prozes-
ses in eine Sequenz von (unendlich schmalen) Carnot-Prozessen, vgl. Abb.
4.4, erhalten wir

5Q1 _ 50,

T
und die Summation iiber alle Segmente ergibt das Resultat

(4.12)

Abb. 4.4: Zerlegung eines be-
liebigen reversiblen Prozesses
in eine Sequenz von infinitesi-
malen Carnot-Prozessen.

\J

Vv

5QI"GV _
f = =0. (4.13)

Beachte, dass im Schritt (4.12) — (4.13) das Vorzeichen der Abwirme Q2
angepasst wurde, d.h.; in (4.13) werden Abwirmen negativ gerechnet. Die
Grosse

0Qrev

T

definiert damit ein vollstdndiges Differential und wir kénnen eine neue Zu-
standsgrosse, die Entropie S, definieren als (vgl. Abb. 4.5)

5 rev
Sp = Sa +/ Crev (4.15)
LT

ds = (4.14)

wobei A einen beliebigen Referenzzustand definiert und + die Zustinde A
und B reversibel verbindet (d.h. jeder Punkt P € 7 entspricht einem Gleich-
gewichtszustand).
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B
Abb. 4.5: Reversible Verbin-

dung zwischen den Zustédnden
A und B.

A

Diese fiir ein einkomponentiges System abgeleiteten Betrachtungen
lassen sich auch auf ein mehrkomponentiges, mehrphasiges System ausdeh-
nen. Dabei benutzt man in der Addition der Teilentropien

A=Y dSi=>" 5%‘;‘?"’1, (4.16)

)

dass das Gesamtsystem im Gleichgewicht ist und daher alle Komponen-
ten/Phasen dieselbe Temperatur 7; = T aufweisen, woraus folgt, dass

_ 1 - 0Qrev
ds = — Z 0Qrevi = — (4.17)

(natiirlich sind wiederum alle inneren Reibungsverluste zu eliminieren —
reversible Prozesse).

Benutzen wir schliesslich noch den 1. HS in der Form Q) = dU+pdV =
0Qrev (< garantierte Reversibilitét), so erhalten wir

_dU +pdV

as a

(4.18)
Wie wir daraus mit Hilfe der thermischen und kalorischen Zustandsgleichung
via Integration die Entropie erhalten, haben wir im Fall des idealen Gases
(auf Seite 21) gezeigt,

T v
Sideales Gas = PCy In — +nR In — + Sp. (4.19)
To Vo
Schliesslich bemerken wir noch, dass im mechanisch /thermischen abgeschlos-
senen System mit der Energie auch die Entropie konstant ist, das System
ist im Gleichgewicht.

4.1.1 Irreversible Prozesse

In einem néchsten Schritt wollen wir die Folgen irreversibler Prozesse be-
trachten. Dazu héngen wir wiederum zwei Maschinen C und C’ zusammen,
wobei C' reversibel arbeite, nicht aber C’. Wir kénnen dann zeigen, dass
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n’ > n auf einen Widerspruch fiihrt, nicht aber n > 7’. Da auch 1 # 1’ sein
muss (sonst ist C’ reversibel), gilt

T Q2 / QIQ
1o 212>/ =122 4.20
Q T
— = < = 4.21
Fiir den Zyklus finden wir dann
6 /
7{? < 0. (4.22)

Zerlegen wir den Zyklus gemé#ss Abb. 4.6 in einen reversiblen Anteil B — A
und einen irreversiblen Teil A — B, so finden wir

Abb. 4.6: Zerlegung des Zyklus in
einen reversiblen und einen irrever-
siblen Anteil.

B o) 0Qey el
B /
S5 >S4 +/ 07 (4.24)
a4 T

Mit Sp = S4 + ff 0Qrev/T ergibt sich, dass der reversible Prozess am
meisten Warme aufnimmt. Isolieren wir das System thermisch, so ist Q) = 0
und

Sp > Sa; (4.25)

im thermisch isolierten System kann die Entropie nur zunehmen. Die Un-
gleichung (4.25) zeichnet eine Zeitrichtung aus. Beachte, dass @ = 0 (Adia-
batizitét) nicht gleichbedeutend mit Isentropie dS = 0 ist. Es gilt, dass ein
reversibler adiabatischer Prozess isentrop ist.

Aus den Beziehungen (4.15) und (4.24) lasst sich schliessen, dass wir
zur Berechnung von S immer auf reversible Wege zuriickgreifen miissen;
irreversible Wege liefern nur Schranken. So erhalten wir beispielsweise fiir
die Gay-Lussac- und Joule-Kelvin-Versuche (adiabatische Prozesse)

oQ
/T = 0. (4.26)
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Um die Entropiedifferenz im Gay-Lussac-Versuch mit zwei gleich grossen
Kolben zu berechnen (V' — 2V') miissen wir einen analogen reversiblen Pro-
zess finden, der die beiden Zustinde (T3 = T,V4, = V) und (T = T,V, =
2V') verbindet. Dies ist gerade der Prozess der reversiblen, isothermen Ex-
pansion. Mit TdS = dU + pdV = pdV (wegen dU = ¢, dT'|7=const) erhalten

wir 50
AS = T

=nR In Va_ nR In2. (4.27)
Vi

Wiéhrend der reversiblen Expansion wird dem Reservoir die Warme 6Q) =
nRT In2 entzogen und in Arbeit 6W = §@Q) umgewandelt. Nicht so bei der
freien Expansion. Dort stromt das Gas iiber, ohne Arbeit zu leisten und das
System nimmt keine Wérme auf (Versuche diesen Sachverhalt mikroskopisch
zu verstehen, studiere dabei die Experimente von Gay-Lussac, Joule-Kelvin,
isotherme reversible Expansion, adiabatisch reversible Expansion).

TV 2 0Q=0

\
\
\
\
\
[
[
\
'
'
]
i
1
'
)
i
1
)
]
’
’
’
’

T, 2V

T 73Q

Abb. 4.7: Expansion eines Gases: links isotherme reversible Expansion mit
W = 6Qrer = nRT log?2, rechts adiabatische irreversible Expansion oh-
ne Arbeitsleistung, 6W = 0. Fiir die Entropieinderung gilt Sp — Sa =
nRIn2 > [6Q/T = 0. Im reversiblen Prozess wird Wirme in Arbeit
verwandelt, im irreversiblen Prozess wird die Moglichkeit der Umwandlung
nicht genutzt.

4.2 Bedeutung der Entropie als thermodynami-
sches Potential

Wir gehen aus von (4.18) und verallgemeinern die am System geleistete
Arbeit durch den Ausdruck 0W =", apdAy,

1 1o
dS = ZdU — Zk: ardAy, (4.28)
(aj, A = p,V;o = Oberflichenspannung, A = Fliche; H = Magnetfeld,

M = Magnetisierung; ¢ = elektrisches Potential, @) = Ladung, 0,3 = Span-
nungstensor, £,3 = Deformationstensor, etc.). Dabei fassen wir S(U, 44, ...,



4.2. ENTROPIE S ALS POTENTIAL 31

A,) als Funktion der extensiven Zustandsvariablen U, Ay, ..., A, auf, die
zudem einen vollstdndigen Satz von Variablen bilden sollen. (4.28) heisst
Gibbssche Fundamentalgleichung; aus ihr folgen durch Ausniitzung der In-
tegrabilitéit die kalorische und die thermischen Zustandsgleichungen. Man
bezeichnet deshalb S als thermodynamisches Potential in den Variablen U
und Ay, ..., A, (aber nicht in anderen Variablen).

Die Integrabilitét von (4.28) garantiert die Existenz einer Zustands-
funktion

S(U,Aq,..., Ay) (4.29)
in den extensiven Variablen U, A4, ..., A,,. Der Vergleich von
as = 08
dS = — au + — dAyg (4.30)
ou Aty Ap zk,: aAk U,A1,...,Apn ohne Ay

mit (4.28) liefert die Beziehungen

1 oS
- = — —-T=TU A,...,A,) = U=U(T,Aq,..., Ap),
T U A A, ( s 411, ’ ) ( 1 )
oS
ap = —T—— —ap =ai(T, Aq,..., Ap);
0Ay, U,A1,...,A, ohne Ay,

diese sind gerade die kalorische und die thermischen Zustandsgleichungen.

Ist die Entropie eines Systems als Funktion der thermodynamischen Va-
riablen U, Aq,..., A, einmal bekannt, kénnen wir seine Thermodynamik
vollstandig beschreiben.

Durch die Umkehrung der Gleichung (4.28) kénnen wir sofort ein wei-
teres Potential gewinnen: mit

dU =TdS+ ) ardA; (4.31)
k

folgt, dass U(S, Ay, ..., Ay) ein thermodynamisches Potential in den Varia-
blen S und Ay, ..., A, ist. Die kalorische und die thermischen Zustandsglei-
chungen haben die Form

ou

oUu "
= ’ k=
A Ay DAy

T—""
o8

(4.32)

S,A1,...,An ohne Aj

Allerdings ist U als Funktion von S fiir praktische Anwendungen wenig
geeignet. Wir werden spéter noch weitere, niitzlichere thermodynamische
Potentiale herleiten.
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4.2.1 Zusammenhang zwischen kalorischer und thermischer
Zustandsgleichung

Wir nutzen die Integrabilitdtsbedingungen fiir die Entropie S um eine Bezie-
hung zwischen der kalorischen und thermischen Zustandsgleichung herleiten.
Wir beschrinken uns auf homogene Fliissigkeiten mit  ay dAy — —pdV.
Ausgehend von

1 D

S = —du+ 2av
TVt
oU oU

AU = 7’ T 7’ qv
ar v T vy

erhalten wir

oU oU
TdS = ——| dT + (== :
ds 8T‘vd +<8V T—i—p)dV
Der Vergleich mit
oS oS
TdS =T — T+T —
dS 3T Vd + iYa TdV
liefert
95, _ 10U 05 _1<8£ +)
arlv —Tarlvy avir T\avir " P)
Gleichsetzen der zweiten Ableitungen
028 B 028
oTovV — dVoT
ergibt
0 r1oU orl,/0U0
ov rar) = arlrlavl 7))
10U _L<<‘LU p) 42 U 1p
Tovar — 1T \avir " P) T Tarev T Tarly
und schliesslich aU 5
P
2 e 4.
ovir oT lv p (4.33)

Diese Gleichung verbindet die kalorische (links) und thermische (rechts) Zu-
standsgleichung.

Anwendungen

Eine hiibsche Anwendung von (4.33) ergibt sich fiir das ideale Gas: Mit
pV =nRT ist TOpply = p und wir finden
oUu

W T, id.Gas
Uid.Gas = U(T) (4.35)
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Die Zustandsgleichung des idealen Gases impliziert via dem 2. Hauptsatz
die Unabhéngigkeit von U vom Gasvolumen V.

In einer zweiten Anwendung driicken wir das Entropiedifferential durch
experimentell messbare Grossen ¢y, ¢,, o, und k aus. Wir setzen (4.33) in
den Ausdruck fiir TdS ein und finden

ou
TdS = “=| dr T ’ av. 4.36
ar v (4.36)
Indem wir das Variablenpaar T',p benutzen, kénnen wir eine korrespondie-
rende Gleichung herleiten,

ou ov

Tds = (8T tPor

)dT T—‘ dp. (4.37)

Wir benutzen (3.5), (3.6) (die Definitionen von ¢, und ¢,) und formen drp|y
um geméss (1.7) (Kettenregel)

10V
op| 1 B VT\p o«
- T aT — 1oV T 0
orWv &l alr —vale AT
» dT T dv,
_ 7ag = AT+ (T k) (4.38)
cpdT' — TV dp.

Schliesslich lassen sich ¢, und ¢, auch auf die Gréssen «, k7 und kg
zuriickfithren: Aus (4.38) folgt

cydT—i—T ‘ dV = ¢, dT — T—‘ dp
und via Umschreibung auf p und V,
oT oT
ar = o] av+ S| ap,
av " T ap

finden wir

oT _ o Op

(e — e 2L 8T‘ oV
vl T T ar

cv)a—p —T— }dpzo

}dV n [(cp ot

Diese Beziehung gilt fiir alle Differentiale dp und dV', weshalb beide Koeffizi-
enten verschwinden. Der dV-Koeffizient liefert dann mit (1.19) die Beziehung

- _T%‘V__ V| \2dp| _ TVa®
A a%‘ - T(aT p) WVlr ™ kp (4.39)
p
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Aus (4.36), (4.37) folgt mit dS =0

B op| OV

o —_pop| OV 0V Op
Y T aTlvor

g P OT 1p0T |s

und Division ergibt (unter Ausnutzung von (1.9) und (1.7))

v | Op v ﬂ‘
Cﬁ__@Tp@TS__anap _BPT_@
T 9p| oV  9p oV
v T V8T|S T V@V ) ’S ks

2
o’k
c = TV——r—
(kr — KS)RT
o2
¢ = TV—o (4.40)
RT — RS

Das Resultat (4.39) zeigt, dass fiir stabile Systeme mit k7 > 0, ¢, > ¢,
gilt: Bei konstantem Druck wird bei Erwdrmung auch Arbeit geleistet, da

AV # 0 ist.

4.3 Gehemmte Gleichgewichte, Gleichgewicht und
Stabilitat

Interne Hemmungen sind Vorrichtungen, die an extensive Variablen koppeln,
ohne deren totalen Wert zu verdndern.

K K’
Py, Vi Py, V5
TN

0 X

Abb. 4.8: Geometrie des Kolbensystems, als Beispiel fiir eine interne Hem-
mung im Volumen V' = V; + V5. Der innere Kolben K’ erlaubt, die Volumina
V1 und V5 zu verdndern, wobei AV = —AV5 sein soll.

Ein beliebtes Beispiel ist das Kolbensystem K, K’ im gasgefiillten Zy-
linder, vgl. Abb. 4.8. Dabei definiert K das Gasvolumen V = Vj + V5 des
Systems, das festgehalten werden soll. Der innere Kolben K’ erlaubt, die
Volumina V7 und V5 zu veriandern, wobei AV; = —AV5, sein muss. Natiirlich
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erfordert die Bewegung von K’ im allgemeinen eine Arbeitsleistung, im Bei-
spiel (p1 — p2)AV). Allgemeiner beriicksichtigen wir verschiedene Hemmun-
gen im System via den Hemmparametern {Y;}%. Die Gesamtentropie des
Systems héngt dann zusétzlich von diesen Hemmparametern ab,

S = SUV.Vi.....Yy)

TdS = dU+pdV +Y  ydY, (4.41)
oS
i = T .
Y oY; luv,ya,...,Ys ohne Y;

Fiir unser Beispiel ist
TdS = dU + p2dV + (p1 — p2)dVh (4.42)

(im Gesamtausdruck lassen wir auch Variationen von V' zu; dann ist 0W =
—p1dVi — pedVa und dVa = d(V — Vi) — (4.42)). Das Prinzip mazximaler
Entropie besagt, dass bei festgehaltenen Parametern U und V' das System
genau dann im Gleichgewicht ist, wenn S maximal ist. Dieses Prinzip folgt
direkt aus (4.25): Im (thermisch und mechanisch) abgeschlossenen System
(U, V beide konstant) kann S nur zunehmen. Fiir ein gehemmtes System
gilt demnach

S(U,V) > S(U,V,Hemmungen). (4.43)

Dieser Sachverhalt wird in folgender Uberlegung ausgeniitzt: Betrachte ein
System im Gleichgewicht. Fithre Hemmparameter ein, ohne das System zu
storen. Erzeuge eine virtuelle Zustandsdnderung d bei fixen Parametern U,
V. Dann gilt (vgl. auch Abb. 4.9)

08
58

vy =0, (Gleichgewicht),
vy <0. (Stabilitit). (4.44)

U,V fixed Abb. 4.9: Entropie unter dem

Einfluss einer virtuellen Zu-
S /\ standsénderung ¢ weg vom

Gleichgewicht.

Als Anwendung betrachten wir unser Kolbensystem: Eine Auslenkung
0V; ergibt mit (4.42)

1
dSluy = T(pl —p2)oVi.
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Im Gleichgewicht muss 65 = 0 gelten und damit

p1 = p2 im Gleichgewicht. (4.45)
Ebenso kénnen wir eine Hemmung in U einfithren. Mit §U; = —§Us erhalten
wir
051 0S5 1 1 .
38|y = 224 su —‘ 5U:(———)5U:O GG
vy ouy luv o oUs lu,v 2 T T ! H
= T1 =Ty im Gleichgewicht. (4.46)

Wir konnen auch weiter gehen und ein gehemmtes System untersuchen.
Dabei verfolgen wir die Evolution eines gehemmten Systems mit Y; # 0 nach
Freigabe einer Hemmung. Geméss (4.43) muss die Entropie bei Lockerung
der Hemmung zunehmen, also (vgl. Abb. 4.10)

6S|luy >0 (4.47)

(das System nihert sich unter Ablauf irreversibler Prozesse dem ungehemm-
ten Gleichgewichtszustand). Fiir das obige Beispiel (Hemmung in U) finden

Abb. 4.10: Die Entropie

S /\ nimmt bei einer Freigabe der

Hemmung zu.

wir 1 1
58 = (7 - —)6U 0.
T )
Mit T3 > T5 muss 0U; < 0 und Wéarme fliesst vom heisseren zum kélteren

Teil des Systems, um das Gleichgewicht zu erreichen.

Die Gleichung (4.44), §2S|y.v < 0, garantiert die Stabilitit des Gleich-
gewichtszustandes. Als Konsequenz findet man, dass die Koeffizienten ¢, und
kT positive Werte annehmen miissen,

¢y >0, k>0 (Stabilitit). (4.48)

Die Herleitung involviert die Entwicklung von S bis in zweiter Ordnung in
den Deviationen 67 und dV,

1
528 = SIS +UV +48V) + S(U = 6U,V = 6V)] = S(U, V)

d%S d%8 d%S
= W(‘SU)Z + 250UV + W(évﬂ
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Mit 05/0U = 1/T, 05/0V = p/T erhalten wir

1 05 05
i(7) = 55307 + 5oar "
py %S 025
i(7) = aoavU + gt

o528 = 5(%)5U+5(%)5V
_ _;2<g;{‘v<5T—|—gg‘T6V>5T—;2p6V5T

#r (ol T Gl V)Y

c 1 roU Op
= —207)? - = |=— B T
7207) T2[8V r TP T V}ava
1 2
_TVnT(év) <0 — ¢y, 67 > 0.

Dabei verschwindet der zweite Term in der letzten Gleichung wegen (4.33).

4.4 Innere Energie U als thermodynamischen Po-
tential

Die obige Diskussion 4.2 und 4.3 hat die Bedeutung von S als thermodynami-
sches Potential illustriert. Ebenso wie S ist auch U ein thermodynamisches
Potential, nun in den Variablen S und V (siehe (4.31)). Nebst der Her-
leitung von kalorischen und thermischen Zustandsgleichungen aus U(S, V)
liefert das Studium von U auch ein Extremalprinzip. Wir schreiben (4.24)
in differentieller Form fiir ein an ein Reservoir (mit index ‘0’ bezeichnet)
gekoppeltes System
0Q

dS +dSy > == =0 (4.49)

Fiir die erste Beziehung gilt Gleichheit falls der betrachtete Prozess im Ge-
samtsystem reversibel abliuft; da System und Reservoir als Gesamtsystem
abgeschlossen sind &ndert sich der Warmeinhalt im Gesamtsystem nicht,
6Q = 0. Das Reservoir mit der Temperatur T erlaube den reversiblen Aus-
tausch von Wirme mit dem System, dSy = 0Qorev/T. Gemiss 1. HS ist
0Qorev = —0Qrey = —dU — pdV , und wir finden (wieder mit Gleichheit fiir
reversible Prozesse im Gesamtsystem)

1
dS = - (dU + pdV) (4.50)

Die Beziehung (4.50) ersetzt die im abgeschlossenen System (U, V = const.)
geltende Beziehung dS > 0 wenn wir das System an ein Reservoir koppeln,
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das den Austausch von Wirme und Arbeit erlaubt (U, V # const, bei kon-
stanter Temperatur 7', konstantem Druck p). Die Relation (4.50) ergibt fiir
S,V = const. ein Minimalprinzip fiir U, vgl. Abb. 4.11

dU <0, U kann bei fixem S,V nur abnehmen,

oU|sy =0, Gleichgewicht,
*Ulsy >0,  Stabilitit. (4.51)
SV fixed

A Abb. 4.11: Innere Energie U

U \‘/ unter dem Einfluss einer vir-
tuellen Zustandsénderung 4.

4.5 Mehrkomponenten- und Mehrphasensysteme

Bis anhin haben wir nur einkomponentige und einphasige Systeme betrach-
tet. Oft sollen jedoch Systeme mit » Komponenten analysiert werden, die
in v Phasen vorkommen konnen. Mogliche Phasen sind fest, fliissig und
gasformig; die I((())mponenten konnen sich dabei auf diese Phasen aufteilen.

Es bezeichne nia
vorliegt,

die Anzahle Mole der Komponente ¢, die in der Phase «

n; = Z ng' (4.52)
a=1

gibt die Stoffmenge der i-ten Komponente im System an. Ebenso verteilt
sich die Gesamtenergie, die Gesamtentropie und das Gesamtvolumen auf
die einzelnen Phasen,

U=> U, =35 v=>"v (4.53)

Wir definieren das chemische Potential der Komponente ¢ in Phase «, ,ul(a),

(a)

als die Energieiinderung bei einer reversiblen Anderung der Molzahl n; ’,

(@) oU

W = —— . (4.54)
‘ 8n£a) S,V,n;ﬂ) ohne n5a>
Fiir das Differential der inneren Energie erhalten wir dann
T
dU = TdS —pdV + > pidn;. (4.55)

i=1
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Dass im Gleichgewicht tatséchlich 7 = TW) = T, plt) = p() = p, MEM)
)

p; = p; gilt, ersehen wir leicht aus dem Minimumprinzip fiir U: Fiir eine
virtuelle Verschiebung aus dem Gleichgewicht gilt

v

0=6Ulsvm = > [T<a>6s<a> —pl@lsy @ 4 Z Mg%gaq (4.56)

a=1

Sas@ =0, Sev@ =0, Y =0

Fiir ein Zwei-Phasensystem ist demnach 6S(1) = —55@) v = sV ),
5n(1) = —5n(»2)

] 1 0

mit

0=0U|svn = [T(l) — (2)]55(1) —[pM — p@1sv D)

+Z Y iP1enD, v ssW sy snlh,

= TO =7 =7 O =p@=p D= D (457

Die Verallgemeinerung auf o Phasen ist trivial.

Zum besseren Verstdndnis des chemischen Potentials betrachte man
das einkomponentige Zwei-Phasensystem mit x> (). Entfernen der
Hemmung vermindert die innere Energie,

(1) 2) 1
S Y €D R ey N ) I ¢ ) I )N N €1
0>6U T ont + T on T(,u w)ont, (4.58)
und mit 6n) < 0 fliesst Masse vom hoheren zum niedrigeren chemischen
Potential durch Umwandlung von der (1)-Phase in die (2)-Phase. Schliesslich
verlangt die Stabilitéit des Gleichgewichtes, dass die Eigenwerte der Matrix

Oni

4.
8nk Tp ( 59)

positiv sind.
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Kapitel 5

Thermodynamische
Potentiale

Im vorigen Kapitel haben wir zwei thermodynamische Potentiale gefunden:
die Entropie S(U,V') als Funktion der extensiven Variablen ‘innere Ener-
gie U’ und ‘Volumen V’ und U(S,V). Dabei ist die Wahl der Variablen
fixiert, zu S gehoren U und V', zu U gehoren S und V. Insbesondere gel-
ten die Extremalprinzipien fiir S bei festem U, V und fiir U bei festem 5,
V. Experimentell sind aber oft T und V', noch 6fter p und T vorgegeben;
entsprechend wiinschen wir uns zugehorige Potentiale fiir diese Fille.

5.1 Legendre Transformation

Um diese Potentiale zu finden, miissen wir die in S und U enthaltene In-
formation behalten, ein einfaches Ersetzen der Variablen in S oder U kann
nicht funktionieren. Wir kénnen aber ausniitzen, dass .S in U und V konkav
ist, d.h.,
S(tXl + (1 — t)Xg) > tS(Xl) + (1 - t)S(XQ) (5.1)
X =UY,

respektive, U ist in S und V konvex. Wir kénnen dann beniitzen, dass die
Legendre-Transformierte einer konvexen Funktion f(z),

Lf(y) = Sgp[wy — f(2)] (5.2)

wiederum konvex ist und im strikte konvexen und differenzierbaren Fall
involutiv ist,

L(ILS) = T; (5:3)

es geht also keine Information verloren.

41
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f(X), \__ Abb. 5.1: Legendre-Trans-
A t\ formation L£f (y) der Funkti-
y on f(z).

\

Die graphische Darstellung der Legendre Transformation ist in Abb.
5.1 gezeigt. Ist die Funktion f nicht strikte konvex mit geraden Stiicken,
so gehen ‘Geraden in f’ in ‘Knicke in £’ iiber, vgl. Abb. 5.2. Dies ist bei
Phaseniibergédngen relevant.

fA Lf A

\

\

X N y

AB

Abb. 5.2: Legendre-Transformation einer nicht streng konvexen Funktion f.
Dabei werden ‘Geradenstiicke’ in ‘Knicke’ iiberfithrt und umgekehrt.

Aus der Mechanik ist bekannt, dass die Legendre-Transformation mit
der konjugierten Variablen gerade die Rolle der beiden Variablen vertauscht.
Entsprechend erzeugen wir uns im folgenden neue thermodynamische Po-
tentiale via Legendre-Transformation. Ausgangspunkt ist die innere Energie
U(S, V).

5.2 Freie Energie F'

Die Freie Energie wird mit F'(T,V, n) bezeichnet, n die Molzahl. Wir wollen
die Variable S in U durch ihre konjugierte Variable 0sU|y, = T ersetzen
und definieren F als die Legendre-Transformation von U in S,

F(T,V,n) = [U - Zg V.S } (T,V,n) = [U — TS|(T, V,n). (5.4)
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Tatséchlich tauchen im Differential von F' die Variablen T', V und n als die
natiirlichen Variablen auf,

dF =dU —TdS — SdT' =TdS — pdV + pdn —TdS — SdT

= dF = —pdV — SdT + pdn. (5.5)
Die Differentiale ergeben

oF oF

W Tn - 87

_ @(
Vim0 Onlry

und die Bedingung der Integrabilitdt fithrt (unter anderem) auf

dp| _ 0S

arlv = avlr (5:7)

(5.7) ist eine der berithmten Mazwell-Relationen. Ersetzen wir in (5.7) dS =
0Qrev/T, so ergibt sich mit (1.19) die Beziehung

_ 1@
, T adv

_ p

pﬂ—afT

(5.8)

T
die sich im Fall von Phaseniibergéingen als Clapeyron’sche Gleichung wie-
derfindet (6Q/dV |p ist die isotherme Ausdehnungswirme).

Nach Konstruktion ist F' konvex in den extensiven Variablen V und n
und konkav in der intensiven Variable T'. Es gilt ein Minimumsprinip in V'
und n,

dF <0, (F kann bei fixen T,V nur abnehmen)
0F|rvn =0, (Gleichgewicht)
6*Flrv, >0.  (Stabilitiit) (5.9)

Die erste Gleichung folgt aus (4.50),

TdS > dU +pdV  —  —pdV >dU — TdS|rv
dF = d(U — TS)|py =dU —TdS — 03> dF.

5.3 Enthalpie H

Die Enthalpie wird mit H(S,p,n) bezeichnet. Ausgehend von U(S,V,n)
ersetzen wir V' durch oy U|g, = —p,

H(S,p,n) =[U+ pV](S,p,n). (5.10)
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H ist konkav in p und konvex in S und n; H ist im Gleichgewichtszustand
minimal beziiglich Hemmungen in S und n. Das Differential hat die Form

dH = TdS + Vdp + pdn,

OH OH OH
=T = — = U. 11
35 oy =1 aplen =V Bmlsy M (5.11)

5.4 Gibbs Potential ¢

Das Gibbs Potential wird mit G(T,p,n) (freie Enthalpie) bezeichnet. Aus-
gehend von U(S,V,n) ersetzen wir S durch dsUly,, = T und V durch
ovU|sn = —p,

= [F+pVI(T,p,n).
G ist konkav in T und p und proportional zu n; das Maximumsprinzip

fiir G ist fiir das Einkomponentensystem trivial, vgl. (5.19) und (7.6). Das
Differential hat die Form

dG = —SdT + Vdp + pdn,

oG oG oG
37 p,n N _57 (")TD Tn N V’ % T,p — B (513)

5.5 Grosses Potential 2

Die Bezeichnung fiir das grosse Potential ist Q(7,V, ). Ausgehend von
U(S,V,n) ersetzen wir S durch 0sUl|y,, = T und n durch 0,U|sy = p,

AT, V,u) =[U—-TS — pun](T,V,n). (5.14)

Q ist konkav in 7" und px und proportional zu V (siehe spiter). Das Diffe-
rential hat die Form

dQ) = —=SdT — pdV — ndp,

o o o0

=8 2| =, | =i 5.15
oT lv,u OVt b, ou v " (5.15)
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5.6 Maxwell-Relationen

Sei X ein Potential in den Variablen y1, ..., y,. Die Integrabilitétsbedingun-
gen
X X
yiOyr,  Oyr0y;
liefern die Maxwell-Relationen. Die Beziehungen (4.33) bis (4.40) sind Kon-
sequenzen der Maxwell-Relation

(5.16)

0%s oS
oudv ~ avouU

5.7 Homogenitit und Gibbs-Duhem-Gleichung

Eine Funktion f(z1,...,z,) heisst homogen der Ordnung k, falls

FOz, . Az, = Mo f(zr,. ., 2). (5.17)

Sei £k = 1, dann ist f homogen erster Ordnung. Dann gilt das Eulersche
Theorem (Beweis durch Ableitung von (5.17) nach \),

n
fxlu"w E ml@x
(2

Die Funktion U(S, V,n) ist homogen erster Ordnung. Es folgt, dass

(5.18)

T j #T;

= TS —pV + un,

= —pV +pun,

TS + un, (5.19)
= pun,

= —pV.

DTN
I

Das totale Differential der ersten Gleichung aus (5.19) liefert
dU =TdS + SdT — pdV + Vdp + pdn + ndp.

Nutzt man die Abhéngigkeit der Variablen und wéhlt die extensiven Grossen
S, V., und n, so ist gemiss (4.55)

dU =TdS — pdV + pdn. (5.20)

Die Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt die Beziehung von Gibbs-
Duhem,
0= 8dT — Vdp + ndu; (5.21)
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dies bedeutet, dass die intensiven Variablen nicht unabhéngig sind. Tatséchlich
ist die Funktion p(S, V, nx) homogen nullter Ordnung. Es gilt demnach, dass

p(S,V,ni,...,n.) = p(AS, AV, Any, ..., An,). (5.22)
Mit A=1/(n1 +n2+ ...+ n,) = 1/n, n = totale Stoffmenge in Mol, finden

wir mit
-
ng
Ty = —, E T; = 1
n
1

das Ergebnis

p = p(S/n,V/n,x1,...,2,)
p(S/n,V/n,x1,...,xp_1,1 —x1 —x9 — ... —xp_1). (5.23)

Es folgt, dass die extensiven Variablen eines r-komponentigen Systems im
Gleichgewicht durch 2 + r extensive Variablen festgelegt sind, wiahrend be-
reits 1 + r intensive Variablen die anderen intensiven Variablen bestimmen
(intensive Variablen sind von der Systemgrosse unabhéngig). Entsprechend
zeigt (5.21), dass die intensiven Variablen eines Systems nicht unabhéngig
sind.

Eine alternative Herleitung von (5.21) erhdlt man durch wiederholte
Legendre Transformation,

U-TS = F
F+pV = G
G—un = 0

=0 = SdT —Vdp+ ndu

mit T, p, u als Variablen.

5.8 Zusammenfassung

Es gibt eine Vielzahl von graphischen Hilfsmitteln, um die Resultate dieses
Kapitels zu memorisieren. Die Abb. 5.3 zeigt ein hiibsches Beispiel. Die
zum Potential benachbarten Variablen sind die natiirlichen, zum Potential
gehorenden Variablen. Konjugierte Variablen liegen einander gegeniiber.

Differentiale:

Die Differentiale ergeben sich aus der Summe der Produkte der konjugierten
Variablen, wobei ein zusétzliches Vorzeichen auftritt, wenn der Pfeil in der
Diagonal zum Differential hin zeigt.
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-p G
Abb. 5.3: Schema zur Memorisie-
rung der Zusammenhénge zwischen
Potentialen und Variablen.
H F
S U V

Beispiele: Fiir H(S,p) zeigt der Pfeil zum Differential (—dp) hin und
weg von dS, also ist in V' (—dp) ein zusétzliches Vorzeichen zu beriicksichti-
gen,

dH =TdS — V(—dp).

In U(S,V) zeigen beide Pfeile weg von den Differentialen dS und dV, also
ist

dU = TdS + (—p)dV.

In F(V,T) zeigt der Pfeil zum Differential dT,
dF = —=SdT + (—p)dV,
und in G(p,T) zeigen beide Pfeile auf die Differentale,

dG = —SdT — (—dp)V.

Legendre Transformation:

Ausgehend von einem Potential findet man das Nachbarpotential durch Ad-
dition des Produktes der konjugierten Variablen, wobei ein zusétzliches Vor-
zeichen auftritt wenn der Pfeil zur neuen Variablen hinzeigt.

Beispiel F(V,T) aus U(S, V). Die neue Variable ist T'. Der Pfeil zeigt
auf T also tritt ein Vorzeichen zusétzlich auf,

F=U-ST.

Beispiel F(V,T) aus G(p,T). Die neue Variable ist V. Der Pfeil zeigt weg
von V also tritt kein Vorzeichen zusétzlich auf,

F=G+ (—p)V.
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Maxwell Relationen:

Betrachte zwei aufeinanderfolgende Trippel von Ecken, vgl. Abb. 5.4. Die
linke Seite der MR wird durch das eine, die rechte Seite durch das andere
Trippel definiert. Vorzeichen treten auf bei Linksschrauben und Bewegungen
entgegen der Pfeilrichtung, vgl. Beispiele.

Start —p T

f'}

Stat S v v

Abb. 5.4: Trippel zur Maxwellrelation —0y S|y = dr(—p)|v.

Start S V Start

Abb. 5.5: Trippel zur Maxwellrelation —9(_,)S|r = —0r(V)|p.

5.9 Experimentelle Bestimmung der Potentiale

Es sei die thermische, p = p(V,T), und die kalorische, U = U(V,T), Zu-
standsgleichung eines Systems bekannt. Mit V und T als Variablen ist F' ein
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gutes Potential. Wir finden die Entropie S(7,V) aus

TdS = dU + pdV

08 08 oU oU
Tds =T VdT+TW’TdV _ a—T’VdT—l— (p+ s T)dv
o8| 19U  co(V,T)
“orly = Torhv= 17 o 2
N l(f’LU +)
avir = T\avier TP)
(5.25)
oder via Maxwell-Beziehung
_ o
oT v

Damit wird S(V,T') via Integration aus ¢, und drp|y oder Oy U|r berechnet.
Damit ist F'(V,T) durch U(V,T) und p(V,T') bis auf einen Term 7Sy (Sp eine
Integrationskonstante) bestimmt. Die Integrationskonstante Sy wird durch
den 3. Hauptsatz festgelegt.
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Kapitel 6

Dritter Hauptsatz der
Thermodynamik

Der dritte Hauptsatz fithrt keine neue Zustandsgréssen ein, macht aber die
Zustandsgrossen S, F, G, ... nummerisch bestimmt und damit praktisch
brauchbar. Die Plancksche Formulierung des Nernstschen Wéarmetheorems
(= 3. Hauptsatz) besagt, dass sich die Entropie beim absoluten Nullpunkt
einem vom Druck, Aggregatszustand, usw. unabhéngigen Wert Sy néhert;
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann Sy = 0 gewahlt werden. Damit
wird es moglich, Entropien verschiedener Phasen (verschiedener Zustands-
flichen) und Systeme zu vergleichen. Der 3. HS wird im Rahmen der Quan-
tenstatistik einfach versténdlich (bei 7' = 0 ist (fast) jedes System im quan-
tenmechanische Grundzustand). Der 3. Hauptsatz hat einige interessante
Konsequenzen.

6.1 Ausdehnungs- und Spannungskoeffizienten
Die Maxwell-Relation fiir G besagt, dass

10V 108
o -7

= v arl, = V@p‘T_)O fiir T — 0 (6.1)

(S wird druckunabhéngig fiir 7' — 0), diejenige fiir F' fiihrt auf

19p 108
b poTlv  pdVir 0 fir 0 (62)

o1
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6.2 Spezifische Wiarmen

Die spezifischen Wirmen

s ds
Cy = Tﬁ V’ Cp = TaiT » (63)
verschwinden fiir 7" — 0, denn

T v TI
s(v,T) = /0 dT’ C(;ﬂ’/) + sy(v), (6.4)

T !

cp(p, T
S(p, T) = /O dT/ p(T‘l) + Sp(p), (65)

und s,(v) = 500, Sp(p) = spo, da s(T" — 0) unabhéngig von v und p wird
(0BdA sy9 = 0, sp0 = 0). Damit die Integrale fiir 7" — 0 nicht divergieren,
miissen ¢, c,(T — 0) — 0. Fiir elastische Korper ist ¢, oc T3, fiir ein
Elektronengas ¢, o< T'.

6.3 Ideales Gas

Mit s = so+ ¢, In(T/Tp) + (R/p) In(V/Vp) widerspricht das ideale Gas dem
3. Hauptsatz. Die Auflosung des Problems ergibt sich aus der Quanten-
statistik: Bei tiefen Temperaturen versagt die Approximation des idealen
Gases. Quanteneffekte sind relevant und die Statistik der Teilchen, Fer-
mionen oder Bosonen, muss einbezogen werden. Das Verhalten der Quan-
tengase weicht dramatisch vom idealen Gas ab: Fermionen gehen in einen
entarteten Zustand iiber (gefiillter Fermisee), beim Bose Gas tritt Bose-
Einstein-Kondensation in einen makroskopisch besetzten Zustand auf. In
beiden Fillen wird der 3. Hauptsatz befolgt.

6.4 Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes

Mit (6.1), (6.5) erhalten wir

a1’
™ T

_@) :_8/TdeW:_/T0%
Oplr ap Jo T’ o Op

Fiir ¢, schreiben wir ¢, = a(p)T” + .. .,

Va=

T
Va = —/ ar @T”s*1 = —T’C% X Cp
0 8]? T
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Vv
= 2% const #0 firT — 0. (6.6)
“p
Mit (4.37) in der Form

TdS = c,dl’ —TVadp

finden wir, dass die adiabatische Fxpansion mit Druckabfall dp fiir T — 0
immer kleinere Temperaturschritte d7T° < 0 erzeugt,
v
T = (ﬁ)po. (6.7)
Cp

S H=0 H=0

Y

0 Ty T T
Abb. 6.1: Adiabatische Entmagnetisierung: Die obere Kurve beschreibt die
Abnahme der Entropie mit fallender Temparatur wenn der Spin durch das
Magnetfeld H nicht ausgerichtet wird. Ein endliches H Feld richtet die Spins
aus (also wird die Entropie reduziert), weshalb die Entropiekurve fiir H > 0

unterhalb derer bei H = 0 zu liegen kommt. Die gestrichelte Kurve S(H =
0) = X widerspricht dem 3. HS.

Auch andere Abkiihlmethoden erlauben es nicht den absoluten Null-
punkt zu erreichen. Im Prozess der adiabatische Entmagnetisierung bringt
uns die Adiabate A (mit S = const) beim Abschalten des Feldes von T;
nach 75 < T4, aber nicht nach 0, vgl. Abb. 6.1. Ware S(H = 0) = X, so
wiirden wir 7" = 0 erreichen, aber die Abhingigkeit X widerspricht dem 3.
Hauptsatz.

6.5 Glaser

Ein typischer Glasformer ist SiO, (Siliziumoxyd). Das Material kann fiir
T — 0 in kristalliner Form auftreten (Quarz), es kann aber bei raschem
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Abkiihlen in einer nichtkristallinen ungeordneten Form gefangen werden;
man spricht von einem Glaszustand, mit Atomen eingefroren in fixen Posi-
tionen die aber keine Ordnung zeigen. Die Unordnung im System schlégt sich
in der Verletzung des 3. Hauptsatz nieder — die Entropie geht nicht auf Null
(die Entropie verschwindet fiir eine spezifische Kategorie von Freiheitsgra-
den, die sich im Gleichgewicht befinden (Schwingungsfreiheitsgrade)). Die
Theorie der Gléser ist (relativ) neu, schwierig, und nicht vollstindig ent-
wickelt. Eine der grundlegenden Ideen ist, dass fiir T" — 0 unendlich viele
gleichwertige ungeordnete Zusténde existieren, welche durch unendlich ho-
he Barrieren voneinander getrennt sind — das System wird in einem die-
ser Zustidnde gefangen. Verschiedene Typen von Glédsern werden diskutiert,
z.B., Spin-Gléser, Orientierungsgléiser, Fichgliaser, Vortex-Gléser, und Fens-
tergliser (wahrscheinlich metastabil). Am weitesten entwickelt ist die Theo-
rie der Spin-Glédser, wo eine exakte Losung des Problems mit langreichwei-
tiger Wechselwirkung zwischen den Spins existiert (Sherrington-Kirkpatrick
Modell, Molekularfeld Theorie, Losung von Parisi/Talagrand, gebrochene
Replica Symmetrie). Echte Spin-Glidser mit kurzreichweitiger Wechselwir-
kung (Edwards-Anderson Modell) scheinen sich wesentlich von dieser Losung
zu unterscheiden.



Kapitel 7

Phaseniiberginge und
Phasengleichgewichte

Betrachte als einfachstes System ein einkomponentiges Gas. Im Idealfall
nicht-wechselwirkender Atome (ideales Gas) miissen wir erwarten, dass ein-
zig die Gasphase auftritt. Existiert aber eine Wechselwirkung zwischen den
Atomen, so koénnen wir ein interessantes Phasendiagramm erwarten. Be-
trachte zum Beispiel das Potential wie in der Figur mit kurzreichweitiger

A
\% Abb. 7.1: Skizze des Van der
Waals-Potentials zwischen neu-
tralen Atomen, attraktiv bezw.
I > repulsiv bei grossen bezw. klei-
lo r nen Distanzen.

_\/OW

Repulsion und langreichweitiger Attraktion (z.B., das Van der Waals Poten-
tial zwischen neutralen Atomen, V oc —r~% —r~7 bei mittleren und grossen
Distanzen, Coulomb/Pauli-Repulsion bei kurzen Distanzen). Das Potential-
minimum bei 7 fithrt neue Energie- und Léngenskalen ins System ein. Fiir
T < Vy konnen die Atome dieses Energieminimum nutzen und eine neue
Phase mit hoher Dichte pg ~ ry 3 bilden, die in Konkurrenz mit der Gas-
phase p; < ry 3 steht. Die neue Hochdichtephase kann eine Fliissigkeit (keine
Orientierung, keine Fernordnung, kein Schermodul, diffusive Dynamik der
Teilchen) oder einen Festkorper bilden (langreichweitige Orientierungs- und
Positionsordnung, endlicher Schermodul, harmonische Dynamik der Teilchen
(Debye-Waller Faktor)). Tatsédchlich sind zumeist alle diese Phasen bei pas-
senden Umstédnden realisiert. In der Theorie der Phaseniibergénge wird stu-
diert, welche thermodynamischen Phasen in einem System auftreten kénnen,

95
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wie und wann sie ineinander transformieren, und welche Eigenschaften sie
charakterisieren. Das Thema ist auch heute aktuell und wird iiblicherweise
in zwei grossen Blécken behandelt, einmal hier in der Thermodynamik und
spéater noch einmal in der statistischen Mechanik Vorlesung.

7.1 Gibbssche Phasenregel und Phasendiagramme

Wir wollen zuerst untersuchen, welche Strukturen ein Phasendiagramm aus-
zeichnen. Experimentell werden zumeist die intensiven Parameter T', p und
die Stoffmengen n; vorgegeben; deren Verteilung nga) auf die v Phasen (vgl.
Abschnitt 4.5) wollen wir hier untersuchen. Die relevanten Gleichgewichtspa-

rameter sind die chemischen Potentiale
,ul(a) (p, T, :L'ga), e ,:rroi)l) (7.1)
(o) _ T (@)

der » Komponenten; z; ' = nga)/n(o‘), Yoiqx, =1, sind die relativen
Molzahlen der i-ten Komponente in der a-Phase. Im Gleichgewicht gilt, dass
die chemischen Potentiale gleich sind und wir erhalten (v — 1) Gleichungen
,uga) (p, T, xga), ... ,azg,oi)l) = Mgﬁ) (p, T, xgﬁ), . ,xi@l) (7.2)
fiir die 2+ vr — v = 24 v(r — 1) intensiven Variablen (2 aus p, T, vr aus r
Komponenten in v Phasen, v Gleichungen ), xga) = 1). Damit verbleiben
f=2+v(r—1)—r(v—1) Freiheitsgrade im System,

Gibbssche Phasenregel f=2+1r—v. (7.3)

Zum Beispiel gilt fiir ein 7 = 1-Komponentensystem, dass eine reine Phase
(v = 1) bei ‘allen” Werten von p und T realisiert werden kann. Bei zwei
koexistierenden Phasen (v = 2) bleibt nur ein Freiheitsgrad iibrig, d.h., der
Phaseniibergang mit zwei simultan existierenden Phasen definiert eine Linie
im p, T-Diagramm,

1 (p,T) = P (p,T) = pas(T). (7.4)

Schliesslich kénnen drei Phasen «, 3,7 in einem Punkt des p, T-Phasendia-
gramms koexistieren,

pDp,T) = 1P, T) = pas(T),

1. T) = 1V, T) = psy (D),

(P, T) = pp,T) = pya(T); (7.5)
diese drei Linien schneiden sich in einem Punkt, dem Tripelpunkt pag-, T gy-

Die Koexistenz von vier Phasen kann in einem Einkomponentensystem
nicht auftreten. Ein typisches Phasendiagramm hat dann die Form wie in
Abb. 7.2 skizziert. Den kritischen Endpunkt der a-(G-Phasenlinie konnen wir
verstehen, wenn wir die Phasenbedingung (7.4) genauer betrachten.
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A I
Pl kritischer Punkt

Abb. 7.2: Typisches Pha-
sendiagramm mit mehreren
Phasen  und  Phasenlini-
en/Ubergingen.

™ Trippel punkt
T

7.2 Gibbssche Flichen

Jede Phase a definiert eine Fliche p(® (p, T') (Gibbssche Fliche), vgl. Abb.
7.3.

Abb. 7.3: Gibbssche Flichen fiir zwei Phasen « und . Die Phase mini-
maler Energie wird realisiert. Auf der Schnittlinie wandelt sich eine Phase
in die andere um. Die plotzliche Anderung der Steigung der Fliche impli-
ziert Spriinge in den konjugierten Variabeln Volumen V und Entropie S.
Die Spriinge werden durch die Clapeyronsche Gleichung verkniipft.

Im Gleichgewicht ist
G(p,T) = n' u ) (p,T) + 0@ (p, T) (7.6)

minimal, d.h. fiir p > p,g ist n(® = 0 und fiir p < Dag ist n® = 0. Im
allgemeinen schneiden sich die Gibbsschen Flichen unter einem endlichen
Winkel und beide extensiven Variablen V' (konjugiert zu p) und S (konjugiert
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zu T') springen am Phaseniibergang,

A(T) = 0 (pag(T),T) — v (pos(T), T)
op(®) B au(ﬂ)‘
dp It dp It

As(T) = 5 (pag(T),T) — 5P (pup(T), T)

oul® ou®

- aT Das 70

0, (7.7)

ey 0T

Diese Spriinge sind wiederum thermodynamisch (geometrisch, vgl. Abb. 7.3)
verkniipft: Mit (7.4) und (7.7) sowie dyu = —sdT + vdp gilt die Gleichung
von Clausius-Clapeyron (vgl. (5.8))

— 5T + v dp = —sPaT + 0P dp
dpas B As(T)
dT  Av(T)’ (78)

Am Phaseniibergang transformiert sich bei konstantem p und T eine
niedrig-entropische!, kleinvolumige? Phase in eine hoch-entropische, grossvo-
lumige Phase. Wéahrend des Umwandlungsprozesses muss die latente Warme

Ah = Ap+TAs+ sAT =TAs = { (7.9)

zugefithrt werden. Diese latente Warme adndert geméiss TdS = dU + pdV
sowohl die innere Energie als auch das Volumen des Systems (7'dS geht nicht
allein in dU ein, da sich das System ausdehnt und damit Arbeit leistet). Die
CC (Clausius-Clapeyron)-Gleichung lautet dann

dpap _ L

dT Av’
eine Messung von £ und Av bei festem p und T fiir verschiedene p erlaubt
uns, die Ubergangslinie p,g durch eine triviale Integration zu finden.

T

(7.10)

7.2.1 Ordnung eines Phaseniibergangs

Ein Phaseniibergang mit Spriingen in den ersten Ableitungen des Gibbs-
Potentials (Spriingen in den intensiven Variablen) heisst Phasenibergang
erster Ordnung. Man spricht von einem Phaseniibergang n-ter Ordnung,
wenn Spriinge erstmalig in den n-ten Ableitungen des Potentials auftreten?.
Einen Phaseniibergang zweiter Ordnung erhalten wir, wenn die Schnittlinie
der Gibbsschen Fliachen terminiert, vgl. Abb. 7.4.

"'Wir betrachten T zunehmend.

2bei Wasser-Eis grossvolumige, siehe spiter

3Heute unterscheidet man allerdings zumeist nur zwischen Phaseniibergingen erster
und zweiter Ordnung.
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Abb. 7.4: Gibbssche Flichen fiir das Auftreten eines Phaseniibergang zwei-
ter Ordnung. Die Linie des erste-Ordnung Phaseniiberganges terminiert in
einem kritischen Punkt C, einem Phaseniibergang zweiter Ordnung.

Der Punkt C heisst kritischer Punkt; die Phasenlinie erster Ordnung
Pap endet in einem Phaseniibergang zweiter Ordnung. Beachte, dass sich
die Charakteristika des 2-te Ordnung Uberganges (kritische Exponenten)
nur in der stetigen Verlingerung der Phasenlinie p,g(7") manifestieren.

7.2.2 Phasendiagramme

Statt des p, T-Diagramms koénnen wir auch die T, v- und p,v Diagramme
studieren; entsprechend unserer Diskussion erwarten wir einen Sprung in v
am Phaseniibergang, vgl. Abb. 7.5.

r v ORI @ NOBERY

Abb. 7.5: Phasendiagramme fiir einen erste-Ordnung Phaseniibergang; der
Sprung in v manifestiert sich in den p-v- (mitte) und T-v-Diagrammen
(rechts).

Die drei Diagramme sind nichts weiter als die Projektionen der p,v, T-
Zustandsfliche des Einkomponenten-Systems mit zwei erlaubten Phasen;
ein typisches Beispiel zeigt die Abb. 7.6. Die Regelfliche K beschreibt die
Koexistenz der beiden Phasen o und f; ihre Projektion in die p, T-Ebene



60KAPITEL 7. PHASENUBERGANGE UND PHASENGLEICHGEWICHTE

definiert die Phasenlinie p,g(T"). Oberhalb des kritischen Punktes C' sind
die Phasen o und 3 nicht mehr voneinander unterscheidbar.

Abb. 7.6: Typische p-v-T—
Zustandsfliche fiir ein zwei-
Phasen System. Die Phasen «
und [ koexistieren auf der Regel-
fliche K. Die Regelfliche termi-
niert im kritischen Punkt C.

Zur Projektion v, T' gehort das Potential f(v,T) und das Potential in
den ‘extensiven’ Variablen w und v ist die Entropiefliche s(u,v). Wie sehen
diese Potentiale beim Phaseniibergang aus?

7.2.3 Freie Energien

Wir betrachten zuerst f(v,7T). Die Phasen o und (3 definieren die freien
Energien f(® und f®. Die Isotherme f(v,T = const) muss die Form in
Abb. 7.7 haben.

f
Abb. 7.7: Form der Isothermen

f(v,T) = const.

v () v ® 1%

Dass die Tangenten ¢(®) = ¢(®) = ¢ in v(®) und in v(® gerade eindeutig
die Punkte A und B verbinden, folgt aus der Beziehung

_ o
p=-7 (7.11)

und der Gleichgewichtsbedingung

Pas(T) = 9 (T,0) = p (1,019, (r.12)
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Die Mazwell-Konstruktion fiir die gemeinsame Tangente gibt dann

1) (T, (@)  £8) (T, o
( v(a))_v(ﬁ)( ) - ~Pag (7.13)

=4 =(f+p) = (f+p)?D =p0.

Auf der Tangente ¢ erhalten wir fiir die freie Energie den Ausdruck

vPN(T) — v
v(B) (T) — (@) (T)

v — (@ (T)
vB(T) — v (T)’

fOTw) = T, 0@ (1)) (7.14)

+f® (T, e (7))

der das zwei-Phasengemisch «, 3 beschreibt. Die Aste o und 3’ beschreiben
metastabile Zustidnde der Phasen o und 3, vgl. 7.8 (sie gehéren zu den
hoheren Gibbsschen Fliachen in Abb. 7.3). Im gas-fliissig System sind dies
unterkiihlte Gase und {iberhitzte Fliissigkeiten.

f
T = const Abb. 7.8: Lage der metastabilen

Zustinde o und @ und des in-
stabilen Bereiches mit negativer
Kompressibilitt.

instabil

»@ y® v

In A’ und B’, vgl. Fig. 7.8, dndert die Kriimmung

0% f dp 1

—| =—-=| =— 7.15

ov2 T ovlr kv ( )
ihr Vorzeichen; die Kompressibilitdt wird negativ und die metastabilen Pha-
sen werden instabil. Die Punkte A’ und B’ definieren die sogenannten Spi-
nodalen im p, v-Diagramm, vgl. Abb. 7.9.

Auf der Tangente t ist
0’ f
502 |7 =0 = K=o

das Gemisch ist unendlich kompressibel, indem wir die diinne Phase un-
ter virtuellen Druck (d.h., bei p ~ const) in die dichte Phase iiberfiihren
(hineindriicken) kénnen.
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metastabile
B —Phase

Abb. 7.9: Lage der Spinoda-
len im p-v-Diagramm; sie be-
grenzen den Bereich der (me-
ta)stabilen Phasen.

Spinodale v

7.2.4 Fest-Fliissig-Gas System

Schliesslich nehmen wir noch zusétzlich die feste Phase in Betracht und
skizzieren die entprechenden drei-Phasen Diagramme, vgl. Abb. 7.10.

C c f,C

> > >

v v T

Abb. 7.10: Diagramme des drei-Phasen-, ein-Komponenten-Systems. s: solid
(fest), f: fliissig, g: gasformig, C: kritischer Punkt, T": Tripelpunkt. Auf den
schraffierten (Regel-) Flidchen im oberen Diagramm (und auf den entspre-
chenden Linien/den entsprechenden Bereichen in den Projektionen) liegen
gemischte Phasen vor.
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7.2.5 Entropieflichen

Das Entropiepotential s(u,v) ist schliesslich eine Funktion rein extensiver
Variablen, die am Phaseniibergang erster Ordnung alle springen. Die kon-
kave Funktion s(u,v) setzt sich demnach aus Extremalpunkten (fiir reine
Phasen) und Simplizes (fiir Phasengemische) zusammen. Die Zweiphasen-
gemische «, 0 definieren eine Regelfléiche, die sich aus Geradenstiicken a-0
ergibt. Ein Dreiphasengemisch «;, 3, v definiert einen Dreiecks-Simplex a-(3-v
in der Entropiefliche, vgl. Abb. 7.11.

Abb. 7.12: Gibbs Energie

Abb. 7.11: Entropiefliche
s(u,v) mit Regelflichen «-(
und Dreiecks-Simplex a-(-v bei
koexistierenden Phasen. Die in-
tensiven Variablen ergeben sich

aus Oysly, = p/T, Ously = 1/T.

Flache p(p,T), zweifach Legen-
dretransformiert bezgl. s(u,v).
Die Simplizes
dabei in Linien entlang de-
rer die Fliache pu(p,T) abrupt
die Steigung &ndert (Knicke).

transformieren

Die extensiven Variablen erge-
ben sich aus den Ableitungen
Orply = —s, Opp|r = v; diese
Ableitungen springen entlang
der Phasengrenzen.

Diese Simplices transformieren unter der Legendretransformation

s—u—f—up

(beim Ubergang v — f via S — T und bei f — p via V — p) in die
Phasenlinien p.g, pg,, Py und den Tripelpunkt pagy, Ty, vgl. Abb. 7.12.
Beachte, dass wir im Ubergang s — p zwar Information iiber den Zustand
im Gebiet der Phasenumwandlung verlieren?, aber wir verlieren keine ther-

4Das Mischverhiltnis « : 8 folgt aus der Position des betrachteten Punktes im Sim-
plex; alle Punkte eines Simplex gehen auf einen Punkt p.g(T),T oder pagy,Tapy; die
Information iiber die Mischverhéltnisse geht beim Ubergang s — p verloren.
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modynamische Information.

7.3 Van der Waals Gas

In seiner Dissertation iiber ‘Die Kontinuitdt des Gasférmigen und Fliissigen
Zustandes’ (Leiden, 1873) ist es van der Waals gelungen, eine Zustandsglei-
chung fiir reale Gase aufzustellen, die einen Gas-Fliissig-Ubergang zu be-
schreiben vermag®. Der Ansatz ist denn auch genial: Van der Waals beriick-
sichtigt die starke kurzreichweitige Abstossung zwischen den Atomen, indem
er dem Gas nur das reduzierte Volumen v, = v — b zur Verfiigung stellt®.
Die langreichweitige Attraktion beriicksichtigt er durch eine Verringerung
des dusseren Druckes um einen Term —a/v?. Die Idee ist, dass sich Teilchen
im Innern gegenseitig anziehen. Dabei machen die Teilchen o« n = Dichte
am Rande mit, die mit einer Kraft oc n nach innen gezogen werden. Es ergibt
sich damit ein zusitzlicher Druck a/v? und wir miissen den Druck p erset-
zen durch p — p + a/v?. Beachte, dass der Korrekturterm oc 1/v? oc 1/75 o
attraktives Potential ist. Die van der Waals Zustandsgleichung lautet dann

(v —b) (p + %) — RT (7.16)

mit den Parametern a,b. Das p, v-Diagramm zeigt Isothermen wie in Abb.
7.13 skizziert.

Abb. 7.13: Isothermen des Van
der Waals-Gases. Bei der kriti-
schen Temperatur T, verschwin-
den die Minima/Maxima der
Kurve.

7.3.1 Universelles Gasgesetz

Fiir T > T, ist p(v) monoton, unterhalb von T, ergibt die kubische Gleichung
bei fixem p < p. und T' < T, drei Losungen fiir v. Die kritischen Werte

5Boltzmann nannte Van der Waals den Newton der realen Gase.
5p ist das ausgeschlossene Volumen.
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T., pe, v folgen aus den Gleichungen

RT a
p=pvaw(v,T) — v_p Pt
Op 0 RT 2a
_— = — - —
ov (v=0)2 ¥’
0%p RT 3a
2 _0 == 7.17
ov? - (v="0)3 v’ (7.17)
und wir finden
1 a 8 a
e = =579 c = 3b, To= ——. 7.18
Pe=57p2 7 27 bR (7.18)

Indem wir zu normierten Variablen 7 = p/p., v = v/v. und t = T/T,
iibergehen, erhalten wir das Van der Waals Gesetz der korrespondierenden
Zustinde”

3
(Tr + ﬁ) (3v —1) = 8t. (7.19)
Aus (7.18) erhélt man
RT, 8
=—. 7.20
PcVc 3 ( )

7.3.2 Maxwell-Konstruktion

Fir T < T, weisen die Isothermen steigende Stiicke mit dyp|r > 0 auf, was
die Stabilitatsbedingung k7 > 0 verletzt. Entsprechend ist die freie Energie
mit dy f|r = —p nicht konvex in v, vgl. Abb. 7.8. Wir erwarten demnach
einen Phaseniibergang im Gebiet T' < T, und entsprechend miissen wir die
VdW-Isothermen korrigieren. Dazu betrachten wir eine Isotherme 7' < T,
und schneiden sie mit einer Isobaren p < p., vgl. Abb. 7.14.

p 1 T< TC Abb. 7.14: Zur Korrektur der
Van der Waals-Isothermen:
gesucht ist die thermodyna-

A /\ misch korrekt definierte Isoba-
B! re p < pe, so dass pa(p,T) =
' pe(p,T).
VA VB v

"Wiirde heute wohl das universelle Gasgesetz heissen.
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Wir suchen p so, dass ua(p,T) = up(p,T) ist, mit einen Phaseniiber-
gang erster Ordnung A < B. Mit ;4 = u—Ts+ pv miissen wir die Gleichung

UB—UA—T(SB—SA)+]J(UB—UA)ZO (7.21)

erfiillen. Wir brauchen die Ausdriicke fiir v und s: Betrachte
1 1 /0u ou P
ds = = (du -+ pdv) = T<87‘VdT + %‘TC@ + Zav (7.22)

und benutze (4.33),

ou a
Byulr = TOrply — :—‘ L 7.23
| plv — P oulr — 02 ( )
die innere Energie u eines realen Gases ist abhéngig vom Volumen v, eine
Folge der Attraktion zwischen den Atomen (potentielle Energie). Fiir die

Differenz up — u4 erhalten wir dann

B B,
up —ug = / du = / [—2dv + cU(T)dT}
A A LU
Tazln _ 2 42

.24
o T oa (7.24)
Fiir die Entropie finden wir mit (7.22), (7.23) und (7.16)
Cy R
- Zgr
ds Td + - bdv
T !
T v—>b
= ar @) L g . 7.25
=5 so+/TO T + nvo—b (7.25)
Entsprechend finden wir
- —b
SB — SA Tazls g U8 (7.26)

va—b
und die Bedingung (7.21) reduziert sich auf
0=-"2 - RT In(vp —b) + 24 RTIn(vqa —b) + p(va —vg)  (7.27)
UB vA

oder

plva —vp) = % + RTIn(vp — b) — % — RT1In(vs — b). (7.28)

Berechnen wir andererseits die Flache
B B B
d d
/ dvp = RT / v / —;}
A A v — b A v
a|B

— RTIn(v— b))j + ;)A (7.29)
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so finden wir Ubereinstimmung mit der rechten Seite von (7.28), so dass

B
/ dvp = p(vg —v4); (7.30)
A

d.h. die Gleichgewichtsbedingung pa4 = up reduziert sich auf die Gleichheit
der schraffierten Flichen in Abb. 7.14; dies ist die Mazwell-Konstruktion zur
Korrektur der VdW-Isothermen zu thermodynamisch konsistenten (stabi-
len) Isothermen. Man zeigt leicht, dass die obige Konstruktion der Maxwell-
Konstruktion fiir die freie Energie (7.13) entspricht und ein konvexes Poten-
tial erzeugt.

\ Abb. 7.15: Korrigierte Van der
p T<T, Waals-Isotherme zum 1-te Ord-
, nung Phaseniibergang fliissig (A4) —
B gasformig (B). Die Punkte A’ und
A /.\B B’ definieren die Spinodalen, die
’\'/ B Endpunkte der (meta)stabilen Pha-
A sen. Die Segmente o/ und (3 be-
schreiben eine iiberhitzte Fliissig-
keit (Siedeverzug) und ein un-

VvV terkiihltes Gas (Ubersittigung).

\/

Zusammenfassend zeigt Abb. 7.15 die korrigierte Isotherme beim 1.te
Ordnung Phaseniibergang fliissig (A) — gasformig (B). Die Punkte A’ und
B’ definieren die Spinodalen, die Endpunkte der (meta)stabilen Phasen. Die
Segmente o/ und [’ beschreiben eine iiberhitzte Fliissigkeit (Siedeverzug)
und ein unterkiihltes Gas (Uberséittigung). Fiithren wir die Maxwellkonstruk-
tion fiir jeden Druck p < p. durch, so erhalten wir das Koexistenzgebiet fiir
die gas- und fliissige Phase, vgl. dazu die Abb. 7.6, 7.9 und 7.16. An der
Nebelgrenze (vgl. Abb. 7.16) treten zum ersten Mal Fliissigkeitstropfchen
im Gas auf. An der Siedegrenze beobachtet man die ersten Dampfblasen
in der Fliissigkeit. Gehen wir entlang v um den kritischen Punkt herum,
konnen wir stetig von der Gasphase in die fliissige Phase iibergehen. Dies
ist auch der Hintergrund zum Titel der Van der Waalsschen Dissertation.
Beachte, dass eine Verfliissigung des Gases durch Druckerhéhung fiir T' > T
unmoglich ist; Gas und Fliissigkeit sind oberhalb von T, ununterscheidbare
Phasen.
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A
P Abb. 7.16: Nebel- und Siede-
grenzen im p-v-Diagramm.
Nebelgrenze
Po | .
t [k
% v
Siedegrenze

7.3.3 Eigenschaften realer Gase

Abschliessend betrachten wir noch einige physikalische Eigenschaften realer
Gase. So finden wir zum Beispiel, dass der Ausdehnungskoeffizient

_181} v—>

vl VT = % ()
(zumeist) grosser ist als der Wert ajg = 1/T fiir das ideale Gas,
1 2a (v=b 2 —b
a——== M zumeist > 0; (7.32)

v
T T — 2 (2h)?

nur Wasserstoff und die Edelgase machen eine Ausnahme (im Bereich iibli-
cher Temperaturen).

Gasverfliissigung

Weiter findet man, dass die gedrosselte Expansion realer Gase iiblicherweise
zu deren Abkiihlung fiihrt. Im Joule-Kelvin-Prozess ist die Enthalpie erhal-
ten und wir finden mit®

0s Os
Ah = TAs+vAp= Ta—T‘pAT + Ta—p‘TAp + vAp

cp AT — TavAp + vAp
= AT +v(1 —-Ta)Ap (7.33)

fiir den isoenthalpischen Prozess Ah = 0 die Charakteristik

S o4

— = 7.34
Ap Cp ( )

8Wir benutzen die Maxwell relation dps|r = —drv|, = —va.
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Fiir o > 1/T tritt demnach mit der Entspannung auch eine Abkiihlung ein.
Darauf beruht die Gasverfliissigung durch Expansion. Man beachte dabei
die Relevanz der Inversionskurve p;(T") definiert durch

1
alpr,T) = o pr(T). (7.35)
Fiir das Van der Waals Gas findet man (vgl. Abb. 7.17)

pi(T) = po(24\/3T /T, — 12T /T, — 27); (7.36)

Abkiihlung tritt bei Expansion nur dann auf, wenn p < py(7T) ist. Die ma-
ximale Inversionstemperatur ist fiir Luft ~ 600 K, fiir Hy aber nur ~ 202
K. Tritt Hy aus einer Druckleitung aus, so besteht bei Zimmertemperatur
hochste Explosionsgefahr, da sich der Wasserstoff via Erhitzung von selbst
entziinden kann.

R A Erwarmung
P Inversionskurve Abb. 7.17: Inversionskurve
9 fiir das Van der Waals Gas.
Abkuhlung
0 3 T/ T
Gastemperatur

Auch interessant ist, wie man aus der real gemessenen Gastemperatur
(reales Gas) die absolute Temperatur 7' finden kann. Mit den gemessenen
Grossen

- dq _ 1ow
Cp = — a=—-——
P ooy v oY T
findet man aus (7.34)"
T=T ( / Yy ©8 ) (7.37)
= ex e — .
0€xP 9, V+EGAY/Ap/)’
SWir schreiben die Gleichung
cpi—i =vTa—v
um zu A9 T~@ )
Cp Ap Ggm — U

und integrieren.
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wobei sich Tp, ¥g aus der Eichung

9 =0, T =T,
9 = 100, T = T, + 100,

bestimmen lassen, mit ¢ = 0,

100 100 va

Die Charakteristika &, ¢,, AY/Ap, v des Gases miissen dabei empirisch
bestimmt werden.

7.4 Das Eis-Wasser-Dampf System

Ein bekanntes Beispiel eines fest-fliissig-gas Systems sind die Aggregats-
zustédnde des Wassers. Allerdings ist das Eis-Wasser(-Dampf) System etwas
atypisch. Wir betrachten zuerst die Phasenlinie Wasser-Wasserdampf und
benutzen die Clapeyronsche Gleichung

Torp = £/ Av;

wir approximieren

RT

Av = VUgas — Ufliissig ~ Ugas — Ta ~ const

und erhalten fiir die Dampfdruckkurve das Resultat
pof(T) ~ poe~taf/ BT (7.39)

Das Resultat stimmt recht gut mit experimentellen Daten iiberein'®. Es ist
Lyt =~ 603cal/g und man findet die in der Abb. 7.18 gezeigte Dampfdruck-
kurve fiir Wasser.

Als Néchstes betrachten wir die Fis- Wasser Grenze. Hier dussert sich
die Besonderheit des Wassers: Ublicherweise ist der fest-fliissig Ubergang
mit einer Expansion (s fiir solid, fest)

Avgg = Ufliissig — Ufest — 0

verbunden, und damit ist

apfs _ U
oT  TAug > 0.

0Djes ist nicht immer der Fall, insbesondere nicht fiir He.
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[atm] Abb. 7.18:  Dampfdruckkurve

T von Wasser.
4 Wasser

2| Dampf

0 100 200 t[°C]

Im Eis-Wasser System sind die Verhiltnisse umgekehrt: Beim Ubergang in
die feste Phase nimmt das (Eis)Volumen zu und Avg ~ —0.091 cm?/g. Mit
lgs =~ 80 cal/g findet man

ap fs
orT

~ —138at/grad,; (7.40)

wir finden eine steil ansteigende, riickwirts geneigte (retrogradierte) Pha-
senlinie pg(7), vgl. Abb. 7.19

A
p Avi >0

g
T T

Abb. 7.19: Phasenlinien pg fiir normale Medien (links) und fiir das Eis-
Wasser System (rechts). Wasser ist dichter als Eis, Eis schwimmt an der
Wasseroberfléche.

Interessant ist die Umgebung des Tripelpunktes, vgl. Abb. 7.20: Es
gilt
Uop +Lrg 4 Lys = [80 4+ 603 + (—683)] cal/g =0

und
Avgr + Avpg + Avgs = 0. (7.41)

Etwas iiberraschend verhélt sich die spezifische Warme c, des Was-
serdampfes entlang der Dampfdruckkurve p(p,T) = ps(p, T) — pg(p, T') = O:
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p Schmelzen
(atm] Wasser Abb. 7.20: Tripelpunkt im Eis-
Eis Wasser-Dampf System.
0.01 - .
0.0061L  eeees Verdampfen
Sublimieren’ Dampf
0.01 tc

Sie ist negativ, c,(t = 100 °C) = —1.08 cal/grad g.!! Gesiittigter Wasser-
dampf gibt demnach Wéarme ab, wenn wir entlang der Dampfdruckkurve
die Temperatur erhchen. Wird der Dampf adiabatisch entspannt, tritt er in
die fliissige Phasenregion ein und bildet Kondensationstropfchen (vgl. Abb.
7.21, beachte den Nebel beim Offnen einer Mineralwasserflasche).

Abb. 7.21: Unter adiabatischer Expan-

P sion von Wasserdampf bilden sich Tropf-
chen: der fallende Druck fithrt auf eine

S f Temperaturerniedrigung und es miisste
Wérme zugefithrt werden um auf der

9 Dampfkurve zu bleiben. Die fehlende

_ Warme fithrt zur Kondensation von Ne-
0 T bel.

"7Zum besseren Verstiandnis berechnen wir c,: Mit dem ersten Hauptsatz

ﬂidu dv

ar — ar " Par

erhalten wir

_ g, duy dvg
Co=—_r = ap erdT (Wasserdampf),
_ 5qf _ de d’l}f . _ ~
= T ar +pd—T (Wasser mit ¢y = ¢p = ¢).
dAu dAv

Entlang der Dampfdruckkurve gilt mit £ = Ah = Au + pAv:

% _ dAu+ dAv+d£ A
ar —  ar "Par Tarl,”?
mit@ = ¢
dTl,  TAv
e ¢
Cp = Cftom (7.43)

Mit ¢y &~ 1 cal/grad g, £ = 539 cal/g bei T'= 373 K und d¢/dT = —0.64 cal/grad g findet
man sofort ¢, = —1.08 cal/grad g < 0.
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7.5 Nukleation in Phaseniibergingen erster Ord-
nung

Wir betrachten ein System am Phaseniibergang, typischerweise ein fliissig-
gas System. Die beiden Phasen unterscheiden sich in ihrer Dichte 1/v = p,
v = V/N = Volumen pro Teilchen. Aus (7.11) folgt fiir die freie Energie die
Form in Abb. 7.22.

A
f Abb. 7.22: Freie Energie bei fi-
xer Temperatur 7: Am Ubergang
gilt o%f = —pfg(T).
0 Vi Voas V'

Fiir die Gibbs freie Energie yp = f + pv erhalten wir dann die Form in
Abb. 7.23, mit den Variablen p und 7' und p als Hemmparameter, u = u(p, T}
Hemmparameter p). Aus

u metastabile 0
> Py
stabile Gasphase g
fliissige 6
Phase
P = Prg(T)

Phaseniibergang <
1. Ordnung P< Prg
) 1 -1 > Hemmparamete
0 Ptiussig / Pgas P=V fiir
metastabile flissige stabile
Phase Gasphase

Abb. 7.23: Chemisches Potential in Abhéingigkeit des Hemmparameters p~!.

Bei fixer Temperatur T' verdndern wir den Druck p iiber den Phaseniibergang
hinweg.

of _ _
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am Ubergang ergibt sich tatsichlich

ou oudv  Ov/of

dplp  Ovdp Op\dv
bei p = pgg, d.h. die beiden Minima jg,s und pg sind gerade gleich wenn
p = pge(T) ist, also am Phaseniibergang.

Wie sieht der Zeitablauf des Ubergangs aus? Wir starten in der Gas-
phase bei unterkritischem Druck p < pgg(T') und erhéhen p. Wenn p 2 pg,
wird zwar das Minimum bei pg giinstiger, aber das System ist durch eine
Barriere bei pgas gefangen (iiberséttigter Dampf). Das System geht dann
VON pgas Via eines Nukleationsprozesses in die neue stabile Phase iiber. Un-
sere Aufgabe ist es, den energetisch giinstigsten Weg (die kleinste Barrie-
re) fiir den Prozess zu finden. In einem isotropen homogenen System ist
der beste Prozess durch die Nukleation eines ‘Trépfchens der neuen Pha-
se’ gegeben (droplet model). Kondensiert bei p > pg(T) die Gasmenge
0ngas in einen Fliissigkeitstropfen mit Radius 7, so gewinnen wir die Energie
Ongas(HA — Meas) mit (L ist die Avogadrozahl)

ONgas = —0ng = (471/3L)r3pﬁ.

Andererseits miissen wir eine Gas-Fliissigkeits Grenzfliche bilden, welche
pro Fliachenelement da eine Energie ogy (= Oberflichenspannung) kostet
(in der Grenzfliche ist pgas < pPGrenzoa < pa Und UGrenza ist im Bereich des
Ubergangs grosser als Heas = p1). Die Ausdehnung des Tropfens involviert
also nebst dem iiblichen Volumenterm p dv zusétzlich einen Oberflichenterm
o da; dann hat die vom Tropfen geleistete Arbeit die Form

OW = pdv — oda. (7.44)

Fiir einen Tropfen mit Radius r bezahlen wir insgesamt die Gibbs-Energie
4

G(T) = 37L7“30ﬂ(,uﬂ - ,Ugas) + 47T7“20fg (745)

mit der Avogadro-Zahl L, p = N/V | u = Energie/Mol, 0 = Energie/Fliche.

Fiir verschiedene Kombinationen p,T" hat G(r) die in Abb. 7.24 skiz-
zierte Form mit einem Maximum in G(r) fiir p > p,.

Der Radius des kritischen Nukleus ergibt sich aus der Bedingung 6G =

0712
0G = 5(nﬁ A + Ngas fgas T+ 4777”20'fg)
20t L
ropa
12Wir benutzen die Zusammenhinge
OMNgas = —0ng, na = 4—#7’3’0il — % = 47Tr2p—ﬂ.

3 L or L
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G P<Pfg Abb. 7.24: Gibbs-Energie in
P=Prg Abhéngigkeit der Tropfchen-
grosse r. Der kubische Term
o« 73 dndert sein Vorzeichen
bei p = pg,; entsprechend er-
gibt sich fiir p > pg; ein Maxi-
mum in G(r).

P> Py

0 e \r

und wir erhalten den kritischen Radius (fiir pug < figas)

B 204, L 1
P Haas — HA

(7.47)

[

Um den kritischen Radius als Funktion des Druckes p > pg(T") zu finden,
leiten wir die Beziehung

2045 L
PATc

Hgas — Ul =
nach p ab und benutzen d,p = vme1 = L/p; damit folgt

1 1 ag( 1 Or, 1 Gpﬁ)'

Pgas Pt _Pﬂ 7’3 Op - Te P% Op
Mit LT 8
B %!
< = , —~0
(%il Vgas D ap

erhalten wir die Differentialgleichung

ore . keT pg ﬁ 8l . ksT'pg
ap 20 p’ re 20
20 vq )

kT 7,

O0lnp, (7.48)

P = po exp( (7.49)
Aus der Randbedingung p(r = 00) = py, folgt das Schlussresultat (vgl. Abb.
7.25)

20 vg

20 vg i _
kT In(p/prg)

pzpfgexp(i ) re(p, T)

7.50
ksT 7. ( )

Um beim Druck p > pg, den Phaseniibergang zu triggern, muss eine
thermische Fluktuation einen Nukleus (ein Tropfchen) mit Radius r > 7,
erzeugen — gemaéss Abb. 7.24 ist 9, G|,>,, < 0 und der Tropfen wéchst (r —
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Abb. 7.25: Kritische Tropfchen-
grosse als Funktion des Umge-
bungsdruckes p.

\

B, P

o0), bis alles Gas kondensiert ist. Bei gegebenem p, T' wird diese Fluktuation
mit einer Rate
T ~ wyikee € o)/ kBT (7.51)

auftreten. Die mikroskopische Versuchsrate wpjiro ist schwierig abzuschétzen;
eine grobe Abschétzung ist w ~ 1/Kollisionszeit.

Die obige Diskussion kann auf viele Systeme verallgemeinert werden,
z.B. der Bewegung einer elastischen Membran im periodischen oder im un-
geordneten Potential (siehe Ubungen). Ebenso kann bei einem 7' = 0 Quan-
tenphaseniibergang obiges Nukleationsszenario relevant sein, wobei an die
Stelle der Gibbs-Energie G die (euklidsche) Wirkung S tritt und die Fluk-
tuation eine quantenmechanische ist, G — Sgukia, I — h. Ein Beispiel ist
die Nukleation der Helium B-Phase in der A-Phase (Lifshitz, Kagan).

Abb. 7.26: Nukleation eines

3
He-A
3He-B Tropfens in 3He-A.

O

SHeB



Kapitel 8

Mischungen

Wir betrachten ein Gemisch (mit Molzahlen n;) von (idealen) Gasen im
Volumen V. Dann addieren sich die Partialdrucke p; der Gase zum Gesamt-

druck (Dalton)
p=>_pi (8.1)

Mit den Zustandsgleichungen p;V = n; RT" des i-ten Gases folgt durch Sum-
mation

pV =nRT, n:Zni. (8.2)

Fiir die Energie findet man (vgl. Abb. 8.1)

Abb. 8.1: Komprimiere das i-te Gas iso-
V therm auf das Volumen V; = Vp;/p
/M und ziehe die Trennwénde hinaus; da die
innere Energie u; des i-ten Gases un-
i abhingig vom Volumen V; ist wird durch
die Expansion keine Arbeit geleistet, al-
soist U =), nju;.

U= Zniui, u; = ¢y, 1. (8.3)

Die Berechnung der Entropie einer Mischung ist nicht trivial. Wir entmi-
schen ein Zweikomponentensystem reversibel, um dann daraus die Entropie
zu berechnen. Dazu benutzen wir zwei Zylinder mit je einer halbdurchléssi-
gen Wand und entmischen die beiden Gase, indem wir die Zylinder trennen
(halte 1 fest, bewege 2, vgl. Abb. 8.2).

Auf die selektiv durchliassigen Wiande wirkt nur der Partialdruck p;
(Zylinder 1) resp. py (Zylinder 2). Bei der Entmischung wird keine Arbeit

7



78 KAPITEL 8. MISCHUNGEN

Abb. 8.2: Entmischung zweier Ga-
se: Der Zylinder 1 ist fixiert und héalt
Gas 1, der Zylinder 2 wird bewegt
und halt das Gas 2. Die inneren Zy-

‘61 p_; linder Wénde sind entsprechend se-
1 lektiv durchléssig.

r

geleistet (A = Querschnittsfliche),
oW =Wy + W, = —Apodrs + Aps drs,

und es wird keine Wirme zugefiihrt, 6@ = 0. Die reversible Entmischung
erfordert demnach keine Warme oder Arbeit und die Entropie S bleibt kon-

stant (0Q = 0Qrey = 0),
S(T, V) =51(T,V)+ So(T, V). (8.4)

Umgeschrieben auf die Variablen 7" und Druck p erhalten wir die Beziehung

S(T,p) = S1(T,p1) + Sa2(T', p2), (85)
oder auf mehrere Komponenten verallgemeinert
S(T,p, nl,...,nr) = Znisi(T,pi). (8.6)
i

Beachte, dass wir in unserem Prozess das Gesamtvolumen verdoppelt haben;
die Gesamtentropie beim Gesamtdruck p ergibt sich aus der Summe der
Entropien bei den Partialdrucken p;.

Umgekehrt betrachten wir jetzt den Prozess der Mischung. Wir kom-
partimentieren die Gase auf die partiellen Volumina V; = V p;/p. Die Ge-
samtentropie dieses Ausgangszustandes ist

So = Z n;s; (T, p)

Im zweiten Schritt entfernen wir die Trennwénde und erhalten die Gesamt-
entropie der Mischung

S=> nisi(T,pi).
Die Entropieinderung aufgrund d;r Interdiffusion der Gase ist
S-S = Zm[si(T,Pi) = si(T', p)];
mit (3.21)) ist [...]=Rlnp/p; = Rlnv/v; = Rlun/n;

= RZ n;In(n/n;) = Rlnlnn — Z n; Inn;] (8.7)

3
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und wir finden einen Mischterm > 0, die Diffusion ist irreversibel. Die Entro-
pie des Gasgemisches ist somit nicht einfach additiv,

S(T,p) = Z nisi(T,p) + RZ n; In(n/n;). (8.8)

8.1 Massenwirkungs Gesetz

Aus den Resultaten (8.1), (8.3) und (8.8) folgt sofort das Massenwirkungsge-
setz fiir chemische Reaktionen. Sei der Druck p und die Temperatur 7' fixiert,
dann reagieren verschiedene Komponenten eines chemisch aktiven Systems
bis ein chemisches Gleichgewicht bei minimaler Gibbs Energie G(p,T) er-
reicht ist. Betrachte zum Beispiel die Knallgas-Reaktion

2H50 « 2Hs + Oo, (8.9)

mit den Umwandlungsverh&ltnissen

ony :0ng : dng =11 : o 1 3 (8.10)
fiir
Hy : ny mit vy =2,
O2 : mo mit vy =1,

H.O : ngmit vy = -2.

Mit (zur Erinnerung G =U +pV —TS = H —TS)
U = Zniui,
H = i(niui +piV) = ni(ui + RT) =Y nih,
S = zz:nisi—i—RZnilnl(n/ni), l
finden wir die Gibbs freie Energie
G = > nihi(T) = Tsi(T,p) — RTIn(n/n;)] (8.11)

- Z nilg:(T,p) — RT In(n/n;)).

Die Variation von G beziiglich der Molzahlen unter Beriicksichtigung der
Umwandlungsverhéltnisse (8.10) und n = ), n; (und dn = (0nq/v1) >, vi #
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0) ergibt!

0=0G = Z onilgi(T,p) — RT In(n/n;)]

— 5:11 ' vilgi(T, p) — RT In(n/n;)]

éH(%)V _ exp[_zyigi(T,p)/RT] = K(T,p;v;), (8.12)

das Massenwirkungsgesetz. Gehen wir zu den Konzentrationen ¢; = n;/n
iiber und beriicksichtigen wir die Zusatzbedingung >, n; = n, >, ¢ = 1,
#H-Atome/#0-Atome = (2¢1 + 2¢3)/(2c2 + c3) = Ryjo (dieses Verhilt-
nis wird durch die Préparation vorgegeben, entsprechend stehen immer
geniigend viele Gleichungen zur Verfiigung um alle Konzentrationen zu be-
rechnen), so kénnen wir die Gleichgewichtskonzentrationen eindeutig be-
stimmen,

2

@ = K(T7p7 Vi)a
C3
ci+co+cy = 1, (8.13)
2c1 + 2c3
_— Ry/o.
2co + c3 H/0

8.2 Osmotischer Druck

Als weitere Anwendung von (8.8) betrachten wir den osmotischen Druck. In
der Zelle (vgl. die Skizze in Abb. 8.3) verschieben wir die Membran nach
rechts und gewinnen dabei die Arbeit

SW =p' dV = p'vg dng;
hier bezeichnet vy das Molvolumen des Wassers und dng ist die Anderung

der Menge des Losungsmittels bei der Verschiebung der Membran.

Mit T = const entspricht diese Arbeitsleistung gerade der Anderung
der freien Energie des Systems, dF = —p/'dV = —dW. Fiir die freie Energie
schreiben wir geméss (8.1), (8.2), (8.3), (8.8)

F = (no + ng) fo + n1f1 + RT[ng In(ng/n) + nq In(ny /n)],

wobei der letzte Term der Mischentropie entspricht, die fiir n = ng+nq ~ nyg
als RT'ny In(ny/ng) geschrieben werden kann. Eine Anderung dng = —dny

"Mit § = > 0nk(9/0ny) ist >, nidln[(n = 2o/ = 32 mal(1/n) 32, onk —
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Siﬁgﬁf&gﬁab{i\ Abb. 8.3: Wass'er / Zuck_erwasser
getrennt durch eine semipermea-
; ble Membran. ny und n{, bezeich-
p+p’ p nen die Molzahlen fiir das Wasser
p’ | in den beiden Kompartimenten,
—h n ist die Molzahl fiir den Zucker.
no+n, ny

erzeugt via Mischentropie die Energieéinderung (mit dng = vodV)

RTn 1
novo

dF = —RT%dno - AV = —pldv
0

und wir erhalten den osmotischen Druck

RT
p = i (8.14)
dies ist gerade der Gasdruck des im Losungsmittel (Volumen V' = nguy,
Temperatur T') gelosten Salzes. Bekannt ist das Bild der Zuckerlosungsséule,

wo p' = pgh, p = Massendichte der Losung, direkt gemessen wird.

Zuckerlosung

Abb. 8.4: Typisches Experi-
h » ment zum osmotischen Druck,
mit der Zuckerlosungssiule auf-
ragend iiber das Niveau des Was-
sers.

e ]

Wasser /

Membran

8.2.1 Erniedrigung des Dampfdruckes in der Losung

Auch bekannt ist die Erniedrigung des Dampfdruckes einer Losung gegeniiber

des Dampfdruckes des reinen Losungsmittels (Raoultsches Gesetz), vgl. Abb.

8.5

PDampt N1 BT

ApDampf ==
PLésung 10 Vo

oder, via Clausius-Clapeyron (¢ die molare Verdampfungswirme) ,

dp £ -1 ny RT
AT = ApDamef (ﬁ = TA’U) N ——

~ T
TLQK ’
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die Erhohung der Siedetemperatur. Wieviel Salz wird gebraucht, um auf dem
Everest ein Ei kochen zu kénnen?

( Dampf ) Abb. 8.5: Der Unterschied Appampt

( im Dampfdruck ergibt sich aus

@ der Uberhohung der Losungsséiule,
Losung APDampt = PDampt gh, wobei sich die

Hohe h der Sdule aus dem osmoti-
. schen Druck p’ = PLssung gh ergibt.

f J Nutze auch, dass Av = vpampr und
Membranﬂ/ PDampf UDampf = PLésung VLésung ist.

8.3 Gibbssches Paradoxon

Betrachte die Mischungsentropie (8.7) und gehe zum Grenzfall identischer
Atome iiber. Die Mischentropie S — Sy bleibt unveréindert, obwohl wir erwar-
ten wiirden, dass im Grenzfall identischer Atome keine Mischentropie mehr
auftritt, S — Sg = 0. Entsprechend existiert kein kleiner Parameter, der
die Unterscheidbarkeit der Atome quantifiziert: Der Atomismus der Materie
verbietet den Grenziibergang. Beachte, dass ein *He-*He Isotopengemisch
eine Mischentropie aufweist, obwohl die Elektronenhiillen gleich sind (Ent-
mischung bei 7" — 0, 3. HS).

8.4 Ausklang

Es gibt eine Vielzahl von thermodynamischen Modellsystemen, die wir aus
Zeitgriinden nicht behandeln kénnen. Einige Beispiele werden wir in den
Ubungen untersuchen, andere tauchen spiter in den Vorlesungen iiber ‘Sta-
tistische Mechanik’ und ‘Phaseniibergéinge’ auf. Besonders bekannt sind die

Hohlraumstrahlung: Photonengas, Plancksches Strahlungsgesetz.
Elastische Festkorper: Phononengas, Debye und Dulong-Petit.

Supraleitung: Phaseniibergang zweiter Ordnung (Elektronenpaarung und
Kondensation in k-Raum) der sehr gut durch die Molekularfeldnéhe-
rung beschrieben wird. Beachte, dass der superfluide Ubergang im bo-
sonischen System (Kondensation im Ortsraum) durch Fluktuationen
dominiert wird, d.h., die Molekularfeldnédherung ist nur eingeschrénkt
giiltig (z.B., fiir schwach wechselwirkende Gase).

Phasenseparation: Entmischung von *He und “He, Legierungen.
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Magnetismus: Ordnungsphéinomene, z.B., Ferromagnetismus oder Anti-
ferromagnetismus, entstehen beim Abkiihlen in Phaseniibergéingen zwei-
ter Ordnung (starke Fluktuationen).

Galvanische Elemente
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Kapitel 9

Thermodynamik irreversibler
Prozesse / Transport®

Als letztes Thema der Thermodynamik betrachten wir Transportphidnome-
ne, was unter dem Titel ‘Thermodynamik irreversibler Prozesse/Transport’
zusammengefasst wird. Wir bemerken, dass die beiden Gebiete der Pha-
senumwandlungen und des Transportes zu den aktiven Forschungsgebieten
zéhlen (speziell Transport in kleinen Strukturen wo sich Quanteneffekte be-
merkbar machen, Verhalten von Zustdnden (weit) weg vom Gleichgewicht).

9.1 Wirmeleitung

Wir beginnen mit der Wiarmeleitung im homogenen, isotropen Festkorper
(wir vernachldssigen thermische Expansionseffekte). Weg vom Gleichgewicht
werden die Zustandsgrossen ortsabhéngig: Dabei entfernen wir uns nur we-
nig vom Gleichgewicht, so dass wir das System immer noch als lokal im
Gleichgewicht betrachten konnen. Das System lésst sich dann durch loka-
le Gleichgewichtsparameter wie die lokale Temperatur T'(7,t), den lokalen
Druck p(7,t), oder das lokale chemische Potential p(7,t), und lokale Zu-
standsgrossen wie innere Energie u(7,t), Entropie s(7,t), ... beschreiben.
Beachte dabei, dass eine ortsabhingige Temperatur T'(7,t) auch eine Orts-
abhéngigkeit der inneren Energie u(7, t) (pro Masseneinheit) impliziert. Wei-
ter induziert der Temperaturgradient VT einen Waérmefluss,

W(Ft) = —kVT (9.1)
(Fourierscher Ansatz). In (9.1) nehmen wir an, dass VT geniigend klein ist
(mit dem System nahe am Gleichgewicht), so dass die ‘Antwort @’ auf die

“Kraft VI linear ist. Die Wirmeleitfihigkeit x(= v2¢,7/3, 7 die Streuzeit),

85
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miissen wir durch eine mikroskopische Betrachtung finden'.

Die Erhaltung der Energie verlangt die Kontinuititsgleichung (p =
Massendichte)

+ V-1 =0, (9.2)

mit den Einheiten [u] = Energie/g, [p] = g/Volumen. Mit der zweiten kon-
stitutiven Gleichung

Ou _ ¢, 0T

ot p ot’ (93)

[cy] = Energie/Volumen grad, erhalten wir die Wérmeleitungsgleichung

oT K
T aAT = DAT, (9.4)

mit der Diffusionskonstanten D = v?7/3.

9.2 Entropiebilanz

Wir wissen, dass die Diffusion (von Teilchen in Mischungen) ein irreversibler
Prozess ist und interessieren uns deshalb fiir die Entropiebilanz. Mit du =
T ds und (9.2) finden wir

1

- ﬁwﬁr

Nl g

0s 1> -

Indem wir @J/T = fs als Entropiefluss auffassen, finden wir mit der Entro-
piequelle ¥ = —[&- VT]/T? ) (k/T2%)(VT)? > 0 die Kontinuitéitsgleichung
fiir die Entropie,
s = =
— + V.5, =9. 9.5
p ot + Js ( )
Im abgeschlossenen System ergibt (9.4) fir t — oo, T' = const, VT = 0,
Entropiequelle — 0, Entropiefluss — 0 und d;s = 0, eine konstante Entropie
s. Mit 9 > 0 kann die lokale Entropieerzeugung nie negativ sein, in Uber-
einstimmung mit dem 2. HS (beachte auch, dass geméss (9.1) mit x > 0
Wérme immer vom heisseren zum kélteren Ort fliesst.)

1Z.B.lr7 iiber die Streuldnge ¢ &ndert sich der Warmeinhalt um ¢,£VT mit ¢ der mittle-
ren feien Weglinge. Diese Wirme wird mit der Geschwindigkeit v der Teilchen transpor-
tiert, also ist der Wirmestrom @ ~ ¢,foVT = ¢,7v?VT, mit der Streuzeit = £/v. Die
Mittelung iiber v ergibt noch einen Faktor 1/3, also ist # =~ (1/3)v?7c,.
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9.3 Thermoelektrische Effekte

Als néchstes wollen wir thermoelektrische Effekte etwas genauer untersu-
chen: Die Teilchen, welche die Wérme transportieren, seien jetzt zusétzlich
auch noch geladen, z.B., Elektronen mit Ladung —e (e > 0). Bei der For-
mulierung der Energieerhaltung miissen wir jetzt zusétzlich die potentielle
Energie

5‘q - -
o2l — _ov.
ot Vi

(mit der Ladungsdichte ¢ = pnL(—e) und der Stromdichte 7) und die dissi-
pierte Energie j - E, = —V® = elektrisches Feld, beriicksichtigen,

ou

paz—ﬁ-m}ﬁ—@ﬁj (9.6)

Als konstitutive Gleichungen haben wir @ = —kVT und ji= oF = —Gﬁ@;
das elektrische Potential ® spielt im Ladungstransport die gleiche Rolle wie
das Temperaturfeld 7" im Warmetransport. Die Leitfdhigkeit o erhalten wir
aus der Uberlegung, dass anstelle von Wirme Ladung transportiert werden

soll (n=N/V):

K~ v, T ~ vPnkpT ~ muv?nkpT /m ~ (nT/m)kET — (n7/m)e?.

Dies ergibt die Drude Leitfdhigkeit
o = e*nt/m.

Das Verhiltnis /0T = (3/2)(kp/e)? (Wiedemann und Franz) hingt nur
von Naturkonstanten ab.

Die Kontinuitétsgleichung fiir die Entropie erhalten wir aus (9.6) und

Tds = du— (. — Le®)dn, (9.7)

mit dem elektrochemischen Potential zusammengesetzt aus chemischem (u)
und elektrischem (®) Potential. Wir leiten nach der Zeit ab und benutzen
die Ladungserhaltung

um zu finden, dass
0s
Tp— = p— — Le®)—
P po; —Plu—Le2)7
ou i -
por+(2-1)V 9.8)
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Einsetzen von (9.6) und Einfithrung des chemischen Potentials pro Teilchen
¢ = p/L ergibt dann die Kontinuititsgleichung fiir die spezifische Entropie
87

ds o @+Ejle  WNT  Jra o€
Py V- ——TT—I—T(E+V€> (9.9)
——
Js v

mit der Entropiestromdichte j, = w/T = (@ +£j/e)/T und dem elektroche-
mischen Kraftfeld £ = E + ﬁf /e. Die Entropiequelle 9 fassen wir wiederum
als Produkt des verallgemeinerten Stromes (W, ;) und der verallgemeinerten
Krifte (—(VT)/T,£) auf. Fiir den Wirme- und Ladungstransport stellen
wir den folgenden linearen Ansatz auf,

. VT &
- VT -

w = W+

e
£ = E+V2==j—¢VT, (9.11)
g

= KT + olleT,
—oll,

—eoT),

g,

Wairmeleitungskoeffizient,

Leitfahigkeit,

Peltierkoeflizient,

e = Thermokraft. (9.12)

H Q 3 o2 @ 0
I

Aus der Onsager-Relation v = 3 (siehe spiter) folgt ¢ = II/T'. Der Peltier-
koeffizient ist nicht einfach abzuschétzen.

Aus der ersten Gleichung von (9.11) folgt fiir j = 0 die Warmelei-
tungsgleichung. In diesem Fall muss geméss der zweiten Gleichung von (9.11)
der Temperaturgradient VT durch ein elektrisches Feld E kompensiert wer-
den, E = —eVT(—V¢/e), woraus sich die Bezeichnung ‘Thermokraft’ fiir
den Koeffizienten ¢ in natiirlicher Weise ergibt. Fiir T', £ homogen folgt das
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Ohm’sche Gesetz j = oE. Allgemeiner gilt j = o(E + E. ) mit der einge-
prigten elektrischen Feldstarke E, = eVT (+V¢/e). Beachte, dass fiir j # 0
auch bei VI' = 0 ein Warmetransport stattfindet, w = —IIj.

Der Term V¢ /e kommt in Metallkontakten zum Tragen: Betrachte
zwei verschiedene, kontaktierende Metalle im Gleichgewicht. Mit j = w =
VT =0 gilt

Ag

E = —ﬁé — AP = — = Kontaktspannung. (9.13)
e e

Unter den thermoelektrischen Effekten erwéhnen wir den Thomson-Effekt:
Fiir einen stationdren Transport mit j # 0, VT # 0, V - j = 0 findet man
durch Einsetzen von (9.11) in (9.6) und VII = (0II/0T)VT

- - oIl A 1 - -
Bu =N - (KT (——)'-VT ~ 3.7 9.14
pOpu (WVT) + (57 —¢) 5 (9.14)
wobei der erste und letzte Term auf der rechten Seite durch Warmeleitung
und Joulesche Wirme entstehen; der mittlere Term beschreibt die Thomson-
Wiérme. Der Peltier-Effekt ist das Phénomens des Warmestaus All j an der
Kontaktstelle zweier verschiedener Metalle.

Schliesslich erwahnen wir die elektromotorische Kraft in einem Strom-
kreis mit verschiedenen Metallen bei VT £ 0,

VEMK = Aé‘ (T2 — Tl), (915)

mit den verschiedenen Temperaturen 7; der beiden Lotstellen und Ae =
err — €1, vgl. Abb. 9.1

€ Abb. 9.1: Zur elektromotorischen

Kraft in einem Stromkreis mit verschie-

T1 denen Metallen und getrieben durch ei-
T2 ne Temperaturdifferenz zwischen den

beiden Lotstellen.
€

9.4 Onsager Relationen

Eine wichtige Gesetzmaéssigkeit in all diesen Transportphdnomenen sind
die Onsager-Casimir-Reziprozititsbeziehungen fiir die Transportkoeffizien-
ten. Hier geben wir nur deren Formulierung; ihre Herleitung erfordert eine
mikroskopische Betrachtung. Wir gehen aus von der Kontinuitétsgleichung
fiir die Entropie,

ds

pa+€j’s=0 (9.16)
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(ohne Konvektion, d.h. (9.16) gilt im mitstromenden System). Die lokale
Entropieerzeugung v lisst sich immer als Summe von Produkten von Fliissen
X; und thermodynamischen Kréften K; schreiben,

1
V= Z X K;. (9.17)

Nahe beim Gleichgewicht ergeben sich die Fliisse aus den Kréften durch den
linearen Zusammenhang

Xi = Zainj. (9.18)
J=1

Dann erfiillen die Transportkoeffizienten a;; die folgenden Onsager-Casimir-
Reziprozitédtsbeziehungen:
Qi5 =  Ei€5Qj4, (9-19)

1, falls Kl(t) = Ki(—t)
g =
—1, falls Kl(t) = —Ki(—t).

Die Richtigkeit dieser Beziehungen basiert auf der mikroskopischen Zeitum-
kehr-Invarianz.

Betrachte als Beispiel die Warmeleitung im anisotropen Medium. Es
gilt
oT
;o
Rij = Kyji-

Im Magnetfeld verallgemeinert sich der zweite Teil von (9.20) zu

—

kij(B) = kji(~B)

(fiir Elektronen im Magnetfeld gilt m = —e(¥ x B)/c; diese Dynamik ist
unter gleichzeitiger Umkehr ¢, B — —t, —B invariant).
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Statistische Beschreibungen

Wir beginnen nun damit, die Resultate der Thermodynamik mikroskopisch
herzuleiten und in verschiedene Richtungen zu erweitern. Entsprechend wol-
len wir ein Vielteilchensystem betrachten, das wir durch einen Satz von Ko-
ordinaten beschreiben kénnen, die gegeben sind durch

(paq)E{pl7"'ap3N7qla'-'>Q3N}GF (101)

mit dem Zustand (p,q) und dem Zustandsraum T, dimT" = 6N und N
die Teilchenzahl. Mit der Hamiltonfunktion H(p, ¢) wird die Dynamik des
Systems festgelegt,

. oOH
ql - 6pz7
oH
= — . 10.2
P 94, (10.2)

Im Experiment wird das System untersucht, indem eine Messgrosse M (p, q)
iiber einen Zeitraum T betrachtet wird — man ist am Wert des Zeitmittels
interessiert,

T
M= lim — / dt M[p(t), q(t)], (10.3)
0

wobei [p(t),q(t)] eine Trajektorie in T’ beschreibt. Fiir ein System im ther-
modynamischen Gleichgewicht ergibt (10.3) ein endliches Resultat. Fiir den
Theoretiker ist der Zeitmittelwert M. praktisch nicht zuginglich. Mit mo-
dernen Computern konnen ~ 109 Teilchen iiber einige Millionen Zeitschritte
in molekulardynamischen Simulationen beschrieben werden; mit typischen
Stosszeiten im Bereich 10712 s entspricht dies einem Zeitintervall von 1076 s
— nicht nur sind derartige Rechnungen weit weg von den 10?3 Teilchen, die
iiber Zeitrdume von Millisekunden bis Tage oder lénger experimentell unter-
sucht werden; auch sind wir meist an der resultierenden riesigen Datenmenge

91
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wenig interessiert und extrahieren daraus nur spezifische Kenngrossen des
Systems. Im statistisch mechanischen Zugang wird der Zeitmittelwert (10.3)
als Zielgrosse durch den Ensemble- Mittelwert

_ [ &pd® g M(p.q) p(p.q)
J@Npd*Nqp(p,q)

ersetzt. Dabei besagt die Dichtefunktion
p(p, )d*Npd*Ng (10.5)

mit welcher Wahrscheinlichkeit das System im Volumen d®Yp d®V¢ um den
Punkt (p, q) des Phasenraumes I' anzutreffen ist. Im allgemeinen ist p(p, g, t)
zeitabhéngig: Die Dichtednderung dp/dt im Volumen w C I' kann nur durch
Abfluss/Zufluss von Dichte durch den Rand dw erfolgen,

dp / S
dw — = do - (p,q)p
/wCF ot ow ( )

Gawss / do (V. V) - (5. D)o, Vo

(M)

(10.4)

H% = (V. V) (i)l

_ % Oip)  Odin)

Op; 0q;

=1

K 9poH  9p oM 106)
B — Op; 9qi Oy opi’ '

1=

wobei wir benutzt haben, dass
dp;  0q;
bi  Ods
Opi  Oqgi
oH s oH
o " opi

= 0,

di-
Offensichtlich verschwindet die massive Ableitung von p,

01+ (5. (V Vllp = 2 =0, (10.7)

das Liouvillesche Theorem, aber die partielle Ableitung d;p # 0 verschwindet
im allgemeinen nicht!.

In der statistischen Mechanik interessiert uns aber nicht ein allgemei-
ner Zustand des System, sondern spezifisch der thermodynamische Gleich-
gewichtszustand. Fiir ein isoliertes System (Volumen V', Teilchenzahl N,

'Man interpretiert die Zustandsdichte p dann als die Dichte einer inkompressiblen
Fliissigkeit im I'-Raum.
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Energie F) wird die Dichtefunktion p(p,q) durch das Postulat gleicher a
priori Wahrscheinlichkeit

const, E<H(p,q) <E+A,
p(p,q) = { P.9) (10.8)

0, sonst

fiir jeden mit den Nebenbedingungen vertriglichen Zustand (p,q) festge-
legt. Da p(p,q) = p(H(p,q)), gilt mit (10.6) sofort dp = 0, d.h., p ist im
thermodynamischen Gleichgewichtszustand zeitunabhéngig.

Man nennt einen Satz von Systemen prapariert unter identischen ma-
kroskopischen Bedingungen (z.B. V', N, E fixiert) ein Ensemble. Zum (Gleich-
gewichts-) Ensemble gehort die Dichtefunktion p(p, q); das Ensemble charak-
terisiert durch V', N, E und p(p, q) geméss (10.8) heisst mikrokanonisch.

Die Grundidee der statistischen Mechanik ist dann, dass Zeitmittel
und Ensemblemittel {ibereinstimmen,
——T
M = (M), (10.9)

Zeitmittel = Ensemblemittel.

Man iiberzeugt sich leicht, dass (10.9) richtig ist, falls das im Labor prépa-
rierte individuelle System im Zeitraum 7" der Messung alle mit den Neben-
bedingungen N, V, E vertriglichen Zusténde in I' gleich oft besucht, d.h.
die Trajektorie [p(t), q(t)] iiberstreicht I'y v, r homogen. Diese Ergodenhypo-
these ist nichttrivial. Welche dynamischen Systeme sie (nicht) erfiillen, ist
Gegenstand aktueller Forschung. Die Ergodenhypothese wird im Rahmen
der Physik der Gliiser relevant verletzt?.

Im Zusammenhang mit (10.9) steht auch die Idee der Selbstmittelung:
Wir kénnten (10.9) glaubhaft realisieren, indem wir statt eines Systems eine
grosse Anzahl derselben ausmessen,

——7T

My= Y M (10.10)

Anzahl Systeme’

viele Systeme

Die Idee der Selbstmittelung besagt dann, dass wir ein System von 10?3
Teilchen in V' als eine Menge von statistisch unabhéngigen Systemen in
den Teilvolumina §V;, V' = . 6V; auffassen kénnen. Ebenso kénnen wir
das Zeitintervall 7' in Subintervalle 6T;, T = ), §T; teilen und derart zu
einer Menge von statistisch unabhéngigen Experimenten gelangen. Wichtig
ist dabei, dass die Volumina §V und Intervalle §T grosser sind als die im

Wenn das System in den Glaszustand einfriert, entstehen fiir Temperaturen 7 — 0
unendlich hohe Barrieren, die den Phasenraum I' in Subrdume unterteilen, aus denen
das System nur in hierarchisch ldngeren unendlichen Zeitraumen entflichen kann; d.h. das
System wird in engen Teilgebieten von I' eingefangen.
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System auftauchenden Korrelationen in Ort und Zeit, 6V > &3, 6T > T,
¢ = Korrelationslédnge, 7 = Korrelationszeit.

Ausgehend von obigen Konzepten ldsst sich die statistische Physik in
verschiedene Richtungen entwickeln:

1. Wir entwickeln die Thermodynamik aus dem a priori Ansatz fiir pmikro
im mikrokanonischen Ensemble und gehen anschliessend via Ankopp-
lung des Systems an Reservoire (T-Reservoir, E fluktuiert; u-Reservoir,
N fluktuiert) zu neuen Ensembles iiber. Die neuen Ensembles sind das
kanonische mit pga.n ~ exp[—H(p, q)/T] und das grosskanonische mit
Pekan ~ €xp[—(H — pN)/T]. Die natiirlichen, zu den drei Ensembles
gehorigen thermodynamischen Potentiale sind entsprechend der fixier-
ten Variablen gerade S(U = E,V,N) (mikrokanonisch), F(T,V,N)
(kanonisch), und Q(7,V, z()) (grosskanonisch).

2. Wir verallgemeinern diese klassischen Ideen auf quantenmechanische
Systeme,

p(p;q) — Dichteoperator p = Z w; [ W5) (V5 (10.11)

7

mit w; der Wahrscheinlichkeit das System im Zustand |¥;) zu finden.

3. Wir vereinfachen die statistische Beschreibung und analysieren die
Physik weg von aber in der Nidhe des Gleichgewichtes. Dies bringt
uns zur Physik der Transportphdnomene und der Relaxation.

4. Wir verallgemeinern die Nichtgleichgewichtsphysik /Transport auf Quan-
tensysteme.

5. Wir studieren die Theorie stochastischer Prozesse, insbesondere die
Langevin Dynamik dissipativer Systeme.

In dieser Vorlesung werden wir Aspekte von 3 und 1 (in dieser Reihen-
folge) diskutieren. Eine tiefere Behandlung von 1 und 2 ist das Thema der
Vorlesung ‘Statistische Physik’; die Themen 4 und 5 sind sehr interessant
aber mehr spezieller Natur.

Als Einstieg zur Transport/Nichtgleichgewichts Physik vereinfachen
wir die statistische Beschreibung. Im Rahmen der klassischen kinetischen
Theorie wird anstelle der ad hoc Annahme (10.8) das Konzept des moleku-
laren Chaos eingefiihrt. Hierbei geht man durch Integration iiber die Ko-
ordinaten (po,...,pN;q2,...,qN ) zu einer Finteilchen- Verteilungsfunktion

f(P,q,t) tiber,

f(ﬁ7cj7t)_N/d3p2d3de3q2d3qu(ﬁﬁQ77@@277@]\7)7
(10.12)
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wobei der Faktor N aus der Normierung

/ dwp=1 (10.13)
r

und der Symmetrie von p in den Argumenten (pj,q; ) folgt (man kann jedes
der N Teilchen als Représentant wéhlen). Eine Beschreibung des Systems
via der Einteilchenverteilungsfunktion f macht nur Sinn, wenn die Korrela-
tionen im System klein sind, was typischerweise in einem Gas der Fall ist.
Mit

. N(N -1 L L oL .
f2(p1,CI1;P2,CI2;t) = (2)/d3p3---d3(JN P(P1,p2,p3,-~-Q1,Q2,---QN)
(10.14)
entspricht dies der Forderung
f2(P1, G1: P2, @23 t) = f(P1,q1,t) f(D2, 42, t), (10.15)

der Forderung des molekularen Chaos. Ublicherweise verlangt man (10.15)
bei ¢ = g2 = ¢. Fiir die Einteilchenverteilungsfunktion f(p,,t) konnen wir
dann eine kinetische Gleichung, die Boltzmann-Transport-Gleichung, aufstel-
len und zu l6sen versuchen.
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Kapitel 11

Kinetische Gastheorie

Wir betrachten ein Gas! von Teilchen und beschreiben seine statistischen
Eigenschaften durch die Einteilchenverteilungsfunktion

f(7,q.t)d>pd>q = Anzahl Teilchen zur Zeit ¢ (11.1)
im Volumen d®p d®q um den Punkt (7,§) € p

des Einteilchenphasenraumes .

Es gilt die Normierung

/d3pd3q f(p,q,t)=N. (11.2)
Die Homogenitét in ¢ ergibt (sofern diese vorliegt)
oL N

mit der Teilchendichte n = N/V. Die Kontinuitdtsgleichung im p-Raum
besagt, dass keine Teilchen verschwinden,

Wf 40, (vuf) =0, zp= (D7),  vu=2y,
oder, in mehr konventioneller Notation,
hf+q-Vaf +7-Vaf =0. (11.4)
Die Hamiltongleichungen = —O07H = Fund 7= OyH ergeben die auf die

Teilchen wirkende Kraft und die Geschwindigkeit in Abh#ngigkeit von der
Position (p,¢’) im Phasenraum.

Lschwach wechselwirkend, nur Stésse sind relevant

97
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Die Gleichung (11.4) gilt im reinen Strémungsfall. Die zwischen den
Teilchen auftretenden Stosse miissen via eines Stossterms, vgl. Abb. 11.1,
of
a Stosse
beriicksichtigt werden und wir erhalten die Boltzmann Transportgleichung,

8tf + i 6(1’]( +ﬁ 6;ﬁf = 8tf|St<'jsse- (115)
A
D Abb. 11.1: Beitridge zur
Streyung in Verénderung von f(p,q,t) am

Ort ¢ aufgrund von Streupro-
zessen in das Volumen um p’
hinein und um das Volumen
um p hinaus.

Streuung aus

Ly

q

Beachte, dass p'in (11. 5) der kanonische Impuls De ist und nicht der
klnetlsche Impuls py, pk = F mit der Kraft F.2 Fiir ein Gas im Kraftfeld
Fist = p/m, p= F.

11.1 Stossterme

Der Stossterm in der Boltzmann Transportgleichung ist {iblicherweise sehr
komplex und héngt vom System ab. Als einfachstes Beispiel kdonnen wir
den Fall betrachten, wo die Gasteilchen an lokalen Defektpotentialen, Ver-
unreinigungen stossen (vgl. Diagramme in Abb. 11.2), z.B., das diinne, sich
klassisch verhaltende Elektronengas in einem dotierten Halbleiter. Die Streu-
rate’

2

wpr 5 % = N | (5| Vieap [ P) [*3 (6 — £)p(0) = wpi (11.7)

2Fiir eine geschwindigkeitsunabhingige Kraft ist Pe = pk Fiir ein geladenes (Ladung q)
Teilchen im Magnetfeld B ist Pe = Pr —l—qﬁ(@ t) und pr = F= q(E+v X B) Dann ist eine
Transformation auf den kinetischen Impuls py = m# angebracht: es ist fx(q, Pk ) d>q d>pr =
fe(q, P) d®*q d®p. und bei fixem @ und t ist d*p. = d>py; somit ist fr, = f. = f. Das totale
Differential df /dt ldsst sich auch in den Koordinaten (¢, p%,t) aufschreiben, also gilt fiir

df/dt = atf|é’,ﬁk +4q- vé’f‘ﬁk’t +p- vﬁk f|tit' (11'6)
Die Gleichung (11.5) beschreibt also auch ein geladenes Teilchen im Magnetfeld mit p),
f)’ =F , dem kinetischen Impuls.
3Man vergewissere ich, dass dieser Ausdruck dimensionell korrekt ist.
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wird als mikroskopischer Prozess im Rahmen der Quantenmechanik berech-
net. Die Deltafunktion mit den Energien ¢, €, ist eine Folge der Energieer-
haltung im Streuprozess (das Defektpotenial ist statisch); bei der Teilchen-
Defekt Streuung ist der Impuls des Teilchens nicht erhalten.

p Abb. 11.2: Diagramme zur
Teilchen-Defekt Streuung, mit
—mo X Prozessen die das Gewicht im
Kanal um den Impuls p ver-
7 — ringern (oben) beziehungswei-

p se erhohen (unten).

------- X
p’)

Fiir das Stossintegral erhalten wir den Ausdruck
O lsime == [ 9wy 115) ~ 1) (118)

Sind Streuprozesse zwischen den Teilchen zu beriicksichtigen? so tritt
anstelle von (11.8) der Ausdruck

atf‘Stésse = - /dBPI d3p1 dgpll [wﬁ',ﬁll;ﬁﬁl f(ﬁ)f(ﬁl) (119)
~wi g e L (07) F (7))

Graphisch lassen sich diese Streuprozesse durch die in Abb. 11.3 skizzierten
Diagramme darstellen.

p’ 171

)
=

Abb. 11.3: Diagramme zur Teilchen-Teilchen Streuung, mit Prozessen die
aus dem Volumen d®p um j hinaus (links) und hinein (rechts) fithren.

4Im Cas ist dies der einzige Streuprozess, der das Gleichgewicht herstellen kann.
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Die Matrixelemente (Streuraten) folgen wiederum aus quantenmecha-
nischen Betrachtungen und weisen folgende Symmetrieeigenschaften auf,

W' 5rippi —  WRpP',RpY;Rp, R Rotation R,

W' pilsppy = W—p,—p1;—p,—pr Zeitumkehr T,

Wy pripp = Wopl—pri—p—p  baritdt P (11.10)
TP — wp grpm = Wi pr mikroskopisches Glgw.

Aus der Kombination von (11.9) und den Symmetrien (11.10) erhalten wir

Ouf|stosse = — / d*p' dpy dpl wir gy [FB) FB1) — FB7) F(BY)]. (11.11)

Fiir die Teilchen-Teilchen Streuung gilt die Erhaltung von Energie und Im-
puls, weshalb die Streuraten folgende d-Funktionen involvieren,

wpr gy X 00 (B + Py — ' = 5{)0(ep +epy — e — ). (11.12)

Das Resultat (11.11) ist zentral fiir die Betrachtungen in diesem Ka-
pitel. Versteckt haben wir die Annahme des molekularen Chaos gebraucht:
In (11.11) sollten wir anstelle der Produkte jeweils die Zweiteilchen Ver-
teilungsfunktion fo(p, ¢ p1, ¢;t) und fo(p”’, ¢ pi, ¢;t) benutzen. Dann miiss-
ten wir eine kinetische Gleichung fiir fy aufstellen, die dann via Teilchen-
Teilchen-Streuung an f3 koppelt, usf. Es resultiert die Bogoliubov-Born-
Green-Kirkwood-Yvon Hierarchie fiir die n-Teilchen Verteilungsfunktionen
fn. Indem wir die BBGKY-Hierarchie mit dem Ansatz fa(p,q;p1,q:t) ~
@, q,t) f(P1,4,t) des molekularen Chaos abbrechen, vernachléssigen wir
Vielteilchen-Korrelationen im Gas.

11.1.1 Verallgemeinerungen des Stosszahlansatzes*

Der Vollsténdigkeit halber erwidhnen wir noch einige weitere Punkte im Zu-
sammenhang mit dem Stosszahlansatz O, f|gissse; diese Diskussion soll uns
die vielseitige Anwendbarkeit der Boltzmann-Transportgleichung aufzeigen.

Statistik

Beim Ubergang zur quantenmechanischen Beschreibung der Streuprozesse
ist die Statistik der Teilchen zu beriicksichtigen. Insbesondere kénnen Fer-
mionen nicht in einen bereits besetzten Zustand hineingetreut werden und
die Verteilungsfunktion f nimmt Werte im Intervall [0, 1] an. Ein erfolg-
reicher Ansatz der diese Pauliblockade in der Teilchen-Defekt Streuung im
(entarteten) Elektronengas berticksichtigt hat die Form

(11.8): w[ | — wyzf(0)1— f() —wpp f()A = f(7))
wr 5f (B) — ()], (11.13)
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wobei wir die Symmetrie wp 5 = wpr 5 genutzt haben. Offensichtlich hat die
Pauliblockade keinen Einfluss auf die Form der Teilchen-Defekt Streuung.
Fiir die Teilchen-Teilchen Streuung ergibt sich die Verallgemeinerung

L1 [ ] = f@E) )= fE))(A - f(7Y))
—f@E)FEDA - fE)A - f(Pr).  (11.14)

Gehen wir vom entarteten Fermigas (im Metall) zum nicht nichtentarteten
Gas (in einem Halbleiter) iiber, so nimmt f immer kleine Werte an und wir
konnen die Korrekturfaktoren 1 — f ~ 1 vernachléissigen. Fiir Bosonen mit
der Verteilungsfunktion N € [0, co] sind ebenfalls Korrekturen N — N + 1
zu beriicksichtigen.

Beachte, dass diese ‘quantenmechanische’ Beschreibung nur als Ap-
proximation betrachtet werden kann, da eine Verteilungsfunktion f(p,q,t)
mit scharfen Werten von p und ¢ dem Heisenberg Unschérfe Prinzip wi-
derspricht. Eine vollstdndig quantenmechanische Beschreibung einer kineti-
schen Gleichung ist enorm kompliziert und bringt (in der Praxis, zumeist)
nur kleine Korrekturen hervor.

Teilchen-Moden Streuung

Oft stossen die Teilchen mit anderen quantisierten Anregungen des Systems
welche Teilchencharakter aufweisen. Ein typisches Beispiel ist die Elektron-
Phonon Wechselwirkung im Festkorper, die durch Elektron-Phonon Streu-
prozesse im Stosszahlansatz beschrieben wird (vgl. Abb. 11.4),

Oflsime = = [ da{ul g G0~ FG+ D)1+ N-p)

wo Ny die bosonische Verteilungsfunktion der Phononen bezeichnet, Nz =
1/[1 4 exp(eg/ksT)] im Gleichgewicht.

Die Erhaltung der Gesamtenergie im Streuprozess erzeugt die entspre-
chenden é-Funktionen in den Streuraten,

wg-)q. x 5(6174_5—6174- ﬁw_(;)
wh) o dleprg— 5 — hwg); (11.16)

entsprechend ist in der Teilchen-Moden Streuung weder die Energie noch
der Impuls der Teilchen erhalten (nur die Gesamtenergie von Teilchen und
Moden ist erhalten).
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p+q
Emission Absorption
P+q

P+q 7
7 TP .
aVaAvAY S 7 T a
Absorption Emission
7 P+q

Abb. 11.4: Teilchen-Moden Streuprozesse; oben die vom ersten Term in
(11.15) beschriebenen Prozesse mit Moden Emission (links) und Moden Ab-
sorption. Die unten skizzierten Prozesse werden im zweiten Term beriick-
sichtigt.

Weiter sehen wir, dass wir in (11.15) das Pauli-Prinzip und die sponta-
ne Emission von Phononen beriicksichtigt haben, indem wir die Besetzungs-
faktoren [1 — f(p')] und [Nz + 1] inkorporiert haben.

Schliesslich miissen wir noch beachten, dass die Losung von (11.15)
im allgemeinen simultan mit der Losung einer BTG fiir die Phononen er-
folgen muss. Der Stossterm fiir das Phononengas enthélt dann bosonische
Besetzungszahlfaktoren

N@Nq’l(l + Nq’/)(l + fol') — Nq’/Nq’ll(l + N@)(l + N(ﬁ)' (11.17)

11.1.2 Erhaltungsséitze

Von besonderer Wichtigkeit sind die im Stosszahlansatz d; f|gtssse auftreten-
den Erhaltungssdtze: Geméss (11.7), (11.12) und (11.16) finden wir fiir die
Teilchen-Defekt (T-D), die Teilchen-Teilchen (T-T) und die Teilchen-Moden
(T-M) Streuung die Erhaltungssétze in der Tabelle 11.1.2.

Prozess
Erhalten T-D T-T T-M
Teilchenzahl + + +
Energie + + -
Impuls — + —

Wir sehen, dass die T-M Streuung erlaubt, Energie und Impuls aus
dem Teilchensystem zu entfernen. Im Gas mit T-T Streuung allein bleiben
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Energie und Impuls dagegen immer erhalten.

Im allgemeinen stellt die Losung der BT'G ein schwieriges Problem dar:
Zu losen ist eine nichtlineare, partielle Integrodifferentialgleichung. Uberlas-
sen wir aber das System sich selber, so stellt sich nach einiger Zeit das ther-
modynamische Gleichgewicht ein. Als N#chstes wollen wir die entsprechende
Gleichgewichts-Verteilungsfunktion fy finden.

11.2 Gleichgewicht: H-Theorem und
Maxwell-Boltzmann Verteilung

Wir betrachten ein Gas, beschrieben durch die Verteilungsfunktion f(p, ¢, 1),
welche Losung der BTG sein soll,

Of + = Nagf + F - Vf = 0 flsusser (11.18)
6tf|Stijsse = - / dgp, d3p1 dgpﬁ (11.19)

xwp gegm L @) f(01) — @) f (7).

Im ungetriebenen Fall (]3 = 0) stellt sich mit der Zeit Homogenitét (ﬁtjf =
0) und Zeitunabhéngigkeit (0;f = 0) ein. Entsprechend muss 0, f|gtssse 1M
thermodynamischen Gleichgewicht verschwinden und wir suchen die Gleich-
gewichts-Losung fo von (11.18) mit Oy fo|stssse = 0. Unsere Leitidee ist,
dass sich fiir ¢ — oo alle Grossen, ausser den durch 0y f|gssse erhaltenen,
verdndern. Betrachte dann irgend eine Grosse

[P, f(P, 4, 1)]

und ihre assoziierte Dichte
pold@t) = [ Epol5 11170 (11.20)

Unter Stossen édndert sich pg geméss

atpcb‘Stt')sse = /d3p af(q) f) atf|Sttisse (1121)
= / Ep &p' dpy Pl [ + fOr@lw gy (F f1 — fF).

Wir vertauschen die Variablen p, p’, p1, p{ und nutzen dabei die Symmetrien

M Wy’ 5y :p,p1

Wy pvsppn —  Wpt,p75p1.p
PT H = w_‘17q;_‘1/7ﬁ,
= W (11.22)
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Indem wir diese Vertauschungen in (11.21) ausfiihren, erhalten wir die vier
Versionen (wir schreiben ® = ® 4 f0;®)

Oepo|stosse = / dPp d*p' d®py d°pl wir g5,
(ﬁ)(f f1 ffl)
(ﬁl’)(flf )
() ffL—f )

Wir rekonstruieren (11.21), indem wir je einen Viertel der vier Varianten
von (11.23) nehmen und addieren,

Dpalsissse = — / dpd®p' d®py d*py wy gy (FL = F 1)
1 . o
x (@ + &) — &' - ). (11.24)

Das Resultat (11.24) ist dusserst zweckméssig. Indem wir ® = In f setzen,
erhalten wir das®

Boltzmannsche H-Theorem

® = Inf
pmy = /d3pf1nsz<t>

1
— OHsisse = —; / &Ep &y Pp1 Iy wpr gy g (11.25)
Ih

(z —y)In(z/y) = 0
Die durch Stosse erzeugte H-Produktion ist immer negativ,
a1‘/I_I|St('jsse <0. (1126)

Mit der Definition der Entropiedichte (kg die Boltzmann-Konstante)

S@.)= ks [ d'psinf

findet man entsprechend, dass Stosse zu einer Zunahme der Entropie(dichte)
fithren (siehe auch (11.41), (11.42)),

OrS|stosse > 0. (11.27)

®Mit F = 0 nehmen wir iiblicherweise Homogenitét an.
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Im Gleichgewicht muss 9; H [gtssse = 0 sein (— 0;8|gtssse = 0 und s maximal).
Aus (11.25) folgt, dass

OrH |stssse = 0 < fo(7) fo(P1) = fo(p") fo(PY) (11.28)

gelten muss: im Gleichgewicht ist log fo unter Stossen erhalten,

log fo(p) + log fo(p) = log fo(p") +log fo(pY). (11.29)

Andererseits wissen wir, dass fiir die Teilchen-Teilchen Streuung die Grossen
® = 1, p, p? (Teilchenzahl, Impuls und Energie) erhalten sind. Entspre-
chend folgt aus (11.24), dass 9;p1[stssse = 0, 0Py |stosse = 0, Otpp2|stssse = 0.
Wir ziehen den Schluss, dass log fy eine Linearkombination der erhaltenen
Grossen 1, p, p? = 2me ist,

logfo = Al+B-p—Ce (11.30)
c . ., . - C
= loga—o—(F=10)", B=—f
m m
fo = aexp[—(C/2m)(F - po)?]. (11.31)

Der Faktor a ergibt sich aus der Normierung

3.~ (5—fo)? 3 _C .2 2mm \ %/
n = a | d’pe 2\ PPV —q [ d’pe2m? =al (5
C

—a=n ()3/2. (11.32)

Der Vektor py beschreibt die konvektive Stromung des Gases (Galilei-Invar-
ianz)

(D) = o = Po. (11.33)
Schliesslich erhalten wir die Konstante C' aus der Berechnung® des Druckes

p = Fy/A (Fy = pA die Kraft und A die Fliche) auf eine Wand bei x =

const,

a _ 0.2
p = / d3p2vaxfo=/d3ppie 2m P
vy >0 m
n s C \3/247x [° c .2 n
_n ST gppte st = 11.34
m(27rm> 3 /0 pp-c C ( )

SWir integrieren gemdiss

oo
/dpp“e’%pz:ail,/ﬁ
o 2V a

3 /m 1

a=c/2m 8\ aa?

a:C/Qm.



106 KAPITEL 11. KINETISCHE GASTHEORIE

mit 2p, dem Impulsiibertrag auf die Wand und der einfallenden Stromdichte
vz fo. Durch Vergleich mit der Zustandsfunktion des Gases pV = NkgT
p = nkgT, folgt
1
kgT

Fiir die Einteilchen-Verteilungsfunktion im thermodynamischen Gleichge-
wicht erhalten wir damit den folgenden Ausdruck fiir die

C =

(11.35)

Maxwell-Boltzmann Verteilung

) 3o (P —10)?
fo= ol =n (5opg) e T L0
B
(A/h)3

wobei sich die Lénge A aus der Beziehung

32 2mh?

mkgT

ergibt. Dabei ist A = h/2m die Plancksche Konstante und \ entspricht der de
Broglie Wellenlédnge eines Teilchens mit Energie kgT'. Der Vorfaktor zu fyg
hat dann die elegante Form n\3/h3, wobei nA? der dimensionslose Gaspara-
meter ist und h® (h eine Wirkung) die korrekte Einheit der Verteilungsfunk-
tion garantiert. Der tiefere physikalische Sinn dieser Schreibweise ergibt sich
natiirlich beim Ubergang zu Quantengasen; hier erhalten wir eine praktische
Form fiir fj.

Die mittlere Energie (¢) ergibt sich zu (pp = 0)

f p (p?/2m) fo 3
= —kgT 11.37
und die wahrscheinlichste (8,(47p?fo(p))|; = 0) und mittlere Geschwindig-
keit sind (wieder fiir pp = 0) gegeben durch

o _ [T
m b
T

W2 = 31; > 5. (11.38)

Typische Geschwindigkeiten in Gasen bei Zimmertemperatur betragen et-
wa v ~ 10%cm/s (fiir Oz). Bei einem Wirkungsquerschnitt von o ~ 7r? ~
310715 cm? ergibt sich die freie Wegléinge ¢ ~ 1/no ~ 1000 A, wobei man
n = L/Vio ~ 2.7 - 10 cm™2 aus der Loschmidtschen Zahl L und dem

Molvolumen Vi, bei Zimmertemperatur und Normaldruck findet. Daraus
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Abb. 11.5: Maxwell-Boltzmann

Verteilung im klassischen Gas.
4n p2f, Typische Werte bei Druck p =
760 Torr und Temperatur T =
300K sind a ~ 30 A (Abstand
zwischen Atomen), mittlere freie
Weglinge ¢ ~ 1000 A, Streu-
zeit 7 ~ 107105, Geschwindigkei-

T ten v ~ 10° cm/s, Dichten n ~
vV Vo 3.10%m 3

\

resultiert eine typische Stosszeit 7 ~ 10710s. Beachte, dass der mittlere Ab-
stand @ = 1/n'/3 ~ 30 A < £ ~ 1000 A ist; im Gas ist die Wechselwirkung
zwischen den Atomen/Molekiilen klein und Stdsse sind selten.

Um die Thermodynamik des idealen Gases vollstdndig zu bestimmen,
berechnen wir die innere Energie aus (11.37).

3 3
U = Ne= §NkBT = inmolRT, (11.39)
—-C, = gNkB, (11.40)
sowie die Boltzmann H-Funktion im Gleichgewicht,
n 3

Hy= [ d&®p fol =nlog—————— — °p.

Aus Hy erhalten wir durch Multiplikation mit —kgV die Entropie

3/2
S = Nkglog

+ const. (11.41)

Der Vergleich mit (3.21),

S = Nmol(cy,InT 4+ RIn'V)
= NksInT?%?V (11.42)
erbringt die Verbesserung V' — V/N, wodurch S jetzt wirklich extensiv ist.
Solange wir uns nur um Entropiednderungen im abgeschlossenen System mit

N = const beschéftigen, ist diese Korrektur irrelevant. Wir werden spéter
darauf zuriickkommen.

11.2.1 Verteilungsfunktion fiir Fermionen und Bosonen*

Wir haben bereits erwiihnt, dass wir beim Ubergang von klassischen Teilchen
zu Fermionen den quantenstatistischen Aspekt dieser Quantengase in die
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BTG inkorporieren kénnen, indem wir im Stosszahlansatz den Faktor ff; —
f'f{ durch die entsprechenden Ausdriicke ersetzen, vgl. (11.14) und auch
(11.17). Die Kombination von (11.14), (11.17) mit (11.29), (11.30) ergibt
sofort die Gleichgewichtsverteilungen in den Quantengasen (pp = 0),

Fermionen: Aus (11.14) folgt

fo(*) fo(ﬁ1) R @)
(15)0) lo fo R N
ST—fo ~ kel ksl
1
— fO = fFD = exp[(gp — ,u)/k:BT] 1
Bosonen: Aus (11.17) folgt
No(@)  No(@)  No(@)  No(@)
14+ No(q) 1 +N0(§ ) 11 No(@) 1+ No(Y) (11.44)
(11.30) No(q) _on e
SR TTNG T BT kT
— No = Ngg= 1

Fiir pp # 0 geht e iiber in ey — p'- po (Galilei-Transformation).

11.2.2 Alternative Herleitung von f,;*

Eine bemerkenswerte Eigenschaft der Maxwell-Boltzmann Verteilung ist ih-
re Unabhéngigkeit von jeglichen Details des Stossprozesses. Diese Univer-
salitdt von fygp ldsst vermuten, dass sich fyg auch ohne Riickfithrung auf
eine kinetische Gleichung finden lasst. Tatséchlich lésst sich fyp aus einem
statistischen Konzept herleiten.

Wir unterteilen den Ein-Teilchen-Phasenraum p in K Boxen mit Vo-
lumen w = A3pA3q um die Positionen (p;, @) € u. Die diskrete Einteilchen-
verteilungsfunktion f; ergibt sich aus der Angabe der Teilchenzahl N; in der
i-ten Box,

fi=—L (11.45)

Indem wir (11.45) iiber das mikrokanonische Ensemble (10.8) mitteln, er-
halten wir die Verteilungsfunktion im Gleichgewicht (vgl. (10.12))

foi = <JZ">, (11.46)
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wobei die Nebenbedingungen

K K p2
;Ni:N, X;NQm = E (11.47)
= =

zu erfiillen sind. Es ist klar, dass viele Punkte (p,q) € I'g y,n dieselbe Ver-
teilungsfunktion f; definieren. Wir suchen diejenige Verteilung von {N;},
die das grosste Volumen in I'g y, v einnimmt, indem wir annehmen, dass die
wahrscheinlichste Verteilung gerade die Verteilung des Gleichgewichtes ist.
Sei Q{N;} das zu {N; }€ gehorige Volumen in ' gy . Mit N1/N1INa! ... Ng!
Anzahl Moglichkeiten N ununterscheidbare Teilchen auf K Boxen zu ver-
teilen mit N; Teilchen in der i-ten Box und ppjiro = const ist

N!
HNK!g{Vl NNALE (11.48)

Q{Ni} o« NN,

dabei sind die Zahlparameter g; am Schluss auf 1 zu setzen, g; = 1. Wir
berechnen den Logarithmus des Volumens (eine ~ extensive Grosse) unter
Verwendung der Formel von Stirling, log N! ~ Nlog N — N,

K K
log Q{N;} = logN!—> logN;!+ > Nilogg; +C (11.49)
=1 i=1

K K
~ NlogN — ZNilogNi +ZNiloggi + C.
i=1 i=1

Wir finden das Maximum von log () unter Beriicksichtigung der Nebenbe-
dingungen (11.47) durch Variation nach N; des Ausdruckes (o und (3 sind
die zu den Nebenbedingungen gehoérigen Lagrange Parameter),

(5[10gQ—O¢ZN¢—,@ZNZ’€Z’] =0
— —(1+log Noi) +1loggi —a—pe; = 0
— Noi = ¢i exp[—a — fg; — 1]
— for = C exp[—pp?/2m]. (11.50)
Mit den iiblichen Bedingungen ( [f = n, p = nkgT) ergibt sich aus (11.50)

die Maxwell-Boltzmann Verteilung als die Wahrscheinlichste aller Verteilun-
gen, die mit den Nebenbedingungen (11.47) vertriglich ist.

Wir kénnen uns noch fragen, wie wahrscheinlich diese wahrscheinlichs-
te Verteilung ist. Dazu betrachten wir die Varianz

Sy NMEUNY (T N N
>y NG >y SN}

0 11.50
- gka—wk)( 29 N (11.51)
9

(NE) = (Ni)?
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Ny 2 Ny 271/2 1 /Nun 1/2
(G- =-#EF) o=
N N VN\ N
Die Verteilung P(Vy) ist also eng um den Maxwell-Boltzmann Wert Ny
herum verteilt. Fiir ein grosses System ist die Verteilungsfunktion f; prak-

Abb. 11.6: Verteilungsfunkti-
on P(Ny) zentriert um Noi /N
und Breite < 1/v/N welche
im thermodynamischen Limes
N,V — oo verschwindet.

P(Ny)

tisch immer beliebig nahe an der MB-Verteilung, f; =~ fo;, fast immer. Wir
nennen Verteilungsfunktionen im Peak von P(Nj) ‘essentiell MB’.

A
H Priparation

weg vom GG essentiell

MB verteilt

) A/ molekulares Chaos
5 ‘{ (lokaler Peak) /\/
BTG MAWWMVV

t

Y

Abb. 11.7: Zeitliche Trajektorie von der Funktion H fiir ein System welches
sich dem Gleichgewicht anndhert und dann durch eine essentiell Maxwell-
Boltzmann Verteilung beschrieben wird. In den durch einen Punkt bezeich-
neten lokalen Spitzen gilt molekulares Chaos.

FEinige Bemerkungen zum H-Theorem, molekularem Chaos, Maxwell-
Boltzmann Verteilung und Boltzmann Transport Gleichung. Das H-Theorem
besagt, dass, falls das Gas im Zustand molekularen Chaos ist, dann gilt

dH

dH
G o0 und —’ — 0o f=fun. 11.53
dt lo+ — . dt lo+ F= Juo ( )

Aus der mikroskopischen Zeitumkehrinvarianz folgt, dass dann auch

dH
i > 0: 11.54
dt ’0— = 0; (11.54)
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entsprechend sind die Zusténde des molekularen Chaos dort zu finden, wo
H einen Peak zeigt (aber nicht jeder Peak korrespondiert einem Zustand
molekularen Chaos). Eine Trajektorie der Funktion H hat damit auf einer
mikroskopischen Skala das in Abbildung 11.7 skizzierte Aussehen. Die Ver-
teilungsfunktion f ist Maxwell-Boltzmannsch in den Minima der Trajektorie
(denn fyp minimiert H).

Beachte, dass das H-Theorem nur in ausgewéhlten Zustéinden des mo-
lekularen Chaos gilt (Peaks in H(¢)). Es sind die Stosse im System die das-
selbe in den Zustand des molekularen Chaos bringen und es auch wieder
aus dem Zustand des molekularen Chaos rausnehmen. Entsprechend ist H
keine mikroskopisch stetige Funktion.

11.3 Relaxation und Transport

In diesem Abschnitt untersuchen wir Nicht-Gleichgewichts Situationen, wo-
bei wir uns aber nicht zu weit vom Gleichgewicht entfernen wollen. Typische
Probleme sind die Relaxation eines Zustandes ins Gleichgewicht und der
Transport in einem dusseren Kraft-oder Gradienten Feld (z.B., ein Tempe-
raturgradient ﬁT) Ausser in Spezialfiillen ist die Losung der Boltzmann
Transportgleichung illusorisch. Wir betrachten deshalb Approximationen
zur Boltzmann Transportgleichung, die eine systematische Losung erzeugen.

Ein wichtiges Konzept in diesem Zusammenhang ist die Einfithrung
des lokalen Gleichgewichtes beschrieben durch die lokale Mazwell-Boltzmann
Verteilungsfunktion fyq,

n(r)

feo= Dk T (P2 exp|— (5 — po(7))? /2mks T (7)), (11.55)

wobei n(7), po(7) und T'(7) lokale Gleichgewichtsparameter der Dichte («
chemisches Potential p(7)), der Konvektion, und der Temperatur bezeich-
nen (entsprechend den Invarianten 1 < n,pu; < po; 2 < T). Im Falle
zeitabhingiger Phinomene tritt eine zusitzliche Zeitabhéingigkeit in diesen
Parametern auf.

Die Verteilung fyo ist keine Losung der Boltzmann Transportglei-
chung, denn

s F S

Dfg = 8t+U'V;+E'Vp*]fgo7éO, aber

atf£O|St('jsse = 0. (1156)

Um eine Losung zu finden, miissen wir eine Korrektur g berticksichtigen,
f = feo+g. Bleiben wir in der Néhe des (lokalen) Gleichgewichtes so kénnen
wir g als klein annehmen und linearisieren. Dabei konzentrieren wir uns
typischerweise auf Losungen zu Problemen vom Typ
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i) Relaxation: Gegeben f(p,7,t = 0); wie relaxiert f gegen fy (keine Trei-
ber).

ii) Stationdrer Transport: Gegeben ein Satz zeitunabhingiger Treiber,
z.B., F#0,VT # 0, Vi # 0 oder Vn # 0: wie sieht die stationire
Losung fs aus?

11.3.1 Linearisierung

Linearisiert wird zumeist an zwei Orten in der Boltzmann Transportglei-
chung, im Flussterm D f und im Stossterm 0 f|gtssse- Wir konzentrieren uns
zunichst auf den Stossterm ” (11.11) und betrachten den Ansatz

f=foo(1+9) (11.57)

mit ¥ < 1 eine kleine Stérung. Konkret heisst dies fiir das Relaxations-
problem i), dass f(t = 0) nahe an fj ist; im Transportproblem ii) soll der
Treiber F klein sein, wobei F= ﬁ, ﬁT, ﬁ,u, ... Mit O, fro|stssse = 0 finden
wir ausgehend von (11.11) sofort

8tf‘Stésse = —feo(ﬁ) / dgp/ d3p1 dgp/1 Wi by sp,p1 fﬂO(ﬁl)
x[U(p) + ¥ (p1) — V(') — (pY)]
= fu@)LY, (11.58)

mit L einem linearen Operator.

Als Néchstes wenden wir uns dem Flussterm D f zu. Mit (11.57) finden
wir
Df = (Dfeo)(1+¥) + fuoDV. (11.59)

Betrachte zuerst die Aufgabe i), Relaxation ohne Treiber, dann ist F=0
und wir betrachten eine homogene Situation mit V= = 0. Dann ist fyo = fo,
Dfo =0, und zu l6sen bleibt das lineare Problem

W =LV, (11.60)

Im Transportproblem ii) verlangen wir 9; = 0 (Stationaritdt) und mit F
klein kénnen wir Df linearisieren: die Korrektur ¥ ist oc F und der fithrende
Term ldsst sich vereinfachen zu,

Df =~ Dfryox F.
Das zu losende zweifach (in F und in V) linearisierte Problem lautet dann

Dfo = fooLV. (11.61)

"Beachte, dass der Stossansatz (11.8) fiir die Teilchen-Defekt Streuung bereits linear
ist.



11.3. RELAXATION UND TRANSPORT 113

Relaxation*

Wir diskutieren zuerst die Losung des (homogenen, ungetriebenen) Relaxa-
tionsproblems (11.60),
0,0 = LU,

wobei die Anfangsbedingung W(p')(t = 0) = f(p,t = 0)/fro(p) — 1 vorgege-
ben ist. Mit dem Separationsansatz

¥ = a(t)g(p) (11.62)
erhalten wir das Eigenwertproblem
Lgx(p) = —AgA(P), (11.63)

wobei der Eigenwert A den Zerfall der Komponente Wy (p,t) = e Mgy (p)
beschreibt. Dass die Losungen W) wirklich zerfallen (d.h. A > 0), folgt aus
der Negativitdt des Operators L beziiglich des Skalarproduktes

(g1,92) = / Bp fol5) 1 (7)92(5),
(g,Lg) < 0. (11.64)

Die Negativitét (11.64) folgt aus w > 0 und den Symmetrieeigenschaften
(11.22). Beachte auch, dass L beziiglich (11.64) hermitesch ist, (g1, Lg2) =
(92, Lg1). Eine Ausnahme bilden die Erhaltungsgrossen g¢ ~ 1, (g5”, 95°, 95°)

~ P, g§2 ~ p?, die alle zum Eigenwert A = 0 gehéren und daher nicht zer-
fallen. Mit der vollstéindigen Basis g)(p’) kénnen wir die Losung zu (11.60)
entwickeln,

v =3 Ag(pe ™, (11.65)
A0

wobei die Gewichte Ay durch die Anfangsbedingung ¥(0) gegeben sind,
M = [ @)@ =0)
= (g0 U(t=0)). (11.66)

Obwohl substantiell vereinfacht, stellt die Losung des Eigenwert-Problems
(11.63) immer noch ein aufwéindiges Problem dar, das nur in Ausnahmefillen
einfach losbar ist. Ein bekanntes Beispiel sind die Maxwell-Molekiile mit
Viep(r) oc 74, siehe Ubungen.

Transport

Zu losen ist die Transportgleichung (stationdres Problem)

Dfoo = [(1/m)E - Vy+7- Vi feo = frol . (11.67)
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Das generische Beispiel fiir Transport im klassischen Gas ist der Warme-
transport im Temperaturgradienten VT mit F' = 0 (keine direkte dussere
Kraft). Mit

feo = exp[—(gp — (7)) / ks T ()] (11.68)
finden wir
. B e a
Dfeo =10 Vifeo=— Jeo e BT+ V.
Oep T

Wir schreiben Vp(p,T) um auf VT: Im stromungsfreien Fall (5o = 0) ist
der Druck p = const und mit p = p(7') erhalten wir

Mit p = G/N, 0G/OT = —S und der Enthalpie H = G + T'S ist

o 1 H
und wir finden
0 - —h
Dfyo = — f“(ﬁ- vy~ (11.70)

Oep T

Fiir ein klassisches Gas ist 0., fero = —feo/ksT und das Transportproblem
(11.61) reduziert sich mit (11.70) zu

Dfio ep—h

o = o 7-VT = LU. (11.71)

Bezeichnen wir den Treiber mit

ep—h_ =
X=-L_¢.VT 11.72
T2 -V (11.72)
so gilt es, die Losung
U=—L"'X VT (11.73)

zu finden. Die Wirmestromdichte w ist definiert als
W= /d3p fe, (11.74)
und gehorcht dem Fourierschen Gesetz,

w=—kVT. (11.75)
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Setzen wir die formale Losung ¥ = —L~'X « VT in die Definition (11.74)

ein, so finden wir einen kompakten Ausdruck fiir den Warmeleitungskoeffi-

zienten & 8,

@ = [dpsie,= [Ephal v,
= (Uep, 1) +(0ep, V) — (0h,¥) = (U(gp — h), V)
S—— N——

=0 =h(7,1)=0
T? ;
- [k:qu(X, \11)} VT, (11.76)
(VT)?
T \2
— K = _kB (%> (X, \Ij)

Zur tatséchlichen Berechnung des Wiarmeleitungskoeffizienten s brau-
chen wir einen Ausdruck fiir V. Standard Techniken beruhen auf der Lésung
des Eigenwertproblems® Lgy(p') = —Aga (), siehe (11.63), oder der Nutzung
eines Variationsprinzips.'® Hier konzentrieren wir uns auf eine weitere Ap-

8Der Ausdruck h(7, ¥) verschwindet, da ¥ L Ez’gi{zo, vgl. nichster Abschnitt, sonst
wére W # 0 nach Abschalten von VT.
"Mit ¥ =37, Axga und

(X, gu) = *(LZAAQ/\:Q;L) =M Ay — Ay = (X, 94) /A
A0

erhalten wir das elegante Resultat

K:kB(%)ZZM. (11.77)

A
A£0

Das obige Schema lésst sich in gleicher Weise zur Bestimmung anderer Transportkoeffizi-
enten nutzen.
10Mit der Definition
H=-L (11.78)

lautet unsere Aufgabe, eine Losung des inhomogenen Problems
HV =X (11.79)

zu finden, wobei X der bekannte Treiber und L der linearisierte Stossoperator in (11.58)
ist. Dabei muss die Funktion X orthogonal zu den Erhaltungsgrossen sein, X L Eigfzo =
{93, Go, ggz} (damit die Gleichung (11.79) 1ésbar ist) und ¥ 1 Figil ), damit sich fiir t —
00, F — 0 das Gleichgewicht einstellt. Gemiss der Definition (11.78) und der Eigenschaft
(11.64) ist H positiv (semi-)definit.

Unser Ziel ist die Bestimmung von Transportkoeffizienten vom Typ (siehe (11.76))

(X, ). (11.80)

Dabei erweist sich das folgende Variationsprinzip als niitzlich: Sei U(p') eine beliebige
Funktion von p. Dann ist
(X,0)?

(X, ¥) 2 (U,HU)
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proximation fiir den Stossterm, die Relaxationszeitapproximation.

11.3.2 Relaxationszeitapproximation

Mit der linearisierten Transportgleichung (11.61), den expliziten Ausdriicken
(11.70) (Liouville Term) und (11.71) (Treiber), und (11.78) besteht unsere
Aufgabe in der Losung der Differentialgleichung

Dfoo = —feoX = —froHY, (11.81)

wobei fyo lokal Maxwell-Boltzmannsch ist und X als bekannt betrachtet
wird, z.B., fiir einen Temperaturgradienten als Treiber im Problem der
Wirmeleitung ist

ep—h
kpT?

Die Invertierung ¥ = H~1X ist im allgemeinen schwierig. Eine drastische
Vereinfachung bringt die Relazationszeitapproximation. Dabei geht man von
der Annahme aus, dass Stosse die Verteilungsfunktion f innerhalb einer cha-
rakteristischen Stosszeit 7. zu f, relaxieren. Der Stossterm f;oH W reduziert
sich dann zu

f B fr

froHY — . (11.82)

Tr

X =— 7 VT.

Es ergibt sich die wichtige Frage: Was sind physikalisch verniinftige Ansétze
fur f, und 7.7 Wir werden spéter genauer darauf eingehen und konzentrie-
ren uns vorerst auf die Konsequenzen der Approximation (11.82). Dabei
betrachten wir 7, als Stosszeit Parameter und brauchen fiir f, den Ansatz
fr ~ feo. Damit reduziert sich (11.82) zu

v
HU — —. (11.83)

T
Mit dem Ansatz (11.83) ersetzen wir das Spektrum des linearen Operators
H > 0 durch einen einzigen Wert 1/7. Mit (11.81) finden wir sofort die

Losung
-

 kgT?

fiir die Warmeleitung'!. Die Definition der Wiarmestromdichte und der Fou-
rieransatz

U=7X= (ep — h)T- VT (11.84)

o= /dgp frolep¥ = —k VT [= —k(0:T,0,0)]

und wir erhalten eine untere Schranke fiir den entsprechenden Transportkoeffizienten
(Zum Beweis minimiert man den Ausdruck ((U — AU),H(¥ — AU)) > 0 bezgl. X\:
A= (U,HY)/(U, HU). Einsetzen ergibt die Schwarzsche Ungleichung (¥, HY)(U, HU) >
(U, H¥)?). Oft ergibt U = X eine gute erste Abschiitzung.

HZeige, dass (11.84) tatsichlich (7, ¥) = 0 erfiillt.
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ergeben fiir den Wirmeleitungskoeffizienten den Ausdruck (wir benutzen die
Isotropie v2 = v?/3 = 2¢,/3m)

-
K= /d3pfgovg2cep(sp—h)
B
2mn
= W(%(% —h)),
wobei wir den Erwartungswert
[ d3p froA
Ay =—F—"—— 11.85
(A) T&p fro (11.85)

definieren. Fiir ein ideales Gas ist h = ¢,T" = 5kzT'/2 und die Momente (c};)
ergeben sich zu'?

2L(n+3/2)

Y = T 11.
damit erhalten wir das Schlussresultat
kT
K = ncyT ; . (11.87)

Spektrum von H*

Im néchsten Schritt wollen wir die Natur der Relaxationszeit 7, besser ver-
stehen. Dazu betrachten wir die Teilchen—Defekt-Streuung als einfachstes
Beispiel. Das Teilchen—Defekt Eigenwertproblem ist exakt 16sbar und gibt
uns Einblick in die Funktionsweise der Relaxationszeitapproximation. Aus-
gehend von der Streurate (11.7) mit der Zustandsdichte p(p’) = 1/(27h)3,
Vol = 1 und dem Ansatz

Nitap| (5" [Vimp|7)> = Y _ Wi Py(cosd), cosd) =’ - p, (11.88)
Y4

schreiben wir das Stossintegral um auf die Form

27I_ dp/p/ 2 o =
Ot f|stosse = T dQy W ; W Py(cos 19)5(511 - Ep/)[f(p) — f(»")]
(11.89)
Wir zerlegen f(p') in seine Winkelanteile
FB) =) Jormw () Yo (9,0) (11.90)

o m!

2P(z +1) = 2'(2)
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und benutzen das Additionstheorem

¢
_ A4n x (nl
2 dp'p? 4T
O f |stosse = _h/dﬂﬁ,(%rh)?) Z 20+ 1Wé form 0(gp —5p’)
Lm ' m’

Xifﬁm(ea ¢)}/€m(9,7 ¢/) D@’m’ (07 (b) - }/f’m’ (9/7 (b/)]
2 \/2meym
= — % Yem (0, ¢);/d€p’ ﬁ 6(ep — &p)

Wy

<o = gt fomten

die Integrale iiber den Raumwinkel Q; ergeben fiir den Term o< Yy, (6, ¢)

das Resultat dpgdmoYem: (0, ¢) und fiir Yy, (6',¢") den Ausdruck §gppdpmm

Yim (6, ¢). Offensichtlich sind die Funktionen f,(¢p) gerade Eigenfunktionen
zum Operator atf‘Stt')ssm

O fom(ep)Istosse = —Tg(lgp)fgm(ep), (11.92)
1 2rmy/2me, ACH
m(e,) b (27h)3 [WO(EP)_T—FPI]

Fiir Fermionen spielt sich der Transport an der Fermifliche ab und wir
kénnen €, = e setzen. Das Resultat (11.92) zeigt uns, dass jede Deforma-
tion fo,, der Verteilungsfunktion mit ihrer eigenen Zeitskala 7(e)) zerféllt.
Beachte, dass alles Gewicht beim jeweiligen ¢, bleibt, eine Folge der Ener-
gieerhaltung 6(e, — €,y) im Streuprozess. Auch beinhalten die Komponen-
ten fr~om keine netto Teilchenzahl da [ dQYy>,, = 0. Entsprechend ist
der Eigenwert 7, ' o [Wo — Wy/(2¢ + 1)|¢=0] = 0, die Teilchenzahl ist
eine Invariante. Besonders relevant ist die Relaxationszeit 7 der ‘Dipol’-
Komponente f;,, von f(p'): Die meisten Treiber erzeugen eine Dipolquelle
Dfpog x v- F - Yim und die entsprechende Relaxationszeit ldsst sich schrei-

ben als
1

1
:/fwwﬂrmﬂmz. (11.93)
T1 TTransport

Wir sehen, dass die Vorwiértsstreuung mit p’-p = 1 den Dipol nicht relaxiert,
wihrend die Umkehrstreuung mit p’ - p = —1 doppelt effizient ist.

Aus unserem Beispiel lernen wir zwei wichtige Dinge:

1. In der Relaxationszeit Approximation —(f — f,)/7 soll die Relaxa-
tionszeit der Symmetrie der Quelle X angepasst werden. Fiir einen
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Dipoltreiber X ist 7, = Trransport €ine gute Wahl. Beachte, dass die
Streuzeit Tsireu = f 3y’ wyr 5 7 T keine Gewichtung im Winkel auf-
weist.

2. Die Verteilung f,, zu der f relaxiert, soll den Erhaltungssétzen an-
gepasst werden. Im Beispiel der Teilchen—Defekt Streuung haben wir
gesehen, dass jede Inhomogenitit fy~g in der Winkelstreuung relaxiert

und nur fr—o = (f)a

(Na= [ 4 fen)

iiberlebt. Ein guter Ansatz fiir f. im Problem der Teilchen—Defekt
Streuung ist deshalb f, = (f)q.

Aus 1. und 2. ergibt sich fiir die Relaxationszeit Approximation bei
der Teilchen—Defekt Streuung der Ansatz

of f={Hea

ot T—D TTransport

(11.94)

Entsprechend findet man gute Relaxationszeit Approximationen fiir die Pro-
bleme der Teilchen—Teilchen und der Teilchen-Moden Streuung;:

T-T Streuung: Die Teilchen—Teilchen Streuung vermag den Dipol nicht
zu relaxieren (p ist erhalten). Das erste relaxierte Moment ist der Qua-
drupol und entsprechend ist die Streuzeit 7. = 7 relevant. Trotzdem
benutzt man oft 7, = Tgtrey als einfachsten Ansatz,

Ttren(D) = / d*p' dpy &l wir g, -

Fiir die relaxierte Verteilung f, wahlt man die lokale Maxwell-Boltz-
mann Verteilung f;o, wobei die Erhaltungssétze beriicksichtigt werden,
indem n, T, py fir f und f;o die gleichen Erwartungswerte liefern. Die
lokalen Werte von n, T', py ergeben sich aus der Hydrodynamik, siehe
Kapitel 12. Zusammenfassend hat die Relaxationszeit Approximatio-
nen fiir die Teilchen—Teilchen die Form

of . _f—feo
o - . (11.95)

T—T TStreu

T-M Streuung: Die Teilchen-Moden Streuung relaxiert die Verteilung
zum Gleichgewicht fy, wobei T durch die Temperatur des Modenbades
(z.B. Phononentemperatur = Temperatur des Kristalles) gegeben ist.
Fiir 7, benutzt man meist die Teilchen—-Moden Streuzeit 7p_,

of ~ S0

~ 11.96
Ot | v TT—M ( )




120 KAPITEL 11. KINETISCHE GASTHEORIE

FEin beliebter Ansatz, der die Invarianten sauber beriicksichtigt, ist die Sub-
stitution (vgl. (11.83))

HU — H\If -3, \If)géﬂ (11.97)

(2

mit H g((]i) = 0, den Invarianten von H. Der Ansatz (11.97) ersetzt das Spek-

trum von H durch die zwei Eigenwerte 0 und 1/7. Fiir die Teilchen-Teilchen
Streuung sind die geméss (11.64) normierten Funktionen gegeben durch

1 1
90 = %7
Di _ p’L nkBT L
g() - ) 1=,Y, %,
m m
2
P 3[ p _§} 11.98
% 3n LomksT ~ 21 (11.98)



Kapitel 12
Hydrodynamik

Die Grundidee der Hydrodynamik ist die Reduktion der kinetischen Glei-
chung (11.18) fiir ein Gas/Fluidum auf ein System von Transportgleichungen
fiir die ersten drei Momente der Verteilungsfunktion f. Entsprechend wird
angenommen, dass f durch diese Momente charakterisiert wird und man
betrachtet den Ansatz

f=Tto+yg (12.1)

mit der lokalen Maxwell-Boltzmann Verteilung

. 1 3/2 m(T — (7, t))?
feo :n(r,t)<m> exp[ oI ) (12.2)

Der Ansatz (12.2) involviert die fiinf (hydrodynamischen) Parameter

n(r,t)  Dichte,
u(r,t)  konvektive Stromung,
T(7,t)  Temperatur. (12.3)

Wir finden dynamische Gleichungen fiir diese hydrodynamischen Felder in-
dem wir den durch die Boltzmann Gleichung definierten Fluss der Erhal-
tungsgrossen ¢ = 1, p, p? bestimmen,

[évpro - /di”pgf

|
gt/d?’pm + ﬁ-/d%ﬁf(z;—ﬁ./d?*p(ﬁﬁ@f:o. (12.4)

Stosse

121
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Den letzten Term erhdlt man nach partieller Integration und f — 0 fiir
p — o0. Die resultierenden Gleichungen haben die Form

¢ = o+ 0;j; = 0,
R ) 1 n
p=p Ogr + —0illy, = —Fy,
m m
¢ = p2 i Oe+ Oig; = 4iF. (12.5)

Dabei haben wir die Grossen
Dichte: n = /d3p 1,
Stromdichte: ji, = /d3p v f,
P
Energie: e = /d3p Z—f,
m
Impulsstromdichte: II;z; = m / dpojvf,
P
Energiestromdichte: ¢, = /d3p %ka, (12.6)

eingefiihrt. Indem wir fiir f den lokalen Maxwell Boltzmann Ansatz (12.2)
in den Ausdriicken (12.6) verwenden,

f(FU,t) =~ fo[n,d,T;7], O-te Ordnung, Eulergleichung, (12.7)

kéonnen wir j, e, II, und ¢ durch die hydrodynamischen Felder n, @, und
T ausdriicken und erhalten aus (12.5) einen ersten Satz hydrodynamischer
Gleichungen (nullte Ordnung).

Die Bedingung, dass (12.1) die Boltzmann Transport Gleichung erfiillen
soll,

of

Df = —
f ot Stésse’

erlaubt es, die Korrektur g durch fy auszudriicken und einen verbesser-
ten Satz hydrodynamischer Gleichungen zu finden. Unter Verwendung der
Relaxationszeit Approximation erhalten wir die Gleichung
Dfyw+Dg = Al [ (12.8)
T T
In erster Ordnung vernachlissigen wir den Term Dg auf der linken Seite
und finden die Korrektur
g = —7D fy. (12.9)

Durch einsetzen von f & fy — 7D fy in die Ausdriicke (12.6) erhalten wir
die Navier-Stokes-Gleichung. Beachte, dass geméss Definition die Momente
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n, jk, € bezgl. f und fyo identisch sind (Erhaltungssétze). Andererseits sind
I1;; und g fiir f und fyy verschieden. Entsprechend differieren diese Grossen
in nullter (f ~ fy) und erster Ordnung (f = fio — 7D fn)-

Die Hydrodynamik beschreibt erfolgreich die Transportphéinomene in
Gasen und in Fliissigkeiten, die sich durch lokales Gleichgewicht beschreiben
lassen (f nahe am Gleichgewicht). Die Zeitskalen (0; ~ w) und Léngenskalen
(ﬁ ~k ), auf denen sich n, 4 und T &ndern, miissen dabei gross gegeniiber
den mikroskopischen Skalen 7 = Streuzeit und ¢ = vr = freie Weglédnge sein,
das heisst es gilten fiir X =n, @, T, dass

o] 1 IVX| Py
X T’ X 0’
wr < 1, ki < 1. (12.10)

Typische Anwendungsgebiete der hydrodynamischen Idee sind die Fluiddy-
namik, Verbrennung, Aerodynamik, Atmosphérenphysik, Wérme- und La-
dungstransport in Festkorpern/Fliissigkeiten/Gasen, Akustik, etc.

Im Folgenden skizzieren und diskutieren wir die Herleitung und die
Struktur, die Eigenschaften der Fulergleichung und der Navier-Stokes-Gleichung.
Wir verzichten auf detaillierte Rechnungen, die aufwéndig, aber trivial sind.

In 12.3 diskutieren wir einige Anwendungen.

12.1 Nullte Ordnung, Euler-Gleichung

Wir separieren die Ausdriicke in (12.6) in konvektive (%) und thermische
(7) Beitrége,

= 4+, (12.11)
/d?’pﬁf = nd, /d3pz7f =0.

<l

Fiir die Grossen j, e, Il;;., und ¢ erhalten wir konvektive und thermische
Anteile,

jk = nug, (12.12)
mn m
e = —Ju'tq  q= /d3pv2f,
2 2
Iz, = mnuug + pig, Dik = m/dspvwkf’

mn m
£p = 7u2uk + qui + Uipi + Wy, Wk = 5 /dBP Vi f.
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In nullter Ordnung ist f = fy und wir finden

g = (3/2)nkgT (=U/V,U = innere Energie),
pik = Oip, p=nkgT (= isotroper Druck),
wr = 0 (keine Wérmestromdichte). (12.13)

Einsetzen in (12.5) ergibt die Eulergleichung (zweite Zeile)

on + 0;(nu;) =0, (Kontinuitétsgleichung),

mO;(nug) + 0;(mnu;uy, + dignksT) = nky, (12.14)
8,:(%112 + gnkBT> + 0; [(%UP + gnszT> ul} = nF;u;.

Eine elegantere Form findet man mit Hilfe der substantiellen Ableitung
Dy = 0 + u;0;; (12.15)

sei X(7,t) = X (7" + ut,t) die interessierende Grosse. Dann ist

mitfliessendes Abb. 12.1: Zur Definition

A System 1 der substantiellen Ableitung. Die
Transformation ins mitfliessende
System involviert die Ersetzung
7 = 7' + @t und entsprechend
lést sich das Feld X schreiben als
X (7, t) = X(F' + ut, ).

Y

u

Y

Laborsystem r

dX >

X enthélt damit zwei Zeitabhéngigkeiten, eine ‘echte’ (09;) und eine triviale,
von der Konvektion herrithrende (@ - V). Die Gleichungen (12.14) vereinfa-
chen sich dann zu

Din+nV- i@ = 0,
mnDyi + ¥V (nkyT) = nF,
3 .
§DtT—|—TV-ﬂ' = 0. (12.16)
Diese 0. Ordnung Gleichungen beschreiben ein ideales Fluidum: Es tritt

keine Dissipation auf und die durch die Kraft F ins System hineingepumpte
Energie geht in konvektiven Fluss iiber (idealer Leiter). Weiter wird die
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Wiérme nur via Konvektion transportiert. Entlang einer Stromlinie fliesst
das Gas/Fluidum adiabatisch:

Din = —nV -1,
3n -
2Ipr = i
5 7Dt nV -,
3
S — D - §%DtT — Dy(nT~%?) =0, (12.17)

und mit nT~3/2 o< (n=%/3p)=3/2 = const entlang einer Stromlinie finden wir
die Adiabatengleichung (3.17),

pv®/® = const (12.18)

entlang der Stromlinie. Alternativ lésst sich die Temperaturgleichung in
(12.16) auf eine Entropiegleichung der Form 8ys + V - (sii) = 0 umschrei-
ben, woraus sofort folgt, dass D¢(s/n) = 0, d.h., die Entropie pro Teilchen
entlang der Stromungslinien ist konstant; man nennt diese Stromung adia-
batisch. Ist s/n = const im Fluidum zur Zeit ¢t = 0, so gilt s/n = const zu
jedem spéteren Zeitpunkt.

Zur Eulergleichung
Wir starten mit der Kulergleichung in der Form
mn[dyi + (i -V )] = nF — Vp.

Mit der thermodynamischen Beziehung
() -1a(3)
n n n n
finden wir fiir die adiabatische Stromung den Zusammenhang
_(h\ V
o(h)-%
n n

und damit ldsst sich die Eulergleichung in die Form

m[0,@ + (i -V )] :ﬁ—v(@) (12.19)

n

bringen. Beachte, dass d(s/n) = 0 nicht ds = 0 fordert; die Entropie pro
Teilchen, nicht pro Volumen, ist erhalten.

Mit der Vektoridentitit
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findet man sofort

\
<
S
I

(@-V)@+aA (VAT
und es gibt sich die weitere Form
. . 2y
mag—an(VAT)] = F-v(TE+2); (12.20)

deren Rotation ergibt (die rechte Seite ist potential/longitudinal, VAF =
—VAV®=0)
H(VATL)=VA(@@ANNAT)). (12.21)

Die Formen (12.19), (12.20) und (12.21) der Eulergleichung sind sehr niitz-
lich. Zusammenfassend gilt fiir ideale Fluida (Kontinuititsgleichung, drei
Formen der Eulergleichung, drei Formen der Warmeleitungsgleichung):

Din+nV i = atn—l—ﬁ-(nﬁ)zo,

’I’)’LDﬂj = ﬁ—%:ﬁ—ﬁ
2

- L h

moii — i A (VAT)] = F—V(im; +g>=

H(VAT) = VA[IA(VAR),
mn o 3 5 [(mn,e 5 il = nF-a
8,5( 5 U +2nk‘BT)—|—V [( 5 u +2nkBT)u} = nF -,

nDt(%) = s+ V- (sii) =0,

%DtT+Tﬁ~a =0 (12.22)

12.2 Erste Ordnung, Navier-Stokes-Gleichung
Wir evaluieren die Ausdriicke (12.12) mit (siehe (12.9))

= fio—TDfuwo (12.23)

und benutzen die 0. Ordnung Gleichung (12.16) um den Ausdruck fiir D fyq
zu vereinfachen (Dfy ist bereits die Korrektur 1. Ordnung). Man findet
nach einigen Rechnungen

1 m
—7D = —N, U; — =y, —— 12.24
o feo o ik Uik + QkBTV 5 Vit ( )

mit N, = v — 5iku2/3, Ui = [&uk + Bkul}/2

(m 9 5) o;T
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Einsetzen von (12.23) und (12.24) in (12.12) ergibt die neuen Ausdriicke fiir
pix und wy,'

pik = (nkBT + ;776 : U)5i — n(Oiuk + ki),
wp = —kOET. (12.25)
Dabei findet man den Viskosititskoeffizienten
n=nkgTT =pr
und den Warmeleitungskoeffizienten (vgl. (11.87))

1 5
K= EcpkBTT, cp = inkB' (12.26)
Beachte, dass die Beziehung
F_ %
n nm

den Wérmetransport £ und den Impulstransport 7 via einer Konversion von
Wirmedichte (cp) zu Massendichte (nm) ineinander iiberfithrt (vergleiche
mit dem Wiedemann-Franz Gesetz x/o = (3/2)(ks/e)?T im Elektronen
Gas, mit der elektrischen leitféhigkeit o). Einsetzen dieser Resultate in (12.5)
ergibt die Navier-Stokes-Gleichung fiir den Transport des Impulses: Mit

—

. . 2 =
[Dlik = pik = —n | (Qjug + Opu;) — 3 (V1) dik
finden wir die Kontinuitétsgleichung, Navier-Stokes-Gleichung und Warmeleitungs-
Gleichung in erster Ordnung,
Din+nV- i = 0,
mnDyi + V(nkyT) = nF —

1

(12.27)

-

: f)a
3 o . R
nkg §DtT—|—TV-ﬂ' = V-(kVT)—(p-V) -,
Beachte, dass x und n von n und 7" abhingen.

Die Gleichungen (12.27) beschreiben die Dynamik eines realen Flui-
dums und beriicksichtigen dissipative Prozesse wie viskosen Fluss und Wér-
meleitung. Alle ins System via F eingespiesene Energie verbleibt im System,
allerdings kann jetzt konvektive Stromungsenergie in Warme transformiert
werden, was zu einer Erhohung der Temperatur 7' fithrt. Oft vernachléssigt
man die Terme o< u? auf der rechten Seite der Entropie-Gleichung. Fiir @ = 0
findet man die Diffusionsgleichung fiir die Temperatur 7" (vgl.(9.4)),

T = “VT, ¢, = gnkB. (12.28)
Cy

'Fiir ein polyatomares Gas ergibt sich in p;x ein zusitzlicher Term —(8;u;0;x mit
¢ =(2/3)(1 — 3kg/2¢cy)nksT7¢, 7¢ die Relaxationszeit fiir die interne Schwingungs- und
Rotations-Energie des Molekiils.
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Die letzte Gleichung von (12.27) wird oft als Energie?- oder als Entropie-
Transportgleichung geschrieben,
6t<%u2+q) + V- [(%u%h)ﬁ] = nF-q-V-(p-a+d),
T[Os+V-(si)] = —V-@—(p-V)-id (12.29)

Im Vergleich von (12.29) mit (9.5) beachte man, dass wir im Kapitel 9 das
Volumen und damit die Dichte n fixiert haben. Auch ist mit k « T die
Divergenz des Warmestromes gegeben durch

AV _ (ﬁT)2 —|—/<V;T

Stromungslinien

Wir haben mehrmals den Begriff der ‘Stromungslinien’ benutzt. Diese sind
definiert als Losung der Differentialgleichungen

dr _dy _ dz

W u W (dr || @). (12.30)
Fiir eine stationdre Strémung geben die Stromungslinien gerade die Teilchen-
trajektorien; im zeitabhéngigen Fall geben die Tangenten der Stromungslini-
en die momentane Stromungsrichtung an. Beachte, dass die Strémungslinien
beliebig parametrisierbar sind (Tangente # Geschwindigkeit im allgemei-
nen). Oft wird vom auf 1 normierten Tangentialfeld ¢ Gebrauch gemacht,
) =1, u=1 1 (VX)=0X/dl = Ableitung entlang der Stromungs-
richtung (= Ableitung entlang der Strémung fiir 9; = 0.)

Typen von Stromungen, Fliissigkeiten

Schliesslich fithren wir noch einige Begriffe ein: Eine Stromung heisst

adiabatisch, falls D;(s/n) =0,

stationar, falls Oy =0,

rotierend, falls V A @ # 0, (12.31)
nicht-rotierend, falls VAT= 0,

potential U= —6(1).

2u=q=(3/2nksT =h—p

3Tds = dq — g(dn/n); dies folgt aus dU = TdS — pdV, U = uV, S = sV, dV/V =
—dn/n; Einsetzen ergibt d(uV) = Td(sV) — pdv — Vdu + udV = VTds + TsdV —
pdV — du = Tds — (dV/V)(u — Ts + p) = Tds — (dV/V)g; zusammen ergibt dies du =
Tds + g(dn/n). Schliesslich ersetzen wir v — ¢ um Verwechslungen mit der Konvektion
vorzubeugen.
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FEine Fliissigkeit heisst

. . kont.Gl. &
inkompressibel, falls n = const, = V-@ =0,

ideal, falls x=0,7=0. (12.32)

12.3 Anwendungen

Wir beschrianken uns auf ideale Fluida und diskutieren hydrostatische Phéno-
mene, das Bernoulligesetz, die (Dipol-)Strémung um eine Kugel, und Schall-
wellen.

12.3.1 Hydrostatik

In der Hydrostatik ist 0; = 0, & = 0 und die Eulergleichung (12.22) verein-
facht sich zu
Vp =nF. (12.33)

Inkompressibles Fluidum

Fiir ein inkompressibles Fluidum der Massendichte p = mn im Gravitati-
onsfeld der Erde (g = Erdbeschleunigung) gilt

A

¢ Abb. 12.2: Inkomressibles Fluidum

im Gravitationsfeld.
Py Z,

—

F = —mg.:z
und mit (12.33) finden wir bei konstanter Dichte n sofort

p(z) = po+pgo(z0 — 2). (12.34)

Kompressibles Gas

Fiir ein Gas im thermodynamischen Gleichgewicht (7' = const) ist die Dichte
abhéngig vom Druck, n = p/kgT, und (12.33) fithrt auf die Differentialglei-
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chung?

d.,p = nbF=-— P

kBnge‘

Durch Integration erhalten wir die barometrische Hohenformel

p(z) = p(0)e~ 9=/ kBT, (12.35)

Stabiler Stern

Fiir einen gravitationel stabilen Stern ist (G = 6.674 1071} m3/kg s? die
Gravitationskonstante)

F= —mﬁ@, mit Ad = 47Gp,
Vp = —pVo,
V- (Vp/p) = —4nGp. (12.36)

Mit der Zustandsgleichung p(p, T') erhalten wir aus (12.36) die Massenver-
teilung im Stern. Im allgemeinen ist T # const und es ist zusétzlich die
Gleichung fiir das Temperaturprofil 7' zu 16sen; mit T' # const ergibt sich
zudem eine Konvektion im Stern, also kommt noch eine Gleichung fiir o
dazu. Entsprechend ist (12.36) stark idealisiert.

Konvektion*

In diesem Zusammenhang ist es interessant, die Stabilitdt des Systems ge-
geniiber konvektiver Stromung zu untersuchen. Tatséchlich kann die hydro-
statische Gleichung (12.33) des mechanischen Gleichgewichtes auch in einem
thermodynamischen Nichtgleichgewicht gelten wo die Temperatur im Flui-
dum nicht konstant ist. Allerdings wird dieses mechanische Gleichgewicht
instabil wenn der Temperaturgradient zu gross wird; in diesem Fall ergibt
sich eine konvektive Stromung im Fluidum die den Temperaturgradienten
ausgleichen will.

Um das Stabilitéitskriterium zu finden betrachten wir Element des Ga-
ses/Fluidums auf der Hohe z mit spezifischem Volumen V', Entropie S und
beim Druck p; wir wihlen S und p als Variablen, V = V(p,s). Wir las-
sen das Fluidum adiabatisch um dz nach oben (2’ = z 4 dz) driften und
erhalten das durch den (kleineren) Druck modifizierte (grossere) Volumen
V(p', S) aufgrund des neuen Druckes p’ bei 2’. Im Gleichgewicht muss dieser

* Alternativ verwende man das Potential g(p, T') = u—Ts+pund d(g/n) = —(s/n)dT+
dp/n, woraus sich mit (12.33) bei T' = const die Beziehung g/n+mg.z = const ergibt. Mit
g/n = (3/2)ksT + ks T In(p/po) — (3/2)ksT In(T/To) + ks T ergibt sich wiederum (12.35).
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Prozess eine riicktreibende Kraft (nach unten) erfahren (das nach oben ge-
driftete Volumen muss schwerer sein als das verdréngte Volumen; also darf
das Gas mit zunehmender Hohe nicht zu schnell kalt werden, sonst ist die
Luft oben zu schwer): die riicktreibende Kraft resultiert aus dem Massen-
unterschied zwischen dem neuen Volumen V(p/,S) und dem verdringten
Volumen V (p', S”), welches durch die Entropie S’ bei 2’ determiniert wird,

ov o
65 paZ
Gemiss (4.37) lasst sich der erste Faktor umschreiben, dsV|, = (T'/cp)
OrV|, > 0 und mit T, ¢, > 0 gilt

oV as
8T paZ

Frﬁck X [V(p/v S/) - V(p/7S)] ~ > 0.

> 0. (12.37)

Fiir die meisten Substanzen ist 07V, > 0 und die Entropie nimmt mit
zunehmender Hohe zu, 0,5 > 0. Die Zustandsgleichung

c oV

ds = 2dT — —d

T ar P
zeigt auf, dass sich der Temperaturabfall und der Druckabfall mit zuneh-
mender Hohe die Waage halten miissen. Mit (12.34), 0,p = —gep, und dem
Ausdehnungskoeffizienten 5 = (1/V)0rV |, findet man als Stabilitétskrite-
rium

dT

T
0< —— < Gp—. 12.38
<--< ﬂcp (12.38)

Fiir ein ideales Gas ist § = 1/T, ¢, = 5kg/2m,

dl'  2gem
—— < 2T
dz 5 kg

0< (12.39)

Ist das Fluidum/Gas in der Hohe zu kalt, so fillt es runter und es entsteht
eine konvektive Stromung?®.

12.3.2 Bernoullis Gesetz

Wir betrachten eine stationdre Strémung mit
o = 0. (12.40)
Dann folgt aus (12.22) die Eulergleichung in der Form (F = —V®)

; L1, h ®
TNV AT) = V(§u2 o E)‘ (12.41)

®Beachte, dass (12.39) ein System weg vom thermodynamischen Gleichgewicht charak-
terisiert.
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Die Multiplikation mit dem Strémungsvektor ¢ ergibt mit @ A (ﬁ AT) LT
das Gesetz von Bernoulli:

0/l o h @
vl —+—) =0 12.42
8€(2u+p+m> ’ ( )
19 h @
Su"+—+— = const
2 p m

entlang der Stromung. Fiir ein kompressibles Gas ist h = (5/2)nkgT =
(5/2)p und wir finden fir F =0

1 5
~pu? + =p = const. (12.43)
2 2
Fiir ein inkompressibles Fluidum ist V(h/p) = V(p/p) und damit
1
§pu2 + p = const; (12.44)

der Druck ist dort am griossten, wo die Stromungsgeschwindigkeit am kleins-
ten ist.

12.3.3 Nichtrotierende Strémungen*

Wir definieren die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes entlang der Schleife
v als

r= fd[- . (12.45)
v
Man zeigt leicht, dass
dar
— =D, =0: 12.46
=D, (12.46)

im idealen Fluidum ist die Rotation erhalten (Helmholtz-Kelvin-Theorem).
Im Beweis ist zu beachten, dass sich nicht nur das Geschwindigkeitsfeld ,
sondern auch die Position der Schleife v verdndert. Mit d¢ = 7 ist

—

dl .
Abb. 12.3: Das Differential d¢ = 67

entlang der Schleife.

=

DT = 7{ [Dyl - 67 + 7{ @ - [ Dy

Mit (12.22) und F = —V® ist der erste Term ein Gradientenfeld und ver-

schwindet,
D ) A N
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Im zweiten Term schreiben wir D07 = 6 Dy = du; das Schleifenintegral
iiber i - 6@ = du?/2 verschwindet, also ist D;I' = 0. Beachte, dass (12.46)
nur fiir isentrope Stromungen gilt.

-

I'=0

- iiberall?
T

I'=0 =0

USF

- T+0
\ USF
\ r=0

Abb. 12.4: (a) Wird die im Eingangskanal nicht rotierende Strémung
(I' = 0) hinter dem Hindernis weiterhin rotationsfrei fliessen? (b) Hinter
dem umflossenen Objekt bilden sich Unstetigkeitsflichen (USF) innerhalb
deren die Strémung turbulent (also auch rotierend) wird.

Aus (12.46) folgt fiir eine stationdre Stromung, dass die Rotation ent-
lang einer Stromungslinie erhalten ist®. Man mdochte schliessen, vgl. Abb.
12.4(a), dass fiir eine stationdre Stromung um einen Koérper herum die
Stromung nicht rotiert, wenn sie asymptotisch im Eingangskanal nicht ro-
tiert.

Dieser Schluss ist falsch. Der Grund liegt darin, dass Strémungslini-
en, die dem Korper folgen, von diesem separieren konnen, es entsteht ei-
ne Unstetigkeitsfliche mit einem Sprung in der Strémungsgeschwindigkeit,
vgl. Abb. 12.4(b). Die hydrodynamischen Gleichungen lassen eine Vielzahl
von Losungen mit Unstetigkeitsflichen zu. Die zugehorigen tangentialen Un-
stetigkeiten sind instabil, die Strémung wird turbulent. In diesem Bereich
bricht die Approximation eines idealen Fluidums zusammen und die endliche
Viskositéat der Fliissigkeit muss beriicksichtigt werden.

Trotzdem gibt es Beispiele, wo die Annahme einer nichtrotierenden
Stromung um einen Koérper Sinn macht:

SFiir ;@ # 0 gilt die Erhaltung der Rotation entlang der Teilchentrajektorien.
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1. Ein stromlinienférmiger Korper erzeugt Turbulenz nur in einem engen
Schattenkanal, vgl. Abb. 12.5.

IR S S
x/&/—g\‘

Abb. 12.5: Schattenkanal mit Turbulenz hinter einem stromlinienférmigen
Korper.

2. Ein oszillierender Korper erzeugt bei gentigend kleiner Amplitude a <
¢ = Dimension des Korpers keine Wirbel. Dazu schéitzen wir die Grosse
der verschiedenen Terme in (12.22) ab,

= ~/h @
Qi+ T (V- T) = —v(f + f).
p m
Mit v = wa der Geschwindigkeit des Korpers ist
G(V-@) ~ vl 8~ wu~ v fa > 0P )L,
. b .
Lo~ —v(f + E> LoV AT) =0,  (12.47)
— VAT ~ 0.

Wir nennen eine nichtrotierende Stromung auch eine Potentialstrémung
und schreiben

i=Ve. (12.48)
Mit der Eulergleichung (12.22) folgt sofort
0 1 h &

9 Lo 2 f(). (12.49)

ot 2 P m

OBdA konnen wir f = 0 setzen (Umeichung von & durch f(t)). Ist die
Stromung stationér, so folgt das Gesetz von Bernoulli,
1 h &
—u® 4 = + — = const (12.50)
2 p m
in verstiarkter Form: In (12.42) hingt die Konstante von der Strémungslinie
ab, in (12.50) ist die Konstante dieselbe im ganzen Fluidum.

12.3.4 Inkompressible Fluida und Potentialstromung

Fiir ein inkompressibles Fluidum ist p = mn = const und wir kénnen das
Geschwindigkeitsfeld 4 unabhéingig von n finden. Aus der Kontinuitétsglei-
chung folgt das Verschwinden der Divergenz

=

V-7=0 (12.51)
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und fiir die rotatorische Komponente gilt mit (12.22)

=

H(VAT)=VA@@ANVAR)). (12.52)
Gemiiss (12.44) lautet die Bernoulli-Gleichung

p®

L
-puT +p+ —
m

5 = const; (12.53)

ist die Strémung zudem potential, 7 = —V ¢, so ist die Konstante in (12.53)
universell im Fluidum und mit V-4 =0 ist VA« =0,

A¢p =0. (12.54)

Besonders elegant lassen sich rotationssymmetrische Stromungen um einen
entsprechenden Koérper herum 16sen, vgl. Abb. 12.6. Das 2D-Problem kann

Abb. 12.6:  Rotationssym-

/\ metrische Stromung  um
Achse y s einen rotationssymmetrischen
x Koérper.

mit Hilfe der Methoden der Funktionentheorie gelost werden. Aus V-i=0
folgt

Uy = OyX, Uy = —OzX, (12.55)

und VA@ =0 ergibt
Uy = Oz, Uy = Oyo, (12.56)
= Uy = 0,0 = OyX, Uy = Oy = —OrX- (12.57)

Dies sind gerade die Cauchy-Riemann Bedingungen fiir die in z = = + 1y
analytische Funktion w = ¢ + ix. Fiir w gilt dann (mit 0, = (0, — i0y)/2
und 0z = (05 + 10y)/2)

dw dw

o = ta ity = 0. (12.58)

Die Randbedingung @z = 0 (7 = Oberflichennormale, Korper in Ruhe)
bedeutet, dass das Korperprofil eine Stromungslinie ist. Die Aufgabe besteht
dann im Auffinden der Funktion w € A mit w reell auf dem Koérperprofil.

Ein beliebtes Beispiel ist der Potentialfluss um die Kugel

Agp = 0,
i=Veo =i, i, = 0. (12.59)
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7 Abb. 12.7: Zur Geometrie der
Stromung um die bewegte Ku-
\ Vv gel.
Uy

Transformieren auf das Fluidsystem ergibt die Stromung um die bewegte
Kugel,
Ap = 0,
o¢

T—00
— = up cos — 0.
or lr=R ’ ¢

Man findet leicht die Losung in der Form eines Dipolfeldes

 Up p3cosv

(ﬁ(’l?) = 2 R 7, r> R,
Lo ug 3= cosy

Die totale kinetische Energie (in der Bewegung der Kugel mit Masse my

Abb. 12.8: Dipolfeld der be-
wegten Kugel; beachte den
Riickfluss (backflow) in der
Stromung.

und im Geschwindigkeitsfeld ) ldsst sich in der Form

1
E = 5(mo+m’)u§ (12.61)
14n
A *7R3
m 23 P

schreiben, woraus sich die effektive Masse

/
Meff = Mo+ m
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ergibt (der Vorfaktor zu u3/2 in der Energie ist die totale effektive Mas-
se des zusammengesetzten Systems; alternativ definiert man die Masse als
Vorfaktor zur Beschleunigung o des Systems unter der Wirkung einer Kraft

12.3.5 Schallwellen

Wir starten mit den Gleichungen 22) in der Form

(12
+V-(p@) = 0,
- \Y%

Qi +av i = ——-L (12.62)
p

und suchen eine Losung der Form p,p, T, @ ~ const + Ae' @7t Die Am-

plituden A ~ p',p/, T’ 4 sollen klein sein, so dass wir (12.62) entwickeln

kénnen. Dann ist in erster Ordnung
op +pV-i = 0,
15
i+ -Vp = 0. (12.63)
p
In (12.63) eliminieren wir p’ zugunsten von p’ und beniitzen dabei die Adia-
batizitat D¢(s/n) =0,
,_ Op J.
" Op

Einsetzen in (12.63) ergibt in erster Ordnung

(12.64)
s/n
00’ + p(Opp)sV - = 0,
1=
i+ -Vp = 0. (12.65)
p
Wir diskutieren zwei klassische Losungswege:
1. via Fouriertransformation:
- vapl + Zp(app)s/n(j i = 0,
q| —iwit gl =0,
p
2

s —iwqd ity = 0. (12.66)
p

In Matrixschreibweise finden wir sofort die Sakulargleichung

(5 27 -

—e (@) -
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und daraus die Dispersion

dp
w=4/= = cq. 12.67
\/ap o~ ( )

Beachte: Der Schall ist eine kollektive Mode. Sie beruht auf der Kom-
pressibilitat

o
dp

1

s/n N PRs

und involviert Oszillationen in Dichte versus Druck. Der Schall im Gas
ist longitudinal, fiir ¢*# = 0 (transversaler Schall) ergibt sich keine pro-
pagierende Losung. Der Grund ist, dass eine Dichteschwankung an den
Druck koppelt, was eine riicktreibende Kraft erzeugt. Fiir eine trans-
versale Mode ist V- @ = 0 und es ergibt sich keine Dichteschwankung
und somit auch keine riicktreibende Kraft.

2. Wir setzen @ = —Vé, p' = pdy¢ (aus (12.65.b)) und finden die Wel-
lengleichung aus (12.65.a)

02¢p— AAp=0, c= op| (12.68)
8p s/n

Die Losung von (12.68) hat die Form (wir betrachten die Propagation
entlang der x-Achse)

p=flz—ct) — u=df=f

Der Vergleich mit
P =—pdf = pcf’

ergibt

Ersetzen wir mit (12.64) p’ = ¢y’ so finden wir

uzfp _—— = —

c, v _op
p p P

Mit 7" = 9,T|;/np' = (VTa/cy) p’ vgl. (4.38), finden wir die Temperatur-
schwankungen

T/ / T /
I _pVap nhiTap (12.69)
T cp P Cp P
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Fiir ein ideales Gas ist ¢, = (5/2)nR, a = 1/T, kp = 1/p, ks = (cv/cp)hT =
(3/5)kr, 2 = 1/pks = (5/3)ksT /m, unabhiingig vom Druck. Fiir die Am-
plituden gilt

T 20 2p 4m "
T — 3p 5p V15T
TIK 2
2 o~ 101K m (12.70)

#Nukleonen s2
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Kapitel 13

Klassische statistische
Mechanik

Wir kommen auf unsere Diskussion statistischer Beschreibungen im Ka-
pitel 10 zuriick und entwickeln die Thermodynamik (allgemein und spe-
zifischer Systeme) aus den verschiedenen Ensembles. Wir erinnern an das
Konzept des 6 N-dimensionalen Phasenraumes I', dessen Punkte (p,q) =
(p1,---,D3N,q1,---,q3n) den (momentanen) Zustand eines Systems beschrei-
ben. Ebenso erinnern wir an die auf I' definierte Dichtefunktion p(p, ¢), mit
deren Hilfe wir die Ensemblemittelwerte

[ d3NpdNqM(p,q)p(p,q)
M= J&Npd*Ngp(p,q) (13.1)

definieren, die unter der Annahme von Ergodizitéit gleich den gemessenen

Zeitmittelwerten ﬂT sind. Der Wert der Dichtefunktion p auf I' hingt vom
Ensemble ab. In der Folge diskutieren wir die drei relevanten Ensembles der
statistischen Mechanik (es ist F die Energie, V' das Volumen und N die
Teilchenzahl des Systems):

E,V, N fest, abgeschlossenes System, mikrokanonisches Ensemble

V,N fest, System im Kontakt mit einem Wirmereservoir der Temperatur
T, kanonisches Ensemble.

V fest, System im Kontakt mit einem Wéarme- und Teilchenreservoir der
Temperatur T und mit chemischem Potential u, grosskanonisches En-
semble.

141
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13.1 Mikrokanonisches Ensemble

Wir basieren die statistische Mechanik auf dem Postulat gleicher a priori
Wabhrscheinlichkeit p(p, ¢) fiir jeden mit den Bedingungen E,V, N vertrigli-
chen Zustand in T,

1/R3NN!, E < H(p,q) < E+ A,
p(p,q)z{/ P.q) (13.2)

0, sonst.

Die Konstante h hat die Dimension einer Wirkung und fllt im Erwartungs-
wert (M), (13.1), raus. Der Faktor N! beruht auf einem Ansatz von Gibbs
und 16st das Gibbssche Paradoxon: Das Mischen gleicher Atome wird un-
ter Beriicksichtigung dieses Faktors keine Mischentropie erzeugen. Mit die-
sem Faktor zéhlen wir alle permutierten Zusténde (py(1y, - - - s Pr(N)» Qe (1)s -+ -5
Ir(N)); T € SN nur einmal — ‘korrektes Boltzmann-Zihlen’. Dass die Ato-
me wirklich ununterscheidbar sind, ist ein Postulat aus der Quantenstatistik
und geht (im Prinzip) iiber die klassische Beschreibung hinaus.

Wir definieren das durch das mikrokanonische Ensemble besetzte (di-
mensionslose) Volumen

I'(E) = /d3di3qu(p,Q)

_ / &pd*g (13.3)
B<H(pg)<b+a N3N
im Zustandsraum I'. Mit den Definitionen
s = [ Cop
H(p.q)<E :
wE) = dZ;SEE) (Zustandsdichte) (13.4)
kénnen wir I' schreiben als
NE)=YX(E+A)—-X(E) = w(E)A. (13.5)
Mit (13.3) definieren wir die Grosse S(E,V, N),
S(E,V,N) =kgInT'(E), (13.6)

mit ky = 1.380 - 1070 erg/K = (1/11605) eV/K und 1eV = 1.602 - 10719 J.
Die Grosse S ist (Beweis siehe unten)
— extensivin E,V, N
— maximal im abgeschlossenen System, d.h. (13.7)
S(E,V,N) > S(E,V, N;Hemmungen).



13.1. MIKROKANONISCHES ENSEMBLE 143

Aufgrund der Aussagen (13.7) identifizieren wir S(E,V, N) mit der Entropie
des Systems. Wir erkennen damit auch die mikroskopische Bedeutung der
Entropie: Sie zahlt die zur Verfiigung stehenden Zustéinde im I'-Raum und
steuert das System in Richtung maximaler molekularer Unordnung.

S ist extensiv: Wir unterteilen das System FE,V,N in zwei Teilsyste-
me E1, Vi, Ny und E, Vs, Ny (die Wechselwirkung zwischen den Systemen
skaliert mit V2/3 und wir vernachliissigen diesen Beitrag in den folgenden
Betrachtungen). Die isolierten Systeme 1 und 2 mit Energien in (E7, E1+A)
und (Esq, F2 + A) haben die Entropien

S1(E1,Vi,N1) = kglnTi(Ey),
SQ(EQ,‘/Q,NQ) = kBlnFQ(E2)7 (138)

wo I'1 2 die von den Systemen 1,2 besetzten Volumina in I' sind, siche Abb.
13.1.

E E,
E )23
" /E1+A
/El
0
/ E<A
E,+A 0
q] qZ

Abb. 13.1: Aufteilung des Volumen I' im Phasenraum.

Das (in E, V und N) gehemmte System besetzt das Phasenraumvo-
lumen

' (E1)T2(Es). (13.9)

Als néchstes relaxieren wir die Hemmung in F: Die totale Energie E ldsst
sich dann beliebig auf die Subsysteme verteilen, wobei fiir die Energien F,
FE4, Es folgende Relationen gelten,

E < E1 + Ey < E+2A. (13.10)

Das Phasenraumvolumen I'(E) ergibt sich aus der Summe aller moglichen
Aufteilungen der Energie, £y = Ey; =iAund Ey = F—FE, k=0,... E/A,
E/A
T(E) = Y Ti(E)T2(E - Ey;)und
i

E/A
S(E,V,N) = kylog» T1(Ey)l2(E — Ey). (13.11)

1
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Betrachte jetzt den grossten Summanden in (13.11),
Pl(El)PQ(EQ) mit E1 + EQ =F.

Dann ist
Dy (Ena(B) < T(E) < 5 Ty(B)Ts(By). (13.12)

Da aber logI'; o N;, log E/A ~ log N ist, finden wir sofort das Resultat
S(E, V, N) = Sl(El, Vi, Nl) + SQ(EQ, Vs, NQ) + O(log N) (1313)

und S ist extensiv. Das Resultat (13.13) impliziert auch, dass von allen
moglichen Verteilungen der Energie E auf die beiden Subsysteme die Ver-
teilung E = E; + F die Wahrscheinlichste ist: Fast alle Konfigurationen
haben die optimale Energieverteilung.

Da E; und E5 den Hauptbeitrag zur Entropie geben verschwindet die
Variation
S[T1(E)Ty(Es)] =0 (13.14)

Er By

und wir finden einen Gleichgewichtsparameter,

oTy ol , B
Tl = _TQ7 und mit 5E1 = —6E2
0 0
—logl'y = —logl
o, o T om, o7
L _05) _ 9% _ 1 (13.15)
T1 o (‘3E1 E1 8E2 E2 o 27 .

die Ableitung von S nach E definiert einen Gleichgewichtsparameter, den
wir mit der (inversen) Temperatur T identifizieren,

1 aS

=35 (13.16)

V,N

S ist maximal: Durch Wegfall einer Hemmung wird das Phasenraumvolu-
men immer vergrossert und entsprechend ist S(E, V, N) > S(E,V, N; Hemmungen).

Schliesslich fithrt uns die Relaxierung der Hemmungen in V' und N
auf die weiteren Gleichgewichtsparameter p (Druck) und p (chemisches Po-

tential),
oS oS
=T— =T— . 13.17
Mit der offensichtlichen Identifizierung U = E haben wir mit (13.6) gerade
die Entropie S als Funktion der extensiven Variablen FE,V, N als thermody-

namisches Potential gefunden,

S(U=E,V,N)=kglogl'(E). (13.18)
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Die Auflésung nach U(S,V, N) gibt uns die innere Energie als Funktion der

Variablen S, V', N und die thermischen (p = ..., u = ...) und die kalorische
(eliminiere S in U(S,V, N) mit Hilfe von T' = ...) Zustandsgleichungen,
ou
T = | |, (13.19)
85 V,N
_ 9
17 P
_ o
T8N sy

Mit der Berechnung von I'(E) (oder X(E), w(F)) und (13.18) erhalten wir
die gesamte Thermodynamik des abgeschlossenen Systems charakterisiert
durch die extensiven Variablen F,V, N. Beachte, dass log' ~ log ¥ ~ logw.
Durch Legendretransformation kénnen wir mit ¥ =U —-TS, G=U -TS +
pV zu offenen Systemen iibergehen.

Beispiel: Ideales Gas

Mit dem Hamiltonian der freien Gasteilchen

N
1 2
H=— lei — E, N,V =const (13.20)
1=
ist das Integral
1
Y(E) = v | Pqr...d epy...d3 13.21
(E) h3NN!/ q QN/H<E P1 PN ( )
N——
VN

zu berechnen. Die Integration iiber die 3/N-dimensionale Kugel mit Radius

\/ipl? =2mE = R ergibt das Volumen'

n/2
3N m n
= 13.22
TR F(”/2+1)R n=3N (13.22)
'Es ist
r'(1/2) =/, T(z+1) =2T(2) =" n!
1 _ \/7T' _ 2 T2 3 _ \/7?77 374771' 3
S—ﬁ/QR—ZR, S_lR’ S_(3/4)ﬁ —3R.

Ubungen: Berechne die Formel fiir die Oberfliche/das Volumen einer n-dimensionalen
Kugel mit Hilfe der Integration einer Gaussfunktion in karthesischen und in Kugelkoor-
dinaten. Zeige, dass sich das Volumen einer hoochdimensionalen Kugel auf die Oberldche
konzentriert. Berechne die Stirling Formal aus N! = [ dx 3@ S(z) = NInz — z und
berechne das Integral via ‘steepest descent’.



146 KAPITEL 13. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIK

und wir erhalten das Resultat

1 VN 3N/2
(E) = 73w (
NUIBNT(3N/2+ 1)

omE)3N/2, (13.23)

Mit der Stirlingschen Formel
(14 2)=z2%e*V2rz(1+7(2), 0<r(z)<1/12z+... (13.24)
finden wir die Entropie des idealen Gases (Sackur-Tetrode),

S(E,V,N) = kglog¥

v
= Nkg [logﬁ +log(

47rmE>3/2 5} (13.25)

3Nh2 tal

Dabei ist der Vorfaktor o« N extensiv und die beiden Summanden in der
Klammer sind intensiv, < N/V (von N!) und «x E/N (von I'(3N/2 + 1)).
Fiir die innere Energie ergibt sich der Ausdruck

U(S,V,N) = ﬁi(g)z/gNexp[z NiB - g} (13.26)

woraus sich leicht die Temperatur und kalorische Zustandsgleichung

U
Nkg’

_oU

T— "2
oS

2 3
=3 U= NkT=E (13.27)

v

finden lassen. Mit der spezifischen Wirme

U _ 3Nk, (13.28)

=37 =3

erhalten wir den vertrauten Ausdruck fiir S(V,T') zuriick,
Vv
S = Nkglog N + Cy log T + const. (13.29)

Die thermische Zustandsfunktion folgt aus

_OU| _2U _ Nk
oVl 3V VvV

p= . (13.30)

Damit haben wir die Zustandsfunktionen des idealen Gases mikroskopisch
hergeleitet.
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Aquipartitionsprinzip

Als zweite Anwendung der statistischen Mechanik formuliert im mikroka-
nonischen Ensemble leiten wir das Aquipartitionsprinzip her; dieses besagt,
dass der Erwartungswert der Produkte z;0H/0x; gegeben ist durch

< oH

xi%> = biksT. (13.31)
J

Fiir das ideale Gas mit H =Y p?/2m ergibt sich mit x; = z; = p;
2
L) kol 13.32
<2m 2’ (13.32)

d.h., im Gleichgewicht trigt jeder Freiheitsgrad der Bewegung die Energie
ksT/2; entsprechend ergibt sich fiir die Gesamtenergie des idealen Gases

(Hy =U = gNkBT, Cy = ;kB, (13.33)

in Ubereinstimmung mit (13.27) und (13.28).

Fiir ein System von harmonischen Oszillatoren, H = ), a;p? + biq?
erhalten wir

Z<pigfi + qz»gZ> = (2 “UF0 Z 2 ke T (13.34)

Damit trégt jeder kinetische und jeder potentielle Freiheitsgrad die Energie
ksT/2.

Beweis:

Unter Zuhilfenahme der Umformung

H H-F
/ dpdqxia— = /H < l’ilpdqxiM
H<E Ox; Oz

= /H dpdq ;(xz(H —F)) —51']'/ dpdq(H — E)

<E Lj H<E

=0, Randterm wo H—FE=0

finden wir
OH 1 / OH A 0 OH
Tim—) = = dpdqri— = === dpdqx;—
< 333j> I Je<n<pin Oxj T OE Jy<p O
= %i dpdq(E—H)—éij/ dp dg —%2
w OF Jy<p w JH<E w
= 0 = 0;; = 0;;ksT.
T Oplogy 1 0pS 7B
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Mit p; = —0,, H erhilt man sofort das Virialtheorem,

N, oH X
_Z<qi%>= <;qipi> — 3NE,T. (13.35)

i=1
—_——
Virial d. kl. Mechanik

Ein paar warnende Worte zum Aquipartitionsprinzip: Man ist versucht zu
argumentieren, dass cy fiir harmonische Systeme immer trivial sei, ¢y =
(f/2)kg, mit f der Anzahl Freiheitsgrade pro Teilchen, sowohl kinetische als
auch potentielle. Dies gilt nur fiir ein klassisches System, wo jeder Freiheits-
grad durch beliebig kleine Energien angeregt wird. In der Quantenmechanik
muss oft eine endliche Energie E, erbracht werden, um eine Mode/ein Frei-
heitsgrad anzuregen (z.B., E; = hw im harmonischen Oszillator). Erst wenn

T > Eg ist, nimmt der Freiheitsgrad mit vollem Gewicht kzT'/2 an der spe-

zifischen Wirme teil. Die Gewichtsfunktion ist oc Aw coth(hw/2kgT) =0 hw

bei endlichen Frequenzen, Rkt 2kgT.

13.2 Kanonisches Ensemble

Wir betrachten ein System (E7, Vi, N1) im Kontakt mit einem grossen Sys-
tem (Fa,Va, No) > (E1,Vi,Ny), das wir als Energiereservoir interpretie-
ren. Wir betrachten das Gesamtsystem als abgeschlossen mit der Energie
E < (E1+ E2) < E+2A. Es bezeichne I'y(E2) das zum Reservoir gehorige
Volumen des Phasenraumes, dann ist die Wahrscheinlichkeit p(p1,q;) das
System 1 im Zustand (p1,q1) zu finden gegeben durch

p(p1,q1) ox To(E — Eq). (13.36)

Aus der vorhergegangenen Diskussion zur Extensivitét von S, siehe (13.13),
folgt, dass nur ein Energiewert £ = Fi < F relevant ist, so dass wir
I'y(E — Ep) entwickeln kénnen,

FQ(E _ El) — elogI‘z — eSg(EfEQ/kB

o52(E) ke o~ (E1/ks) 05, 52|

Q

= const e P1/ksT2, (13.37)

wo Ty gerade die Temperatur des Reservoirs ist. Mit Ey = H(p1,q1) konnen
wir die Wahrscheinlichkeitsdichte des kanonischen Ensembles definieren als

e HPa) kT (13.38)

PP, 4) = 138
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Wir definieren die kanonische Zustandssumme Zy als

ZN(V,T) = /d3di3qu(p,q)

_ / dg};@‘i:q exp [_HIES’TQ)]’ (13.39)
und definieren die Grosse?
F(V,T,N) = —kyTlog Zy(V, T). (13.40)
Die Grosse F ist extensiv® und erfiillt die Beziehung (Beweis folgt)
F=U-TS. (13.41)
Entsprechend interpretieren wir den Ausdruck F = —kpT log Zn als die

freie Energie des Systems. Das Resultat (13.41) folgt aus der Normierung
(wir definieren 8 = 1/kgT)

; - L dSdique—H/kBT
- In h3N NI ’
g e*ﬂF _ dSdi?)qufﬂH
N n h3N N1 ’
und Ableitung nach 3,
1 dSdi3Nq e
ZN/thN! e PH[F—H+BogF] = 0
OF
(H) = F+8%;
OF
= F-T—. (1342
—U 5T (13.42)

Die Differentialgleichung (13.42) ist gerade die aus der Legendretransforma-
tion folgende Differentialgleichung fiir die freie Energie F.

Fiir ein kanonisches Ensemble ergibt sich demnach die Thermodyna-
mik aus der Berechnung der Zustandssumme

e~ BH(p.q)

ZN(Ta V) = /dgNPdquthN!

2Beachte, dass wir die Einschrinkung E; < E in (13.39) haben fallen lassen, da grosse
Energien H(p, q) einen verschwindenden Beitrag zu Zy liefern.
3ZN1+N2 (Vl + Va; T) ~ Iy (V1,T) ZNQ(‘/Z?T)
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und der daraus folgenden freien Energie

F(T,V,N)

S
U

S

—kpTIn Zyn(T, V), (13.43)

_oF
aT

I

V,N

F+ TS, kalorische Zustandsgleichung,

oF
- , thermische Zustandsgleichung,
8V T,N
F
a— ,  thermische Zustandsgleichung.
ON |1

13.3 Grosskanonisches Ensemble

Wir betrachten ein System (Vj, N7) angekoppelt an ein Teilchenreservoir
(Va, Na) > (V1, N1) (und das Gesamtsystem angekoppelt an ein Wirmere-
servoir T'). Die Zustandssumme

Zy(V,T) =

3N, 43N
/ % o~ BH(P.a.N) (13.44)

lésst sich als Produkt des partitionierten Systems schreiben wo jeweils Ny =
N — Ny Teilchen im betrachteten Volumen V; (unser System) verweilen,*

— BH(p1,q1,N1)
IN = h3NN'/dp1dp2 Z N'Ng /dfhe’ B

/ dgo e~ BH(p2,q2,N2)

N
_ Z dpy dqy e~ BH(p1,q1,N1) dp2 dga e~ PBH(p2,q2,N2)
o h3N1N1! hSNQNQ!
= Z /dpl dQ1 P(pl’(IlaNl)ZN’ (1345)
Ni=

mit der Zustandsdichte

p(p1,q1, N1)

1

Zn(T, V) B3NN

Zn, (T, Vo) e~ BHP1.a1,N1)

—BH ) 7N
e PHPLaNY - dpo dgo o~ BH(p2.02,N2)
h3N2N2!

ZNy (T\V2)

ZN(T,V) B3NNy

(13.46)

“Der Faktor N!/Ni!Na! zihlt, auf wie viele Arten sich die Teilchen auf die Volumina

V1 und V5 verteilen lassen.
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und der Normierung

N
Z /dm dg1 p(p1,q1, N1) = 1. (13.47)
N1=0

Aus (13.43) folgt (wir nutzen die Zustandsgleichungen dy F' = —p = Druck,
ONF = p = chemisches Potential im Reservoir T, V5, Na).

Zn, (T, V3) — o BIF(TV-Vi,N=N1)=F(T\V,N)]
ZN(TaV)
~ e APVimuN, (13.48)

Indem wir die Fugazitdit
z =Pt (13.49)

einfithren, erhalten wir fiir die Dichtefunktion des grosskanonischen Ensem-
bles den Ausdruck

N
< — —
p(p,q, N) = N BpV B H(p,q)
e~ BH-pN+pV]
- T BNNT (13.50)

Das Reservoir ist durch die intensiven Parameter p, T' und p charakterisiert.
Indem wir V' — oo streben lassen, sind alle Werte 0 < N < oo zuléssig. Wir
definieren die grosskanonische Zustandssumme

Z(T,V,z) = izNZN(T,V) (13.51)
N=0

N
_ / EVpdNg 50—

3N N
N=0

und finden mit Hilfe der Normierung (13.47) und der Dichtefunktion (13.50)
das Grosse Potential °

—Q =pV =kgTlog Z(T,V, 2). (13.52)

Die grosskanonische Zustandssumme liefert uns direkt die thermische Zu-
standsgleichung p = p(T,V, u). Die kalorische Zustandsgleichung finden wir

SEs ist

dJN ddN

1— /dpdqp—e pV/kBTZ / PET e PH = g7PV/kBT 7z
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durch Berechnung der mittleren Energie

U = <H>:Z/d3di3NqH(p,q)p(p,q,N)

[3pV dsN dSN —BH (p,q)
1/2 N
—93ZN(T,V)
U = 1 Z(6,V, 13.53
aﬂ Og (ﬁ? Z) V,Z ( )
Ebenso findet man fiir die Teilchenzahl
ZN NZNZN 0
N:Nziz—lz,,‘. 13.54
(V) = S =g 2,12 (13.54)

Die Ableitung nach V' gibt trivial die thermische Zustandsgleichung

0
p - kBTWIOgZ(57‘/7'Z)

(13.55)

32

Aus (13.53-13.55) lassen sich alle Potentiale konstruieren, z.B.,

F=U-TS aus U gemiéss (13.53)
T
und 5’:/ dTC—V, cV:aU
0 T

aT lv

13.4 Fluktuationen*

Wir untersuchen die Fluktuationen in der Energie F im kanonischen En-
semble und die Fluktuationen in der Teilchenzahl N im grosskanonischen
Ensemble. Wir zeigen, dass die Fluktuationen in den extensiven Grossen F
und N klein sind, von der Ordnung v/ N,

(H%) — (H)? = ksT?Cy, (H)~N,Cy~ N,
N2 10V

(N?) —(N)? = kgT—kp, K= "] . (13.56)
v V p |,

13.4.1 Energiefluktuationen im kanonischen Ensemble

Aus

1 d3di3Nq
_ _ —BH

folgt mit Zy = e PF

dSN d3N B B
/ v T (U~ Hle 70 =0
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und die Ableitung nach 3 ergibt

oU d3Np dqu

ov N | —BE-F) _
55+ | v [U — H]|F + 803F —H |e 0,

=(H)=U

woraus wir die gewiinschte Fluktuationsgrésse bekommen,

ou
— 2 —_
(U—-H)*) a3 (13.57)
Die Umformung
ou 20U B 9

ergibt sofort das Resultat (13.56a). Mit (H) ~ N, Cy ~ N verschwinden
die relativen Fluktuationen wie 1/v/N fiir grosse Teilchenzahlen N,

AH (<H2>_<H>2)1/2 1 Nooo
- 7 ~ == (13.58)

Wir geben noch eine alternative Herleitung dieses Resultates: Wir fas-
sen alle Zustédnde mit Energie E zusammen, wobei diese mit dem Gewicht
der mikrokanonischen Zustandsdichte w(F) zur kanonischen Zustandssum-
me Zy beitragen; entsprechend schreiben wir die Zustandssumme Z in der
Form

d3Np d3Nq B 00 B
— /oo dE e*ﬁE‘i’lng(E)
0
F(E)

00 P
_ /O dE exp[8(E — TS(B))], (13.59)

wobei H = F in der Schale mit Energie E ist. Ausgedriickt durch die freien
Energien F' und F(FE) erhalten wir

e PF — / - dE e PF(E)
0

Das Integral in (13.59) ist dominiert durch das Minimum des Exponenten
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F(F)=FE —TS. Wir entwickeln dann um das Minimum,

_ 10*F

~ o )2
F(B) =~ F(E)+555| (B-B,
OF 05 1
oEls = 'TTomlp=0 TOlee=7

wir schreiben 9SS = T(E)™!, T(E)=T,

92 F 928

= T 13.
P 5 s (13.60)

p 0098 19T 1
OEOE TOE TCy'
U —TS(U)] +

— F(E) (E—-U)%. (13.61)

2TCy

Die Zustandsfunktion Zx ist somit gegeben durch ein Gauss Integral

_(E-vuy
27k T2Cy (~AH)

~ A\ 2rkyT2Cy e PU-TS) — =BF.

entsprechend ist die Verteilung der inneren Energie U im kanonischen En-
semble gegeben durch eine gausssche Verteilungsfunktion der Breite AH =
V27ksT?Cy, vgl. Abb. 13.2. Im Vergleich der Entropien im kanonischen

Zn =~ exp|-B(U-TS(U))] /0de exp[

}(wﬁm

A Abb. 13.2: Fluktuationen AU
der Energie F um U. Die
Breite der Verteilung misst

i \/ 27TkBT2CV.

ePF

und im mikrokanonischen Ensemble finden wir Ubereinstimmung bis auf
eine (irrelevante) logarithmische Korrektur,

1
F = U —TSmikrok — EkBT log CV7

1
- Skan = Srnikrok + 5 IOg C’V . (1363)
O(log N)

Entsprechend erzeugen die beiden Ensembles die gleiche Thermodynamik.
Auch illustriert diese Rechnung die Aussage, dass von allen Energien F; =
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E — FEReservoir DUT ein bestimmter Wert By = U = (H) relevant sei —
(13.58) und (13.62) zeigen, dass die Fluktuationen um diese Energie herum
klein sind. Verantwortlich dafiir ist die Tatsache, dass der Integrand in Zy
ein Produkt der Zustandsdichte

elog w(E) eaE

mit dem Boltzmannfaktor
e—,@H ~ e—ﬁE

ist; mit F o N — oo ergibt sich eine scharf zentrierte Funktion, vgl. Abb.
13.62.

A e_.lﬁ Hy

O(E):
( ) Abb. 13.3: Scharf lokalisierter

Integrand in (13.62).

13.4.2 Dichtefluktuationen im grosskanonischen Ensemble

Die Teilchenzahlfluktuationen AN ergeben sich aus (13.51) (siehe auch (13.54))
zu

g 0
2\ 2 _ .=
(N<) — (N) = zazzazlogZ(T,V,z)
pV/KT

1 V 1 82 82

0z~ [z Op p p

= ——— = VksT—. 13.64
ke T 52 Op? BT ou2 ( )

12}

|o

Q

Wir formen 82}9 um, indem wir die Homogenitétseigenschaften von F' be-

nutzen,
F(T,V,N)=Nf(T,v=V/N). (13.65)
Mit
_ _oF_ _of
b= v = "o
oF . Of

b= an = Ty
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finden wir fiir die zweite Ableitung agp den Ausdruck®

Pp _ D0
o2 Oudu
1 ov 1 1 1 KT

C02Op GO 0w 0
und wir erhalten das Resultat (13.56b)

N2

(AN)? = (N?) — (N)? = kT 7k (13.66)

Beachte, dass beide Fluktuationsgrossen AE und AN durch ihre jeweiligen

linearen Antwortkoeffizienten” Cy, und k7 gegeben sind; dieser Sachverhalt

steht im Zusammenhang mit dem Fluktuations — Dissipationstheorem, vgl.
Landau-Lifshitz.

Wiederum kénnen wir aufgrund der kleinen Fluktuationen in N den
Term mit N = (N) = N in (13.51) als den dominanten Term identifizieren
und erhalten B B

Zr N7y = e PE1N) (13.67)

mit der kanonischen freien Energie F(T,V, N) im Exponenten. Das Resultat
(13.67) gibt uns einen niitzlichen Zusammenhang zwischen der grosskanoni-
schen Zustandssumme Z und der freien Energie,®

F(T,V,N) = ks T[N log z — log Z(T, V, 2)], (13.68)

wobei z aus N = 20,log Z(T,V,z) zu berechnen ist. Beachte auch, dass
wir N analog zur Diskussion zu den Energiefluktuationen im kanonischen
Ensemble finden kénnen,

kanonisch
Iy = / dE ¢ PlE-TS(E)] _ / JE o~ BF(®)
0 0
—E = U aus min]:(E)_}gJ/]lE’:EZO'
grosskanonisch

Zy = ZZNZN — Z e BIE(T,V.N)—pN]
N N

_ OF
N in[F — uN] — ——| —p=0. (13.69
- aus min[F — uN| — = | - —p (13.69)

SWir nutzen die Relationen
dp = —00f, Ouv=(0uf —0uf =00 f)T" = —1/v0, f,
Oup = OuvpOuv =1/v.

lineare Antwort: 0U = CvdT, 6N = —(_V/U2)51) = Nkrdp = (N?/V)krdp.
8 _kpTlog Z + ksTNlogz =pV 4+ ksTNuB = uN +pV =G +pV =F.
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Die Rolle des chemischen Potentials im grosskanonischen Ensemble ist die
eines Lagrange Multiplikators, H — H—uN, der die Erhaltung der Teilchen-
zahl bertiicksichtigt. Kénnen in einem System Teilchen spontan entstehen,
so ist iiblicherweise die Differenz von Teilchen- und Antiteilchenzahl erhal-
ten, Ny — N4 = const. Entsprechend tritt anstelle von uN der Ausdruck
(N7 — Nar) in der Formel fiir die grosskanonische Zustandssumme,

Z= Y Zng Dy e NaT), (13.70)
Np,Nar

Die Definition (13.70) ist relevant im Kontext der Baryon-A-Baryon- (QCD),
Elektron-Positron- (QED), Elektron-Loch- (Halbleiter), Vortex-Antivortex-
(Supraleiter, XY -Spinsystem in 2D), etc. Erzeugung durch thermische Fluk-
tuationen (siche Ubungen).

Schliesslich bemerken wir noch, dass geméss (13.56) die Fluktuation
in Energie und Dichte gross werden, wenn Cy, k7 — c0. Insbesondere ist
Oyp = 0, kp = oo am 1. Ordnung Phaseniibergang des Gas-Fliissigkeit-
Systems, siehe Kapitel 7. Die Divergenz in k7 zeigt grosse Dichtefluktuatio-
nen im Gas-Fliissigkeit-Phaseniibergang an. Man kann zeigen, dass in der
grosskanonischen Zustandssumme Z ein ganzer Bereich von Teilchenzah-
len relevant wird: Mit vy, = Vgas/N, vg = Va/N findet man fiir die Terme
W(N) = 2N Zy in Z ein Verhalten wie in Abb. 13.4 skizziert.

w gas flussig & gas
flussig

K< oo

V/Vg V/Vﬂ N

Abb. 13.4: Relevante Bereiche der Teilchenzahl N in der grosskanonischen
Zustandssumme am fliissig-gas Ubergang.
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Kapitel 14

Quanten statistische
Mechanik

Wir betrachten ein System charakterisiert durch den Hilbertraum H und
den Hamiltonian H. Es sei {®,} eine Basis in H,

(Pp|Pr) = Omn (orthonormiert),
> @) (®n| = 1 (vollstindig). (14.1)

Oft wihlt man fir {®,} die Eigenvektoren zu H,
H®, = E,?,. (14.2)
Ein beliebiger Zustandsvektor ¥ des Systems lésst sich schreiben als

U=> ¢\, (14.3)

14.1 Erwartungswerte in der Quantenstatistik

Mit g = qi,. .., g3n dem Positionsvektor eines N-Teilchensystems ist U(q) =
(q|¥) gerade die komplexe Wellenfunktion in Ortsdarstellung. Erwartungs-
werte von Observablen sind gegeben durch

_(WIME) D n i nCm{Pa| M| D)
(M) = W SNPAE . (14.4)

Wie tiblich unterteilen wir unser System in ein Subsystem und ein Reservoir,

U=> ¢, Py (14.5)
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mit ¢, der Amplitude des Reservoirs, ®,, dem Zustand des Subsystems,
jetzt das System. Die Koeffizienten c} c,, sind jetzt durch Erwartungswerte
(Cny Cm ) Res 21 ersetzen, ebenso geht |c,|? iiber in (¢, ¢p)Res- Im Experiment
wird das Zeitmittel von M gemessen. Mit (¥|W) = > (cp|cn)Res zeitun-
abhéngig im abgeschlossenen Gesamtsystem = System + Reservoir ist
WT — Zn <CTL? Cm>ResT<(I)n|M‘(I)m> (14.6)
(W|w)

(beachte, dass {®,} eine zeitunabhéngige Basis des Systems ist). Wie zuvor
in der kinetischen Gastheorie und in der klassischen statistischen Mechanik
miissen wir eine statistische Annahme {iber das System im Gleichgewicht
machen. Die a priori Wahrscheinlichkeit fiir das mikrokanonische Ensemble
gibt allen Zustdnden ®,,, die mit den Bedingungen E, V', N vertriglich sind,
gleiches Gewicht,

S 1, falls E< E, < E+ A,
(CnyCn)Res = { " (14.7)

0, sonst.

Dazu kommt die Annahme, dass die Amplituden ¢,, zufillige Phasen haben,

so dass .
(CnyCm)Res =0 falls n # m. (14.8)

Beachte, dass inelastische Stosse geniigen, um die Phasen zufillige Werte
annehmen zu lassen. Fiir das experimentell gemessene Zeitmittel findet man
sofort den Ausdruck

i Zn Wy (Pr| M| Dy)
M) = S, , (14.9)

{1, E<E,<E+A,
Wy, =

0, sonst.

(14.10)

14.1.1 Dichtematrix

Ein dem Problem angepasster Formalismus ist aus der Quantenmechanik
bekannt: Die Quantenmechanik eines Systems, dessen Zustand sich durch
eine inkohdrente Superposition von Basiszusténden beschreiben lasst, wird
durch die Dichtematriz

p:an|(I)n><<Dn| (14'11)

gegeben. Ublicherweise sind die Gewichte w,, gemiiss dopwn =1 normiert!.
Hier beriicksichtigen wir die Normierung explizit und schreiben fiir die Er-

Ralls w, = dno — p liegt ein reiner Zustand vor.
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wartungswerte

My = Spég:‘), Sp(A) = Spur(A) = Z((I)i|A|<I>Z->. (14.12)

(2

Die Aquivalenz von (14.10) und (14.12) ist trivial. Die Zeitentwicklung von
p ist durch das Liouville-Theorem gegeben (quantenmechanische Version)

ihowp = [H, p]. (14.13)

Mit p = p(H) ist

[H, ] = 0, (14.14)
und die Dichtematrix ist zeitunabhéngig. Eine praktische und oft gebrauchte
Beziehung ist

Sp(AB) = Sp(BA). (14.15)
Damit ist Sp unabhéngig von der Darstellung,
Sp(UAU 1Y) = Sp(A). (14.16)

14.2 Ensembles in der Quantenstatistik

Wir restimieren die drei Ensembles fiir die Quantenstatistik:

mikrokanonisches Ensemble: Dichtematriz:

H®, = Enq)na

1, E<E,<FE+A,
w, =

0, sonst.

I'(E) = Sp(p) =w(E)-A. (14.17)

Zustandsdichte: w(E) = (spektrale Dichte von H) =" 0(E — Ey),
thermodynamisches Potential: S(E,V,N) = kglogI'(E).

kanonisches Ensemble: Dichtematriz:
po= Zwi|q>n><q)n| = e—ﬁH’
i

Hn(I)n = Enq)na
efﬁE‘n7
1

0 = 5 (14.18)

Wn

Zustandssumme: Zy = Sp(e P H),
thermodynamisches Potential: F(T,V,N) = —kgTIn Zy.
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grosskanonisches Ensemble: Dichtematrix:

p = ¢ PV/kBT o~ B(H—uN)

Zustandssumme:

Z = ZzNZN
N=0
_ Sp(e—B(H—MN))

= 3 (@ e BHN) ) (14.19)
Nn

mit der Spur im Fockraum.
thermodynamisches Potential: Q = —pV = —kgT'log Z(T,V, z) oder

F(T,V,N) = Nlogz— kgTlog2Z,
N =z0,log Z.

In der modernen Festkorperphysik stosst man oft in Gebiete vor, wo die
traditionelle Quanten Statistische Mechanik zusammenbricht: Zum Beispiel
werden Strome in kleinen metallischen/halbleitenden Ringen (Dauerstrome)
durch das kanonische Ensemble beschrieben (N ist fixiert). Als weiteres Bei-
spiel erwéhnen wir Kohérenzeffekte in kleinen (mesoskopischen) Strukturen;
hier existiert kein Reservoir welches zufillige Phasen erzeugt und damit
(14.8) garantiert.

14.3 Zum 3. Hauptsatz

Mit S = kg logI' zdhlt die Entropie die zur Verfiigung stehenden Zusténde.
Gemiiss p ~ e /T steht bei T = 0 nur der Grundzustand des Systems
zur Verfiigung — S = 0. Ist der Grundzustand g ~ N-fach entartet, so
gilt immer noch s = S/N ~ (log N)/N — 0, die Entropie pro Teilchen ver-
schwindet. Ein relevanteres Problem ist die Kontinuitdt des Spektrums—das
obige Argument ist zwar korrekt, jedoch eher akademisch, da der Grundzu-
stand nur fiir T < AE ~ h?2/mL? ~ 5-10" K (m = myudeon, L = 1cm)
realisiert wird. Relevant ist daher die Zustandsdichte w(E) in der Tieftem-
peraturphase des Stoffes. Alle Stoffe transformieren bei T'— 0 in eine der
folgenden Phasen: Kristalle (fast alle), Gliser (vgl. Diskussion in Kapitel
6.5), Superfluida (*He,? He bei Normaldruck). Die Zustandsdichte in diesen
Systemen verschwindet gemiiss w(E) ~ E4~! fiir E — 0 (Ausnahme: Gliser)
und entsprechend geht S — 0 fiir 7" — 0.
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