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Kapitel 1

Elemente der
Funktionalanalysis

In diesem Kapitel werden wir Eigenschaften von Hilberträumen (insbesonde-
re des Raumes L2(Rn, dµ)) und von Operatoren auf Hilberträumen skizzie-
ren, die grösstenteils aus der MMP-Vorlesung bekannt sind. Dazu starten wir
mit der Definition eines Masses und gehen nach allgemeinen Bemerkungen zu
Banach- und Hilberträumen über zur Diskussion des Raumes L2(Rn, dµ). An-
schliessend folgt ein kurzer Abriss über Operatoren auf L2(Rn, dµ). Das Kapitel
schliesst mit Bemerkungen zur Spektraltheorie von Operatoren, der Definition
von C∗-Algebren, der Spurklasse und Hilbert-Schmidt Operatoren. Die ganze
Präsentation ist so oberflächlich wie nur möglich gehalten. Die tatsächliche Be-
schreibung der angeschnittenen Themen gehören in eine Vorlesung über Funk-
tionalanalysis.Weiter sei auf die Bücher [Reed80], [Lieb97] und [Rudin73] ver-
wiesen.

1.1 Elemente der Masstheorie

Analysis ist die Kunst Grenzwerte zu finden. In einer einführenden Vorlesung
über Analysis lernt man das Riemann-Integral kennen. Das Problem dieses In-
tegrals ist, dass es nur für eine spezielle Klasse von Funktionen definiert ist,
welche nicht abgeschlossen ist unter dem punktweisen Limes von Folgen von
Funktionen. Analysis mit diesem Integrationsbegriff ist demnach vergleichbar
mit der Arbeit mit rationalen Zahlen bei gleichzeitigem Ausschluss der irra-
tionalen Zahlen. Wir beginnen mit der Definition einer σ-Algebra, gebrauchen
dies zur Definition von Massen und zeigen, wie die Integration einer Funkti-
on bzgl. eines Masses definiert ist. Der Lebesguesche Zerlegungssatz liefert eine
anschauliche Darstellung allgemeiner Masse. Diese Resultate werden wir in der
Diskussion der Spektraltheorie von Operatoren auf dem Hilbertraum benötigen
um Projektionsmasse zu definieren, welche das Fundament für das Spektral-
theorem bilden.

Definition. Sei X eine beliebige Menge. Eine nicht-leere Familie A von Teil-
mengen A ⊂ X heisst σ-Algebra, falls

(i) X ∈ A,
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2 KAPITEL 1. ELEMENTE DER FUNKTIONALANALYSIS

(ii) A ∈ A impliziert X\A ∈ A,

(iii) A1, A2, ... ∈ A impliziert
⋃∞
n=1An ∈ A.

Beispiel 1.1 (Borelsche σ-Algebra). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Metrik
d definiert eine Familie Ã von offenen Mengen auf X. Die Borelsche σ-Algebra
B(X) des metrischen Raumes (X, d) ist die kleinste σ-Algebra, welche die offenen
Teilmengen Ã enthält, d.h. B(X) setzt sich zusammen aus Ã und der minimalen
Anzahl zusätzlicher Teilmengen von X, so dass die Forderungen an eine σ-
Algebra erfüllt werden. Ein Element aus B(X) heisst Borel-Menge.

Ein Mass ist eine Vorschrift, die jeder Teilmenge eine reelle Zahl oder Unendlich
zuordnet.

Definition. Ein auf einer σ-Algebra A definierte Funktion µ : A → R ∪ ∞
heisst Mass, falls

(i) µ(A) ≥ 0, ∀A ∈ A,

(ii) µ(Ø) = 0,

(iii) A1, A2, ... ∈ A und Ak ∩Al = Ø für k 6= l impliziert

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ(An).

Das Tripel (X,A, µ) heisst Massraum. Nullmengen B sind Elemente von A mit
der Eigenschaft µ(B) = 0. Ein Mass µ heisst Wahrscheinlichkeitsmass, falls
µ(X) = 1 (d.h., falls das Mass normiert ist). Ein auf einer Borelschen σ-Algebra
definiertes Mass nennt man Borelsches Mass.

Beispiel 1.2 (Dirac-Mass). Sei X eine Menge, A eine σ-Algebra auf X und
y ∈ X beliebig. Dann ist die Abbildung

δy(A) =
{

1, falls y ∈ A,
0, sonst,

ein bzgl. der σ-Algebra A definiertes Mass, das unter dem Namen Dirac-Mass
bekannt ist.

Beispiel 1.3 (Lebesgue-Mass). Sei (X, d) = (Rn, d) ein metrischer Raum
mit einer beliebigen Metrik auf Rn (alle Metriken sind äquivalent auf endlich-
dimensionalen Räumen). Dann existiert eine eindeutige σ-Algebra A auf (Rn, d)
und ein eindeutiges Mass λ auf A, welches den folgenden Eigenschaften genügt:

(i) Jede offene Menge in Rn ist in A. Folglich gilt B(X) ⊂ A.

(ii) Aus A ∈ A, λ(A) = 0 und B ⊂ A folgt B ∈ A und λ(B) = 0.

(iii) Sei M ein n-dimensionaler Quader in Rn mit Seitenlängen (b1 −
a1), ..., (bn − an). Dann gilt: M ∈ A und λ(Q) = (b1 − a1) · ... · (bn − an)

(iv) Das Mass λ ist translationsinvariant, d.h. λ(x+A) = λ(A) für alle x ∈ Rn
und alle A ∈ A.
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Das Mass λ stimmt also auf Riemann-messbaren Mengen mit dem Riemann-
schen Volumen überein. Das Mass λ heisst Lebesgue-Mass.

Sei X eine Menge und A eine σ-Algebra für X. Eine Funktion f : X → R∪{∞}
heisst messbar, falls das Urbild f−1((a,∞]) von (a,∞] ⊂ R für alle a ∈ R in A
liegt. Der Begriff der Messbarkeit bezieht sich somit nur auf eine σ-Algebra und
nicht auf ein Mass. Eine Funktion heisst elementar oder simpel, falls sie von der
Form

f =
N∑
k=1

fkχk

(fk ∈ R) ist. Dabei ist N endlich und die Funktionen χk sind die charakteristi-
schen Funktionen auf Mengen A1, ..., AN ∈ A. Wichtig für die Definition von
Integralen ist das folgende Resultat: Für jede messbare, nicht-negative Funktion
f existiert eine Folge punktweise monoton wachsender Elementarfunktionen,
die punktweise gegen f konvergiert. Das heisst, jede nicht-negative Funktion f
kann beliebig genau durch Elementarfunktionen approximiert werden.

Sei (X,A, µ) ein Massraum. Das Integral einer messbaren Funktion f über X
wird mit dem Symbol ∫

X

f dµ

bezeichnet. Es ist folgendermassen definiert: In einem ersten Schritt definieren
wir

f+(x) :=
{
f(x), falls f(x) > 0
0, sonst

und

f−(x) :=
{
−f(x), falls f(x) < 0
0, sonst.

Demnach gilt: f = f+ − f−, wobei f+ und f− nicht-negative Funktionen sind.
Man definiert ∫

X

f dµ :=
∫
X

f+ dµ−
∫
X

f− dµ.

Nun sollte also das Integral nicht-negativer Funktionen g definiert werden. Zuvor
haben wir erwähnt, dass nicht-negative Funktionen durch Elementarfunktionen
punktweise beliebig genau approximiert werden können. Dies motiviert∫
X

g dµ := sup
{∫

X

s dµ : s ist eine Elementarfunktion so dass 0 ≤ s(x) ≤ g(x)
}
.

Die Integration von Elementarfunktionen s =
∑N
n=1 skχk ist definiert über

∫
X

s dµ :=
N∑
n=1

skµ(Ak).

Für komplex-wertige Funktionen f = f1 + if2 ist das Integral definiert durch∫
X

f dµ :=
∫
X

f1 dµ+ i

∫
X

f2 dµ
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Noch eine Bemerkung zur Notation: Wenn wir einen Ausdruck der Form mdµ
hinschreiben, meinen wir das Mass bzgl. dem das Integral einer Funktion f die
Form ∫

f ·mdµ

hat, wobei dµ dem Mass µ entspricht. Wie üblich in der Analysis werden wir
anstelle von dλ (das Integrationssymbol des Lebsgueschen Masses) häufig dx
verwenden.

Wir schliessen diesen Abschnitt mit dem Lebesgueschen Zerlegungssatz von all-
gemeinen Massen auf R. Dafür sind aber noch drei Definitionen ausstehend:
Erstens, sei (X,A, µ) wie zuvor ein Massraum. Ein Mass µac : A → R heisst
absolut-stetig bzgl. dem Mass µ, falls µ(A) = 0 die Gleichung µac(A) = 0 impli-
ziert für alle A ∈ A. Zweitens, ein Mass µsc ist singulär-stetig bzgl. dem Mass
µ, falls sich der Träger des Masses µsc aus µ-Nullmengen zusammensetzt. Drit-
tens, ein Mass ist diskret, falls sein Support höchstens abzählbar ist. Diskrete
Masse ξ mit Träger auf der Menge {xk}Nk=1 können als Linearkombination von
Dirac-Massen geschrieben werden:

ξ(A) =
N∑
k=1

pkδxk
(A).

Insbesondere darf N = ∞ sein. Falls wir das Referenzmass für Absolutstegtig-
keit und Singulärstetigkeit nicht explizit angeben, meinen wir Absolutstetigkeit
und Singulärstetigkeit bzgl. dem Lebesgue-Mass λ.

Theorem 1.1.1 (Lebesguescher Zerlegungssatz). Sei µ ein Borelsches Wahr-
scheinlichkeitsmass auf R. Dann existieren N ≤ ∞ reelle Zahlen {λi}Ni=1, N
positive Zahlen {pn}Nn=1, ein bzgl. dem Lebesgue-Mass absolut-stetiges Mass µac

und ein bzgl. dem Lebesgue-Mass singulär-stetiges Mass µsc, so dass

µ =
N∑
n=1

pnδλn + µac + µsc

(ac. steht für absolut continuous; sc. für singular continuous).

Gemäss dem Satz von Radon und Nikodym existiert eine positive, Lebesgue-
messbare Funktion m : R→ [0,∞), so dass

µac(A) =
∫
A

m(λ)dλ

für jede Lebesgue-messbare Menge A.

1.2 Hilberträume

In diesem Abschnitt formulieren wir die wichtigsten Definitionen, wel-
che in Beziehung stehen zu den in der Quantenmechanik auftretenden
unendlich-dimensionalen Räumen. Die algebraische Behandlung von unendlich-
dimensionalen Räumen (d.h. Mathematik ohne die Bildung von Grenzwerten)
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ist nicht sehr ertragreich. Eine sehr viel spannendere Theorie entsteht, wenn
man Methoden aus der Algebra, der Analysis (und der Topologie) kombiniert.
Eine auf diese Weise resultierende grundlegende Struktur ist der Banachraum,
welcher eine Kombination eines komplexen Vektorraums und eines vollständigen
metrischen Raums ist:

Definition. Ein Banachraum ist ein komplexer oder reeller Vektorraum V mit
einer Norm bzgl. derer V vollständig ist.

Beispiel 1.4. Der Raum C(R) der stetigen, reellen Funktionen von R nach R
sind ein Banachraum bzgl. der Norm

‖f‖ := max
x∈R
|f(x)|.

Nun kommen wir zur Definition der sogenannten Hilberträume. Diese (häufig
unendlich-dimensionalen) Vektorräume bilden die direkte Verallgemeinerung der
endlichdimensionalen Vektorräume Rn und Cn, die man aus der Vorlesung “Li-
neare Algebra” kennt. Sie sind spezielle Banachräume, für die das nicht-lineare
Objekt, die Norm, ausgedrückt wird durch ein lineares Objekt, das Skalarpro-
dukt.

Definition. Ein HilbertraumH ist ein Banachraum, auf dem ein Skalarprodukt
definiert ist, so dass

‖v‖ =
√
〈v, v〉.

Es ist das Skalarprodukt, das uns erlaubt geometrische Intuition aus endlichdi-
mensionalen Räumen in Hilberträumen zu gebrauchen (wenigstens bis zu einem
gewissen Grad). In einem einem Hilbertraum über den reellen Zahlen ist es sogar
möglich den Winkel φ zwischen zwei Elementen v und w über

cosφ :=
〈v, x〉
‖v‖‖w‖

zu definieren, da das Skalarprodukt in diesem Fall reellwertig ist. Auch wenn
dieser Ausdruck für komplexe Hilberträume nicht mehr sinnvoll ist, gibt es
dennoch den Begriff der Orthogonalität: Zwei Elemente v und w heissen
orthogonal, falls 〈v, w〉 = 0.

Eine Familie orthonormaler Elemente {vi}i heisst vollständig, falls kein Element
w ∈ H existiert, das verschieden ist vom Nullvektor, und das orthogonal ist zu
allen Elementen von {vi}i. In diesem Fall bildet das System {vi}i im folgendem
Sinn eine Basis des Hilbertraums H:

Satz 1.1. Sei H ein Hilbertraum, {vi}i∈I (I ⊂ N ∪∞) ein vollständiges ortho-
normales System (VONS) und sei v ∈ H beliebig. Dann gilt: die Reihe∑

i∈I
〈vi, v〉vi

konvergiert nach v in der Norm von H.

(Beweis: [Reed80] Seite 45.) Es gilt zu beachten, dass ein VONS im algebrai-
schen Sinn keine Basis des Hilbertraums definiert! Der Raum der endlichen
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Linearkombinationen von Elementen des VONS füllen nicht den gesamten
Raum aus. Weiter gilt, dass jeder Hilbertraum vollständige, orthonormierte
Systeme enthält. Alle diese Systeme haben gleiche Kardinalität.

Anstelle von “VONS” werden in der Literatur auch die Begriffe “orthonor-
male Hilbertbasis” oder einfach “orthonormale Basis” verwendet. Wir werden
uns ausschliesslich mit separablen Hilberträumen beschäftigen. Separable Hil-
berträume H sind Hilberträume, die eine abzählbar-unendliche Teilmenge ent-
halten, die dicht ist in H. Folglich besitzen diese Räume vollständige, orthonor-
mierte Systeme, die abzählbar sind.

Beispiel 1.5. Wir definieren den Raum l2 als den Raum der abzählbar-
unendlichen Folgen {xj}∞j=1 von komplexen Zahlen mit der Eigenschaft

∞∑
j=1

|xj |2 <∞.

Auf l2 lässt sich über

〈{xj}j , {y}j〉 :=
∞∑
j=1

xjyj

ein Skalarprodukt definieren. Alle separablen Hilberträume sind isomorph zum
Hilbertraum l2.

Eine Bijektion von einem metrischen Raum in einen anderen, der die Abstände
erhält, heisst Isometrie. Eine Abbildung L von einem Hilbertraum H in die
komplexen Zahlen heisst lineares Funktional, falls

L(λ1v1 + λ2v2) = λ1L(v1) + λ2L(v2)

für alle λ1, λ2 ∈ C und für alle v1, v2 ∈ H. Eine Abbildung L von einem Hil-
bertraum H in die komplexen Zahlen heisst stetiges lineares Funktional, falls L
ein lineares Funktional ist mit der Eigenschaft

L(vi) → L(v)

für jede Folge {vj}∞j=1, die in der durch das Skalarprodukt induzierten Norm
nach v konvergiert. Der Raum der stetigen linearen Funktionale auf H ist der
zu H gehörende Dualraum H∗.

1.2.1 Inäquivalenz von Normen

Ein in unendlich-dimensionalen Räumen neu auftretendes Phänomen ist die
Inäquivalenz von Normen. Zwei Normen ‖.‖1 und ‖.‖2 auf einem Raum X heis-
sen äquivalent, falls positive, endliche Konstanten C1 und C2 existieren, so dass

C1‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ C2‖x‖1

für alle x ∈ X. Wenn also eine Folge bzgl. einer Norm konvergiert, konvergiert sie
auch bzgl. jeder äquivalenten Norm. In endich-dimensionalen Räumen sind alle
Normen äquivalent, so dass nicht für jede Konvergenz spezifiziert werden muss,
bzgl. welcher Norm die Konvergenz Gültigkeit hat. In unendlich-dimensionalen
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Räumen gilt die Äquivalenz der Normen nicht mehr! Konvergenz bzgl. einer be-
stimmten Norm impliziert also nicht die Konvergenz bzgl. jeder anderen Norm.
Dies führt dazu, dass bei der Formulierung von Sätzen in der Funktionalanalysis
häufig angegeben werden muss, bzgl. welcher Norm diese und jene Eigenschaft
Gültigkeit hat. Besonders oft werden die Begriffe starke Konvergenz und schwa-
che Konvergenz verwendet.

Definition. Sei H ein Hilbertraum und {vj}∞j=1 eine unendliche Folge in H.
Dann konvergiert die Folge {vj}∞j=1 stark gegen v ∈ H, falls sie in der durch das
Skalarprodukt induzierten Norm konvergiert (Symbolisch: vj

s−→ v). Die Folge
{vj}∞j=1 konvergiert schwach gegen v ∈ H, falls

lim
j→∞

L(vj) = L(v)

für alle L ∈ H∗ (Symbolisch: vj
w−→ v).

1.2.2 Der Raum L2(Rn, dµ)

Die Raum Lp(Rn, dµ), p ≥ 1, von Funktionen von Rn nach C sind definiert über

Lp(Rn, dµ) :=
{
f : Rn → C | f ist µ-messbar und |f |p ist µ-integrierbar

}
.

Es sind Vektorräume. Um dies zu sehen, muss man zeigen, dass komple-
xe Linearkombinationen µ1f + µ2g von Funktionen f, g ∈ Lp(Rn, dµ) wie-
der in Lp(Rn, dµ) liegen. Dies ist eine direkte Konsequenz der Ungleichung
|a+ b|p ≤ 2p−1(|a|p + |b|p). Auf Lp(Rn, dµ) definiert man die Norm

‖f‖p :=
(∫

Rn

|f |p dµ
)1/p

(die Dreiecksungleichung entspricht dann der Minkowski-Ungleichung, die aus
der Analysis-Vorlesung bekannt sein dürfte). Wir werden im folgenden für das
Mass dµ meist das Lebesguesche Mass benützen und dieses mit dx bezeichnen.
Die Vektorräume Lp(Rn, dµ) sind vollständig in der Norm ‖.‖p und haben somit
die Struktur von Banachräumen. Alle diese Banachräume sind separierbar,
d.h., sie enthalten eine dichte (bzgl. der Norm ‖.‖p) Teilmenge, die abzählbar ist.

Für uns wird nur der Raum L2(Rn, dµ) von Bedeutung sein, weil sich für diesen
das Skalarprodukt

〈f, g〉 :=
∫

Rn

dx f(x)g(x)

finden lässt, welches die Norm ‖f‖2 über ‖f‖22 = 〈f, f〉 induziert. Der Banach-
raum L2(Rn, dµ) hat also die Struktur eines separierbaren Hilbertraums.

1.3 Operatoren

Sei H ein Hilbertraum (also z.B. H = L2(Rn, dx), wobei dx dem Lebesgue-
Mass entspricht). Wie eine reelle Funktion f : R → R ein Definitionsbereich
D(f) ⊂ R hat, hat eine Abbildung von H auf sich einen Definitionsbereich.
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Definition. Ein linearer Operator eines HilbertraumsH ist das Paar (A,D(A)).
Dabei bezeichnet A eine lineare Abbildung

A : D(A)→ H, ψ 7→ Aψ,

und D(A) ist ein dichter linearer Unterraum inH. Der Raum D(A) heisst Defini-
tionsbereich von A. Sei (B,D(B)) ein zweiter linearer Operator auf H. Die Ope-
ratoren (A,D(A)) und (B,D(B)) sind gleich, symbolisch A = B, falls Aψ = Bψ
für alle ψ ∈ D(A) und D(A) = D(B).

Die hier benützte Schreibweise (A,D(A)) ist nicht üblich und soll nur verdeut-
lichen, wie wichtig die Angabe des Definitionsbereichs eines Operators ist. Von
nun an werden wir aber (der Bequemlichkeit halber) nur noch in der Form
“A” auf den Operator (A,D(A)) verweisen. Des weiteren ist die Annahme, dass
D(A) dicht ist in H nicht Standard. In unserer Abhandlung wird diese Annahme
jedoch immer erfüllt sein.

Definition. Sei A ein linearer Operator auf einem Hilbertraum H. Der Opera-
tor B heisst positiv, falls 〈ψ,Bψ〉 ≥ 0 für alle ψ ∈ H. Man benützt in diesem
Fall die Notation B ≥ 0 und B ≤ A, falls A−B ≥ 0.

Definition. Der zu (A,D(A)) adjungierte Operator (A∗,D(A∗)) ist folgender-
massen definiert: Sei ψ̃ ∈ H ein Vektor, so dass

〈ψ,Aφ〉 = 〈ψ̃, φ〉

für alle φ ∈ D(A). Die Menge der Vektoren ψ ∈ H für welche ein solches ψ̃ ∈ H
existiert, bilden den Definitionsbereich D(A∗) des adjungierten Operators A∗.
Auf D(A∗) ist A∗ über

A∗ψ = ψ̃

definiert. Dieser Operator ist eindeutig.

Nun folgen die Begriffe “Hermitesch” und “selbstadjungiert”, deren Definitionen
(anders als im endlich-dimensionalen) sich unterscheiden.

Definition. Ein Operator (A,D(A)) ist Hermitesch, falls

〈φ,Aψ〉 = 〈Aφ,ψ〉

für alle φ, ψ ∈ D(A), d.h. A∗φ = Aφ für alle φ ∈ D(A). Ein Operator (B,D(B))
ist selbstadjungiert, falls B Hermitesch ist und D(B) = D(B∗). Ein Operator T
heisst normal, falls

TT ∗ = T ∗T

erfüllt ist.

Wir bemerken, dass jeder selbstadjungierte Operator Hermitesch ist, die Umkeh-
rung im Allgemeinen aber falsch ist. So ist der Impulsoperator aus den folgenden
Beispielen zwar Hermitesch aber nicht selbstadjungiert. Jeder selbstadjungierte
Operator ist normal.

Beispiel 1.6. Der Ortsoperator x (siehe nächstes Kapitel) eines Teilchens mit
Konfigurationsraum R ist der Operator “Multiplikation mit x” auf L2(R, dx),

(xψ)(x) := x · ψ(x)

für alle x ∈ R. Es lässt sich zeigen, dass D(x) dicht liegt in H.
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Beispiel 1.7. Der Impulsoperator p (siehe nächstes Kapitel) eines Teilchens
mit Konfigurationsraum R ist der Operator ~

i
∂
∂x auf L2(R, dx). Der zugehörige

maximale Definitionsbereich ist

D(p) =
{
ψ ∈ L2(R, dx)

∣∣ψ′ ∈ L2(R, dx)
}
.

Beispiel 1.8. Der betrachtete Hilbertraum sei L2([0, 1], dx) und wir setzen als
Nebenbedingung, dass ψ(0) = ψ(1) = 0. Der Definitionsbereichs dieses Opera-
tors ist somit

D(p) =
{
ψ ∈ L2([0, 1], dx)

∣∣ψ′ ∈ L2([0, 1], dx) und ψ(0) = ψ(1) = 0
}
.

Der Impulsoperator p = ~
i
∂
∂x ist Hermitesch, weil

〈φ, pψ〉 − 〈pφ, ψ〉 =
∫ 1

0

dxφ(x)pψ(x)− pφ(x)ψ(x) =
~
i

[φψ]10 = 0.

Des weiteren zeigt diese Rechnung, dass D(p) ⊂ D(p∗), da beispielsweise jede
konstante Funktion φ = c, c > 0 in D(p∗) aber nicht in D(p) liegt.

Definition. Die Operatornorm ‖A‖ eines Operators A ist definiert durch

‖A‖ := sup
06=ψ∈H

‖Aψ‖
‖ψ‖

.

Ein Operator heisst beschränkt, falls seine Norm beschränkt ist, d.h. ‖A‖ <∞.
Andernfalls heisst A unbeschränkt. Den Raum der beschränkten Operatoren
bezeichnen wir mit B(H).

Beachte, dass beschränkte Operatoren (A,D(A)) auf dem gesamten Hilbertraum
definiert werden können, d.h. D(A) = H.
Viele mathematische Probleme in der Quantenmechanik rühren daher, dass auf-
tretende Operatoren unbeschränkt sind. Beispiele sind der Ortsoperator x und
der Impulsoperator p.

Definition. Ein beschränkter linearer Operator von einem Banachraum in
einen anderen heisst Isomorphismus, falls er bijektiv und stetig ist und eine
stetige Inverse hat. Falls zusätzich die Norm erhalten ist, ist dieser Operator ein
sog. isometrischer Isomorphismus.

Definition. Zwei Hilberträume H1 und H2 sind isomorph, falls ein linearer
Operator U existiert der H1 surjektiv auf H2 abbildet mit der Eigenschaft

〈Ux,Uy〉H2 = 〈x, y〉H1

für alle x, y ∈ H1. In diesem Fall ist U ein unitärer Operator.

Allgemeine quantenmechanische Zustände können durch sog. kompakte Opera-
toren dargestellt werden.

Definition. Ein beschränkter Operator T : H → H heisst kompakt, falls die
Folge {Tψn}n für jede beschränkte Folge {ψn}n eine in H konvergente Teilfolge
enthält.
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Theorem 1.3.1 (Hilbert-Schmidt Theorem). Sei A ein kompakter, selbstad-
jungierter Operator auf einem Hilbertraum H. Dann gilt: es existiert ein VONS
{ψn}n in H, so dass

Aψn = λnψn,

wobei λn → 0 für n→∞.

Beweis: siehe Seite 203 in [Reed80]. Zum Schluss noch einen Satz auf welchen
wir im Rahmen der Streutheorie verweisen werden.

Satz 1.2 (Neumann Reihen). Sei T ein Operator mit der Eigenschaft |λ| > ‖T‖
(Operatornorm). Dann gilt:

1
λ− T

= lim
N→∞

1
λ

(
1 +

N∑
k=1

(T
λ

)k)
,

wobei die Konvergenz bzgl. der Operatornorm verstanden werden muss.

1.3.1 Konvergenzbegriffe für Operatoren

Im Abschnitt über Hilberträume haben wir gelernt, dass zwei Normen auf
unendlich-dimensionalen Räumen im Allgemeinen nicht äquivalent sind. Der
(Banach-)Raum L(H) der linearen Operatoren von einem Hilbertraum H auf
sich ist ein Beispiel eines unendlich-dimensionalen Raums. Folglich ist für jede
Konvergenz zu spezifizieren bzgl. welcher Norm die Konvergenz formuliert ist.
Wir geben nun die drei häufigsten Konvergenz-Begriffe im Raum L(H) an.

Definition. Drei häufig verwendete Konvergenz-Begriffe für Folgen im Banach-
raum L(H):

(i) Unter Konvergenz in der Operatornorm verstehen wir die Konvergenz
bzgl. der Norm

‖T‖ = sup
ψ 6=0

‖Tψ‖H
‖ψ‖H

.

(ii) Eine Folge von linearen Operatoren {Tn}n konvergiert stark (symbolisch:
Tn

s−→ T oder s-limn→∞Tn = T ) gegen T , falls

‖Tnψ − Tψ‖H → 0

für alle ψ ∈ H.

(iii) Eine Folge von linearen Operatoren {Tn}n konvergiert schwach (symbo-
lisch: Tn

w−→ T oder w-limn→∞Tn = T ) gegen T , falls

|l(Tnψ)− l(Tψ)| → 0

für alle ψ ∈ H und für alle l ∈ H∗. Da H ein Hilbertraum ist, bedeutet
Tn

w−→ T , dass alle Matrixelemente 〈φ, Tnψ〉 gegen 〈φ, Tψ〉 konvergieren.
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1.3.2 Das Stonesche Theorem

Definition. Eine Familie von Operatoren {U(t)}t∈R heisst stark-stetige, 1-
parametrige, unitäre Gruppe auf H, falls

(i) Der Operator U(t) ist unitär für alle t ∈ R (Unitarität).

(ii) U(t+ s) = U(t)U(s) für alle s, t ∈ R (1-parametrige Gruppe).

(iii) U(t) s−→ U(t0) für t→ t0 (Stark-Stetigkeit).

Wie das später folgende Spektraltheorem ist das Stonesche Theorem von zen-
traler Bedeutung für die Quantenmechanik. Insbesondere wird es in unserer
Begründung für die Schrödinger Gleichung eine zentrale Rolle einnehmen.

Theorem 1.3.2 (Stone). (I) Sei A ein selbstadjungierter Operator auf H und
U(t) := e−itA. Dann gilt:

(i) U(t) ist unitär ∀t ∈ (R) und für alle Zeiten t, s gilt:

U(t)U(s) = U(t+ s).

(ii) U(t) ist stark stetig in t.

(iii) Für alle ψ ∈ D(A) gilt:

i

t
(U(t)ψ − ψ) s−−−→

t→0
Aψ,

und somit:
i
∂

∂t
U(t)ψ = AU(t)ψ.

(iv) Falls

s-lim
t→0

i

t
(U(t)ψ − ψ)

existiert, dann ist ψ ∈ D(A).

(II) Sei {U(t)}t∈R eine stark-stetige, 1-parametrige, unitäre Gruppe auf H.
Dann existiert ein selbstadjungierter Operator A auf H mit der Eigenschaft,
dass

U(t) := e−itA.

für alle t ∈ R.

1.4 Fourier Transformation

Fouriertransformationen sind ein essentielles Werkzeug für die Behandlung
quantenmechanischer Systeme. Ziel dieses Abschnitts ist es, die grundlegend-
sten Eigenschaften von Fouriertransformationen in Erinnerung zu rufen. Der
Nutzen von Fouriertransformationen liegt darin begründet, dass sie es erlauben
die Operationen Ableitung und Faltung in Multiplikationsoperatoren zu verwan-
deln. Im folgenden bezeichnet S(Rn) den Schwartz-Raum über Rn, und S ′(Rn)
bezeichnet den zu S(Rn) dualen Raum.
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Definition. Sei f ∈ S(Rn). Die Fourier Transformation f̂ von f ist definiert
durch

f̂(k) :=
1

(2π~)n/2

∫
Rn

e−
i
~ x·kf(x) dx,

wobei x·k =
∑n
i=1 xiki. Die inverse Fourier Transformation f̌ von f ist definiert

durch
f̌(x) :=

1
(2π~)n/2

∫
Rn

e
i
~ x·kf(k) dk.

Theorem 1.4.1 (Fourier Theorem). Die Fourier Transformation ist eine linea-
re Bijektion von S(Rn) nach S(Rn). Die zur Fourier Transformation inverse
Abbildung ist die inverse Fourier Transformation, d.h.

f = ˆ̌f = ˇ̂
f.

(Beweis: [Reed80] Seite 320.) Die Fourier Transformation kann für Funktio-
nen definiert werden, für welche die zuvor definierten Integrale gar keinen Sinn
ergeben; sie lässt sich auf grössere Räume von Funktionen erweitern. Insbeson-
dere existiert eine Erweiterung der Fourier Transformation für Funktionen in
L2(Rn, dx). Damit wird die Fourier Transformation zu einem zentralen Werk-
zeug in der Quantenmechanik. Da die definierenden Integrale für L2-Funktionen
nicht definiert sein müssen, muss man die Fourier Transformation als Grenzwert
von L1-Funktionen definieren. All dies ist Inhalt des folgenden Theorems.

Theorem 1.4.2 (Plancherel Theorem). Die Fourier Transformation kann von
S(Rn) auf eindeutige Art und Weise zu einer unitären Abbildung von L2(Rn, dx)
auf L2(Rn, dx) erweitert werden. Die inverse Fourier Transformation wird
zur Adjungierten der Fourier Transformation. Zur expliziten Berechnung der
Fourier Transformation von Funktionen f in L2(Rn, dx) konstruiert man in
L1(Rn, dx) eine Folge {fn} von Funktionen, die in der Norm ‖.‖2 gegen f kon-
vergiert. Die Fourier Transformation der Funktion f ist dann der ‖.‖2-Limes
der Folge {f̂n}.

(Beweis: [Reed80] Seite 327.) Zur expliziten Berechnung der Fourier Transfor-
mation einer L2-Funktion f benötigen wir also eine Folge von L1-Funktionen,
die in der Norm ‖.‖2 gegen f konvergiert. Konkret kann dies in der Form

f̂(k) = lim
R→∞

1
(2π~)n/2

∫
‖x‖≤R

e−
i
~ x·kf(x) dx.

realisiert werden, wobei “lim” der Limes in der ‖.‖2-Norm bedeutet. (Beachte,
dass für jede L2-Funktion f die Funktion

fR(x) := χ{‖x≤R‖}f(x)

eine L1-Funktion ist, die im Limes R→∞ gegen f konvergiert.)

Die Faltung zweier Funktionen f und g auf Rn ist definiert durch

(f ∗ g)(x) :=
∫

Rn

dy f(x− y)g(y).

Weitere Eigenschaften der Fourier Transformation:
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(i) (f · g)∧(k) = 1
(2π~)n/2 (f̂ ∗ ĝ)(k),

(ii) f̂(k) = (f)∧(−k),

(iii)
(

~
i
∂
∂xj

f
)∧

(k) = kj f̂(k),

(iv) (xjf)∧(k) = i~ ∂
∂kj

f̂(k).

Im Rahmen der Streutheorie werden wir auf das Riemann-Lebesgue Lemma
verweisen:

Theorem 1.4.3 (Riemann-Lebesgue Lemma). Die Fourier Transformation
kann von S(Rn) auf eindeutige Art und Weise zu einer beschränkten Abbildung
von L1(Rn, dx) nach C∞(Rn) (d.h. die stetigen Funktionen, die im Unendlichen
verschwinden) erweitert werden.

(Beweis: [Reed80] Seite 327.)

1.5 Direkte Summen und Tensorprodukte

In diesem Abschnitt beschreiben wir, wie man aus zwei Hilberträumen H1 und
H2 neue Hilberträume konstruieren kann.

Definition. Seien H1 und H2 zwei Hilberträume. Die direkte Summe H1⊕H2

ist die Menge aller Paare (x, y) mit x ∈ H1 und y ∈ H2. Diese Menge wird zu
einem Hilbertraum, wenn wir das Skalarprodukt gemäss

〈(x1, y1), (x2, y2)〉 := 〈x1, x2〉H1 + 〈y1, y2〉H2

definieren.

Es gibt verschiedene Varianten das Tensorprodukt einzuführen (in der linearen
Algebra wird es häufig mit Hilfe der sog. universellen Eigenschaft definiert).
Wir wählen hier einen sehr direkten Zugang.

Seien H1 und H2 zwei Hilberträume und φ1 ∈ H1 und φ2 ∈ H2. Dann definieren
wir das Symbol φ1 ⊗ φ2 als die bilineare Form

φ1 ⊗ φ2(ψ1, ψ2) := 〈ψ1, φ1〉〈ψ2, φ2〉

auf H1 × H2. Weiter definieren wir den linearen Raum V als den Raum der
endlichen Linearkombinationen von Elementen aus {φ1⊗φ2 |φ1 ∈ H1, φ2 ∈ H2}.
Auf V lässt sich durch lineare Erweiterung der Definition

〈α⊗ β, γ ⊗ δ〉 := 〈α, γ〉H1〈β, δ〉H2

ein Skalarprodukt auf V definieren.

Definition. Das Tensorprodukt H1 ⊗H2 ist die Vervollständigung des soeben
eingeführten Vektorraums V in der durch das Skalarprodukt definierten Norm.

Wenn {ψk}k und {φj}j VONS in H1 und H2 sind, so realisiert {ψk ⊗φj}k,j ein
VONS in H1 ⊗H2. Des weiteren ist die Operation “⊗” bilinear:
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(i) (φ1 + φ2)⊗ ψ = φ1 ⊗ ψ + φ2 ⊗ ψ,

(ii) (λφ)⊗ ψ = λ(φ⊗ ψ),

(iii) φ⊗ (ψ1 + ψ2) = φ⊗ ψ1 + φ⊗ ψ2,

(iv) φ⊗ (λψ) = λ(φ⊗ ψ).

Für die Räume quadratintegrabler Funktionen gilt der folgende Satz, der für
die Quantenmechanik zusammengesetzter Systeme und für die Behandlung von
Teilchen mit Spin von grosser Bedeutung ist.

Satz 1.3. Für die Räume quadratintegrabler Funktionen gilt:

(i) Es existiert ein eindeutiger Isomorphismus von L2(Rn, dx) ⊗ L2(Rm, dy)
nach L2(Rn × Rm, dxdy), so dass (f ⊗ g)(x) 7→ f(x)g(x).

(ii) Es existiert ein eindeutiger Isomorphismus von L2(Rn, dx)⊗ Cm nach

m⊕
k=1

L2(Rn, dx),

so dass f(x)⊗ g 7→ f(x)g.

(Beweis: [Reed80] Seite 52.)

Definition. Seien H1, H2 Hilberträume, {φj}j ⊂ H1, {ψk}k ⊂ H2 VONS und
A1 ∈ B(H1), A2 ∈ B(H2) beschränkte Operatoren. Dann ist das Tensorprodukt
A1 ⊗A2 ein linearer Operator auf H1 ⊗H2, der durch

(A1 ⊗A2)

∑
i,j

cijφi ⊗ ψj

 =
∑
i,j

cij ((A1φi)⊗ (A2ψj)) .

definiert wird.

Der Operator A1 ⊗A2 ist beschränkt,

‖A1 ⊗A2‖ = ‖A1‖ · ‖A2‖

in der Operatornorm, und

(A1 ⊗A2)∗ = A∗1 ⊗A∗2.

1.6 Bemerkungen zum Spektraltheorem

Das Spektraltheorem wird uns eine vollständige Beschreibung aller selbstad-
jungierter Operatoren liefern. Der Fakt, dass die Observablen in der Quan-
tenmechanik als selbstadjungierte Operatoren dargestellt werden, und dass die
experimentellen Messwerte mit Elementen des Spektrums dieser selbstadjun-
gierten Operatoren übereinstimmen, unterstreicht die Wichtigkeit des Spektral-
theorems für die Quantenmechanik. Es existieren zahlreiche Möglichkeiten das
Spektraltheorem zu formulieren. Wir liefern hier nur eine davon, für welche wir
projektorwertige Masse einführen müssen.
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1.6.1 Projektorwertige Masse und Integration

Im vorliegenden Abschnitt erklären wir, wie man eine Funktion bzgl. einem sog.
projektorwertigen Mass integriert. Wie im Falle der üblichen Integration ist
dieses Integral über den Limes einer Folge von integrierten Elementarfunktio-
nen definiert. Dabei beschränkt sich die Beschreibung auf den Fall beschränkter
Operatoren. Die Idee hinter der spektralen Darstellung unbeschränkter Opera-
toren ist dieselbe. Die tatsächliche Diskussion unbeschränkter Operatoren ist
aber mathematisch subtiler und findet hier keinen Platz.

Definition. Ein Projektor S ist ein linearer Operator mit der Eigenschaft S2 =
S. Ein Projektor S ist ein orthogonaler Projektor, falls zusätzlich S = S∗ gilt.

Für die Operatornorm eines Projektors gilt offenbar ‖S‖ = 1, ausser wenn
S = 0.

Definition. Sei A eine σ-Algebra auf R. Ein projektorwertiges Mass P ist eine
Abbildung

P : A → B(H), P : ∆→ P∆,

welche die folgenden Eigenschaften aufweist:

(i) P 2
∆ = P∆, P ∗∆ = P∆ für alle ∆ ∈ A,

(ii) P∅ = 0, P∆=(−a,a) = I für ein a ∈ R,

(iii) Es sei ∆ =
⋃
n ∆n mit ∆i ∩∆j = ∅ für i 6= j. Dann gilt: die Summe aller

Operatoren P∆n
konvergiert in der Operatornorm gegen P∆:

P∆ = lim
N→∞

N∑
n=1

P∆n
.

Beachte, wie sehr die Definition der projektorwertigen Masse der Definition des
üblichen Mass-Begriffs gleicht. Aus den Eigenschaften projektorwertiger Masse
lässt sich die Identität

P∆1P∆2 = P∆1∩∆2

ableiten. Des weiteren wird über jedes projektorwertige Mass P und über jeden
normierten Vektor φ ∈ H ein Wahrscheinlichkeitsmass auf R definiert:

∆ 7→ 〈φ, P∆φ〉

Eine naheliegende Frage ist, ob es möglich ist eine Funktion f bzgl. einem pro-
jektorwertigen Mass zu integrieren. Dies ist in der Tat der Fall. Das Resultat
ist ein Operator auf H, der mit dem Symbol∫

f dP

bezeichnet wird. Dieses Symbol definiert man nahezu gleich wie im Falle der
üblichen Integration. Man benötigt dazu aber die Definition der Norm ‖.‖ess:
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Definition. Sei A eine σ-Algebra auf R, P ein projektorwertiges Mass, f eine
reellwertige, A-messbare Funktion, N die Familie derjenigen offenen Mengen
D ⊂ R mit der Eigenschaft, dass Pf−1(D) = 0, und T :=

⋃
D∈N D ⊂ R. Dann

ist der wesentliche Wertebereich von f die Menge R\T . Die Funktion f heisst
wesentlich beschränkt, falls der wesentliche Wertebereich von f beschränkt ist.
In diesem Fall existiert das wesentliche Supremum ‖f‖ess von f , das über

‖f‖ess := sup{|λ| ∈ R |λ liegt im wesentlichen Wertebereich von f}.

Das wesentliche Suprenum ist eine Norm für die Funktionen f .

Streng genommen ist ‖.‖ess erst dann eine Norm, wenn man Funktionen f und
g identifiziert, falls f = g + h mit ‖h‖ess = 0. Darauf gehen wir aber nicht
weiter ein. Wir haben die Grösse ‖f‖ess mit “ess” indiziert, weil der wesentliche
Wertebereich im Englischen “essential range” heisst.

Nehme nun an, die Funktion f sei eine Funktion von R nach R, und dass wir
über eine Menge X ⊆ R integrieren möchten. In einem ersten Schritt definieren
wir

f+(x) :=
{
f(x), falls f(x) > 0
0, sonst

und

f−(x) :=
{
−f(x), falls f(x) < 0
0, sonst.

Demnach gilt: f = f+ − f−, wobei f+ und f− nicht-negative Funktionen sind.
Nun definiert man ∫

X

f dP :=
∫
X

f+ dP −
∫
X

f− dP.

Als nächstes sollte also das Integral nicht-negativer g Funktionen definiert wer-
den. Für jede nicht-negative Funktion g existiert eine Folge {gk}k von Elemen-
tarfunktionen, die in der ‖.‖ess-Norm gegen g konvergiert. Das Integral ist dann
definiert als ∫

X

g dP := lim
k→∞

∫
X

gk dP

(Konvergenz bzgl. der Operatornorm), wobei∫
X

gk dP :=
∑
∆∈C

g
(k)
∆ P∆

für
gk =

∑
∆∈C

g
(k)
∆ χ∆

(C bezeichnet die zur Elementarfunktion g(k) gehörende Partition von R).

1.6.2 Die Definition des Spektrums

Definition. Sei T eine linearer Operator auf einem Hilbertraum H. Dann gilt:
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(i) Das Spektrum σ(T ) von T ist die Menge

σ(T ) := {λ ∈ C |T − λI ist nicht invertierbar}.

(ii) Ein Element ψ ∈ H heisst Eigenvektor von T , falls ein α ∈ C existiert, so
dass

Tψ = α · ψ.

In diesem Fall heisst die Zahl α Eigenwert zum Eigenvektor ψ.

Das Spektrum ist im unendlich-dimensionalen Fall sehr viel schwieriger zu ver-
stehen als im endlich-dimensionalen Fall: Im endlich-dimensionalen Fall besteht
das Spektrum ausschliesslich aus Eigenwerten, d.h. für jede Zahl λ ∈ σ(A) exi-
stiert ein Vektor v ∈ Cn, so dass

Av = λv.

Dies trifft im unendlich-dimensionalen Fall nicht mehr zu! Natürlich gilt, dass
jeder Eigenwert des Operators T im Spektrum σ(T ) liegt. Die Aussage, dass
jedes Element des Spektrums ein Eigenwert ist, ist jedoch falsch.

Beispiel 1.9. Auf dem Folgenraum l2 definieren wir den Operator T als

T (x1, x2, x3, ...) := (0, x1, x2, x3, ...).

Der Operator T verschiebt also alle Folgenglieder um eine Position nach rechts.
Dieser Operator hat keine Eigenwerte. Sein Spektrum ist jedoch nicht-leer:

σ(T ) = {λ ∈ C | |λ| ≤ 1}.

Diese Behauptungen werden evtl. in den Übungen bewiesen werden.

Das Spektrum eines selbstadjungierten Operators S ist reell:

σ(S) ⊂ R.

Das Spektrum eines unitären Operators U liegt auf dem Einheitskreis in C:

σ(S) ⊂ {z ∈ C | |z| = 1}.

Satz 1.4. Das Spektrum eines kompakten Operators besteht aus abzählbar-
vielen nicht-verschwindenden Eigenwerten endlicher Multiplizität und der Zahl
0 (immer ein Element des Spektrums), die kein Eigenwert zu sein braucht. Falls
doch, muss dieser Eigenwert λ = 0 nicht gezwungenermassen endliche Multipli-
zität haben.

Dieser Satz ist eine Konsequenz des Hilbert-Schmidt Theorems.

1.6.3 Das Spektraltheorem

Nun sind wir in der Lage das für die Quantenmechanik fundamentale Spek-
traltheorem zu formulieren. Eine Einführung in die Spektraltheorie findet sich
beispielsweise in [Rudin73].
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Theorem 1.6.1 (Spektraltheorem). Jeder selbstadjungierte Operator A auf ei-
nem Hilbertraum H bestimmt ein projektorwertiges Mass P (A)

∆ , die sog. spek-
tralen Projektoren, mit der Eigenschaft, dass

A =
∫

R
λ dP (A).

Dieses Theorem versetzt uns in die Lage Funktionen von selbstadjungierten
Operatoren zu bilden, beinahe als ob diese skalare Grössen wären: Sei g eine
messbare Funktion von R nach R. Dann gilt:

g(A) =
∫

R
g(λ) dP (g(A)), P

(g(A))
∆ = P

(A)
g−1(∆)

und
g(A)∗ = g(A).

Seien g1 und g2 Funktionen von R nach R. Dann gilt:

(g1 · g2)(A) = g1(A) · g2(A).

Weiter gilt:
B := g1(A) + ig2(A)

ist auf ganz D(A) definiert und vertauscht mit seiner Adjungierten

B∗ = g1(A)− ig2(A).

Beispiel 1.10. Sei A ein selbstadjungierter Operator. Dann gilt:

eitA = cos(tA) + i sin(tA)

und (
eitA

)∗
= cos(tA)− i sin(tA) = e−itA.

Wichtig für das Verständnis des Spektrums eines selbstadjungierten Operators
ist der folgende Satz.

Satz 1.5. Sei A ein selbstadjungierter Operator auf dem Hilbertraum H. Dann
sind folgende Aussagen äquivalent :

(i) λ ∈ σ(A)

(ii) zu jedem ε > 0 existiert ein normierter Vektor ψε ∈ H, so dass

‖(A− λ)ψε‖ < ε.

Falls λ ein Eigenwert ist, gilt die Gleichung unter Punkt (ii) für ε = 0.

Die Elemente des Spektrums, die keine Eigenwerte sind, bilden das kontinuier-
liche Spektrum.

Wir nennen ein projektorwertiges Mass P absolut-stetig, falls das auf R indu-
zierte Wahrscheinlichkeitsmass

〈φ, P(·)φ〉 : ∆ 7→ [0, 1]
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absolut-stetig ist. (Die Mengen ∆ sind Elemente der σ-Algebra A über R bzgl.
derer das projektorwertige Mass definiert ist.) Das projektorwertige Mass P
heisst singulär-stetig, falls das auf R induzierte Wahrscheinlichkeitsmass sin-
gulär-stetig ist. Nun kommen wir zum Analogon des Lebesgueschen Zerlegungs-
satzes für Spektralmasse selbstadjungierter Operatoren.

Satz 1.6. Sei A ein selbstadjungierter Operator auf einem separablem Hilbert-
raum H. Dann existiert

(i) eine Familie orthogonaler Projektoren {Pn}Nn=1, 0 ≤ n ≤ ∞, so dass
PnPm = 0 für n 6= m und

N∑
n=1

Pn ≤ 1,

(ii) reelle Zahlen {λn}Nn=1, so dass −∞ < λ1 < λ2 < ... < λN <∞,

(iii) und projektorwertige Masse P ac und P sc

mit der Eigenschaft

A =
N∑
n=1

λnPn +
∫

R
λ dP ac +

∫
R
λ dP sc.

(Notation wie im Lebesgueschen Zerlegungssatz). Für Rechnungen in der Quan-
tenmechanik ist P sc = 0. Die Bilder der Projektoren

∑N
n=1 Pn, P ac

∆ und P sc
∆ sind

orthogonal zueinander. Die Zahlen {λn}Nn=1 sind die Eigenwerte von A. Man
sagt, dass ein Eigenwert λn k-fach entartet ist, falls das Bild des Projektors Pn
k-dimensional ist.

1.7 Algebren

Wir beginnen mit der Repetition der Definition von Algebren und gehen dann
direkt über zur Definition von ∗-Algebren und C∗-Algebren. Die algebraische
Struktur, die ihrerseits eine Verschärfung der Vektorraum-Struktur ist, wird
weiter präzisiert. In einem ersten Schritt geht man von der Existenz einer Ab-
bildung aus, die man Konjugation nennt. Es entsteht eine ∗−Algebra. In einem
zweiten Schritt kombiniert man diese ∗-algebraische Struktur mit derjenigen ei-
nes Banachraums. Es muss hier betont werden, dass die Theorie hinter diesen
Begriffen sehr tief ist. Wir führen hier nur die Definitionen ein.

Definition (Algebra). Eine Algebra A ist ein Vektorraum mit einer Abbildung
A× A→ A, die man Multiplikation nennt und folgende Eigenschaften erfüllen
muss:

(i) a(b+ c) = ab+ ac

(ii) (ab)c = a(bc)

(iii) a(λb) = λab

(iv) Es existiert ein Einselement I für die Multiplikation, d.h. aI = Ia = a für
alle a ∈ A.
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für alle a, b, c ∈ A und alle λ ∈ C.

Das Beispiel für alle Definitionen dieses Abschnitts ist der Vektorraum Mn(C)
der komplexen (n × n)-Matrizen. Dieser wird mit der Matrixmultiplikation zu
einer Algebra.

Definition. Eine ∗−Algebra ist eine Algebra A zusammen mit einer Abbildung
A→ A, die man Konjugation nennt und folgende Eigenschaften erfüllen muss:

(i) (ab)∗ = b∗a∗

(ii) (a+ b)∗ = a∗ + b∗

(iii) (λa)∗ = λa∗

(iv) a∗∗ = a

für alle a, b ∈ A und alle λ ∈ C. Das Element a∗ nennt man die Adjungierte zu
a.

Die Algebra Mn(C) bildet mit der Definition S∗ := S
T

der Konjugation eine
∗−Algebra.

Ein Element a einer ∗−Algebra A heisst normal, falls aa∗ = a∗a, Hermitesch,
falls a = a∗, unitär falls aa∗ = a∗a = I und positiv, falls a = bb∗ für ein b ∈ A.
Element a ist die Inverse von b, falls ab = ba = I (Notation: a = b−1).

Definition. Eine C∗−Algebra ist eine ∗-Algebra und ein Banachraum deren
Elemente die folgenden Forderungen erfüllen:

(i) ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖

(ii) ‖a∗‖ = ‖a‖

(iii) ‖aa∗‖ = ‖a‖‖a∗‖

(iv) ‖I‖ = 1

für alle a, b ∈ A und alle λ ∈ C. Das Element a∗ nennt man die Adjungierte
zu a.

Die Algebra Mn(C) der komplexen n× n-Matrizen ist bzgl. der Operatornorm
ein vollständiger Raum und bildet eine C∗−Algebra.

Definition. Das Spektrum eines Elements a einer Algebra W ist die Menge

σ(a) := {z ∈ C | (a− z)−1 existiert nicht in W}.

Für das Spektrum von Elementen a einer ∗-Algebra prüft man leicht nach, dass

σ(a∗) = σ(a).

Für Hermitesche Elemente h folgt somit

σ(h) ⊂ R.

Für positive Elemente p gilt
σ(p) ≥ 0

(der Beweis dieser Eigenschaft ist aufwendiger).
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1.8 Spur, Spurklasse, Hilbert-Schmidt Operato-
ren

Der in Kürze definierte Begriff der Spur verallgemeinert die Definition der Spur
auf endlich-dimensionalen Räumen (Summe der Diagonalelemente). Zur Defini-
tion gehen wir ähnlich vor wie bei der Definition des Integrals einer Funktion:
wir definieren die Spur erst für positive Operatoren. Zumindest selbstadjungierte
Operatoren C lassen sich mit Hilfe des Spektraltheorems in einen positiven und
einen negativen Teil C+ und C− aufspalten. Für die Spur des selbstadjungierten
Operators C gilt dann trC = trC+−trC−, wie man sich dies von der Definition
des Integrals gewohnt ist. Die Die Familie derjenigen linearen Operatoren A, für
welche tr |A| < ∞ (|A| :=

√
A∗A) gilt, fasst man unter dem Begriff Spurklas-

se J1 zusammen. Die Spurklasse J1 entspricht somit dem Raum L1(Rn, µ). Die
Spur tr (.) realisiert auf J1 ein lineares Funktional. Dieses entspricht der linearen
Abbildung, die das Integral auf L1(Rn, µ) realisiert. Nach der Darstellung von
Eigenschaften der Spurklasse folgt die Betrachtung des Raumes der Hilbert-
Schmidt Operatoren, der dem Raum L2(Rn, dµ) entspricht, und der mit der
Struktur eines Hilbertraums versehen werden kann. Sämtliche Beweise können
in Abschnitt VI.6 in [Reed80] nachgeschlagen werden.

Definition. Sei H ein separabler Hilbertraum und {ψk}∞k=1 ein VONS in H.
Für jeden positiven linearen Operator A definieren wir

trA :=
∞∑
k=1

〈ψk, Aψk〉.

Die im allgemeinen komplexe Zahl trA heisst Spur von A.

Für positive Operatoren gilt: Die Spur ist unabhängig von der Wahl des VONS,
die Spur ist linear,

tr (λ1A1 + λ2A2) = λ1trA1 + λ2trA2

(λ1, λ2 ≥ 0), die Spur ist invariant unter der Konjugation mit unitärer Opera-
toren U ,

tr (UAU−1) = trA,

und 0 ≤ A ≤ B impliziert
trA ≤ trB.

Definition. Die Familie der linearen Operatoren A mit der Eigenschaft tr |A| <
∞ nennt man Spurklasse J1.

Theorem 1.8.1. Sei A ∈ J1 und B ein allgemeiner linearer Operator. Dann
gilt:

(i) J1 ist ein Vektorraum.

(ii) AB ∈ J1 und BA ∈ J1, d.h. J1 ist ein Ideal im Raum der linearen
Operatoren.

(iii) A∗ ∈ J1.

(iv) trA∗ = trA.
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(v) trAB = trBA.

(vi) ‖A‖1 := tr |A| definiert eine Norm auf J1 bzgl. derer J1 vollständig ist.
Der Raum J1 bildet mit dieser Norm also einen Banachraum.

Für Operatoren der Spurklasse lässt sich die sog. partielle Spur definieren, die
man benützt, um den Zustand von Teilsystemen zu ermitteln.

Definition. Seien HA, HB separable Hilberträume und R,S Operatoren der
Spurklasse auf HA resp. HB . Dann ist die partielle Spur trB des Operators
R⊗ S bzgl. dem Hilbertraum HB definiert als

trB (R⊗ S) = R⊗ trBS.

Die Definition der partielle Spur allgemeiner linearer Operatoren der Spurklasse
auf HA ⊗HB folgt dann über lineare Erweiterung dieser Operation.

Soviel zur Spurklasse. Nun gehen wir über zur Diskussion des Raumes der
Hilbert-Schmidt Operatoren J2, der dem Raum L2(Rn, dµ) entspricht. Wie im
Fall von L2(Rn, dµ) lässt sich für den Raum J2 ein Skalarprodukt finden, so
dass J2 zu einem Hilbertraum wird.

Definition. Ein linearer Operator heisst Hilbert-Schmidt, falls trT ∗T < ∞.
Der Raum der Hilbert-Schmidt Operatoren wird mit J2 bezeichnet.

Theorem 1.8.2. Sei A,B ∈ J2 und C ein allgemeiner linearer Operator. Dann
gilt:

(i) J2 ist ein Vektorraum.

(ii) AC ∈ J2 und CA ∈ J2, d.h. J2 ist ein Ideal im Raum der linearen
Operatoren.

(iii) A∗ ∈ J2.

(iv) Sei {ψk}∞k=1 ein VONS in H. Dann gilt: Bzgl. dem Skalarprodukt

〈A,B〉2 := tr (A∗B) =
∞∑
k=1

〈ψk, A∗Bψk〉

und der dadurch induzierten Norm ‖A‖2 :=
√

tr (A∗A) ist J2 ein Hilbert-
raum.

(v) Die Definition des Skalarprodukts 〈., .〉2 ist unabhängig vom gewählten
VONS.

(vi) J1 ⊂ J2

(vii) Alle Operatoren in J2 sind kompakte Operatoren.

Das unter Punkt (iv) eingeführte Skalarprodukt ist endlich, weil die rechte Seite
von

2〈A,B〉 = 〈A+B,A+B〉 − 〈A,A〉 − 〈B,B〉

für A,B ∈ J2 endlich ist.
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1.9 Die bra-ket Notation

Es folgt eine kurze Schilderung einer Variante von Diracs bra-ket Notation. Dazu
identifiziert man jeden Vektor ψ ∈ H mit einer linearen Abbildung |ψ〉 (genannt
ket) von C nach H definiert durch

|ψ〉 : C→ H, α 7→ α · ψ.

Die Adjungierte |ψ〉∗ wird mit dem Symbol 〈ψ| bezeichnet (genannt bra). Die
Abbildung 〈ψ| ist also die lineare Abbildung

〈ψ| : H → C, φ 7→ 〈ψ, φ〉

(φ ∈ H) und damit ein Element des Dualraums H∗. Die Komposition 〈ψ| ◦ |φ〉
ist also die Abbildung C→ C, α 7→ 〈ψ, φ〉 ·α, was dazu führt, dass man die Zahl
〈ψ, φ〉 ∈ C mit der konstanten Abbildung 〈ψ||φ〉 identifiziert:

〈ψ|φ〉 := 〈ψ||φ〉 ≡ 〈ψ, φ〉 ∈ C.

Andererseits ist die Komposition |ψ〉 ◦ 〈φ| := |ψ〉〈φ| eine Abbildung von H auf
sich selbst (oder allgemeiner von H1 nach H2, falls φ ∈ H1 und ψ ∈ H2). Jede
lineare Abbildung S kann formal in der Form

S =
∑
i

|βi〉〈αi|

geschrieben werden. Sei {γj}j ein VONS in H. In diesem Fall ist es üblich die
Identität auf H formal in der Form

I =
∑
j

|ψj〉〈ψj |

darzustellen.
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Kapitel 2

Die grundlegende Struktur

Ziel dieses Kapitels ist die Beschreibung der heutzutage üblichen Form der
Quantenmechanik spinloser Punktteilchen. Wir beginnen dafür mit einer kurz-
en Repetition der klassischen Mechanik, um die Parallelen zwischen der Theorie
hinter der klassischen Mechanik und der Theorie hinter der Quantenmechanik
zu betonen. Diese Parallelen sind durchaus kein Zufall, da die klassische Theorie
aus der quantenmechanischen Theorie hervorgehen muss, und weil sich die Er-
finder der Quantenmechanik stark von Analogien mit der klassischen Mechanik
leiten liessen. Wir wollen diese Parallelen nutzen, um eine gewisse Motivation
für die mathematische Struktur der Quantenmechanik zu liefern. Dabei gehen
wir von zwei grundlegenden Annahmen aus:

(i) Die Mathematische Struktur der Quantenmechanik ist die Verallgemei-
nerung der mathematischen Struktur der klassischen Mechanik (abelsche
C∗-Algebra, Zustände als positive, normierte, lineare Funktionale).

(ii) Die Observablen “Ort” q und “Impuls” p gehorchen der Vertauschungsre-
lation

[x, p] = i~.

2.1 Eine algebraische Betrachtung der klassi-
schen Mechanik

In diesem Abschnitt schildern wir eine Sichtweise der klassischen Mechanik,
in der die Parallelen zwischen klassischer Mechanik und Quantenmechanik au-
genfällig werden. Unter “algebraischer Betrachtung” verstehen wir die Arbeit
auf dem Raum der Observablen, der zu einer Algebra erweitert werden kann.

2.1.1 Klassische Kinematik

Dieser Abschnitt ist den Begriffen “Zustand” und “Observable” im Rahmen
der klassischen Mechanik gewidmet. Zu Beginn einer Mechanik-Vorlesung
wird der Zustand eines Punktteilchens im dreidimensionalen Raum als einen
Punkt im Phasenraum beschrieben, d.h. durch das Paar (p, q) ∈ R6 von Impuls
und Ort. Entsprechend ist der Zustand von N Punktteilchen ein Punkt im

25
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Phasenraum R6N . Diese Definition von “Zustand” werden wir in Kürze verall-
gemeinern. Zustände der Form (p, q) nennen wir reine Zustände. Vorerst sind
Observable (salopp formuliert) mathematische Grössen, die jedem Zustand eine
Zahl zuordnen, die mit dem experimentellen Messresultat dieser Observablen
übereinstimmt. Da die reinen Zustände in der klassischen Mechanik durch die
Orts- und Impulskoordinaten eindeutig determiniert werden, sind Observable
Funktionen der Orts- und Impulskoordinaten und somit Funktionen auf dem
Phasenraum. Die möglichen Messwerte einer Observablen entsprechen dem
Wertebereich der Funktion, welche dieser Observablen zugeordnet ist. Dieser
Wertebereich ist das sog. Spektrum dieser Observable. Beispielsweise ist der
Impuls p eine Observable, die für den Zustand (p, q) eines Teilchens auf der
reellen Achse den numerischen Wert p liefert. Ein alternatives Beispiel ist
die freie Hamiltonfunktion der Form H(p, q) = p2 für ein freies Teilchen auf
der reellen Achse. Für den Zustand (p, q) erhalten wir den numerischen Wert
H(p, q) = p2.

Damit man in der Lage ist Mathematik zu betreiben, muss man spezifizieren, aus
welcher Klasse von Funktionen die Funktionen stammen, die die Observablen
des Systems realisieren. Üblicherweise wählt man eine der folgenden Funktio-
nenklassen:

(i) Polynomiale Funktionen Pol(R2n),

(ii) analytische Funktionen Cω(R2n),

(iii) glatte Funktionen C∞(R2n) oder glatte Funktionen mit kompaktem
Träger C∞0 (R2n),

(iv) stetige Funktionen C(R2n) oder stetige Funktionen mit kompaktem Träger
C0(R2n),

(v) integrierbare Funktionen wie beispielsweise Lp(R2n),

und viele mehr. Die Zahl n bezeichnet die Anzahl der Freiheitsgrade. Welche
Klasse man wählt, hängt von der konkreten Fragestellung ab. Die Klasse der
Funktionen sollte nicht zu klein sein, damit wichtige Observablen (wie zum Bei-
spiel die Hamiltonfunktion) in der Funktionenklasse liegen. Weiter gilt es, den
Wertebereich der Funktionen zu spezifizieren. Naheliegend ist natürlich die Wahl
von reellwertigen Funktionen, da die experimentellen Messergebnisse meist re-
elle Zahlen sind. Es ist jedoch nicht verboten, auch komplexwertige Funktionen
zuzulassen, wenn dies wünschenswert ist. Im experimentellen Sinne observabel
sind dann aber natürlich nur die reellwertigen Funktionen, f = f . Wir entschei-
den uns für die folgende Form der Observablenalgebra.

Definition. Die klassische Observablenalgebra eines Systems mit n Freiheits-
graden ist die abelsche C∗-Algebra C(R2n) der komplexwertigen stetigen Funk-
tionen auf dem Phasenraum (Vollständigkeit bzgl. der sup-Norm). Das assozia-
tive Produkt und die Addition dieser Algebra sind das punktweise Produkt und
die punktweise Addition der Funktionen. Die Konjugation “∗” ist die punktweise
komplexe Konjugation der Funktionen.

In der statistischen Mechanik geht man dazu über Systeme zu beschreiben, von
denen unsere Kenntnis nur mangelhaft ist.
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Beispiel 2.1. Wir betrachten ein Punktteilchen dessen tatsächlicher Zustand
(p0, q0) unbekannt ist. Wir wissen lediglich, dass sich der Zustand des Teilchens
irgendwo im Phasenraum-Volumen [0, 2]× [0, 2] ⊂ R2 aufhält. Diesen Wissens-
stand beschreiben wir über ein Wahrscheinlichkeitsmass dµ(p, q), das definiert
ist als

dµ(p, q) =
1
4
χ[0,2]×[0,2](p, q) dpdq.

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Zustand des Teilchens im Phasenraum-
Volumen [1, 5]× [1, 5] aufhält, ist dann durch∫

[1,5]×[1,5]

dµ(p, q) =
∫

[1,5]×[1,5]

1
4
χ[0,2]×[0,2](p, q) dpdq =

1
4

gegeben.

Dieses Beispiel führt uns auf den folgenden allgemeineren Zustandsbegriff.

Definition. Der klassische Zustand eines mechanischen Systems ist ein Wahr-
scheinlichkeitsmass µ(p, q) auf dem Phasenraum.

Der reine Zustand (p, q) eines klassischen Systems ist ein Spezialfall dieses neuen
Zustandsbegriffs: das zugehörige Wahrscheinlichkeitsmass ist das Dirac-Mass
δ(p,q). Beachte, dass ein sinnvoller Zustandsbegriff die Wahrscheinlichkeitsmasse
auf den Spektren aller Messgrössen determinieren muss! Dies ist hier der Fall: sei
f(p, q) eine beliebige Observable. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass f(p, q) ∈
[a, b] gegeben durch ∫

f−1([a,b])

dµ(p, q),

wobei f−1([a, b]) das Urbild des Intervalls [a, b] bezeichnet. Nun kommen wir zu
zwei Parametern, welche den Zuständen (d.h. also den Wahrscheinlichkeitsmas-
sen) zugeordnet werden können.

Definition. Nehme an das System befinde sich in einem zum Wahrscheinlich-
keitsmass µ(p, q) gehörenden Zustand. Der Erwartungswert Eµ(f) einer Obser-
vablen f ist dann definiert durch

Eµ(f) :=
∫

f(p, q) dµ(p, q).

Die Standardabweichung (∆f)µ einer Observablen f im Zustand dµ(p, q) ist
definiert durch

(∆f)µ :=
√
Eµ((f − Eµ(f))2) =

√
Eµ(f2)− Eµ(f)2.

Man erwartet, dass der Erwartungswert mit dem Mittelwert einer unendlichen
Messreihe übereinstimmt, falls diese Messreihe aus Experimenten hervor geht,
bei denen dieselbe Observable am identischen System mit gleichem Anfangs-
zustand immer wieder von neuem gemessen wird. Die Standardabweichung ist
ein Mass dafür wie stark die experimentell ermittelten Messergebnisse um den
Erwartungswert schwanken. Für reine Zustände macht man sich leicht klar,
dass die Standardabweichung immer Null ist.
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Wir beobachten, dass die Zuordnung

f ∈ C(R2n) 7→ Eµ(f) =
∫

f(p, q) dµ(p, q)

linear ist. Des weiteren gilt natürlich, dass Eµ(ff) ≥ 0. Diese Beobachtung führt
uns auf eine letzte Verallgemeinerung des Zustandsbegriffs. Wir geben diesen
nun an und zeigen danach, warum dieser Zustandsbegriff sinnvoll ist, d.h. wir
zeigen, dass ein Zustand die Wahrscheinlichkeitsverteilungen aller Messgrössen
determiniert.

Definition. Sei A eine C∗-Algebra über C. Ein lineares Funktional ω : A → C
heisst positiv, falls

ω(a∗a) ≥ 0

für alle a ∈ A. Ein positives, lineares Funktional ω ist normiert, falls

ω(I) = 1,

wobei I das Einselement der Algebra bezeichnet. Ein Zustand ist ein normiertes,
positives lineares Funktional auf der Algebra A. Die Zahl

Eω(a) := ω(a)

heisst Erwartungswert von a im Zustand ω. Die Standardabweichung (∆f)ω
einer Observablen f im Zustand ω ist definiert durch

(∆f)ω :=
√
Eω((f − Eω(f))2) =

√
Eω(f2)− Eω(f)2.

Im Fall der klassischen Mechanik ist A die C∗-Algebra C(R2n). Dass dieser neue
Zustandsbegriff alle Mess-Wahrscheinlichkeitsverteilungen festlegt, ist Konse-
quenz des folgenden Satzes.

Satz 2.1 (Rieszscher Darstellungssatz). Jedes positive und normierte lineare
Funktional ω : C(R2n)→ C ist von der Form

ω(f) =
∫

f(p, q) dµ(p, q),

wobei dµ(p, q) ein Wahrscheinlichkeitsmass dµ(p, q) auf dem Phasenraum R2n

ist.

Ein Zustand ω determiniert also das Wahrscheinlichkeitsmass dµ(p, q) für die
Observablen p und q und damit für alle Funktionen f(p, q) in Impuls und Ort
über

Wahrscheinlichkeit[f(p, q) ∈ [a, b]] =
∫
f−1([a,b])

dµ(p, q).

Dies zeigt, dass der soeben definierte Zustandsbegriff sinnvoll ist; er legt fest,
wie sich das System in Experimenten verhält.



2.1. EINE ALGEBRAISCHE BETRACHTUNG DER KLASSISCHEN
MECHANIK 29

2.1.2 Klassische Dynamik

Ziel dieses Abschnitts ist die Repetition von Eigenschaften der Dynamik in der
klassischen Mechanik.

Definition. Seien f, g ∈ C1(R2n). Dann ist die Poissonklammer {f, g} zwischen
f und g definiert als

{f, g} :=
n∑
k=1

(
∂f

∂qk

∂g

∂pk
− ∂g

∂qk

∂f

∂pk

)
.

Man mag nun einwenden, dass die Poisson-Klammer nicht für alle Elemente der
C∗-Algebra der Observablen C(R2n) definiert ist. Dies ist aus physikalischer
Sicht aber kein Problem, da wir physikalisch sinnvolle Observablen ohnehin
hinreichend differenzierbar wählen dürfen. Die Algebra der Observablen wird
nur derart gross gewählt, um möglichst allgemein zu sein.

Satz 2.2. Eigenschaften der Poissonklammer:

(i) {f, g} ∈ C∞(R2n) für alle f, g ∈ C∞(R2n).

(ii) {·, ·} ist komplex-bilinear.

(iii) {f, g} = −{g, f} (Antisymmetrie).

(iv) {f, gh} = {f, g}h+ g{f, h} (Leibniz-Regel).

(v) {f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}} = 0 (Jacobi-Identität).

(vi) {qk, pl} = δkl.

(vii) {qk, pnl } = npn−1
l δkl.

(viii) {pk, qnl } = −nqn−1
l δkl.

Beim Übergang von der klassischen zur quantentheoretischen Mechanik wird
der Kommutator [·, ·] die zu Poisson-Klammer analoge Rolle übernehmen. Die
im Satz aufgelisteten Eigenschaften werden dann weiterhin Gültigkeit haben.
Die Relevanz der Poissonklammer stammt von ihrem Stellenwert bei der Zeit-
entwicklung: Sei H eine Hamiltonfunktion, f eine Observable und Φt der durch
H bestimmte Hamiltonsche Fluss Φt(p, q) im Phasenraum. Dann gilt für die
Zeitevolution der Observablen f , dass

f(p, q; t) := f ◦ Φt(p, q) ≡ (Φ∗t f)(p, q).

Satz 2.3. Sei H eine zeitunabhängige Hamiltonfunktion, f, g Observable und
z1, z2 komplexe Zahlen. Dann gilt:

(i) Φ∗t ist ein ∗-Automorphismus, d.h.

Φ∗t (z1f1 + z2f2) = z1Φ∗t (f1) + z2Φ∗t (f2)
Φ∗t (fg) = (Φ∗t f)(Φ∗t g)

Φ∗t f = Φ∗t f.
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(ii) Φ∗t ist eine Poisson-Abbildung, d.h.

Φ∗t {f, g} = {Φ∗t f,Φ∗t g}.

(iii) Es gelten die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

ḟ =
d

dt
Φ∗t f = {Φ∗t f,H}

(iv) Energieerhaltung:
Φ∗tH = H

Zusammenfassend gilt also: Ein klassisches, mechanisches System wird durch ei-
ne C∗-Algebra charakterisiert. Zustände sind positive, normierte, lineare Funk-
tionale auf der C∗-Algebra. Die Zeitentwicklung des Systems ist durch das Ha-
miltonsche Element der Algebra mit Hilfe der Poissonklammer beschrieben.

2.2 Kinematik in der Quantenmechanik

Unsere Ziel ist die Formulierung eines mathematischen Modells, in welches wir
die folgenden Daten einbetten können:

(i) Die Observablen sind Elemente einer Algebra, die von den Observablen
“Impuls” und “Ort” generiert wird, da “Impuls” und “Ort” die funda-
mentalen Observablen von spinlosen Punktteilchen sind. Die Observable
“Impuls” bezeichnen wir mit dem Symbol P , die Observable “Ort” be-
zeichnen wir mit dem Symbol Q.

(ii) Zu jeder Observablen O ist eine Menge von Messgrössen MO assoziiert.

(iii) Ein Zustand bestimmt ein Wahrscheinlichkeitsmass auf den Mengen MO

für alle Observablen O, das die im Experiment beobachteten Verteilungen
reproduziert.

Für die Bewältigung dieser grossen Aufgabe haben wir bereits viel Arbeit gelei-
stet. Wir haben anhand der klassischen Mechanik eine mathematische Struktur
kennengelernt, die es uns erlaubt, diese drei Punkte zu realisieren. Gleichzeitig
haben wir die mathematische Struktur der klassischen Mechanik als Spezial-
fall einer viel grösseren Klasse von mathematischen Strukturen kennengelernt:
die Algebra der klassischen Mechanik ist ein Spezialfall einer C∗-Algebra und
Zustände sind positive, normierte, lineare Funktionale auf dieser C∗-Algebra.
Die Menge der Messgrössen ist in den Spektren der Observablen enthalten.
(Beachte, dass das algebraische Spektrum einer skalaren Funktion mit ihrem
Wertebereich übereinstimmt). Das Problem mit der Quantenmechanik ist, dass
die im quantenmechanischen Regime gemessenen Messgrössen nicht kompati-
bel sind mit den Vorhersagen der klassischen Mechanik. Es ist nun naheliegend
die mathematische Struktur der Quantenmechanik im folgenden Framework zu
suchen:

(i) Die Algebra der Observablen ist eine C∗-Algebra.

(ii) Die potentiellen Messwerte sind Elemente des Spektrums der Elemente
der C∗-Algebra.
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(iii) Zustände sind positive, normierte, lineare Funktionale.

Warnung: Unter Algebra der Observablen verstehen wir eine C∗-Algebra, welche
die physikalischen Observablen enthalten. Observable (physikalisch sinnvolle)
sind Hermitesche Elemente der Algebra der Observablen, da diese reelle Spek-
tren aufweisen. Sie bilden im allgemeinen keine C∗-Unteralgebra. Das folgende
fundamentale Theorem erlaubt es, die abstrakte Theorie der C∗-Algebren greif-
barer zu machen.

Theorem 2.2.1 (Gelfand-Naimark). Für jede C∗-Algebra A existiert ein Hil-
bertraum H und ein isometrischer ∗-Homomorphismus Ξ von A nach B(H).
Mit anderen Worten: Jede C∗-Algebra ist isomorph zu einer C∗-Unteralgebra
von der C∗-Algebra B(H) (bei geeigneter Wahl des Hilbertraums). Wenn A se-
parierbar ist, dann ist der Hilbertraum H ein separabler Hilbertraum.

Zur Realisierung der C∗-Algebra der Observablen brauchen wir somit nicht nach
einer abstrakten C∗-Algebra zu suchen. Stattdessen gilt es einen geeigneten
separablen Hilbertraum H zu finden. Obwohl dieser Raum zu gross ist, setzen
wir anschliessend die C∗-Algebra der Observablen gleich mit der C∗-Algebra
B(H). Die Observablen sind dann Hermitesche Elemente in B(H).

2.2.1 Zustände

Wir erinnern uns, dass wir Zustände als positive, normierte, lineare Funktio-
nale auf der Algebra der Observablen B(H) eingeführt haben. Wir verschärfen
diese Definition nun durch eine technische Forderung, die keine physikalischen
Konsequenzen hat.

Definition. Ein Zustand ist ein lineares Funktional ω : B(H) → C mit den
Eigenschaften

(i) ω(A) ≥ 0, für positive, selbstadjungierte Operatoren A.

(ii) ω(I) = 1.

(iii) Falls Ai
w−→ A für i → ∞, dann gilt: limi→∞ ω(Ai) = ω(A), d.h. ω ist

schwach-stetig.

Beachte, dass wir Observablen gemäss dem Gelfand-Naimark Theorem als Ope-
ratoren auf einem Hilbertraum H auffassen können. Die Elemente in H erlauben
es uns mit Hilfe des Skalarprodukts in H spezielle Zustände zu konstruieren: sei
ψ ∈ H ein beliebiges Element des Hilbertraums. Die durch

ωψ : A ∈ B(H) 7→ 〈ψ,Aψ〉

definierte Abbildung ωψ ist ein lineares, normiertes, positives und schwach-
steitges Funktional auf der Algebra der Observablen B(H). Die Abbildung ωψ
ist also ein Zustand. Beachte, dass alle Elemente im sog. Einheitsstrahl

[ψ] := {φ ∈ H | eiαφ, α ∈ [0, 2π]}

denselben Zustand ωψ zur Folge haben. Gemäss der beschriebenen Konstruktion
lässt sich also jedem Einheitsstrahl in H ein Zustand zuordnen.
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Definition. Ein reiner Zustand ω[ψ] ist ein Zustand, der in der Form

ω[ψ](A) = 〈ψ,Aψ〉, ∀A ∈ B(H),

geschrieben werden kann. Da folglich eine Bijektion zwischen der Familie der
Einheitsstrahlen und den reinen Zuständen existiert, kann man einen reinen
Zustand mit [ψ] ⊂ H oder mit ω[ψ] spezifizieren.

Fundamental ist das folgende Theorem über die Beziehung zwischen allgemeinen
Zuständen und reinen Zuständen.

Theorem 2.2.2. Jeder Zustand ω kann in Form einer konvexen Linearkom-
bination von reinen Zuständen geschrieben werden, d.h. es existiert ein VONS
{ϕj}∞j=1 in H und positive Zahlen 0 ≤ ... ≤ p3 ≤ p2 ≤ p1 mit

∑∞
k=1 pk = 1, so

dass

ω =
∞∑
k=1

pk ω[ϕk].

Umgekehrt definiert jede konvexe Linearkombination von reinen Zuständen
ω[φ], φ ∈ H, einen Zustand.

Wie in den Übungen gezeigt wurde, wird das im Theorem auftretende VONS
{ϕj}∞j=1 nicht eindeutig bestimmt durch ω.

2.2.2 Zur Induktion von Wahrscheinlichkeitsmassen

Ein physikalisch sinnvoller Zustandsbegriff muss Wahrscheinlichkeitsmasse
auf den Spektren von Observablen determinieren. Dies haben wir schon im
Kapitel über die klassische Mechanik besprochen. Im vorliegenden Abschnitt
wollen wir zeigen, dass dies auch im Falle des hier eingeführten Konstrukts
“allgemeine C∗-Unteralgebra in B(H) plus Zustände als positive, normierte,
lineare, schwachstetige Funktionale auf der Algebra der Observablen” gilt.

Sei A eine Observable (d.h. ein selbstadjungierter Operator in B(H)) und ω ein
Zustand. Der Gebrauch des Spektraltheorems und der Linearität von ω führt
auf

ω(A) = ω

(∫
λ dP (A)

)
“ =′′

∫
λω(dP (A))

=
∫
λ dµ(A),

(2.1)

wobei
µ(A)(∆) := ω(P (A)

∆ ) (2.2)

ein Wahrscheinlichkeitsmass ist, da das Funktional ω normiert und positiv ist.
Die reelle Zahl ω(A) ist also der Erwartungswert bzgl. dem Wahrscheinlichkeits-
mass µ(A), das über (2.2) vollständig bestimmt ist durch den Zustand ω, da die
Operatoren P

(A)
∆ ebenfalls Elemente der Algebra der Observablen sind. Dass

diese Wahrscheinlichkeitsmasse tatsächlich die experimentellen Beobachtungen
reproduzieren, muss aus theoretischer Sicht als Postulat formuliert werden. Ge-
naueres folgt im Abschnitt über die “Kopenhagen Heuristik”.
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2.3 Heisenbergsche Vertauschungsrelationen

Welche C∗-Algebra soll’s denn nun sein? Bisher haben wir nur nach einer ge-
eigneten Klasse von Theorien gesucht. Es sollte aber klar sein, dass wir die
tatsächlich erfolgreiche Theorie nicht auf diese Weise finden werden. Es ist nötig
die im Experiment gemessenen Daten zu konsultieren, um aus ihnen Forderun-
gen an die mathematische Struktur abzuleiten, welche dann die tatsächliche
Theorie bis auf physikalische Äquivalenz spezifizieren. (Zwei Theorien sind phy-
sikalisch äquivalent, falls aus ihnen dieselben Wahrscheinlichkeitsmasse auf den
potentiellen Messwerten hervor gehen.) Dass die geeigneten Forderungen gefun-
den werden konnten, ist in erster Linie der Genialität der Herren W. Heisenberg,
W. Thomas, W. Kuhn, P. Jordan und M. Born zu verdanken. Sie haben es voll-
bracht aus spektroskopischen Untersuchungen die Forderung

[q, p] = i~ I (2.3)

abzuleiten. Diese Identität ist unter dem Namen Heisenbergsche Vertauschungs-
relation oder kanonische Vertauschungsrelation bekannt. An dieser Stelle muss
die von Dirac betonte formale Äquivalenz zwischen der Heisenbergschen Ver-
tauschungsrelation und der klassischen Identität

{q, p} = 1 (2.4)

hervorgehoben werden. Wie wir weiter unten sehen werden, bestimmt die For-
derung der Heisenbergschen Vertauschungsrelation die mathematische Struktur
(bis auf physikalische Äquivalenz) eindeutig. Dies ist die Aussage des Stone-von
Neumannschen Eindeutigkeitssatzes. Bevor wir dazu kommen, beschreiben wir
zwei explizite Realisierungen der Theorie, welche den Forderungen, dass die ge-
suchte Theorie aus dem obigen Framework stammt, und dass sie den Heisenberg-
schen Vertauschungsrelationen genügt, erfüllen. Die zweite Formulierung ist die
Schrödingersche Darstellung der Quantenmechanik. Sie ist die heute populärste
Form der Quantenmechanik und ist historisch gesehen die zweite Formulierung
der Quantenmechanik. Der Übergang von der klassischen Mechanik zu einer
expliziten Realisierung der Quantenmechanik heisst Quantisierung.

Eine Realisierung auf M∞(C)

Ein naheliegender Kandidat für eine C∗-Algebra ist die Algebra der komplexen
(n×n)-Matrizen Mn(C). Die Observablen wären in diesem Fall also Funktionen
von den (n × n)-Matrizen P und Q, welche Impuls und Ort repräsentieren,
nach Mn(C). Bei der expliziten Definition der Matrizen P und Q ist darauf zu
achten, dass die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen erfüllt sind. Dass dies
im endlich-dimensionalen Fall nicht möglich ist, sieht man sofort, wenn man die
Spur der Heisenbergschen Relation [q, p] = i~ I zieht. Die linken Seite ergibt
Null, während die rechte Seite gleich i~ mal der Dimension des Raumes (d.h.
gleich n) ist. Um diesem Widerspruch aus dem Weg zu gehen, geht man zur C∗-
Algebra der Matrizen M∞(C) auf abzählbar-unendlich-dimensionalen Räumen
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über und definiert

P := − i~√
2


0 1 0 0 0 · · ·
−1 0 1 0 0
0 −1 0 1 0
0 0 −1 0 1
...


und

Q :=
1√
2


0 1 0 0 0 · · ·
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
...

 .

Da diese Matrizen die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen erfüllen, stellt
diese Form der Matrizenmechanik eine Möglichkeit dar, die Quantenmechanik
darzustellen. Da diese Darstellung in der Praxis nur schwierig zu handhaben ist,
hat die in Kürze folgende Schrödingersche Darstellung eine sehr viel grössere
Popularität erreicht.

2.3.1 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Der Erzeugungsoperator/Aufstiegsoperator a∗ und der Vernichtungsopera-
tor/Abstiegsoperator a sind durch

a :=
1√
2

(q + ip),

a∗ =
1√
2

(q − ip)
(2.5)

definiert. Die Vertauschungsrelation

[a, a∗] = ~

ist eine direkte Konsequenz der Heisenbergschen Vertauschungsrelation. Deshalb
wird diese Vertauschungsrelation häufig ebenfalls kanonische Vertauschungsre-
lation genannt. Als nächstes definieren wir den Zähloperator N :

N := a∗a. (2.6)

Aus den kanonischen Vertauschungsrelationen für a und a∗ folgert man

[N, a] = −a, [N, a∗] = a∗, (2.7)

respektive
(N + 1)a = aN, (N − 1)a∗ = a∗N. (2.8)

Aus der letzten Identität schliessen wir: Sei ψ ∈ H ein Eigenvektor von N
mit Eigenwert n. Dann ist aψ ein Eigenvektor von N mit Eigenwert (n − 1)
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und a∗ψ ist ein Eigenvektor von N mit Eigenwert (n + 1). Dieses algebrai-
sche Phänomen trifft man in der Quantenmechanik und der Quantenfeldtheo-
rie vielerorts an. Beispiele sind der harmonische Oszillator (der Hamiltonope-
rator ist ein Zähloperator; die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren bil-
den Energie-Eigenzustände auf höher gelegene resp. niedriger gelegene Energie-
Eigenzustände ab) und der Formalismus “zweite Quantisierung” für die Behand-
lung der quantenmechanischen Mehrteilchentheorie (der Zähloperator zählt in
diesem Fall tatsächlich die Anzahl Teilchen in einem bestimmten Einteilchenzu-
stand; ein Erzeugungsoperator fügt dem Mehrteilchenzustand einen bestimmten
Einteilchenzustand hinzu, während der Vernichtungsoperator einen bestimmten
Einteilchenzustand entfernt).

2.4 Die Schrödingersche Darstellung

Da wir im Verlauf dieser Vorlesung auf diese Darstellung der Quantenmechanik
zurückgreifen werden, beschreiben wir sie etwas detaillierter.

2.4.1 Observable

Sei H ein Hilbertraum. Dann ist der Raum B(H) der beschränkten Operatoren
auf H eine C∗-Algebra bzgl. der Operatornorm

‖A‖ = sup
‖ψ‖H=1

‖Aψ‖H
‖ψ‖H

.

Für die Schrödingersche Darstellung setzen wir H = L2(Rn, dx) für ein System
mit n reellwertigen Freiheitsgraden (Beispiel: H = L2(R1, dx) für ein Teilchen
auf der reellen Achse) und definieren

pj := −i~ ∂

∂qj
, qj := Mult(qj),

für alle j = 1, ..., n, wobei Mult(qj) den Operator bezeichnet, der die Elemente
des Hilbertraums mit qj multipliziert, d.h. pj(ψ(q)) = qj ·ψ(q). Diese Operatoren
sind selbstadjungiert und haben daher ein reelles Spektrum, wie es sein soll.

2.4.2 Zur Eindeutigkeit der Schrödingerschen Darstellung

Wir kommen nun zur Formulierung des Stone-von Neumannschen Eindeu-
tigkeitssatzes. Dieser legitimiert von einem theoretischen Standpunkt den
Gebrauch der Schrödingerschen Darstellung der Quantenmechanik, da gemäss
diesem Satz alle Realisierungen der Heisenbergschen Vertauschungsrelationen
physikalisch äquivalent sind zur Schrödingerschen Realisierung. Der Stone-von
Neumannsche Eindeutigkeitssatz wurde 1930 von M. Stone formuliert und
1931 von J. von Neumann bewiesen. Genau genommen wurde dieser Satz nicht
für die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen bewiesen, sondern für die
sog. Weylschen Vertauschungsrelationen, die, wie wir in Kürze sehen werden,
formal äquivalent sind zu den Heisenbergschen Vertauschungsrelationen. Wir
verzichten auf die Präsentation des Eindeutigkeitssatzes für die Realisierung
der Heisenbergschen Vertauschungsrelationen (siehe [Kirillov2004]).
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Üblicherweise fordert man, dass die Theorie der Quantenmechanik Teilchen
mit beliebig grossen Impuls- und Ortskoordinaten zuässt, auch wenn dies
möglicherweise unphysikalisch ist. Die Elemente p und q der Algebra der Obser-
vablen haben also kein beschränktes Spektrum und können folglich nicht durch
beschränkte Operatoren realisiert werden. Dies führt auf Probleme bei der In-
terpretation der Heisenbergschen Vertauschungsrelation

[q, p] = i~,

da das Produkt unbeschränkter Operatoren nicht wohldefiniert ist: der Definiti-
onsbereich des Produkts unbeschränkter Operatoren könnte {0} sein. In diesem
Fall hätten die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen keine Relevanz. Wir
werden nun aber zeigen, dass die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen
(zumindest formal) äquivalent sind zu den sog. Weylschen Vertauschungsre-
lationen. Die Weylschen Vertauschungsrelationen involvieren nur beschränkte
Operatoren, so dass man sich nicht um die soeben geschilderten Probleme
kümmern muss.

In der Schrödingerschen Darstellung gilt

q = Mult(q), p = −i~∂q.

Da die Operatoren q und p selbstadjungiert sind, erzeugen sie gemäss dem Satz
von Stone zwei 1-parametrige unitäre Gruppen

U(b) = eibq, V (a) = eiap = ea~∂q ,

für alle a, b ∈ R. Mit Hilfe der Fourier Transformation schliesst man, dass

V (a)ψ(q) = ψ(q + ~a).

Wir folgern, dass
U(b)V (a) = e−i~abV (a)U(b). (2.9)

Diese Vertauschungsrelation heisst Weylsche Vertauschungsrelation. In den
Übungen wird gezeigt, das die Weylschen Vertauschungsrelationen formal
äquivalent sind zu den Heisenbergschen Vertauschungsrelationen (“formal”
bedeutet, dass man sich nicht um die Definitionsbereiche der Operatoren
kümmert).
Von einem formalen Gesichtspunkt aus spielt es also keine Rolle, ob wir eine
Realisierung der Algebra der Observablen suchen, in welcher die Heisenberg-
schen Vertauschungsrelationen erfüllt sind, oder ob wir eine Realisierung der
Algebra der Observablen suchen, in welcher die Weylschen Vertauschungsrela-
tionen erfüllt sind. Auch wenn sich das bisher Gesagte nur auf Systeme mit
nur einem Freiheitsgrad bezogen hat, gilt die formale Äquivalenz zwischen den
Heisenbergschen Vertauschungsrelationen

[qk, pj ] = i~δkj

und den Weylschen Vertauschungsrelationen

U(b)V (a) = e−i~abV (a)U(b), (2.10)

a, b ∈ Rf , auch im Fall von Systemen mit f Freiheitsgraden.
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Theorem 2.4.1 (Stone-von Neumann). Sei H ein separabler Hilbertraum und
seien {U(b) | b ∈ Rf} und {V (a) | a ∈ Rf} zwei f -parametrige, stetige, unitäre
Gruppen von Operatoren auf H, welche die Weylschen Vertauschungsrelatio-
nen erfüllen. Dann gilt: es existiert ein endlich-dimensionaler oder separabler
Hilbertraum M und ein unitärer Isomorphismus

T : H → L2(Rf , dfx)⊗M,

so dass

TU(b)T−1 = exp

i∑
j

bjxj

⊗ IM

TV (a)T−1 = exp

i∑
j

ajpj

⊗ IM,

(2.11)

wobei
pj := −i~ ∂

∂qj
, qj := Mult(qj),

für alle j = 1, ..., n, wie in der Schrödingerschen Darstellung. Die Operato-
ren TU(b)T−1 und TV (a)T−1 wirken also auf den Raum L2(Rf , dfx) wie in
der Schrödingerschen Darstellung vorgegeben. Auf den Raum M wirken sie als
Identität.

Dieses Theorem gilt nur für Systeme mit endlich-vielen Freiheitsgraden! Für
Systeme mit unendlich-vielen Freiheitsgraden (Beispiel: das elektromagneti-
sche Feld) existieren unendlich-viele inäquivalente irreduzible Darstellungen
der Heisenbergschen Vertauschungsrelationen. Im Fall von unendlich-vielen
Freiheitsgraden ist es also nicht mehr eindeutig klar, wie die Heisenbergschen
Vertauschungsrelationen dargestellt werden sollen!

Da der Isomorphismus T des Theorems unitär ist, sind also alle Realisierungen
der C∗-Algebra der Observablen als Operatoren auf einem Hilbertraum physi-
kalisch äquivalent zur Schrödingerschen Darstellung. Dies ist die Rechtfertigung
dafür, dass wir uns im folgenden nur noch auf die Schrödingersche Darstellung
der Quantenmechanik beziehen werden. Im Kaptitel über Spin und Drehim-
puls quantenmechanischer Teilchen werden wir lernen, wie wir den im Theorem
auftretenden TensorfaktorM nutzen können, um die Spinfreiheitsgrade spinbe-
hafteter Teilchen zu beschreiben.

2.4.3 Darstellung von Zuständen durch Dichtematrizen

Bisher haben wir allgemeine Zustände nur in der Form linearer Funktionale
kennengelernt. Diese sind in der Praxis aber nur schwierig zu handhaben.
Deshalb präsentieren wir nun zwei alternative Darstellungsmöglichkeiten
allgemeiner Zustände: die Darstellungen durch Dichtematrizen und durch
Hilbert-Schmidt Operatoren.

Die folgende einfache Umformung, die von der Zerlegung in eine konvexe Line-
arkombination Gebrauch macht, führt uns direkt auf die Definition des stati-
stischen Operators ρ, dessen Matrixdarstellung Dichtematrix genannt wird. Sei
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ω ein Zustand, A ∈ B(H) beliebig. Dann existiert gemäss Theorem 2.2.2 ein
VONS mit zugehörigen orthogonalen Projektoren {Pj}∞j=1, so dass

ω(A) =
∞∑
j=1

pj 〈ψj , Aψj〉

=
∞∑
j=1

〈ψj , pjPjAψj〉

=
∞∑
k=1

〈φk,

 ∞∑
j

pjPjA

 φk〉

(2.12)

für beliebige VONS {φk}k. Somit gilt

ω(A) = tr

 ∞∑
j

pjPjA

 (2.13)

Definition. Sei ω ein Zustand und {ψj}∞j=1 ein VONS bzgl. dem sich der Zu-
stand ω in Form einer konvexen Linearkombination mit Koeffizienten {pj}∞j=1

schreiben lässt. Dann ist der dem Zustand ω zugeordnete statistische Operator
ρ definiert durch

ρ :=
∞∑
j=1

pjPj ,

wobei Pj den zu ψj gehörenden orthogonalen Projektor bezeichnet. Eine Ma-
trixdarstellung von ρ nennt man Dichtematrix.

Eine kurze Rechnung bestätigt, dass |ρ| ≡
√
ρ∗ρ = ρ. Für die Spur erhalten wir

also ({φn}∞n=1 bezeichnet en beliebiges VONS)

tr |ρ| = tr ρ

=
∞∑
n=1

〈φn, ρφn〉

=
∞∑
n=1

∞∑
k=1

〈ψn, pkPk ψn〉

=
∑
n,k

pk|〈φn, ψk〉|2

=
∑
k

pk‖φn‖2

=
∑
k

pk = 1 <∞.

(2.14)

Der Operator ρ ist also ein Element der Spurklasse J1.

Satz 2.4. Es gilt:

(i) Sei ω ein Zustand. Dann ist der zugehörige statistische Operator ρ ein
positiver, selbstadjungierter Operator mit der Eigenschaft tr (ρ) = 1 und

ω(A) = tr ρA,
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∀A ∈ B(H).

(ii) Sei ρ ∈ J1 ein selbstadjungierter und positiver Operator mit tr ρ = 1.
Dann gilt: Der Operator ρ definiert über

ω(A) := tr ρA,

∀A ∈ B(H), ein Zustand.

Beweis. Den ersten Teil des Satzes haben wir soeben bewiesen. Zu zeigen bleibt
also noch Teil zwei. Sei ρ ∈ J1 ein positiver, selbstadjungierter Operator mit
tr ρ = 1. Die Selbstadjungiertheit von ρ erlaubt die Anwendung des Spektral-
theorems. Da ρ ein Element der Spurklasse ist, ist σ(ρ) diskret (Operatoren
der Spurklasse sind kompakt und kompakte Operatoren haben diskretes Spek-
trum). Wir bezeichnen die zugehörigen Eigenwerte mit {ej}. Da ρ positiv ist,
gilt: ej ≥ 0 für alle j. Das Spektraltheorem liefert somit

ρ =
∞∑
j=1

ejPj .

Aus der Annahme tr ρ = 1 folgt

1 = tr ρ =
∞∑
j=1

ej dim Bild(Pj).

In den Bildräumen der spektralen Operatoren {Pj}j lassen sich gemäss Gram-
Schmidt vollständge orthonormierte Systeme {{ψkj

}kj
}j konstruieren. Die zu

diesen VONS gehörenden orthogonalen Projektoren seien Pkj
. Definiere pkj

:=
ej für alle k. Wir erhalten somit den Ausdruck

ρ =
∑
j,k

pkjPkj ,

der über tr ρA einen Zustand definiert, da

tr ρ =
∞∑
j=1

ej dim Bild(Pj) =
∑
j,k

pkj
= 1.

Sei ω[ψ] ein reiner Zustand, φ ∈ [ψ] beliebig, und Pφ der orthogonale Projektor
auf φ ∈ [ψ]. Offensichtlich beschreibt Pφ gemäss dem vorangegangenen Satz
einen Zustand. Es folgt, dass

ω[ψ](A) = 〈φ,Aφ〉 = trPφA.

Der durch den statistischen Operator Pφ bestimmte Zustand ist also der reine
Zustand ω[ψ]. Generell gilt: Ein statistischer Operator ρ beschreibt genau dann
einen reinen Zustand falls ρ2 = ρ.
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2.4.4 Darstellung von Zuständen durch Hilbert-Schmidt
Operatoren

Sei ω : B(H)→ C ein Zustand und ρ der entsprechende statistische Operator,

ρ =
∞∑
j=1

pjPj .

Definiere

κ :=
√
ρ =

∞∑
j=1

√
pjPj . (2.15)

Aus ρ = κ∗κ und ρ ∈ J1 folgt κ ∈ J2, d.h. κ ist ein Hilbert-Schmidt Operator.
Der grosse Unterschied zwischen J1 und J2 liegt darin begründet, dass J2 ein
Hilbertraum mit Skalarprodukt

〈A,B〉2 := lim
N→∞

N∑
k=1

〈ψk, A∗Bψk〉

ist. Dies motiviert die Diskussion der Frage, ob sich Hilbert-Schmidt Operatoren
eignen, um Zustände zu representieren, d.h. (1) lässt sich über κ :=

√
ρ jedem

Zustand ein Hilbert-Schmidt Operator zuordnen?, und (2) inwiefern determi-
niert die Wahl eines bestimmten Hilbert-Schmidt Operators einen Zustand? Um
die Verbindung zwischen Zuständen und Operatoren in J2 ziehen zu können,
müssen wir eine Vorschrift festlegen, die jedem Hilbert-Schmidt Operator ein
lineares Funktional auf B(H) zuordnet. Da J2 ⊂ B(H) ein Hilbertraum ist, ist
es naheliegend gleich zu verfahren wie bei der Definition reiner Zustände: Seien
A ∈ B(H) und κ ∈ J2 beliebig. Dann definieren wir das zu κ gehörende lineare
Funktional durch

Eκ(A) := 〈κ,Aκ〉2. (2.16)

Das Produkt zwischen A und κ ist das Produkt in B(H) (Erinnerung: J2 ⊂ B(H)
ist ein Ideal bzgl. B(H)). Dies war eine gute Wahl, da

Eκ(A) = tr (κ∗Aκ)
= tr (κκ∗A)
= tr (ρA).

(2.17)

Mit Hilfe der Definitionen (2.15) und (2.16) können wir also jedem Zustand einen
Hilbert-Schmidt Operator zuordnen. Offensichtlich definiert dieser Hilbert-
Schmidt Operator mit der Vorschrift (2.16) einen Zustand. Sei κ ∈ J2 nun ein
beliebiger Hilbert-Schmidt Operator. Dann definieren wir den zu κ gehörende
Zustand über den statistischen Operator

ρκ :=
κκ∗

〈κ, κ〉

Als nächstes Fragen wir, inwieweit verschiedene Hilbert-Schmidt Operatoren
denselben Zustand beschreiben. Sei U : H → H eine Isometrie auf dem Bild
von κ∗. Es gilt also Bild(κ∗) = Ker(κ)⊥ und U∗U = I|Bild(κ∗). Damit erhalten
wir

〈κ, κ〉 = tr (κκ∗) = tr (κU∗Uκ∗) = 〈κU∗, κU∗〉,
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und somit

ρκ =
κκ∗

〈κ, κ〉

=
κU∗Uκ∗

〈κU∗, κU∗〉
= ρκU∗ .

Die Hilbert-Schmidt Operatoren κ und κU∗ liefern also denselben statistischen
Operator und sind daher physikalisch äquivalent. Die soeben eingeführten Iso-
metrien U definieren also eine Äquivalenzrelation ∼ auf J2. Die entsprechende
zu κ gehörende Äquivalenzklasse bezeichnen wir mit [κ] ⊂ J2.

Zusammenfassend erhalten wir damit den folgenden Zusammenhang zwischen
Zuständen, Dichtematrizen und Hilbert-Schmidt Operatoren:

physikalische Zustände = {Dichtematrizen in J1}
= {[κ] |κ ∈ J2, 〈κ, κ〉 = 1}.

(2.18)

Wir erinnern uns, dass ein reiner Zustand [ψ] ⊂ H auf einen statistischen Ope-
rator führt, der ein orthogonaler Projektor PCψ auf den durch ψ aufgespannten
eindimensionalen Unterraum Cψ projiziert. Folglich entspricht dem reinen Zu-
stand [ψ] der Operatorstrahl

[κ[ψ]] = {eiθPCψ | θ ∈ [0, 2π)}.

2.4.5 Die Heisenbergsche Unschärferelation

Die Abbildung ∆ : B(H)× B(H)∗ → B(H),

∆ : (A,ω) 7→ ∆ωA := A− ω(A) (2.19)

ordnet jedem Paar (A,ω) aus Observable und Zustand eine neue Observable
∆ωA zu. Die Zahl ω((∆ωA)2) heisst Varianz, Dispersion oder Schwankungs-
quadrat der Observablen A im Zustand ω. Die Wurzel

√
ω((∆ωA)2) aus der

Varianz heisst Standardabweichung der Observablen A im Zustand ω. Aus der
Linearität des Erwartungswerts folgt

ω((∆ωA)2) = ω(A2)− ω(A)2. (2.20)

Interpretation der Varianz ω((∆ωA)2): die Varianz gibt an, wie stark die
Messwerte um den Erwartungswert ω(A) schwanken.

Theorem 2.4.2 (Heisenbergsche Unschärferelation). Seien A,B selbstadjun-
giert und ω ein Zustand. Dann gilt:

ω((∆ωA)2)ω((∆ωB)2) ≥ 1
4
|ω([A,B])|2. (2.21)

Beweis. Sei κ ∈ J2 ein Hilbert-Schmidt Operator, der den Zustand ω re-
präsentiert. Dann gilt: ω(A) = Eκ(A). In J2 gilt die Cauchy-Schwarz Unglei-
chung

|〈κ1, κ2〉2|2 ≤ ‖κ1‖22 ‖κ2‖22.
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Angewendet auf ∆κAκ und ∆κBκ ergibt die Cauchy-Schwarz Ungleichung

|Eκ(∆κA∆κB)|2 ≤ ‖∆κAκ‖22 ‖∆κBκ‖22, (2.22)

wobei wir ausgenutzt haben, dass A und B selbstadjungiert sind bzgl. dem
J2-Skalarprodukt. Um fortzufahren benötigen wir die Ersetzung

∆κA∆κB =
1
2

[∆κA,∆κB] +
1
2
{∆κA,∆κB}

({A,B} := AB +BA), die aufgrund der Linearität des Erwartungswerts auf

|Eκ(∆κA∆κB)|2 =
1
4
|Eκ([∆κA,∆κB]) + Eκ({∆κA,∆κB})|2 (2.23)

führt. Wir beobachten, dass

[∆κA,∆κB]∗ = −[∆κA,∆κB]

Hermitesch, und dass

{∆κA,∆κB}∗ = {∆κA,∆κB}

anti-Hermitesch ist. Es folgt, dass das Spektrum von [∆κA,∆κB] rein imaginär
ist, während das Spektrum von {∆κA,∆κB} reell ist. Dies führt auf einen rein
imaginären Erwartungswert von [∆κA,∆κB] und auf einen reellen Erwartungs-
wert von {∆κA,∆κB}. Wir verwenden dies in (2.23) und erhalten

|Eκ(∆κA∆κB)|2 =
1
4
|Eκ([∆κA,∆κB])|2 +

1
4
Eκ({∆κA,∆κB})2 (2.24)

Demnach gilt die Gleichung

|Eκ(∆κA∆κB)|2 ≥ 1
4
|Eκ([∆κA,∆κB])|2,

welche in Kombination mit (2.22)

1
4
|Eκ([∆κA,∆κB])|2 ≤ Eκ((∆κA)2)Eκ((∆κB)2)

ergibt. Diese Identität ist äquivalent zur Gleichung (2.21), die zu beweisen war.

Die Unschärfen der Observablen A und B können also nur dann beliebig klein
werden, falls A und B kommutieren. Für beschränkte Operatoren ist das genau
dann der Fall, wenn die spektralen Projektoren {P (A)

∆ }∆ und {P (B)
∆ }∆ der Ob-

servablen von A und B kommutieren. In diesem Fall heissen die Observablen A
und B kompatibel.

Beispiel 2.2. Setze A = q und B = p. Aus der allgemeinen Unschärferelation
folgt in diesem Fall unter Ausnützung von [q, p] = i~ und ω(I) = 1, dass

ω((∆ωq)2)ω((∆ωp)2) ≥ 1
4

~2. (2.25)
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Satz 2.5. Es existiert kein Zustand ω mit der Eigenschaft

ω((∆ωA)2) = ω(A2)− ω(A)2 = 0 (2.26)

für alle A ∈ B(H). Ein Zustand mit dieser Eigenschaft heisst dispersionsfrei.

Beweis. Wir nehmen an, dass der Zustand ω mit zugehöriger Dichtematrix ρ
dispersionsfrei ist und führen dies auf einen Widerspruch. Es gilt also

0 = ω((∆ωA)2) = (tr (ρA))2 − tr (ρA2). (2.27)

Insbesondere
(tr (ρPφ))2 = tr (ρPφ) ≥ 0

für alle φ ∈ H, und somit

tr (ρPφ) = 〈φ, ρφ〉 ∈ {0, 1}

für alle φ ∈ H. Es ist nicht möglich, dass 〈φ, ρφ〉 = 0 für alle φ ∈ H, da sonst
ρ = 0. Ebenso kann es nicht sein, dass 〈φ, ρφ〉 = 1 für alle φ ∈ H, da sonst
ρ = I. Es existieren also Vektoren φ0 mit der Eigenschaft, dass 〈φ0, ρφ0〉 = 0
und Vektoren φ1 mit der Eigenschaft 〈φ1, ρφ1〉 = 1. Aus tr (ρ) = 1 folgt

tr (ρ(1− Pφ1)) = 0,

und somit
tr (ρPχ) = 0

für alle χ ⊥ φ1, da (1 − Pφ1) = P(Cφ1)⊥ . Als nächstes definieren wir ξ(α) :=
cosαχ+ sinαφ1. Daraus folgt

tr (ρPξ(α)) = 〈ξ(α), ρξ(α)〉 = cosα sinα (〈χ, ρφ1〉+ 〈φ1, ρχ〉) + sin2 α〈φ1, ρφ1〉.

Die Grösse tr (ρPχ) verschwindet für α = 0 und ist gleich Eins für α = π/2. Folg-
lich existieren α-Werte, so dass 0 < tr (ρPξ(α)) < 1. Dies steht im Widerspruch
zu unserer Annahme, dass der Zustand ρ dispersionsfrei ist (siehe (2.27)).

2.5 Zusammengesetzte Systeme

Nehme an, wir betrachten zwei beliebige physikalische Systeme Σ1, Σ2 mit zu-
gehöigen Algebren B(H1),B(H2) und Hilberträumen H1,H2. Was ist die Al-
gebra der Observablen und der Hilbertraum des zusammengesetzten Systems?
Zur Beantwortung dieser Frage lassen wir uns von einem Beispiel leiten.

Beispiel 2.3. Sei Σ1 das physikalische System “ein Punktteilchen in R3” und sei
Σ2 das physikalische System “ein Punktteilchen in R2”. In der Schrödingerschen
Darstellung ist der Hilbertraum des Systems Σ1 L

2(R3, dx). Der Hilbertraum
des Systems Σ2 ist L2(R2, dx). Das zusammengesetzte System Σ1 ∨Σ2 hat fünf
reelle Freiheitsgrade. Gemäss der Schrödingerschen Darstellung ist der Hilbert-
raum dieses Systems L2(R5, dx). Gemäss Satz 1.3 gilt:

L2(R5, dx) ∼= L2(R2, dx)⊗ L2(R3, dx).

Dieses Beispiel motiviert das folgende Postulat:
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Postulat 1. Seien Σ1, Σ2 zwei physikalische Systeme mit zugehörigen Hilber-
träumen H1 und H2. Dann gilt: Der Hilbertraum H12 des zusammengesetzten
Systems Σ1 ∨ Σ2 ist das Tensorprodukt der Hilberträume der Teilsysteme:

H12 = H1 ⊗H2.

Nach wie vor ist die Algebra der Observablen

B(H12) ∼= B(H1)⊗ B(H2),

und Zustände sind positive, normierte, lineare Funktionale auf B(H12).

An der Tatsache, dass wir Zustände als Dichtematrizen ρ12 ∈ J1(H12) oder als
Hilbert-Schmidt Operatoren κ12 ∈ J2(H12) (ρ12 = κ12κ

∗
12) darstellen können,

ändert sich natürlich nichts. Eine ausführlichere Diskussion von zusammenge-
setzten Systemen folgt in einem separaten Kapitel.

2.6 Kopenhagen Heuristik

Wir betrachten ein physikalisches System Σ vor und nach der Messung ei-
ner Observablen A mit zugehörigen spektralen Projektoren {P (A)

∆ }∆. Wir re-
präsentieren den Zustand des Systems vor der Messung durch eine Dichtematrix
ρ(−) und den Zustand des Systems unmittelbar nach der Messung durch ρ(+).
Nehme an, das Experiment schränke den Wert der Observablen A von R auf
ein Intervall ∆ ⊂ R ein. Die Kopenhagen Heuristik setzt sich aus den folgenden
Annahmen zusammen.

Postulat 2. (I) Das von ρ(−) induzierte Wahrscheinlichkeitsmass µ(A) auf dem
Spektrum der Observablen {A} beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert
einer Observablen A in einem Intervall ∆ ⊂ σ(A) liegt, d.h.

W
(A)

ρ(−)(∆) = µ(A)(∆) = ω(−)(P (A)
∆ ) = tr (ρ(−)P

(A)
∆ ). (2.28)

(II) Falls die Observable A im Zustand ρ(+) erneut gemessen wird, schränkt
diese Messung den Wert der Observablen A mit Sicherheit auf ein Intervall ∆′

ein, das in ∆ enthalten ist, d.h.

W
(A)

ρ(+)(∆) = tr (ρ(+)P
(A)
∆ ) = 1. (2.29)

(III) Sei P ein Projektor mit der Eigenschaft Bild(P ) ⊆ Bild(P (A)
∆ ) (Notation:

P ≺ P (A)
∆ ). Dann gilt:

W
(P )

ρ(−)(1) = W
(P )

ρ(+)(1)W (A)

ρ(−)(∆). (2.30)

Beispiel 2.4. Anstelle des allgemeinen Projektors P in (III) wählen wir den
spektralen Projektor P (A)

∆′ , wobei ∆′ ⊂ ∆. Dann gilt:

W
(A)

ρ(−)(∆′) = W
(A)

ρ(−)(∆)W (A)

ρ(+)(∆′).
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Gemäss (I) definiert jeder Zustand ω anhand der Gleichung

WA
ω (∆) = ω(P (A)

∆ ). (2.31)

eine Familie {µ(A)}A von Wahrscheinlichkeitsmassen auf den Spektren der Ob-
servablen. Es gilt jedoch nicht, dass sich jede beliebige Familie {ν(A)}A von
Wahrscheinlichkeitsmassen auf den Spektren der Observablen in der Form (2.31)
schreiben lässt, wenn wir fordern, dass ω ein Zustand (positives, normiertes,
schwachstetiges, lineares Funktional) ist. Das Postulat (I) beinhaltet somit die
Annahme, dass alle in experimentellen Messungen (an Systemen im Zustand ω)
beobachteten Verteilungen von Messwerten von der Form (2.31) sind.

Beispiel 2.5. Sei ω[ψ] der zu [ψ] ⊂ H gehörende reine Zustand. Dann gilt:

ω[ψ](·) = 〈ψ, (·)ψ〉

und
WA

[ψ](∆) = 〈ψ, P (A)
∆ ψ〉.

Sei a ∈ R ein Eigenwert von A mit zugehörigem Eigenvektor ξ. Dann ist die
Wahrscheinlichkeit WA

[ψ](a) im Experiment den Wert a zu messen geben durch

WA
[ψ](a) = 〈ψ, P (A)

ξ ψ〉 = |〈ψ, ξ〉|2

(P (A)
ξ ist der Projektor auf den eindimensionalen Raum C · ξ ⊂ H).

Theorem 2.6.1 (Reduktion des Zustands). Sei ρ(−) die Dichtematrix eines
physikalischen Systems vor der Messung einer Observablen A. Nehme an wir
messen, dass der Wert der Observablen A im Intervall ∆ ∈ R liegt. Dann ist
der Zustand ρ(+) nach der Messung gegeben durch

ρ(+) =
P

(A)
∆ ρ(−)P

(A)
∆

tr (P (A)
∆ ρ(−))

. (2.32)

Beweis. Gemäss (2.30) gilt

tr (Pρ(−)) = tr (P (A)
∆ ρ(−)) tr (Pρ(+))

für alle Projektoren P ≺ P (A)
∆ . Unter Ausnutzung der Linearität der Spur folgt

also

tr (Pρ(+)) = tr

(
Pρ(−)

tr (P (A)
∆ ρ(−))

)
.

Da P ≺ P (A)
∆ , gilt P (A)

∆ P = PP
(A)
∆ = P , und somit

tr (Pρ(+)) = tr

(
P
P

(A)
∆ ρ(−)P

(A)
∆

tr (P (A)
∆ ρ(−))

)
(2.33)

für alle P ≺ P (A)
∆ . Aus Postulat (II) folgt

P
(A)
∆ ρ(+)P

(A)
∆ = ρ(+),
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weil tr (ρ(+)) = 1. Um Behauptung (2.32) zu beweisen, bleibt zu zeigen, dass
aus

tr (Pρ1) = tr (Pρ2), ∀P ≺ P (A)
∆ (2.34)

ρ1 = ρ2 folgt, wenn ρ1 und ρ1 Dichtematrizen auf Bild(P (A)
∆ ) sind. Zu diesem

Zweck sei daran erinnert, dass ρ1, ρ1, P ∈ J1 ⊂ J2, dass J2 ein Hilbertraum
mit Skalarprodukt 〈A,B〉2 = tr (A∗B) ist, dass alle Elemente von J2 kompakte
Operatoren sind, dass das Spektrum {a1, a2, ...} eines kompakten Operators A
rein diskret ist, und dass für jeden kompakten Operator A eine Familie {P (A)

j }j
orthogonaler Projektoren existiert, so dass

A =
∑
j

ajP
(A)
j .

Die Menge {P |P ≺ P (A)
∆ } enthält somit vollständige orthonormale Systeme des

separablen Hilbertraums J2(Bild(P (A)
∆ )). Sei {Qj}j ein solches VONS. Dann

aufgrund der Identität (2.34), dass

〈Qj , ρ1〉2 = 〈Qj , ρ2〉2

für alle j. Wir schliessen also, dass aus der Eigenschaft (2.34) in der Tat ρ1 =
ρ2 folgt. Die Anwendung dieser Beobachtung auf (2.33) liefert den Beweis der
Behauptung

ρ(+) =
P

(A)
∆ ρ(−)P

(A)
∆

tr (P (A)
∆ ρ(−))

.

Beispiel 2.6 (Reduktion reiner Zustände). Nehme an, dass System befinde sich
vor der Messung in einem reinen Zustand [ψ]. Die zugehörige Dichtematrix ist
dann ρ(−) = |ψ〉〈ψ|. Gemäss Theorem 2.6.1 ist der Zustand nach der Messung
eines exakten Werts α einer Observablen A gegeben durch

ρ(+) =
P

(A)
α |ψ〉〈P |(A)

α

tr (P (A)
α |ψ〉〈)|

.

Der Zustand nach der Messung ist also ein reiner Zustand, der dargestellt werden
kann als der zum selbstadjungierten Operator A gehörende Eigenvektor

P
(A)
α ψ

‖P (A)
α ψ‖

. (2.35)
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