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Aufgabe 7.1 Drehimpuls-Kommutatoralgebra
Es sei L =7 A p der Drehimpulsoperator.

a) Zeige, dass L hermitsch ist und dass [r2, L] = [p?, L] = 0. Schliesse daraus, dass L mit dem
Hamiltonian H = p?/2m + V (¥) kommutiert, wobei V () ein Zentralpotential ist.

b) Berechne [L1, Lo, [L1, L3], [L2, L3] und [L?, L3]. Begriinde, wieso die stationiren Lésungen
der Schrodingergleichung des Zentralpotentialproblems als Eigenfunktionen von L? und L
gewihlt werden kénnen.

c¢) Driicke L? als Funktion von 7 - 5 und 72 aus. Zeige damit

P = 5 (L4 (7 ) — ih(7 7).

Aufgabe 7.2 Mehr Drehimpuls-Kommutatoralgebra

Gegeben ein beliebiges Zentralpotentialproblem. Unter Beniitzung von Aufgabe 1 nennen wir
nun die stationdren Losungen der Schrédingergleichung [1),,,,). Sie bilden ein vollsténdiges or-
thonormales System und wir definieren 0.B.d.A. nach Konvention

L2‘¢nlm> - l(l + 1)h2‘¢nlm> und L3|wnlm> - mh’wnlm>

In dieser Aufgabe versuchen wir die Werte von [ und m einzuschrinken. Dazu fithren wir zuerst
zwei neue Operatoren ein:

Ly =11 +1ilo, L_ =11 —1iLo.

a) Berechne die Kommutatoren [L4, L3] und [L_, L3]. Zeige damit, dass die Operatoren L,
und L_ die Funktion von Auf- bzw. Abstiegsoperatoren fiir L3 einnehmen. Tipp: Wende
LsLy bzw. LsL_ auf |¢,) an.

b) Zeige die Identitéten L{L_ = L? — L3> +hLsund L_L, = L? — L3? — hL3. Benutze dieses
Resultat — zusammen mit der Tatsache, dass die Normen | Ly |¢pin)| und |L_|tnim)]|
nicht negativ sind — um die Ungleichungen — < m < zu finden.

c) Die Werte von m sind also beschrinkt und somit muss bei wiederholten anwenden von L
oder L_ die Norm aus b) irgendwann verschwinden. Gib an fiir welche Zustéinde [ty,)
dies geschieht und folgere daraus, dass | entweder halb- oder ganzzahlig sein muss und
me{-l,-l+1,-1+2,...,1}.

d) Berechne die Erwartungswerte (L;) und (L1?) fiir ein System im Zustand |t )-

Aufgabe 7.3 Schwach gebundene Zustinde in einer, zwei und drei Dimensionen

Gegeben sei ein rotationssymmetrisches, attraktives (Vo > 0) Potential in d Dimensionen von

der Form
W r <ro
Vir) = { 0 r>ro

a) Zeige, dass fir d = 1 und d = 2 immer ein gebundener Zustand (E < 0) existiert. Zei-
ge weiter, dass fiir ein schwaches Potential mit §y = v2mVyrg/h < 1 die Energie des

Grundzustandes durch
E_ ~Vo&o? ) d=1
N _6‘27026*4/60 d=2

gegeben ist.



b) Zeige, dass es in 3 Dimensionen fiir {; < 7/2 iiberhaupt keinen gebundenen Zustand gibt.

Tipp: Bei d = 2 treten die Besselschen Differiantialgleichungen in Erscheinung:

22y +xy + (2> —1®)y =0 und (1)

22y +xy — (2?2 + 1%y =0. (2)

Uns interessieren nur die Losungen fiir [ = 0, daher

Jo(z) = 1-— % + O(z4) fiir (1) und
Ko(z) = —In(x)+0(Q1) fiir (2).



