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Aufgabe 10.1 Stern-Gerlach (1922)

Ein Strahl aus ungeladenen Teilchen mit Spin s = % l4uft entlang der x-Achse und durchquert ein
in z-Richtung stark inhomogenes Magnetfeld. Das Magnetfeld koppelt an den Spin entsprechend
dem magnetischen Moment der Teilchen und spaltet den Strahl auf.

a) Wihlen Sie eine geeignete Quantisierungsachse und nehmen Sie an, dass der Strahl beziiglich
dieser Achse wie folgt polarisiert ist: [1)) = cos(¢)|T) +sin¢|]). Geben Sie, abhéngig vom
Winkel ¢, die Anzahl der auslaufenden Strahlen sowie die relative Teilchenzahl in den je-
weiligen Strahlen an. Was passiert wenn die einzelnen auslaufenden Strahlen erneut durch
einen baugleichen Magneten geleitet werden?

b) Die auslaufenden Strahlen aus Aufgabenteil (a) werden separat durch einen weiteren Ma-
gneten geleitet, dessen Magnetfeld jedoch in x-Richtung orientiert ist. Geben sie die Anzahl
der auslaufenden Strahlen sowie die relative Teilchenzahl in den jeweiligen Strahlen an.
Welche Rolle spielt dabei der Winkel aus Aufgabenteil (a)?

¢) Nachdem die Teilchen sowohl den Magneten mit Feld in z-Richtung, als auch den Magne-
ten mit Feld in x-Richtung passiert haben, wird jeder der auslaufenden Strahlen wieder
durch einen Magneten mit Feld in z-Richtung geleitet. In wieviel Strahlen spaltet jeder der
Strahlen auf? Bestimmen Sie die relative Teilchenzahl zu allen auslaufenden Strahlen.

d) Wie sihe das Experiment in (a)-(c) aus wenn die Drehimpulsoperatoren kommutieren
wiirden?

Aufgabe 10.2 Quanten-Telepathie

N > 4 Spieler befinden sich gemeinsam in einem Raum. Zwei der Spieler werden zufillig aus-
gewdhlt und miissen sich in zwei voneinander vollkommen isolierte Kammern begeben. Die
ausgewéhlten Spieler wissen nicht wer in der jeweils anderen Kammer sitzt. Sie werden aufge-
fordert ein Bit auszugeben. Das Spiel gilt als gewonnen, wenn die beiden ausgegebenen Bits
unterschiedlich sind. Die einzige Information die den Spielern in den Kammern zur Verfiigung
steht ist ein Kontroll-Bit, welches ihnen von den N-2 verbleibenden Spielern gesendet wird. Beide
Spieler, 0.B.d.A S; und S5, bekommen das gleiche Bit. Bis zur Auswahl der zwei Spieler diirfen
sich alle N Spieler auf die bestmogliche Strategie einigen.

a) Zeigen Sie, dass klassisch die mittlere Gewinnwahrscheinlichkeit fiir grole N nach oben
durch p = % beschrankt ist.

Tipp: Bestimmen Sie alle mdglichen Strategien wie ein Spieler auf ein Kontroll-Bit ant-
worten kann. Nehmen Sie an, dass sich alle N Spieler unabhdngig voneinander mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit fiir eine der Strategien entscheiden, und berechnen Sie dann den
Erwartungswert der Gewinnwahrscheinlichkeit. Gehen Sie auch davon aus, dass die aus-
senstehenden Spieler wissen welche Strategien S1 und So verfolgen.

Nun wollen wir sehen wie sich die Gewinnwahrscheinlichkeit &ndert, wenn jeder der Spieler einen
Quantensystem zur Hand hat. Nehmen Sie an, die Spieler haben sich vor Beginn des Spiels so
abgesprochen, dass sich ihre Systeme im gemeinsamen Zustand
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befinden. Nehmen Sie des weiteren an, dass nach Auswahl von S; und Sy die verbleibenden
N — 2 Spieler jeweils ihr System in der diagonalen Basis
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messen und das Ergebnis untereinander bekanntgeben.
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b) In welchen Zustinden koénnen sich die Spieler in den Kammern nach der Messung der
anderen Spieler befinden?

c) Geben Sie an, auf welche Strategie sich die Spieler vor dem Spiel einigen miissen, um das
Spiel nun mit Sicherheit zu gewinnen.

Tipp: In welcher Basis, abhdngig vom Kontroll-Bit, missen S1 und Sy messen um sicher zu
gehen, dass sie unterschiedliche Messergebnisse erhalten. Betrachten Sie z.B. eine Messung
in der zirkuldren Basis.

d) Welche Schliisse ziehen Sie daraus hinsichtlich der Simulierbarkeit von Quantensystemen?

Aufgabe 10.3 Clebsch-Gordan-Reihe

In dieser Aufgabe wollen wir die Clebsch-Gordan-Reihe (2) herleiten. Dazu fithren wir zunéchst
die benstigte Maschinerie ein. Sei D’ eine Darstellung von SU(2) zum Drehimpuls j. Der Cha-
rakter x; einer Darstellung D7 ist definiert durch

x;(U) =T [D'(U)].
Wir fithren eine Aquivalenzrelation auf SU(2) ein, wobei zwei Elemente U, U’ genau dann fqui-
valent sind wenn sie zueinander konjugiert sind, d.h.: U ~ U’ < 3V : U’ = VUV L,
Wir betrachten die Funktionen
Ui (€) = C(j,m) - €M™,
5 = (£+7€*)T;§+7£* € Cv g = (£+>§*)T;§+7‘£7 € C,C’(],m) € R?] = Oa"wN;m = _jv"' 7j'

Jedes U € SU(2) induziert in dem von den v aufgespannten Radumen eine lineare Transformation

(D) (U)Y) (&) = »(UTE).
Die Zuordnung U — D7 (U) ist eine Darstellung von SU(2). Unser Ziel ist die Zerlegung der
Tensorproduktdarstellung D7* ® D72 in irreduzible Bestandteile
D" @ D = (PHm;DI. (1)
J

a) Zeigen Sie, dass der Charakter eine Konstante auf den Aquivalenzklassen ist. Zeigen Sie
ebenfalls, dass wir fiir jede Aquivalenzklasse eine Diagonalmatrix als Reprisentat wéhlen
konnen und die Klassen somit durch einen Winkel indiziert werden kénnen.

b) Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabenteil (a), dass DI (U(w)) I = e2moyd und somit
xi(la]) = S35 j e?™ma  wobei [a] die durch den Winkel a indizierte Aquivalenzklasse
ist.

Tipp: Verwenden Sie, dass die Matrizelemente von D’ (U) beziiglich der Basis ¢,Jn definiert
sind durch (Dj (U)wn) (€) := ¥ (UT€).

c) Beweisen Sie, ausgehend von (1), die Clebsch-Gordan-Reihe
J=i+j2
DhreDR= D (2)
J=lj1—j|
Tipp: Verwenden Sie, dass der Charakter der Tensorproduktdarstellung DI* @ D32 gleich

dem Produkt der Charaktere xj, und x;, ist. Verwenden Sie Aufgabenteil (b) um zu zeigen,
dass die Multiplizititen alle eins sind.



