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Kapitel 1

Elemente der
Funktionalanalysis

In diesem Kapitel werden wir Eigenschaften von Hilbertrdumen (insbesonde-
re des Raumes L?(R" du)) und von Operatoren auf Hilbertriumen skizzie-
ren, die grosstenteils aus der MMP-Vorlesung bekannt sind. Dazu starten wir
mit der Definition eines Masses und gehen nach allgemeinen Bemerkungen zu
Banach- und Hilbertriumen iiber zur Diskussion des Raumes L?(R",du). An-
schliessend folgt ein kurzer Abriss iiber Operatoren auf L?(R", du). Das Kapitel
schliesst mit Bemerkungen zur Spektraltheorie von Operatoren, der Definition
von C*-Algebren, der Spurklasse und Hilbert-Schmidt Operatoren. Die ganze
Présentation ist so oberflichlich wie nur moglich gehalten. Die tatséchliche Be-
schreibung der angeschnittenen Themen gehoren in eine Vorlesung iiber Funk-
tionalanalysis. Weiter sei auf die Biicher [Reed80], [Lieb97] und [Rudin73] ver-

wiesen.

1.1 Elemente der Masstheorie

Analysis ist die Kunst Grenzwerte zu finden. In einer einfithrenden Vorlesung
iitber Analysis lernt man das Riemann-Integral kennen. Das Problem dieses In-
tegrals ist, dass es nur fiir eine spezielle Klasse von Funktionen definiert ist,
welche nicht abgeschlossen ist unter dem punktweisen Limes von Folgen von
Funktionen. Analysis mit diesem Integrationsbegriff ist demnach vergleichbar
mit der Arbeit mit rationalen Zahlen bei gleichzeitigem Ausschluss der irra-
tionalen Zahlen. Wir beginnen mit der Definition einer o-Algebra, gebrauchen
dies zur Definition von Massen und zeigen, wie die Integration einer Funkti-
on bzgl. eines Masses definiert ist. Der Lebesguesche Zerlegungssatz liefert eine
anschauliche Darstellung allgemeiner Masse. Diese Resultate werden wir in der
Diskussion der Spektraltheorie von Operatoren auf dem Hilbertraum bené6tigen
um Projektionsmasse zu definieren, welche das Fundament fiir das Spektral-
theorem bilden.

Definition 1.1. Sei X eine beliebige Menge. Eine nicht-leere Familie A von
Teilmengen A C X heisst o-Algebra, falls

(i) X € A,
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(ii) A € A impliziert X\ A € A,
(iii) Ay, Ao, ... € Aimpliziert (J7~, 4, € A.

Beispiel 1.1 (Borelsche o-Algebra). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Metrik
d definiert eine Familie A von offenen Mengen auf X. Die Borelsche o-Algebra
B(X) des metrischen Raumes (X, d) ist die kleinste o-Algebra, welche die offenen
Teilmengen A enthélt, d.h. B(X) setzt sich zusammen aus .A und der minimalen
Anzahl zusétzlicher Teilmengen von X, so dass die Forderungen an eine o-
Algebra erfiillt werden. Ein Element aus B(X) heisst Borel-Menge.

FEin Mass ist eine Vorschrift, die jeder Teilmenge eine reelle Zahl oder Unendlich
zuordnet.

Definition 1.2. Ein auf einer o-Algebra A definierte Funktion y: A — RUoco
heisst Mass, falls

(i) p(A) >0, VA€ A,
(ii) u(©) =0,
(iii) Ay, As, ... € Aund Ap N A; = O fiir k # [ impliziert

K (U An) = ZU(An)
n=1 n=1

Das Tripel (X, A, p) heisst Massraum. Nullmengen B sind Elemente von .4 mit
der Eigenschaft p(B) = 0. Ein Mass p heisst Wahrscheinlichkeitsmass, falls
w(X) =1 (d.h., falls das Mass normiert ist). Ein auf einer Borelschen o-Algebra
definiertes Mass nennt man Borelsches Mass.

Beispiel 1.2 (Dirac-Mass). Sei X eine Menge, A eine o-Algebra auf X und
y € X beliebig. Dann ist die Abbildung

1, fallsy e A,
0y(A4) = { 0, sonst,

ein bzgl. der o-Algebra A definiertes Mass, das unter dem Namen Dirac-Mass
bekannt ist.

Beispiel 1.3 (Lebesgue-Mass). Sei (X,d) = (R",d) ein metrischer Raum
mit einer beliebigen Metrik auf R™ (alle Metriken sind dquivalent auf endlich-
dimensionalen Rdumen). Dann existiert eine eindeutige o-Algebra A auf (R", d)
und ein eindeutiges Mass A\ auf A, welches den folgenden Eigenschaften geniigt:

(i) Jede offene Menge in R™ ist in A. Folglich gilt B(X) C A.
(ii) Aus A€ A, A\(A) =0 und B C A folgt B € Aund A(B) =0.

(iii) Sei M ein n-dimensionaler Quader in R™ mit Seitenlingen (b —
a1), ...y (b — ayp). Dann gilt: M € Aund A(Q) = (b1 —a1) - ... - (bn — an)

(iv) Das Mass A ist translationsinvariant, d.h. A(x + A) = A(A) fiir alle z € R”
und alle A € A.
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Das Mass A stimmt also auf Riemann-messbaren Mengen mit dem Riemann-
schen Volumen iiberein. Das Mass A heisst Lebesgue-Mass.

Sei X eine Menge und A eine o-Algebra fiir X. Eine Funktion f : X — RU{oo}
heisst messbar, falls das Urbild f~1((a, oc]) von (a,o00] C R fiir alle a € R in A
liegt. Der Begriff der Messbarkeit bezieht sich somit nur auf eine o-Algebra und
nicht auf ein Mass. Eine Funktion heisst elementar oder simpel, falls sie von der

Form
N
F= faxe
k=1

(fr € R) ist. Dabei ist N endlich und die Funktionen xj sind die charakteristi-
schen Funktionen auf Mengen Ay, ..., Ay € A. Wichtig fiir die Definition von
Integralen ist das folgende Resultat: Fiir jede messbare, nicht-negative Funktion
f existiert eine Folge punktweise monoton wachsender Elementarfunktionen,
die punktweise gegen f konvergiert. Das heisst, jede nicht-negative Funktion f
kann beliebig genau durch Elementarfunktionen approximiert werden.

Sei (X, A, p) ein Massraum. Das Integral einer messbaren Funktion f iiber X
wird mit dem Symbol
[ s
X

bezeichnet. Es ist folgendermassen definiert: In einem ersten Schritt definieren
wir
| f(z), falls f(x)>0
fol@):= { 0, sonst

und
fi(x) = { a’f(x), falls f(x) <0

sonst.

Demnach gilt: f = fi — f_, wobei fi und f_ nicht-negative Funktionen sind.

Man definiert
/ fdurz/ f+du—/ f-dp.
X X X

Nun sollte also das Integral nicht-negativer Funktionen g definiert werden. Zuvor
haben wir erwiahnt, dass nicht-negative Funktionen durch Elementarfunktionen
punktweise beliebig genau approximiert werden kénnen. Dies motiviert

/ gdu = sup {/ sdu : s ist eine Elementarfunktion so dass 0 < s(z) < g(m)} .
X X

Die Integration von Elementarfunktionen s = EN Sk Xk ist definiert iiber

n=1
N

/ sdy = Z sei(Ag).-
X n=1

Fiir komplex-wertige Funktionen f = f; + ify ist das Integral definiert durch

/deu:=/xf1du+i/xfzdu
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Noch eine Bemerkung zur Notation: Wenn wir einen Ausdruck der Form m du
hinschreiben, meinen wir das Mass bzgl. dem das Integral einer Funktion f die

Form
/ f-mdu

hat, wobei dy dem Mass p entspricht. Wie iiblich in der Analysis werden wir
anstelle von d\ (das Integrationssymbol des Lebsgueschen Masses) hiufig dx
verwenden.

Wir schliessen diesen Abschnitt mit dem Lebesgueschen Zerlegungssatz von all-
gemeinen Massen auf R. Dafiir sind aber noch drei Definitionen ausstehend:
Erstens, sei (X, A, 1) wie zuvor ein Massraum. Ein Mass . : A — R heisst
absolut-stetig bzgl. dem Mass p, falls u(A) = 0 die Gleichung piac(A) = 0 impli-
ziert fiir alle A € A. Zweitens, ein Mass pg. ist singuldr-stetig bzgl. dem Mass
u, falls sich der Tréger des Masses g aus p-Nullmengen zusammensetzt. Drit-
tens, ein Mass ist diskret, falls sein Support hochstens abzéhlbar ist. Diskrete
Masse £ mit Trager auf der Menge {xk}fevzl konnen als Linearkombination von
Dirac-Massen geschrieben werden:

6(‘4) = Z pk(swk (A>
k=1

Insbesondere darf N = oo sein. Falls wir das Referenzmass fiir Absolutstegtig-
keit und Singulérstetigkeit nicht explizit angeben, meinen wir Absolutstetigkeit
und Singulérstetigkeit bzgl. dem Lebesgue-Mass A.

Theorem 1.1.1 (Lebesguescher Zerlegungssatz). Sei pn ein Borelsches Wahir-
scheinlichkeitsmass auf R. Dann egzistieren N < oo reelle Zahlen {\;}X,, N
positive Zahlen {p, }_,, ein bzgl. dem Lebesgue-Mass absolut-stetiges Mass [Lac
und ein bzgl. dem Lebesque-Mass singulir-stetiges Mass is., so dass

N
o= an(S)\n + Hac + Hsc
n=1
(ac. steht fiir absolut continuous; sc. fir singular continuous).

Gemiss dem Satz von Radon und Nikodym existiert eine positive, Lebesgue-
messbare Funktion m : R — [0, 00), so dass

pac4) = [ m(3)ax

fiir jede Lebesgue-messbare Menge A.

1.2 Hilbertriaume

In diesem Abschnitt formulieren wir die wichtigsten Definitionen, wel-
che in Beziehung stehen zu den in der Quantenmechanik auftretenden
unendlich-dimensionalen Rdumen. Die algebraische Behandlung von unendlich-
dimensionalen Rdumen (d.h. Mathematik ohne die Bildung von Grenzwerten)
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ist nicht sehr ertragreich. Eine sehr viel spannendere Theorie entsteht, wenn
man Methoden aus der Algebra, der Analysis (und der Topologie) kombiniert.
Eine auf diese Weise resultierende grundlegende Struktur ist der Banachraum,
welcher eine Kombination eines komplexen Vektorraums und eines vollsténdigen
metrischen Raums ist:

Definition 1.3. Ein Banachraum ist ein komplexer oder reeller Vektorraum V'
mit einer Norm bzgl. derer V' vollstandig ist.

Beispiel 1.4. Der Raum C(R) der stetigen, reellen Funktionen von R nach R
sind ein Banachraum bzgl. der Norm

1) += max | (2)].

Nun kommen wir zur Definition der sogenannten Hilbertriume. Diese (hiufig
unendlich-dimensionalen) Vektorrdume bilden die direkte Verallgemeinerung der
endlichdimensionalen Vektorrdume R™ und C™, die man aus der Vorlesung “Li-
neare Algebra” kennt. Sie sind spezielle Banachraume, fiir die das nicht-lineare
Objekt, die Norm, ausgedriickt wird durch ein lineares Objekt, das Skalarpro-
dukt.

Definition 1.4. Ein Hilbertraum H ist ein Banachraum, auf dem ein Skalar-
produkt definiert ist, so dass

[0l = v/ (v, ).

Es ist das Skalarprodukt, das uns erlaubt geometrische Intuition aus endlichdi-
mensionalen Rdumen in Hilbertriumen zu gebrauchen (wenigstens bis zu einem
gewissen Grad). In einem einem Hilbertraum iiber den reellen Zahlen ist es sogar
moglich den Winkel ¢ zwischen zwei Elementen v und w iiber

cosg = 0T
[ol]jwl]

zu definieren, da das Skalarprodukt in diesem Fall reellwertig ist. Auch wenn
dieser Ausdruck fiir komplexe Hilbertrdume nicht mehr sinnvoll ist, gibt es
dennoch den Begriff der Orthogonalitéit: Zwei Elemente v und w heissen
orthogonal, falls (v, w) = 0.

Eine Familie orthonormaler Elemente {v;}; heisst vollstindig, falls kein Element
w € H existiert, das verschieden ist vom Nullvektor, und das orthogonal ist zu
allen Elementen von {v;};. In diesem Fall bildet das System {v; }; im folgendem
Sinn eine Basis des Hilbertraums H:

Satz 1.1. Sei H ein Hilbertraum, {v;};c;r (I C NU oc0) ein vollsténdiges ortho-
normales System (VONS) und sei v € H beliebig. Dann gilt: die Reihe

Z (v, v)v;

icl

konvergiert nach v in der Norm von H.
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(Beweis: [Reed80] Seite 45.) Es gilt zu beachten, dass ein VONS im algebrai-
schen Sinn keine Basis des Hilbertraums definiert! Der Raum der endlichen
Linearkombinationen von Elementen des VONS fillen nicht den gesamten
Raum aus. Weiter gilt, dass jeder Hilbertraum vollsténdige, orthonormierte
Systeme enthilt. Alle diese Systeme haben gleiche Kardinalitéit.

Anstelle von “VONS” werden in der Literatur auch die Begriffe “orthonor-
male Hilbertbasis” oder einfach “orthonormale Basis” verwendet. Wir werden
uns ausschliesslich mit separablen Hilbertrdumen beschéftigen. Separable Hil-
bertrdume H sind Hilbertrdume, die eine abzidhlbar-unendliche Teilmenge ent-
halten, die dicht ist in H. Folglich besitzen diese Rdume vollsténdige, orthonor-
mierte Systeme, die abzdhlbar sind.

Beispiel 1.5. Wir definieren den Raum Iy als den Raum der abzihlbar-
unendlichen Folgen {z;}22, von komplexen Zahlen mit der Eigenschaft

o0

Z |z < 0.

j=1
Auf 5 lasst sich iiber

i} {y}) = Z@ya

ein Skalarprodukt definieren. Alle separablen Hilbertraume sind isomorph zum
Hilbertraum I5.

Eine Bijektion von einem metrischen Raum in einen anderen, der die Absténde
erhilt, heisst Isometrie. Eine Abbildung L von einem Hilbertraum H in die
komplexen Zahlen heisst lineares Funktional, falls

L()\l’l)l + )\2’02) = /\1L(U1) + )\QL(’UQ)

fiir alle A1, A2 € C und fiir alle vy,vy € H. Eine Abbildung L von einem Hil-
bertraum H in die komplexen Zahlen heisst stetiges lineares Funktional, falls L
ein lineares Funktional ist mit der Eigenschaft

L(vi) — L(v)

fiir jede Folge {v; 521, die in der durch das Skalarprodukt induzierten Norm
nach v konvergiert. Der Raum der stetigen linearen Funktionale auf H ist der

zu ‘H gehoérende Dualraum H*.

1.2.1 IniAquivalenz von Normen

FEin in unendlich-dimensionalen Rdumen neu auftretendes Phénomen ist die
Inéquivalenz von Normen. Zwei Normen ||.||; und ||.||2 auf einem Raum X heis-
sen dquivalent, falls positive, endliche Konstanten C; und Cs existieren, so dass

Cillzllr < [lzfl2 < Callz|ly

fiir alle z € X. Wenn also eine Folge bzgl. einer Norm konvergiert, konvergiert sie
auch bzgl. jeder dquivalenten Norm. In endich-dimensionalen Rdumen sind alle
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Normen #quivalent, so dass nicht fiir jede Konvergenz spezifiziert werden muss,
bzgl. welcher Norm die Konvergenz Giiltigkeit hat. In unendlich-dimensionalen
Riumen gilt die Aquivalenz der Normen nicht mehr! Konvergenz bzgl. einer be-
stimmten Norm impliziert also nicht die Konvergenz bzgl. jeder anderen Norm.
Dies fithrt dazu, dass bei der Formulierung von Sétzen in der Funktionalanalysis
haufig angegeben werden muss, bzgl. welcher Norm diese und jene Eigenschaft
Giiltigkeit hat. Besonders oft werden die Begriffe starke Konvergenz und schwa-
che Konvergenz verwendet.

Definition 1.5. Sei H ein Hilbertraum und {v;}32; eine unendliche Folge in H.
Dann konvergiert die Folge {v; };";1 stark gegen v € H, falls sie in der durch das

Skalarprodukt induzierten Norm konvergiert (Symbolisch: v; 5 v). Die Folge
{v;}52, konvergiert schwach gegen v € H, falls

lim L(v;) = L(v)

J—00

fiir alle L € H* (Symbolisch: v; > v).

1.2.2 Der Raum L*(R", dpu)
Die Raum LP(R™,du), p > 1, von Funktionen von R™ nach C sind definiert iiber
LP(R",dp) == {f : R" — C| f ist p-messbar und | f[P ist p-integrierbar}.

Es sind Vektorrdume. Um dies zu sehen, muss man zeigen, dass komple-
xe Linearkombinationen 1 f 4+ pog von Funktionen f,g € LP(R™,du) wie-
der in LP(R"™,du) liegen. Dies ist eine direkte Konsequenz der Ungleichung
la + b|P < 2P71(|a|P + |b|P). Auf LP(R™,du) definiert man die Norm

1/p
1= ([ 1617 a0 )

(die Dreiecksungleichung entspricht dann der Minkowski-Ungleichung, die aus
der Analysis-Vorlesung bekannt sein diirfte). Wir werden im folgenden fiir das
Mass dp meist das Lebesguesche Mass beniitzen und dieses mit dx bezeichnen.
Die Vektorrdume LP(R", du) sind vollstdndig in der Norm ||.||, und haben somit
die Struktur von Banachriumen. Alle diese Banachriume sind separierbar,
d.h., sie enthalten eine dichte (bzgl. der Norm ||.||,,) Teilmenge, die abzéhlbar ist.

Fiir uns wird nur der Raum L?(R", du) von Bedeutung sein, weil sich fiir diesen
das Skalarprodukt

()= [ o Fl@lg(o)

finden lisst, welches die Norm || f||2 iiber ||f||3 = (f, f) induziert. Der Banach-
raum L2(R™, dp) hat also die Struktur eines separierbaren Hilbertraums.

1.3 Operatoren

Sei H ein Hilbertraum (also z.B. H = L?(R",dz), wobei dz dem Lebesgue-
Mass entspricht). Wie eine reelle Funktion f : R — R ein Definitionsbereich
D(f) C R hat, hat eine Abbildung von H auf sich einen Definitionsbereich.
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Definition 1.6. Ein linearer Operator eines Hilbertraums H ist das Paar
(A,D(A)). Dabei bezeichnet A eine lineare Abbildung

A: DA —H, r— A,

und D(A) ist ein dichter linearer Unterraum in H. Der Raum D(A) heisst Defini-
tionsbereich von A. Sei (B, D(B)) ein zweiter linearer Operator auf H. Die Ope-
ratoren (A, D(A)) und (B, D(B)) sind gleich, symbolisch A = B, falls Ay = By
fiir alle ¢ € D(A) und D(A) = D(B).

Die hier beniitzte Schreibweise (A, D(A)) ist nicht iiblich und soll nur verdeut-
lichen, wie wichtig die Angabe des Definitionsbereichs eines Operators ist. Von
nun an werden wir aber (der Bequemlichkeit halber) nur noch in der Form
“A” auf den Operator (A, D(A)) verweisen. Des weiteren ist die Annahme, dass
D(A) dicht ist in H nicht Standard. In unserer Abhandlung wird diese Annahme
jedoch immer erfiillt sein.

Definition 1.7. Sei A ein linearer Operator auf einem Hilbertraum H. Der
Operator B heisst positiv, falls (¢, By) > 0 fir alle ¥ € H. Man beniitzt in
diesem Fall die Notation B > 0 und B < A, falls A — B > 0.

Definition 1.8. Der zu (A, D(A)) adjungierte Operator (A*, D(A*)) ist folgen-

dermassen definiert: Sei v € H ein Vektor, so dass

(¥, Ap) = (i, )

fiir alle ¢ € D(A). Die Menge der Vektoren ¢ € H fiir welche ein solches YpeH
existiert, bilden den Definitionsbereich D(A*) des adjungierten Operators A*.
Auf D(A*) ist A* iiber }

A =9
definiert. Dieser Operator ist eindeutig.

Nun folgen die Begriffe “Hermitesch” und “selbstadjungiert”, deren Definitionen
(anders als im endlich-dimensionalen) sich unterscheiden.

Definition 1.9. Ein Operator (A4, D(A)) ist Hermitesch, falls

(9, Avp) = (A, 1)

fiir alle ¢, € D(A), d.h. A*¢ = A¢ fiir alle ¢ € D(A). Ein Operator (B, D(B))
ist selbstadjungiert, falls B Hermitesch ist und D(B) = D(B*). Ein Operator T'
heisst normal, falls

Tr*=T*T
erfiillt ist.

Wir bemerken, dass jeder selbstadjungierte Operator Hermitesch ist, die Umkeh-
rung im Allgemeinen aber falsch ist. So ist der Impulsoperator aus den folgenden
Beispielen zwar Hermitesch aber nicht selbstadjungiert. Jeder selbstadjungierte
Operator ist normal.

Beispiel 1.6. Der Ortsoperator x (siche nichstes Kapitel) eines Teilchens mit
Konfigurationsraum R ist der Operator “Multiplikation mit z” auf L?(R, dx),

(@) (x) ==z - P(x)
fiir alle € R. Es lisst sich zeigen, dass D(x) dicht liegt in H.
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Beispiel 1.7. Der Impulsoperator p (siehe nichstes Kapitel) eines Teilchens
mit Konfigurationsraum R ist der Operator ?a% auf L?(R, dz). Der zugehorige
maximale Definitionsbereich ist

D(p) = {¢ € L*(R,dx) | ¢ € L*(R,dx)}.

Beispiel 1.8. Der betrachtete Hilbertraum sei L?([0, 1], dz) und wir setzen als
Nebenbedingung, dass ¢ (0) = (1) = 0. Der Definitionsbereichs dieses Opera-
tors ist somit

D(p) = {v € L*([0,1],dz) | ¢ € L*([0,1], dz) und 4(0) = (1) = 0}.

h

Der Impulsoperator p = 7 % ist Hermitesch, weil

(600) = 000} = [ dwB@pi(o) = pia)ila) = FGulh =0,

Des weiteren zeigt diese Rechnung, dass D(p) C D(p*), da beispielsweise jede
konstante Funktion ¢ = ¢,c¢ > 0 in D(p*) aber nicht in D(p) liegt.

Definition 1.10. Die Operatornorm || A|| eines Operators A ist definiert durch

A4

All = .
I41:= s Tl

Ein Operator heisst beschrinkt, falls seine Norm beschrankt ist, d.h. ||A]| < oco.
Andernfalls heisst A unbeschrinkt. Den Raum der beschréinkten Operatoren
bezeichnen wir mit B(H).

Beachte, dass beschrinkte Operatoren (A, D(A)) auf dem gesamten Hilbertraum
definiert werden kénnen, d.h. D(A) = H.

Viele mathematische Probleme in der Quantenmechanik rithren daher, dass auf-
tretende Operatoren unbeschriankt sind. Beispiele sind der Ortsoperator z und
der Impulsoperator p.

Definition 1.11. Ein beschriankter linearer Operator von einem Banachraum
in einen anderen heisst Isomorphismus, falls er bijektiv und stetig ist und eine
stetige Inverse hat. Falls zusitzich die Norm erhalten ist, ist dieser Operator ein
sog. tsometrischer Isomorphismus.

Definition 1.12. Zwei Hilbertraume H; und Hs sind isomorph, falls ein linea-
rer Operator U existiert der H; surjektiv auf Hsy abbildet mit der Eigenschaft

<U1'7 Uy>’}—(2 = <£L’, y>'H1
fiir alle z,y € H;y. In diesem Fall ist U ein unitdrer Operator.

Allgemeine quantenmechanische Zustéinde kénnen durch sog. kompakte Opera-
toren dargestellt werden.

Definition 1.13. Ein beschrinkter Operator T : H — H heisst kompakt, falls
die Folge {T4n },, fiir jede beschrinkte Folge {t,, },, eine in H konvergente Teil-
folge enthélt.
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Theorem 1.3.1 (Hilbert-Schmidt Theorem). Sei A ein kompakter, selbstad-
jungierter Operator auf einem Hilbertraum H. Dann gilt: es existiert ein VONS
{¥n}n in H, so dass

Awn = )\n’(/)nv

wobei A\, — 0 fiir n — oo.

Beweis: siche Seite 203 in [Reed80]. Zum Schluss noch einen Satz auf welchen
wir im Rahmen der Streutheorie verweisen werden.

Satz 1.2 (Neumann Reihen). Sei T ein Operator mit der Eigenschaft || > || 7|
(Operatornorm). Dann gilt:

N
1 1 T\*
o7 = (1 2(3))
oA (12 (3) )
k=1
wobei die Konvergenz bzgl. der Operatornorm verstanden werden muss.

1.3.1 Konvergenzbegriffe fiir Operatoren

Im Abschnitt iiber Hilbertrdume haben wir gelernt, dass zwei Normen auf
unendlich-dimensionalen Rdumen im Allgemeinen nicht &quivalent sind. Der
(Banach-)Raum L(H) der linearen Operatoren von einem Hilbertraum H auf
sich ist ein Beispiel eines unendlich-dimensionalen Raums. Folglich ist fiir jede
Konvergenz zu spezifizieren bzgl. welcher Norm die Konvergenz formuliert ist.
Wir geben nun die drei héufigsten Konvergenz-Begriffe im Raum L£(H) an.

Definition 1.14. Drei héufig verwendete Konvergenz-Begriffe fiir Folgen im
Banachraum L(H):

(i) Unter Konvergenz in der Operatornorm verstehen wir die Konvergenz
bzgl. der Norm
T
w0 [[¥ln

(ii) Eine Folge von linearen Operatoren {71}, },, konvergiert stark (symbolisch:
T, = T oder s-lim,, .o T}, = T) gegen T, falls

[Tt = Tl — 0
fiir alle ¢ € H.

(iii) Eine Folge von linearen Operatoren {T),},, konvergiert schwach (symbo-
lisch: T}, < T oder w-lim,, T}, = T) gegen T, falls

H(Tnyp) = U(TY)[ = 0

fir alle ¢ € H und fiir alle [ € H*. Da H ein Hilbertraum ist, bedeutet
T, % T, dass alle Matrixelemente (¢, T},%)) gegen (¢, T)) konvergieren.
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1.3.2 Das Stonesche Theorem

Definition 1.15. Eine Familie von Operatoren {U(t)}:cr heisst stark-stetige,
1-parametrige, unitdre Gruppe auf H, falls

(i) Der Operator U(t) ist unitér fiir alle ¢ € R (Unitaritét).
(ii) U(t+ s) =U(t)U(s) fiir alle s,t € R (1-parametrige Gruppe).
(iii) U(t) = U(ty) fiir t — to (Stark-Stetigkeit).

Wie das spéter folgende Spektraltheorem ist das Stonesche Theorem von zen-
traler Bedeutung fiir die Quantenmechanik. Insbesondere wird es in unserer
Begriindung fiir die Schrodinger Gleichung eine zentrale Rolle einnehmen.

Theorem 1.3.2 (Stone). (I) Sei A ein selbstadjungierter Operator auf H und
U(t) := e ™A, Dann gilt:

(1) U(t) ist unitir Vt € (R) und fir alle Zeiten t, s gilt:

UMU(s) = Ut +s).

(i) U(t) ist stark stetig in t.

(iii) Fiir alle ¢ € D(A) gilt:

und somit:

(iv) Falls

ezistiert, dann ist ¢ € D(A).

(IT) Sei {U(t)}ier eine stark-stetige, 1-parametrige, unitire Gruppe auf H.
Dann ezistiert ein selbstadjungierter Operator A auf H mit der Eigenschaft,
dass

U(t) == e 4,
fiir alle t € R.

1.4 Fourier Transformation

Fouriertransformationen sind ein essentielles Werkzeug fiir die Behandlung
quantenmechanischer Systeme. Ziel dieses Abschnitts ist es, die grundlegend-
sten Eigenschaften von Fouriertransformationen in Erinnerung zu rufen. Der
Nutzen von Fouriertransformationen liegt darin begriindet, dass sie es erlauben
die Operationen Ableitung und Faltung in Multiplikationsoperatoren zu verwan-
deln. Im folgenden bezeichnet S(R™) den Schwartz-Raum iiber R™, und &’ (R™)
bezeichnet den zu S(R™) dualen Raum.
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Definition 1.16. Sei f € S(R"). Die Fourier Transformation f von f ist

definiert durch )
fk) = ———— —Exkf(x)d
700 = s [ PR r ) i,
wobei x-k = Y"1 x;k;. Die inverse Fourier Transformation f von f ist definiert

durch
. 1

=—— enxk .
00 = s [ e ) i

Theorem 1.4.1 (Fourier Theorem). Die Fourier Transformation ist eine linea-
re Bijektion von S(R™) nach S(R™). Die zur Fourier Transformation inverse
Abbildung ist die inverse Fourier Transformation, d.h.

f=r=r

(Beweis: [Reed80] Seite 320.) Die Fourier Transformation kann fiir Funktio-
nen definiert werden, fiir welche die zuvor definierten Integrale gar keinen Sinn
ergeben; sie lédsst sich auf grossere Rdume von Funktionen erweitern. Insbeson-
dere existiert eine Erweiterung der Fourier Transformation fiir Funktionen in
L?*(R",dz). Damit wird die Fourier Transformation zu einem zentralen Werk-
zeug in der Quantenmechanik. Da die definierenden Integrale fiir L?-Funktionen
nicht definiert sein miissen, muss man die Fourier Transformation als Grenzwert
von L'-Funktionen definieren. All dies ist Inhalt des folgenden Theorems.

Theorem 1.4.2 (Plancherel Theorem). Die Fourier Transformation kann von
S(R") auf eindeutige Art und Weise zu einer unitiren Abbildung von L?(R™, dz)
auf L*(R",dx) erweitert werden. Die inverse Fourier Transformation wird
zur Adjungierten der Fourier Transformation. Zur expliziten Berechnung der
Fourier Transformation von Funktionen f in L?*(R™,dx) konstruiert man in
LY(R™,dx) eine Folge {f,} von Funktionen, die in der Norm ||.||2 gegen f kon-
vergiert. Die Fourier Transformation der Funktion f ist dann der ||.||2-Limes
der Folge {f,}.

(Beweis: [Reed80] Seite 327.) Zur expliziten Berechnung der Fourier Transfor-
mation einer L2-Funktion f benétigen wir also eine Folge von L'-Funktionen,
die in der Norm ||.||2 gegen f konvergiert. Konkret kann dies in der Form

2 T 1 —%x~k x) dx
Jk) = lim (2rh)n/2 /|9C|§R € () dx.

realisiert werden, wobei “lim” der Limes in der ||.||2-Norm bedeutet. (Beachte,
dass fiir jede L?2-Funktion f die Funktion

fr(%) = x(x<rip £ (%)

eine L'-Funktion ist, die im Limes R — oo gegen f konvergiert.)
Die Fualtung zweier Funktionen f und g auf R” ist definiert durch
(F29)00 = [ dy fix = y)gy).

Weitere Eigenschaften der Fourier Transformation:
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Im Rahmen der Streutheorie werden wir auf das Riemann-Lebesgue Lemma
verweisen:

Theorem 1.4.3 (Riemann-Lebesgue Lemma). Die Fourier Transformation
kann von S(R™) auf eindeutige Art und Weise zu einer beschrinkten Abbildung
von LY(R™, dx) nach Coo (R™) (d.h. die stetigen Funktionen, die im Unendlichen
verschwinden) erweitert werden.

(Beweis: [Reed80] Seite 327.)

1.5 Direkte Summen und Tensorprodukte

In diesem Abschnitt beschreiben wir, wie man aus zwei Hilbertraumen H; und
‘H> neue Hilbertriume konstruieren kann.

Definition 1.17. Seien H; und Hs zwei Hilbertraume. Die direkte Summe
H1 @ Ho ist die Menge aller Paare (z,y) mit € H; und y € Hsy. Diese Menge
wird zu einem Hilbertraum, wenn wir das Skalarprodukt geméss

((x1,91), (T2,92)) == (x1, T2) 1, + (W1, Y2)H,
definieren.

Es gibt verschiedene Varianten das Tensorprodukt einzufiihren (in der linearen
Algebra wird es héufig mit Hilfe der sog. universellen Eigenschaft definiert).
Wir wéhlen hier einen sehr direkten Zugang.

Seien ‘H; und Hso zwei Hilbertrdume und ¢; € H; und ¢ € Hsy. Dann definieren
wir das Symbol ¢1 ® ¢2 als die bilineare Form

&1 ® P2(11,102) 1= (Y1, d1) (Y2, P2)

auf Hq x Hsy. Weiter definieren wir den linearen Raum V' als den Raum der
endlichen Linearkombinationen von Elementen aus {¢1 ®¢a | ¢1 € Hi, 2 € Ha}.
Auf V lésst sich durch lineare Erweiterung der Definition

<Oé Y ﬁv 7 ® 6> = <a7rY>'H1 <ﬁa 6>H2
ein Skalarprodukt auf V definieren.

Definition 1.18. Das Tensorprodukt Hi ® Hs ist die Vervollstindigung des
soeben eingefiihrten Vektorraums V in der durch das Skalarprodukt definierten
Norm.
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Wenn {9}, und {¢;}; VONS in H; und H, sind, so realisiert {¢; ® ¢}, ; ein
VONS in H; ® Hs. Des weiteren ist die Operation “®” bilinear:

(1) (p1+¢2) @Y =d1 @Y+ g2 ® Y,
(i) () ® ¢ =A@ ),
(iii) ¢ ® (Y1 +1h2) = ¢ @Y1+ d @ o,
(iv) ¢ ® (M) = Mo ® V).

Fiir die Rdume quadratintegrabler Funktionen gilt der folgende Satz, der fiir
die Quantenmechanik zusammengesetzter Systeme und fiir die Behandlung von
Teilchen mit Spin von grosser Bedeutung ist.

Satz 1.3. Fiir die R4ume quadratintegrabler Funktionen iiber den Massrdumen
(My, 1) und (Ma, po) gilt:

(i) Es existiert ein eindeutiger unitdrer Isomorphismus von L?(Mi, ;) ®
L(Ms, p2) mach L*(My x My, j11 @ piz), so dass f(2) @ g(y) — f(2)g(y).

(ii) Es existiert ein eindeutiger unitiirer Isomorphismus von L?(My, py) ® C™
nach

m

@LQ(MD ,ul)a
k=1

so dass f(z)® g — f(x)g.
(Beweis: [Reed80] Seite 52.)

Definition 1.19. Seien H1, Ho Hilbertraume, {¢;}; C Hi, {¢x}r C Ha VONS
und A; € B(Hi1), A2 € B(Hz) beschriankte Operatoren. Dann ist das Tensor-
produkt A; ® A, ein linearer Operator auf H; ® Hso, der durch

(A1 @ Ao) | Y cidi @by | =D cij (Argi) @ (Aay)).-
1,5 ,J
definiert wird.
Der Operator A; ® A, ist beschrinkt,
[A1 ® Azl = [|Ax]l - [ Az
in der Operatornorm, und

(41 ® Ag)" = A} ® Al

1.6 Bemerkungen zum Spektraltheorem

Das Spektraltheorem wird uns eine vollstindige Beschreibung aller selbstad-
jungierter Operatoren liefern. Der Fakt, dass die Observablen in der Quan-
tenmechanik als selbstadjungierte Operatoren dargestellt werden, und dass die
experimentellen Messwerte mit Elementen des Spektrums dieser selbstadjun-
gierten Operatoren iibereinstimmen, unterstreicht die Wichtigkeit des Spektral-
theorems fiir die Quantenmechanik. Es existieren zahlreiche Moéglichkeiten das
Spektraltheorem zu formulieren. Wir liefern hier nur eine davon, fiir welche wir
projektorwertige Masse einfiithren miissen.
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1.6.1 Projektorwertige Masse und Integration

Im vorliegenden Abschnitt erkldren wir, wie man eine Funktion bzgl. einem sog.
projektorwertigen Mass integriert. Wie im Falle der iiblichen Integration ist
dieses Integral {iber den Limes einer Folge von integrierten Elementarfunktio-
nen definiert. Dabei beschriankt sich die Beschreibung auf den Fall beschréankter
Operatoren. Die Idee hinter der spektralen Darstellung unbeschrankter Opera-
toren ist dieselbe. Die tatséichliche Diskussion unbeschrinkter Operatoren ist
aber mathematisch subtiler und findet hier keinen Platz.

Definition 1.20. Ein Projektor S ist ein linearer Operator mit der Eigenschaft
S? = S. Ein Projektor S ist ein orthogonaler Projektor, falls zusitzlich S = S*
gilt.

Fiir die Operatornorm eines Projektors gilt offenbar ||S|| = 1, ausser wenn
S =0.

Definition 1.21. Sei A eine o-Algebra auf R. Ein projektorwertiges Mass P
ist eine Abbildung
P: A—B(H), P: A— P,

welche die folgenden Eigenschaften aufweist:
(1) Pi = Pa, P{ = P fiir alle A € A,
(i) Pp =0, PA—(—q,q) = [ fiir ein a € R,

(ili) Essei A =, A, mit A; NA; =0 fiir i # j. Dann gilt: die Summe aller
Operatoren Pa,, konvergiert in der Operatornorm gegen Pa:

N
Pa= lim Y Pa,.
N—oo
n=1

Beachte, wie sehr die Definition der projektorwertigen Masse der Definition des
iiblichen Mass-Begriffs gleicht. Aus den Eigenschaften projektorwertiger Masse
lasst sich die Identitét

Pa, Pa, = Pa,na,

ableiten. Des weiteren wird iiber jedes projektorwertige Mass P und iiber jeden
normierten Vektor ¢ € H ein Wahrscheinlichkeitsmass auf R definiert:

A — (¢, Pag)

Eine naheliegende Frage ist, ob es moglich ist eine Funktion f bzgl. einem pro-
jektorwertigen Mass zu integrieren. Dies ist in der Tat der Fall. Das Resultat
ist ein Operator auf H, der mit dem Symbol

/fdP

bezeichnet wird. Dieses Symbol definiert man nahezu gleich wie im Falle der
iiblichen Integration. Man benétigt dazu aber die Definition der Norm ||.|ess:
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Definition 1.22. Sei A eine o-Algebra auf R, P ein projektorwertiges Mass, f
eine reellwertige, A-messbare Funktion, N die Familie derjenigen offenen Men-
gen D C R mit der Eigenschaft, dass Pr-1py = 0, und 7" := [Jpcy D C R.
Dann ist der wesentliche Wertebereich von f die Menge R\T. Die Funktion f
heisst wesentlich beschrdnkt, falls der wesentliche Wertebereich von f beschrinkt
ist. In diesem Fall existiert das wesentliche Supremum || f||ess von f, das iiber

I/ lless := sup{|A] € R| A liegt im wesentlichen Wertebereich von f}.

Das wesentliche Suprenum ist eine Norm fiir die Funktionen f.

Streng genommen ist ||.|less €rst dann eine Norm, wenn man Funktionen f und
g identifiziert, falls f = g + h mit ||h]less = 0. Darauf gehen wir aber nicht
weiter ein. Wir haben die Grosse || f|ess mit “ess” indiziert, weil der wesentliche
Wertebereich im Englischen “essential range” heisst.

Nehme nun an, die Funktion f sei eine Funktion von R nach R, und dass wir
iiber eine Menge X C R integrieren mochten. In einem ersten Schritt definieren

wir
| f(z), falls f(x)>0
Jela):= { 0, sonst

und
f(z) = { —f(x), falls f(x) <0

0, sonst.

Demnach gilt: f = fi — f_, wobei f; und f_ nicht-negative Funktionen sind.

Nun definiert man
/ fdP::/ f+dP—/ f_dP.
X X X

Als n#chstes sollte also das Integral nicht-negativer g Funktionen definiert wer-
den. Fiir jede nicht-negative Funktion g existiert eine Folge {gx }» von Elemen-
tarfunktionen, die in der ||.||ess-Norm gegen g konvergiert. Das Integral ist dann

definiert als
/ gdP := lim gr dP
X k—oo X

(Konvergenz bzgl. der Operatornorm), wobei
k
/ g dP = Z g(A)PA
X Aec

fir

k
gk = Z Q(A)XA
AeC

(C bezeichnet die zur Elementarfunktion g(¥) gehérende Partition von R).

1.6.2 Die Definition des Spektrums

Definition 1.23. Sei T eine linearer Operator auf einem Hilbertraum H. Dann
gilt: Das Spektrum o(T) von T ist die Menge

o(T) = C\p(T)
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wobei
p(T) :={\ € C|T — Al ist eine Bijektion, deren Inverse beschrankt ist}.

Typischerweise ist eine der folgenden Eigenschaften eines Operators T dafiir
verantwortlich, dass 7' — A nicht invertierbar ist (d.h. kein beschrénkter inverser
Operator zu T — \ existiert):

(i) Die Gleichung (T — A)®) = 0 hat eine Losung ¢ # 0 in H. In diesem Fall
nennt man v eine Figenvektor von T zum FEigenwert .

(ii) Die Gleichung (T'—A)y = 0 hat “beinahe” eine Losung ¢ # 0 in H in dem
Sinn, dass eine Weyl-Folge (sieche nachfolgende Definition) {¢,,}32, C H
fiir T und A existiert.

Definition 1.24 (Weyl Folge). Sei T ein selbstadjungierter, Schrédingerscher
Operator und E € o(T) beliebig. Dann ist eine Folge {1, }52, eine Weyl Folge
zu T fir A € o(T), falls

[¥ull = 1, Vn
/ . |Yn(x)|?d?z — 0, fiirn— oo, VR < oo
" T = Nvull — 0, fiir n— oo, (1.1)
Definition 1.25. Das Punktspektrum eines Operators T ist die Menge
op(T) = {X € C| A ist ein isolierter Eigenwert endlicher Multiplizitdt}, (1.2)

wobei ein Eigenwert A isoliert ist, falls eine offene Umgebung A € C existiert,
die keine weiteren Eigenwerte enthélt. Die Multiplizitit eines Eigenwerts ist die
Dimension des Kerns der Abbildung (7" — ).

Mit Hilfe des weiter unten folgenden Spektraltheorems lésst sich zeigen, dass
jedes isolierte Element des Spektrums (d.h. es existiert eine offene Umgebung
diese Elements, die keine weiteren Elemente des Spektrums enthilt) ein Eigen-
wert ist.

Definition 1.26. Das kontinuierliche Spektrum eines Operators T ist die Menge
0.(T) = {) € C| Es existiert eine Weyl-Folge fiir T und A}. (1.3)
Satz 1.4 (Weyl Kriterium). Sei T ein selbstadjungierter Operator. Dann gilt:
o(T) = o,(T) Uo.(T). (1.4)

Die Zerlegung des Spektrums ist im allgemeinen nicht disjunkt.

Das Spektrum ist im unendlich-dimensionalen Fall sehr viel schwieriger zu ver-
stehen als im endlich-dimensionalen Fall: Im endlich-dimensionalen Fall besteht
das Spektrum ausschliesslich aus Eigenwerten, d.h. fiir jede Zahl A € o(7T') exi-
stiert ein Vektor v € C™, so dass

Tv = A\v.

Dies trifft im unendlich-dimensionalen Fall nicht mehr zu! Natiirlich gilt, dass
jeder Eigenwert des Operators T im Spektrum o(7') liegt. Die Aussage, dass
jedes Element des Spektrums ein Eigenwert ist, ist jedoch falsch.
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Beispiel 1.9. Auf dem Folgenraum [s definieren wir den Operator T als
T(LL'17 T2,T3, ) = (0, r1,X2,T3, )

Der Operator T verschiebt also alle Folgenglieder um eine Position nach rechts.
Dieser Operator hat keine Eigenwerte. Sein Spektrum ist jedoch nicht-leer:

o(T)={XAeC||N <1}
Diese Behauptungen werden in den Ubungen bewiesen.
Das Spektrum eines selbstadjungierten Operators S ist reell:
o(S) CR.
Das Spektrum eines unitéiren Operators U liegt auf dem Einheitskreis in C:
o(U)c{zeC||z| =1}.

Satz 1.5. Das Spektrum eines kompakten Operators besteht aus abzdhlbar-
vielen nicht-verschwindenden Eigenwerten endlicher Multiplizitdt und der Zahl
0 (immer ein Element des Spektrums), die kein Eigenwert zu sein braucht. Falls
doch, muss dieser Eigenwert A = 0 nicht gezwungenermassen endliche Multipli-
zitét haben.

Dieser Satz ist eine Konsequenz des Hilbert-Schmidt Theorems.

1.6.3 Das Spektraltheorem

Nun sind wir in der Lage das fiir die Quantenmechanik fundamentale Spek-
traltheorem zu formulieren. Eine Einfithrung in die Spektraltheorie findet sich
beispielsweise in [Rudin73].

Theorem 1.6.1 (Spektraltheorem). Jeder selbstadjungierte Operator A auf ei-

nem Hilbertraum H bestimmt ein projektorwertiges Mass PéA), die sog. spek-
tralen Projektoren, mit der Eigenschaft, dass

A= / AdP@.
R

Dieses Theorem versetzt uns in die Lage Funktionen von selbstadjungierten
Operatoren zu bilden, beinahe als ob diese skalare Grossen wéren: Sei g eine
messbare Funktion von R nach R. Dann gilt:

o(4) = [ g dPe, P — P

und
g(A)" =g(A).
Seien g; und go Funktionen von R nach R. Dann gilt:
(91 92)(A) = g1(A) - g2(A).

Weiter gilt:
B = gl(A) + igg(A)

ist auf ganz D(A) definiert und vertauscht mit seiner Adjungierten

B* = g1(A) —ig2(A).
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Beispiel 1.10. Sei A ein selbstadjungierter Operator. Dann gilt:
e = cos(tA) + isin(tA)

und A ‘
(e”A)* = cos(tA) —isin(tA) = e "4,

Wir nennen ein projektorwertiges Mass P absolut-stetig, falls das auf R indu-
zierte Wahrscheinlichkeitsmass

absolut-stetig ist. (Die Mengen A sind Elemente der o-Algebra A {iber R bzgl.
derer das projektorwertige Mass definiert ist.) Das projektorwertige Mass P
heisst singuldr-stetig, falls das auf R induzierte Wahrscheinlichkeitsmass sin-
gulér-stetig ist. Nun kommen wir zum Analogon des Lebesgueschen Zerlegungs-
satzes fiir Spektralmasse selbstadjungierter Operatoren.

Satz 1.6. Sei A ein selbstadjungierter Operator auf einem separablem Hilbert-
raum H. Dann existiert

(i) eine Familie orthogonaler Projektoren {P,}N_;, 0 < n < oo, so dass
P, P,, =0 fiir n #m und

(ii) reelle Zahlen {\,}2_;, so dass —0o < A; < Ag < ... < Ay < 00,
(iii) und projektorwertige Masse P>¢ und P%°

mit der Eigenschaft

N
A:;)\npn—i—/R/\dPac—&—/R)\dP“.

(Notation wie im Lebesgueschen Zerlegungssatz). Fiir Rechnungen in der Quan-
tenmechanik ist P*¢ = 0. Die Bilder der Projektoren Zﬁle P,, P3¢ und PX° sind
orthogonal zueinander. Die Zahlen {\,})_, sind die Eigenwerte von A. Man
sagt, dass ein Eigenwert A, k-fach entartet ist, falls das Bild des Projektors P,
k-dimensional ist.

1.7 Algebren

Wir beginnen mit der Repetition der Definition von Algebren und gehen dann
direkt iiber zur Definition von *-Algebren und C*-Algebren. Die algebraische
Struktur, die ihrerseits eine Verschéirfung der Vektorraum-Struktur ist, wird
weiter prézisiert. In einem ersten Schritt geht man von der Existenz einer Ab-
bildung aus, die man Konjugation nennt. Es entsteht eine *—Algebra. In einem
zweiten Schritt kombiniert man diese *-algebraische Struktur mit derjenigen ei-
nes Banachraums. Es muss hier betont werden, dass die Theorie hinter diesen
Begriffen sehr tief ist. Wir fithren hier nur die Definitionen ein.
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Definition 1.27 (Algebra). Eine Algebra A ist ein Vektorraum mit einer Ab-
bildung A x A — A, die man Multiplikation nennt und folgende Eigenschaften
erfiillen muss:

(i) a(b+c) =ab+ ac

(ii) (ab)c = a(bc)

(iii) a(Ab) = Aab
)

(iv) Es existiert ein Einselement I fiir die Multiplikation, d.h. ol = Ia = a fiir
alle a € A.

fiir alle a,b,c € A und alle A € C.

Das Beispiel fiir alle Definitionen dieses Abschnitts ist der Vektorraum M, (C)
der komplexen (n x n)-Matrizen. Dieser wird mit der Matrixmultiplikation zu
einer Algebra.

Definition 1.28. Eine *— Algebra ist eine Algebra A zusammen mit einer Ab-
bildung A — A, die man Konjugation nennt und folgende Eigenschaften erfiillen
muss:

(i) (ab)* = b*a*

(i) (a+0b)* =a* +b*
(iii) (\a)* = \a*

(iv) a** =a

fiir alle a,b € A und alle A € C. Das Element a* nennt man die Adjungierte zu
a.

Die Algebra M, (C) bildet mit der Definition S* := 5" der Konjugation eine
*—Algebra.

Ein Element a einer x—Algebra A heisst normal, falls aa™ = a*a, Hermitesch,
falls a = a*, unitdir falls aa* = a*a = I und positiv, falls a = bb* fiir ein b € A.
Element a ist die Inverse von b, falls ab = ba = I (Notation: a = b~1).

Definition 1.29. Eine C*—Algebra ist eine *-Algebra und ein Banachraum
deren Elemente die folgenden Forderungen erfiillen:

(i) [labll < flallf|®]

(i) fla*[] = ol
(iif) [laa®]| = flafflla* |
(iv) [T} =1

fiir alle a,b € A und alle A\ € C. Das Element a* nennt man die Adjungierte
Zu a.

Die Algebra M,,(C) der komplexen n x n-Matrizen ist bzgl. der Operatornorm
ein vollstéindiger Raum und bildet eine C*—Algebra.
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Definition 1.30. Das Spektrum eines Elements a einer Algebra W ist die
Menge
o(a) :={z € C|(a—z)"" existiert nicht in W}.

Fiir das Spektrum von Elementen « einer *-Algebra priift man leicht nach, dass

o(a*) =o(a).

Fiir Hermitesche Elemente h folgt somit
o(h) CR.

Fiir positive Elemente p gilt
o(p) >0

(der Beweis dieser Eigenschaft ist aufwendiger).

1.8 Spur, Spurklasse, Hilbert-Schmidt Operato-
ren

Der in Kiirze definierte Begriff der Spur verallgemeinert die Definition der Spur
auf endlich-dimensionalen Réumen (Summe der Diagonalelemente). Zur Defini-
tion gehen wir dhnlich vor wie bei der Definition des Integrals einer Funktion:
wir definieren die Spur erst fiir positive Operatoren. Zumindest selbstadjungierte
Operatoren C lassen sich mit Hilfe des Spektraltheorems in einen positiven und
einen negativen Teil C'y und C_ aufspalten. Fiir die Spur des selbstadjungierten
Operators C gilt dann tr C' = tr C; —tr C_, wie man sich dies von der Definition
des Integrals gewohnt ist. Die Die Familie derjenigen linearen Operatoren A, fiir
welche tr|A4| < oo (JA] := VA*A) gilt, fasst man unter dem Begriff Spurklas-
se J zusammen. Die Spurklasse [J; entspricht somit dem Raum L!(R™, u1). Die
Spur tr (.) realisiert auf 7; ein lineares Funktional. Dieses entspricht der linearen
Abbildung, die das Integral auf L'(R", ;1) realisiert. Nach der Darstellung von
Eigenschaften der Spurklasse folgt die Betrachtung des Raumes der Hilbert-
Schmidt Operatoren, der dem Raum L?(R™,du) entspricht, und der mit der
Struktur eines Hilbertraums versehen werden kann. Sémtliche Beweise konnen
in Abschnitt VI.6 in [Reed80] nachgeschlagen werden.

Definition 1.31. Sei H ein separabler Hilbertraum und {4 }7°; ein VONS in
‘H. Fiir jeden positiven linearen Operator A definieren wir

trA:= Z@/}k’ Ay).

k=1
Die im allgemeinen komplexe Zahl tr A heisst Spur von A.

Fiir positive Operatoren gilt: Die Spur ist unabhéngig von der Wahl des VONS,
die Spur ist linear,

tr ()\1141 + )\QAQ) = A\itr Ay + Aatr Aq

(A1, A2 > 0), die Spur ist invariant unter der Konjugation mit unitérer Opera-
toren U,
tr (UAU™Y) = tr A,
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und 0 < A < B impliziert
trA < tr B.

Definition 1.32. Die Familie der linearen Operatoren A mit der Eigenschaft
tr|A| < oo nennt man Spurklasse J.

Theorem 1.8.1. Sei A € 1 und B ein allgemeiner linearer Operator. Dann
gilt:

(i) T ist ein Vektorraum.

(ii) AB € Jy und BA € Ji, d.h. Jy ist ein Ideal im Raum der linearen
Operatoren.

(iii) A* € Ji.
(iv) trA* =trA.
(v) trAB = tr BA.

(vi) ||A|lx := tr|A| definiert eine Norm auf Jy bzgl. derer Jy wvollstindig ist.
Der Raum J; bildet mit dieser Norm also einen Banachraum.

Fiir Operatoren der Spurklasse ldsst sich die sog. partielle Spur definieren, die
man beniitzt, um den Zustand von Teilsystemen zu ermitteln.

Definition 1.33. Seien H 4, Hp separable Hilbertrdume und R, S Operatoren
der Spurklasse auf H 4 resp. Hp. Dann ist die partielle Spur trg des Operators
R ® S bzgl. dem Hilbertraum Hp definiert als

trB(R®S)=R®trBS.

Die Definition der partielle Spur allgemeiner linearer Operatoren der Spurklasse
auf Ha ® Hp folgt dann iiber lineare Erweiterung dieser Operation.

Soviel zur Spurklasse. Nun gehen wir iiber zur Diskussion des Raumes der
Hilbert-Schmidt Operatoren J», der dem Raum L?(R™,du) entspricht. Wie im
Fall von L?(R", du) lisst sich fiir den Raum J ein Skalarprodukt finden, so
dass Js zu einem Hilbertraum wird.

Definition 1.34. Ein linearer Operator heisst Hilbert-Schmidt, falls tr T*T <
oo. Der Raum der Hilbert-Schmidt Operatoren wird mit /> bezeichnet.

Theorem 1.8.2. Sei A, B € J> und C ein allgemeiner linearer Operator. Dann
qgilt:

(i) J2 ist ein Vektorraum.

(ii) AC € Jo und CA € Jo, d.h. Jo ist ein Ideal im Raum der linearen
Operatoren.

(iii) A* € Jo.
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(iv) Sei {1y}, ein VONS in H. Dann gilt: Bzgl. dem Skalarprodukt

1

(A, B)y = tr(A*B) = > (iby, A" Bujy,)
k=

und der dadurch induzierten Norm ||Alls := /tr(A*A) ist T ein Hilbert-

raum.

(v) Die Definition des Skalarprodukts (.,.)s ist unabhdngig vom gewdihlten
VONS.

(vi) Jh C T2
(vii) Alle Operatoren in Jy sind kompakte Operatoren.

Das unter Punkt (iv) eingefiihrte Skalarprodukt ist endlich, weil die rechte Seite
von

2(A,B) =(A+B,A+ B) — (A, A) — (B, B)
fiir A, B € J5 endlich ist.

1.9 Die bra-ket Notation

Es folgt eine kurze Schilderung einer Variante von Diracs bra-ket Notation. Dazu
identifiziert man jeden Vektor ¢ € H mit einer linearen Abbildung |¢) (genannt
ket) von C nach H definiert durch

[v): C—>H, a— a-1.

Die Adjungierte |¢)* wird mit dem Symbol (1| bezeichnet (genannt bra). Die
Abbildung (¢ ist also die lineare Abbildung

(W : H—C, ¢~ (¢,9)

(¢ € H) und damit ein Element des Dualraums H*. Die Komposition (1| o |¢)
ist also die Abbildung C — C,a — (¥, @) - a, was dazu fiihrt, dass man die Zahl
(1, ¢) € C mit der konstanten Abbildung (¢||¢) identifiziert:

(¥19) := (¥ll¢) = (¢, ¢) € C.

Andererseits ist die Komposition [1) o (¢| := |[¢){¢| eine Abbildung von H auf
sich selbst (oder allgemeiner von H; nach Ho, falls ¢ € H; und ¢ € Hy). Jede
lineare Abbildung S kann formal in der Form

5= 3016 (o]

geschrieben werden. Sei {7;}; ein VONS in H. In diesem Fall ist es iiblich die
Identitat auf H formal in der Form

I= Z|¢j><¢j|

darzustellen.
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Kapitel 2

Die grundlegende Struktur

Ziel dieses Kapitels ist die Beschreibung der heutzutage iiblichen Form der
Quantenmechanik spinloser Punktteilchen. Wir beginnen dafiir mit einer kurz-
en Repetition der klassischen Mechanik, um die Parallelen zwischen der Theorie
hinter der klassischen Mechanik und der Theorie hinter der Quantenmechanik
zu betonen. Diese Parallelen sind durchaus kein Zufall, da die klassische Theorie
aus der quantenmechanischen Theorie hervorgehen muss, und weil sich die Er-
finder der Quantenmechanik stark von Analogien mit der klassischen Mechanik
leiten liessen. Wir wollen diese Parallelen nutzen, um eine gewisse Motivation
fir die mathematische Struktur der Quantenmechanik zu liefern. Dabei gehen
wir von zwei grundlegenden Annahmen aus:

(i) Die Mathematische Struktur der Quantenmechanik ist die Verallgemei-
nerung der mathematischen Struktur der klassischen Mechanik (abelsche
C*-Algebra, Zustinde als positive, normierte, lineare Funktionale).

(ii) Die Observablen “Ort” ¢ und “Impuls” p gehorchen der Vertauschungsre-
lation
[, p] = ih.

2.1 Eine algebraische Betrachtung der klassi-
schen Mechanik

In diesem Abschnitt schildern wir eine Sichtweise der klassischen Mechanik,
in der die Parallelen zwischen klassischer Mechanik und Quantenmechanik au-
genfillig werden. Unter “algebraischer Betrachtung” verstehen wir die Arbeit
auf dem Raum der Observablen, der zu einer Algebra erweitert werden kann.

2.1.1 Klassische Kinematik

Dieser Abschnitt ist den Begriffen “Zustand” und “Observable” im Rahmen
der klassischen Mechanik gewidmet. Zu Beginn einer Mechanik-Vorlesung
wird der Zustand eines Punktteilchens im dreidimensionalen Raum als einen
Punkt im Phasenraum beschrieben, d.h. durch das Paar (p,q) € R® von Impuls
und Ort. Entsprechend ist der Zustand von N Punktteilchen ein Punkt im

25
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Phasenraum RV . Diese Definition von “Zustand” werden wir in Kiirze verall-
gemeinern. Zustéinde der Form (p,q) nennen wir reine Zustinde. Vorerst sind
Observable (salopp formuliert) mathematische Gréssen, die jedem Zustand eine
Zahl zuordnen, die mit dem experimentellen Messresultat dieser Observablen
iibereinstimmt. Da die reinen Zustédnde in der klassischen Mechanik durch die
Orts- und Impulskoordinaten eindeutig determiniert werden, sind Observable
Funktionen der Orts- und Impulskoordinaten und somit Funktionen auf dem
Phasenraum. Die moglichen Messwerte einer Observablen entsprechen dem
Wertebereich der Funktion, welche dieser Observablen zugeordnet ist. Dieser
Wertebereich ist das sog. Spektrum dieser Observable. Beispielsweise ist der
Impuls p eine Observable, die fiir den Zustand (p,q) eines Teilchens auf der
reellen Achse den numerischen Wert p liefert. Ein alternatives Beispiel ist
die freie Hamiltonfunktion der Form H(p,q) = p? fiir ein freies Teilchen auf

der reellen Achse. Fiir den Zustand (p,q) erhalten wir den numerischen Wert

H(p,q) = p*.

Damit man in der Lage ist Mathematik zu betreiben, muss man spezifizieren, aus
welcher Klasse von Funktionen die Funktionen stammen, die die Observablen
des Systems realisieren. Ublicherweise wiihlt man eine der folgenden Funktio-
nenklassen:

(i) Polynomiale Funktionen Pol(R?"),
(ii) analytische Funktionen C*(R2"),

(iii) glatte Funktionen C°°(R?") oder glatte Funktionen mit kompaktem
Triger C5°(R?™),

(iv) stetige Funktionen C'(R?") oder stetige Funktionen mit kompaktem Triger
CO (R2n)7

(v) integrierbare Funktionen wie beispielsweise LP(R?"),

und viele mehr. Die Zahl n bezeichnet die Anzahl der Freiheitsgrade. Welche
Klasse man wahlt, hiangt von der konkreten Fragestellung ab. Die Klasse der
Funktionen sollte nicht zu klein sein, damit wichtige Observablen (wie zum Bei-
spiel die Hamiltonfunktion) in der Funktionenklasse liegen. Weiter gilt es, den
Wertebereich der Funktionen zu spezifizieren. Naheliegend ist natiirlich die Wahl
von reellwertigen Funktionen, da die experimentellen Messergebnisse meist re-
elle Zahlen sind. Es ist jedoch nicht verboten, auch komplexwertige Funktionen
zuzulassen, wenn dies wiinschenswert ist. Im experimentellen Sinne observabel

sind dann aber natiirlich nur die reellwertigen Funktionen, f = f. Wir entschei-
den uns fiir die folgende Form der Observablenalgebra.

Definition 2.1. Die klassische Observablenalgebra eines Systems mit n Frei-
heitsgraden ist die abelsche C*-Algebra C(R?") der komplexwertigen stetigen
Funktionen auf dem Phasenraum. Das assoziative Produkt und die Addition
dieser Algebra sind das punktweise Produkt und die punktweise Addition der

Funktionen. Die Konjugation “x” ist die punktweise komplexe Konjugation der
Funktionen.

In der statistischen Mechanik geht man dazu {iber Systeme zu beschreiben, von
denen unsere Kenntnis nur mangelhaft ist.



2.1. EINE ALGEBRAISCHE BETRACHTUNG DER KLASSISCHEN
MECHANIK 27

Beispiel 2.1. Wir betrachten ein Punktteilchen dessen tatséchlicher Zustand
(o, go) unbekannt ist. Wir wissen lediglich, dass sich der Zustand des Teilchens
irgendwo im Phasenraum-Volumen [0, 2] x [0,2] C R? aufhilt. Diesen Wissens-
stand beschreiben wir iiber ein Wahrscheinlichkeitsmass du(p, q), das definiert
ist als

1
du(p,q) = 7X0.21x[0.2) (p, q) dpdg.

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Zustand des Teilchens im Phasenraum-
Volumen [1,5] x [1, 5] aufhélt, ist dann durch

1 1
/ du(p, q) = / —X[0,2]x[0,2] (P> @) dpdq = ~
[1,5]%[1,5] (1,5]x[1,5] 4 4

gegeben.
Dieses Beispiel fiihrt uns auf den folgenden allgemeineren Zustandsbegriff.

Definition 2.2. Der klassische Zustand eines mechanischen Systems ist ein
Wahrscheinlichkeitsmass p(p, ¢) auf dem Phasenraum.

Der reine Zustand (p, ¢) eines klassischen Systems ist ein Spezialfall dieses neuen
Zustandsbegriffs: das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmass ist das Dirac-Mass
d(p,q)- Beachte, dass ein sinnvoller Zustandsbegriff die Wahrscheinlichkeitsmasse
auf den Spektren aller Messgrissen determinieren muss! Dies ist hier der Fall: sei
f(p, q) eine beliebige Observable. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass f(p, q) €

[a, b] gegeben durch
/ dpu(p q),
VR (CH))

wobei f~!([a, b]) das Urbild des Intervalls [a, b] bezeichnet. Nun kommen wir zu
zwel Parametern, welche den Zusténden (d.h. also den Wahrscheinlichkeitsmas-
sen) zugeordnet werden konnen.

Definition 2.3. Nehme an das System befinde sich in einem zum Wahrschein-
lichkeitsmass p(p, ¢) gehorenden Zustand. Der Erwartungswert E,(f) einer Ob-
servablen f ist dann definiert durch

E.(f) :=/f(p,q) du(p, q).

Die Standardabweichung (Af), einer Observablen f im Zustand du(p,q) ist
definiert durch

(AN = \Eullf = Bu(£)?) = /Bu(r2) — Bulh)2

Man erwartet, dass der Erwartungswert mit dem Mittelwert einer unendlichen
Messreihe iibereinstimmt, falls diese Messreihe aus Experimenten hervor geht,
bei denen dieselbe Observable am identischen System mit gleichem Anfangs-
zustand immer wieder von neuem gemessen wird. Die Standardabweichung ist
ein Mass dafiir wie stark die experimentell ermittelten Messergebnisse um den
Erwartungswert schwanken. Fiir reine Zustdnde macht man sich leicht klar,
dass die Standardabweichung immer Null ist.
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Wir beobachten, dass die Zuordnung

f€CR™) > Eu(f) = / £(p, ) dulp.q)

linear ist. Des weiteren gilt natiirlich, dass F,, (ff) > 0. Diese Beobachtung fiihrt
uns auf eine letzte Verallgemeinerung des Zustandsbegriffs. Wir geben diesen
nun an und zeigen danach, warum dieser Zustandsbegriff sinnvoll ist, d.h. wir
zeigen, dass ein Zustand die Wahrscheinlichkeitsverteilungen aller Messgrossen
determiniert.

Definition 2.4. Sei A eine C*-Algebra iiber C. Ein lineares Funktional w :
A — C heisst positiv, falls

w(a®a) >0
fiir alle a € A. Ein positives, lineares Funktional w ist normiert, falls
w@ =1,

wobei I das Einselement der Algebra bezeichnet. Ein Zustand ist ein normiertes,
positives lineares Funktional auf der Algebra A. Die Zahl

E,(a) :=w(a)

heisst Erwartungswert von a im Zustand w. Die Standardabweichung (Af).,
einer Observablen f im Zustand w ist definiert durch

(Af)w = VE.((f = Eu(f))?) = VE.(f*) — Eu(f)*

Im Fall der klassischen Mechanik ist A die C*-Algebra C(R?"). Dass dieser neue
Zustandsbegriff alle Mess-Wahrscheinlichkeitsverteilungen festlegt, ist Konse-
quenz des folgenden Satzes.

Satz 2.1 (Rieszscher Darstellungssatz). Jedes positive und normierte lineare
Funktional w : C(R?") — C ist von der Form

w(f) = / £(p,q) dulp,q),

wobei du(p, q) ein Wahrscheinlichkeitsmass du(p,q) auf dem Phasenraum R?"
ist.

Ein Zustand w determiniert also das Wahrscheinlichkeitsmass du(p, q) fiir die
Observablen p und ¢ und damit fiir alle Funktionen f(p,¢) in Impuls und Ort
iiber

Wahrscheinlichkeit[f(p, q) € [a, b]] = / du(p, q).
7 ([asb])

Dies zeigt, dass der soeben definierte Zustandsbegriff sinnvoll ist; er legt fest,
wie sich das System in Experimenten verhalt.
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2.1.2 Klassische Dynamik

Ziel dieses Abschnitts ist die Repetition von Eigenschaften der Dynamik in der
klassischen Mechanik.

Definition 2.5. Seien f,g € C!'(R?"). Dann ist die Poissonklammer {f, g}
zwischen f und g definiert als

N~ (0509 09 08

Man mag nun einwenden, dass die Poisson-Klammer nicht fiir alle Elemente der
C*-Algebra der Observablen C(R?") definiert ist. Dies ist aus physikalischer
Sicht aber kein Problem, da wir physikalisch sinnvolle Observablen ohnehin
hinreichend differenzierbar wihlen diirfen. Die Algebra der Observablen wird
nur derart gross gewéhlt, um moglichst allgemein zu sein.

Satz 2.2. Eigenschaften der Poissonklammer:
(i) {f,g} € C®(R) fiir alle £, g € C(R2").
(ii) {-,-} ist komplex-bilinear.
(ifi) {f.g9} = {9, f} (Antisymmetric).
(iv) {f,gh} = {f,g}h + g{f,h} (Leibniz-Regel).
) {f,{g;h}} +{h.{f,9}} + {9, {h, f}} = 0 (Jacobi-Identitiit).
)
)
)

=

(vi) {qr,1} = O
(vii) {qr,pp} = np "' 6.
(viii) {pr,q'} = —nqlnf1 Okl

Beim Ubergang von der klassischen zur quantentheoretischen Mechanik wird
der Kommutator [-, -] die zu Poisson-Klammer analoge Rolle iibernehmen. Die
im Satz aufgelisteten Eigenschaften werden dann weiterhin Giiltigkeit haben.
Die Relevanz der Poissonklammer stammt von ihrem Stellenwert bei der Zeit-
entwicklung: Sei H eine Hamiltonfunktion, f eine Observable und ®; der durch
H bestimmte Hamiltonsche Fluss ®;(p,¢) im Phasenraum. Dann gilt fiir die
Zeitevolution der Observablen f, dass

f(p,q;t) == fo®up,q) = (P;f)(p,q).

Satz 2.3. Sei H eine zeitunabhéingige Hamiltonfunktion, f,g Observable und
21, zo komplexe Zahlen. Dann gilt:

(i) @7 ist ein *-Automorphismus, d.h.

Qi (z1fi +22f2) = 219 (f1) + 2295 (f2)
i (fg) = (27 f)(®;9)
®if = @if.
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(ii) ®F ist eine Poisson-Abbildung, d.h.
2 {f,9} = {2, f, 79}

(iii) Es gelten die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

f= %q)tf ={®;f, H}
(iv) Energieerhaltung:
OIH =H

Zusammenfassend gilt also: Ein klassisches, mechanisches System wird durch ei-
ne C*-Algebra charakterisiert. Zustinde sind positive, normierte, lineare Funk-
tionale auf der C*-Algebra. Die Zeitentwicklung des Systems ist durch das Ha-
miltonsche Element der Algebra mit Hilfe der Poissonklammer beschrieben.

2.2 Kinematik in der Quantenmechanik

Unsere Ziel ist die Formulierung eines mathematischen Modells, in welches wir
die folgenden Daten einbetten kénnen:

(i) Die Observablen sind Elemente einer Algebra, die von den Observablen
“Impuls” und “Ort” generiert wird, da “Impuls” und “Ort” die funda-
mentalen Observablen von spinlosen Punktteilchen sind. Die Observable
“Impuls” bezeichnen wir mit dem Symbol P, die Observable “Ort” be-
zeichnen wir mit dem Symbol Q.

(ii) Zu jeder Observablen O ist eine Menge von Messgrossen Mo assoziiert.

(iii) Ein Zustand bestimmt ein Wahrscheinlichkeitsmass auf den Mengen Mo
fiir alle Observablen O, das die im Experiment beobachteten Verteilungen
reproduziert.

Fiir die Bewiltigung dieser grossen Aufgabe haben wir bereits viel Arbeit gelei-
stet. Wir haben anhand der klassischen Mechanik eine mathematische Struktur
kennengelernt, die es uns erlaubt, diese drei Punkte zu realisieren. Gleichzeitig
haben wir die mathematische Struktur der klassischen Mechanik als Spezial-
fall einer viel grosseren Klasse von mathematischen Strukturen kennengelernt:
die Algebra der klassischen Mechanik ist ein Spezialfall einer C*-Algebra und
Zustédnde sind positive, normierte, lineare Funktionale auf dieser C*-Algebra.
Die Menge der Messgrossen ist in den Spektren der Observablen enthalten.
(Beachte, dass das algebraische Spektrum einer skalaren Funktion mit ihrem
Wertebereich iibereinstimmt). Das Problem mit der Quantenmechanik ist, dass
die im quantenmechanischen Regime gemessenen Messgrossen nicht kompati-
bel sind mit den Vorhersagen der klassischen Mechanik. Es ist nun naheliegend
die mathematische Struktur der Quantenmechanik im folgenden Framework zu
suchen:

(i) Die Algebra der Observablen ist eine C*-Algebra.

(ii) Die potentiellen Messwerte sind Elemente des Spektrums der Elemente
der C*-Algebra.
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(iii) Zustédnde sind positive, normierte, lineare Funktionale.

Warnung: Unter Algebra der Observablen verstehen wir eine C*-Algebra, welche
die physikalischen Observablen enthalten. Observable (physikalisch sinnvolle)
sind Hermitesche Elemente der Algebra der Observablen, da diese reelle Spek-
tren aufweisen. Sie bilden im allgemeinen keine C*-Unteralgebra. Das folgende
fundamentale Theorem erlaubt es, die abstrakte Theorie der C*-Algebren greif-
barer zu machen.

Theorem 2.2.1 (Gelfand-Naimark). Fliir jede C*-Algebra A existiert ein Hil-
bertraum H und ein isometrischer *-Homomorphismus = von A nach B(H).
Mit anderen Worten: Jede C*-Algebra ist isomorph zu einer C*-Unteralgebra
von der C*-Algebra B(H) (bei geeigneter Wahl des Hilbertraums). Wenn A se-
parierbar ist, dann ist der Hilbertraum H ein separabler Hilbertraum.

Zur Realisierung der C*-Algebra der Observablen brauchen wir somit nicht nach
einer abstrakten C*-Algebra zu suchen. Stattdessen gilt es einen geeigneten
separablen Hilbertraum H zu finden. Obwohl dieser Raum zu gross ist, setzen
wir anschliessend die C*-Algebra der Observablen gleich mit der C*-Algebra
B(H). Die Observablen sind dann Hermitesche Elemente in B(H).

2.2.1 Zustinde

Wir erinnern uns, dass wir Zusténde als positive, normierte, lineare Funktio-
nale auf der Algebra der Observablen B(H) eingefiihrt haben. Wir verschérfen
diese Definition nun durch eine technische Forderung, die keine physikalischen
Konsequenzen hat.

Definition 2.6. Ein Zustand ist ein lineares Funktional w : B(H) — C mit
den Eigenschaften

(i) w(A) > 0, fiir positive, selbstadjungierte Operatoren A.
(i) w(I) =1.

(iii) Falls 4; = A fiir i — oo, dann gilt: lim; ., w(A4;) = w(A), d.h. w ist
schwach-stetig.

Beachte, dass wir Observablen geméss dem Gelfand-Naimark Theorem als Ope-
ratoren auf einem Hilbertraum H auffassen konnen. Die Elemente in H erlauben
es uns mit Hilfe des Skalarprodukts in H spezielle Zustdnde zu konstruieren: sei
1) € H ein beliebiges Element des Hilbertraums. Die durch

wp s A€ B(H) v (6, Ap)

definierte Abbildung wy ist ein lineares, normiertes, positives und schwach-
steitges Funktional auf der Algebra der Observablen B(H). Die Abbildung wy
ist also ein Zustand. Beachte, dass alle Elemente im sog. Einheitsstrahl

[¢] :={e"“¢|p € H,a € [0,2n]} (2.1)

denselben Zustand w,, zur Folge haben. Der Raum aller Einheitsstrahlen ist der
sog. projektive Hilbertraum

P(H) == {[¢]|¢ € H}. (2.2)
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Gemiss der beschriebenen Konstruktion lédsst sich also jedem Einheitsstrahl in
‘H ein Zustand zuordnen.

Definition 2.7. Ein reiner Zustand wiy) ist ein Zustand, der in der Form
wiy) (4) = (b, Ap), VA € B(H),

geschrieben werden kann. Da folglich eine Bijektion zwischen der Familie der
Einheitsstrahlen und den reinen Zustdnden existiert, kann man einen reinen
Zustand mit [1)] C ‘H oder mit wyy) spezifizieren.

Fundamental ist das folgende Theorem iiber die Beziehung zwischen allgemeinen
Zusténden und reinen Zustadnden.

Theorem 2.2.2. Jeder Zustand w kann in Form einer konvexen Linearkom-
bination von reinen Zustinden geschrieben werden, d.h. es existiert ein VONS
{cpj}?‘;l in H und positive Zahlen 0 < ... < p3 < ps < p1 mit 220:1 pr =1, so

dass -
o= pest
k=1

Umgekehrt definiert jede konvexe Linearkombination von reinen Zustdnden
wig), @ € H, einen Zustand.

Wie in den Ubungen gezeigt wurde, wird das im Theorem auftretende VONS
{132, nicht eindeutig bestimmt durch w.

2.2.2 Zur Induktion von Wahrscheinlichkeitsmassen

Ein physikalisch sinnvoller Zustandsbegriff muss Wahrscheinlichkeitsmasse
auf den Spektren von Observablen determinieren. Dies haben wir schon im
Kapitel iiber die klassische Mechanik besprochen. Im vorliegenden Abschnitt
wollen wir zeigen, dass dies auch im Falle des hier eingefiihrten Konstrukts
“allgemeine C*-Unteralgebra in B(H) plus Zustinde als positive, normierte,
lineare, schwachstetige Funktionale auf der Algebra der Observablen” gilt.

Sei A eine Observable (d.h. ein selbstadjungierter Operator in B(H)) und w ein
Zustand. Der Gebrauch des Spektraltheorems und der Linearitéit von w fiihrt

auf
w(A) = w </)\dP(A)>
“ =" / Aw(dP™) (2.3)
= / Adp,
wobei

p(A) = w(PLV) (2.4)

ein Wahrscheinlichkeitsmass ist, da das Funktional w normiert und positiv ist.
Die reelle Zahl w(A) ist also der Erwartungswert bzgl. dem Wahrscheinlichkeits-
mass 1(4), das iiber (2.4) vollstindig bestimmt ist durch den Zustand w, da die
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Operatoren PgA) ebenfalls Elemente der Algebra der Observablen sind. Dass
diese Wahrscheinlichkeitsmasse tatséchlich die experimentellen Beobachtungen
reproduzieren, muss aus theoretischer Sicht als Postulat formuliert werden. Ge-
naueres folgt im Abschnitt iiber die “Kopenhagen Heuristik”.

2.3 Heisenbergsche Vertauschungsrelationen

Welche C*-Algebra soll’s denn nun sein? Bisher haben wir nur nach einer ge-
eigneten Klasse von Theorien gesucht. Es sollte aber klar sein, dass wir die
tatséchlich erfolgreiche Theorie nicht auf diese Weise finden werden. Es ist notig
die im Experiment gemessenen Daten zu konsultieren, um aus ihnen Forderun-
gen an die mathematische Struktur abzuleiten, welche dann die tatséichliche
Theorie bis auf physikalische Aquivalenz spezifizieren. (Zwei Theorien sind phy-
sikalisch dquivalent, falls aus ihnen dieselben Wahrscheinlichkeitsmasse auf den
potentiellen Messwerten hervor gehen.) Dass die geeigneten Forderungen gefun-
den werden konnten, ist in erster Linie der Genialitét der Herren W. Heisenberg,
W. Thomas, W. Kuhn, P. Jordan und M. Born zu verdanken. Sie haben es voll-
bracht aus spektroskopischen Untersuchungen die Forderung

lg.p] = ih1 (2.5)

abzuleiten. Diese Identitét ist unter dem Namen Heisenbergsche Vertauschungs-
relation oder kanonische Vertauschungsrelation bekannt. An dieser Stelle muss
die von Dirac betonte formale Aquivalenz zwischen der Heisenbergschen Ver-
tauschungsrelation und der klassischen Identitét

{a.p} =1 (2.6)

hervorgehoben werden. Wie wir weiter unten sehen werden, bestimmt die For-
derung der Heisenbergschen Vertauschungsrelation die mathematische Struktur
(bis auf physikalische Aquivalenz) eindeutig. Dies ist die Aussage des Stone-von
Neumannschen FEindeutigkeitssatzes. Bevor wir dazu kommen, beschreiben wir
zwei explizite Realisierungen der Theorie, welche den Forderungen, dass die ge-
suchte Theorie aus dem obigen Framework stammt, und dass sie den Heisenberg-
schen Vertauschungsrelationen geniigt, erfiillen. Die zweite Formulierung ist die
Schrodingersche Darstellung der Quantenmechanik. Sie ist die heute populérste
Form der Quantenmechanik und ist historisch gesehen die zweite Formulierung
der Quantenmechanik. Der Ubergang von der klassischen Mechanik zu einer
expliziten Realisierung der Quantenmechanik heisst Quantisierung.

Eine Realisierung auf M, (C)

Ein naheliegender Kandidat fiir eine C*-Algebra ist die Algebra der komplexen
(n x n)-Matrizen M, (C). Die Observablen wiiren in diesem Fall also Funktionen
von den (n x m)-Matrizen P und @, welche Impuls und Ort reprisentieren,
nach M, (C). Bei der expliziten Definition der Matrizen P und @ ist darauf zu
achten, dass die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen erfiillt sind. Dass dies
im endlich-dimensionalen Fall nicht méglich ist, sieht man sofort, wenn man die
Spur der Heisenbergschen Relation [¢,p] = ¢RI zieht. Die linken Seite ergibt
Null, w&hrend die rechte Seite gleich i% mal der Dimension des Raumes (d.h.
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gleich n) ist. Um diesem Widerspruch aus dem Weg zu gehen, geht man zur C*-
Algebra der Matrizen My, (C) auf abzéhlbar-unendlich-dimensionalen Raumen
iiber und definiert

0 1 0 00

. 1 0 1 00

p—_ M 0 -1 0 10

V21 0 0 -1 0 1

und

01000

1010 0

Q=-L]010 10

V210 01 0 1

Da diese Matrizen die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen erfiillen, stellt
diese Form der Matrizenmechanik eine Mdoglichkeit dar, die Quantenmechanik
darzustellen. Da diese Darstellung in der Praxis nur schwierig zu handhaben ist,
hat die in Kiirze folgende Schrodingersche Darstellung eine sehr viel grossere
Popularitét erreicht.

2.3.1 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
Der Erzeugungsoperator/Aufstiegsoperator a* und der Vernichtungsopera-

tor/Abstiegsoperator a sind durch

a:= L(ffq + ip)
‘{ﬁ a (2.7)

*

at = —(kqg— —

\/ﬁ( q=—p)
definiert, wobei k € C eine beliebige Konstante ist. Die Vertauschungsrelation
[a,a] =1

ist eine direkte Konsequenz der Heisenbergschen Vertauschungsrelation. Deshalb
wird diese Vertauschungsrelation héufig ebenfalls kanonische Vertauschungsre-
lation genannt. Als néichstes definieren wir den Zihloperator N:

N :=a"a. (2.8)
Aus den kanonischen Vertauschungsrelationen fiir @ und a* folgert man
[N,a] = —a, [N,a"]=a", (2.9)

respektive
(N+1)a=aN, (N—-1)a"=a"N. (2.10)

Aus der letzten Identitdt schliessen wir: Sei ¢ € H ein Eigenvektor von N
mit Eigenwert n. Dann ist ayp ein Eigenvektor von N mit Figenwert (n — 1)
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und a*y ist ein Eigenvektor von N mit Eigenwert (n + 1). Dieses algebrai-
sche Phinomen trifft man in der Quantenmechanik und der Quantenfeldtheo-
rie vielerorts an. Beispiele sind der harmonische Oszillator (der Hamiltonope-
rator ist ein Zahloperator; die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren bil-
den Energie-Eigenzustidnde auf hoher gelegene resp. niedriger gelegene Energie-
Eigenzusténde ab) und der Formalismus “zweite Quantisierung” fiir die Behand-
lung der quantenmechanischen Mehrteilchentheorie (der Zihloperator zihlt in
diesem Fall tatséchlich die Anzahl Teilchen in einem bestimmten Einteilchenzu-
stand; ein Erzeugungsoperator fiigt dem Mehrteilchenzustand einen bestimmten
Einteilchenzustand hinzu, widhrend der Vernichtungsoperator einen bestimmten
Einteilchenzustand entfernt).

2.4 Die Schrodingersche Darstellung

Da wir im Verlauf dieser Vorlesung auf diese Darstellung der Quantenmechanik
zuriickgreifen werden, beschreiben wir sie etwas detaillierter.

2.4.1 Observable

Sei H ein Hilbertraum. Dann ist der Raum B(H) der beschrinkten Operatoren
auf H eine C*-Algebra bzgl. der Operatornorm

| Al

Al = .
lolle=1 1Pl

Fiir die Schrédingersche Darstellung setzen wir H = L?(R", dz) fiir ein System
mit n reellwertigen Freiheitsgraden (Beispiel: H = L?*(R!,dz) fiir ein Teilchen
auf der reellen Achse) und definieren

0
= —th— i := Mult(q,),
Dj ¢ dq; 4aj ult(g;)
fir alle j = 1,...,n, wobei Mult(g;) den Operator bezeichnet, der die Elemente
des Hilbertraums mit ¢; multipliziert, d.h. ¢;(1(¢)) = g;-1(gq). Diese Operatoren
sind selbstadjungiert und haben daher ein reelles Spektrum, wie es sein soll.

2.4.2 Zur Eindeutigkeit der Schrodingerschen Darstellung

Wir kommen nun zur Formulierung des Stone-von Neumannschen Eindeu-
tigkeitssatzes. Dieser legitimiert von einem theoretischen Standpunkt den
Gebrauch der Schrédingerschen Darstellung der Quantenmechanik, da geméss
diesem Satz alle Realisierungen der Heisenbergschen Vertauschungsrelationen
physikalisch dquivalent sind zur Schrodingerschen Realisierung. Der Stone-von
Neumannsche Eindeutigkeitssatz wurde 1930 von M. Stone formuliert und
1931 von J. von Neumann bewiesen. Genau genommen wurde dieser Satz nicht
fir die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen bewiesen, sondern fiir die
sog. Weylschen Vertauschungsrelationen, die, wie wir in Kiirze sehen werden,
formal dquivalent sind zu den Heisenbergschen Vertauschungsrelationen. Wir
verzichten auf die Présentation des Eindeutigkeitssatzes fiir die Realisierung
der Heisenbergschen Vertauschungsrelationen (siche [Kirillov2004]).
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Ublicherweise fordert man, dass die Theorie der Quantenmechanik Teilchen
mit beliebig grossen Impuls- und Ortskoordinaten zuésst, auch wenn dies
moglicherweise unphysikalisch ist. Die Elemente p und ¢ der Algebra der Obser-
vablen haben also kein beschrinktes Spektrum und kénnen folglich nicht durch
beschrinkte Operatoren realisiert werden. Dies fiihrt auf Probleme bei der In-
terpretation der Heisenbergschen Vertauschungsrelation

lq,p] = ih,

da das Produkt unbeschriankter Operatoren nicht wohldefiniert ist: der Definiti-
onsbereich des Produkts unbeschrinkter Operatoren kénnte {0} sein. In diesem
Fall hatten die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen keine Relevanz. Wir
werden nun aber zeigen, dass die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen
(zumindest formal) dquivalent sind zu den sog. Weylschen Vertauschungsre-
lationen. Die Weylschen Vertauschungsrelationen involvieren nur beschrinkte
Operatoren, so dass man sich nicht um die soeben geschilderten Probleme
kiimmern muss.

In der Schréodingerschen Darstellung gilt
g = Mult(q), p= —ihd,.

Da die Operatoren ¢ und p selbstadjungiert sind, erzeugen sie geméss dem Satz
von Stone zwei 1-parametrige unitéire Gruppen

U(b) =™, V(a) =" = e
fiir alle a,b € R. Mit Hilfe der Fourier Transformation schliesst man, dass

V(a)i(q) = ¥ (q + ha).

Wir folgern, dass ‘
U(b)V (a) = e~V (a)U (b). (2.11)

Diese Vertauschungsrelation heisst Weylsche Vertauschungsrelation. Geméss
dem skizzierten Programm zeigen wir als néchstes, dass die Weylschen
Vertauschungsrelationen formal dquivalent sind zu den Heisenbergschen Ver-
tauschungsrelationen. Unter “formal &quivalent” verstehen wir, dass wir uns
nicht um die Definitionsbereiche unbeschrénkter Operatoren kiimmern.

Um zu zeigen, dass die Weylschen Vertauschungsrelationen die Heisenbergschen
Vertauschungsrelationen (formal) implizieren, differenziert man erst nach
a und nach b und setzt anschliessend ¢ = 0 und b = 0. Es bleibt also noch zu
zeigen, dass die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen die Weylschen Ver-
tauschungsrelationen (formal) implizieren. Fiir beliebige Potenzreihen

F(q) = Z cna”
n>0

und

G(p) = Z anp"

n>0
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folgt im Falle der Giiltigkeit der Heisenbergschen Vertauschungsrelationen

PF(q) = F(q)p =Y _ cnlpg" — q"p)
n>0

= Z —ihnqn_l (2'12)

n>0

d
= ih—F
Zﬁdq (q)

Wir setzen nun F'(q) := exp (ibq), folgern
e*ibqpeibq =p+bhl
und erhalten

e—iqu(p)eibq _ E ane—ibqpneibq
n>0

= Z an (e~ Papeita)n (2.13)
n>0
= G(p+ bhI).

Der Spezialfall G(p) = exp (iap) ergibt somit die Weylschen Vertauschungsrela-
tionen
eMLpebq _ eiabeibqeiap

was zu zeigen war.

Von einem formalen Gesichtspunkt aus spielt es also keine Rolle, ob wir eine
Realisierung der Algebra der Observablen suchen, in welcher die Heisenberg-
schen Vertauschungsrelationen erfiillt sind, oder ob wir eine Realisierung der
Algebra der Observablen suchen, in welcher die Weylschen Vertauschungsrela-
tionen erfiillt sind. Auch wenn sich das bisher Gesagte nur auf Systeme mit
nur einem Freiheitsgrad bezogen hat, gilt die formale Aquivalenz zwischen den
Heisenbergschen Vertauschungsrelationen

gk pj] = ihdy;
und den Weylschen Vertauschungsrelationen
UD)V (a) = e~V (a)U(b), (2.14)
a,b € Rf, auch im Fall von Systemen mit f Freiheitsgraden.
Theorem 2.4.1 (Stone-von Neumann). Sei H ein separabler Hilbertraum und
seien {U(b) |b € R'} und {V(a)|a € R'} 2wei f-parametrige, stetige, unitire
Gruppen von Operatoren auf H, welche die Weylschen Vertauschungsrelatio-

nen erfillen. Dann gilt: es existiert ein endlich-dimensionaler oder separabler
Hilbertraum M und ein unitirer Isomorphismus

T:H — L*RS,d’z) o M,
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so dass
TUMBT " =exp [ i) bjz; | @Iy
! (2.15)
TV (a)T' = exp iZajpj ® Tpq,
J
wobei
pj = —ihi qj = Mult(q;)
j ag; U 375

fir alle 7 = 1,...,n, wie in der Schrédingerschen Darstellung. Die Operato-
ren TU(D)T~ und TV (a)T~' wirken also auf den Raum L*(R/,d’z) wie in
der Schrodingerschen Darstellung vorgegeben. Auf den Raum M wirken sie als
Identitat.

Dieses Theorem gilt nur fiir Systeme mit endlich-vielen Freiheitsgraden! Fiir
Systeme mit unendlich-vielen Freiheitsgraden (Beispiel: das elektromagneti-
sche Feld) existieren unendlich-viele indquivalente irreduzible Darstellungen
der Heisenbergschen Vertauschungsrelationen. Im Fall von unendlich-vielen
Freiheitsgraden ist es also nicht mehr eindeutig klar, wie die Heisenbergschen
Vertauschungsrelationen dargestellt werden sollen!

Da der Isomorphismus 7" des Theorems unitér ist, sind also alle Realisierungen
der C*-Algebra der Observablen als Operatoren auf einem Hilbertraum physi-
kalisch dquivalent zur Schrodingerschen Darstellung. Dies ist die Rechtfertigung
dafiir, dass wir uns im folgenden nur noch auf die Schrodingersche Darstellung
der Quantenmechanik beziehen werden. Im Kaptitel {iber Spin und Drehim-
puls quantenmechanischer Teilchen werden wir lernen, wie wir den im Theorem
auftretenden Tensorfaktor M nutzen kénnen, um die Spinfreiheitsgrade spinbe-
hafteter Teilchen zu beschreiben.

2.4.3 Darstellung von Zustinden durch Dichtematrizen

Bisher haben wir allgemeine Zustéinde nur in der Form linearer Funktionale
kennengelernt. Diese sind in der Praxis aber nur schwierig zu handhaben.
Deshalb prisentieren wir nun zwei alternative Darstellungsmoglichkeiten
allgemeiner Zustédnde: die Darstellungen durch Dichtematrizen und durch
Hilbert-Schmidt Operatoren.

Die folgende einfache Umformung, die von der Zerlegung in eine konvexe Line-
arkombination Gebrauch macht, fiihrt uns direkt auf die Definition des stati-
stischen Operators p, dessen Matrixdarstellung Dichtematrix genannt wird. Sei
w ein Zustand, A € B(H) beliebig. Dann existiert geméss Theorem ein
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VONS mit zugehérigen orthogonalen Projektoren {P;}32;, so dass
= p; (1, Ay)
Jj=1
=D Wi piPAY) (2.16)
j=1
= (¢n | D_piPiA | o)
k=1 7
fiir beliebige VONS {¢y } . Somit gilt
oo
> p;PA (2.17)
J

Definition 2.8. Sei w ein Zustand und {1;}52, ein VONS bzgl. dem sich der
Zustand w in Form einer konvexen Linearkombination mit Koeffizienten {pj }]O‘;l
schreiben ldsst. Dann ist der dem Zustand w zugeordnete statistische Operator

p definiert durch
j=1

wobei P; den zu 1; gehdérenden orthogonalen Projektor bezeichnet. Eine Ma-
trixdarstellung von p nennt man Dichtematriz.

Eine kurze Rechnung bestitigt, dass |p| = 1/p*p = p. Fiir die Spur erhalten wir
also ({¢n}52, bezeichnet en beliebiges VONS)

tr{p| =trp

Il

(ns PPn)

n=1

(Un, puPr ¥n)

b

=1

(2.18)
| ¢n7 ¢k>|2

I
M ||M8
NE

3
el

pr =1 < o0.

Der Operator p ist also ein Element der Spurklasse J;.
Satz 2.4. Es gilt:

(i) Sei w ein Zustand. Dann ist der zugehorige statistische Operator p ein
positiver, selbstadjungierter Operator mit der Eigenschaft tr (p) = 1 und

w(A) = trpA,
VA € B(H).
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(ii) Sei p € Ji ein selbstadjungierter und positiver Operator mit trp = 1.
Dann gilt: Der Operator p definiert {iber

w(A) :=trpA,
VA € B(H), ein Zustand.

Beweis. Den ersten Teil des Satzes haben wir soeben bewiesen. Zu zeigen bleibt
also noch Teil zwei. Sei p € J; ein positiver, selbstadjungierter Operator mit
tr p = 1. Die Selbstadjungiertheit von p erlaubt die Anwendung des Spektral-
theorems. Da p ein Element der Spurklasse ist, ist o(p) diskret (Operatoren
der Spurklasse sind kompakt und kompakte Operatoren haben diskretes Spek-
trum). Wir bezeichnen die zugehorigen Eigenwerte mit {e;}. Da p positiv ist,
gilt: e; > 0 fiir alle j. Das Spektraltheorem liefert somit

&S]
P = Zeij.
j=1

Aus der Annahme trp = 1 folgt
l=trp=) e;dimBild(P)).
j=1

In den Bildrdumen der spektralen Operatoren {P;}; lassen sich geméss Gram-
Schmidt vollstéindge orthonormierte Systeme {{t, }x,}; konstruieren. Die zu
diesen VONS gehorenden orthogonalen Projektoren seien Py,. Definiere py; :=
e; fiir alle k. Wir erhalten somit den Ausdruck

p= vk P,
ik

der iiber tr pA einen Zustand definiert, da
(o)
trp=>Y e;dimBild(P;) => pi, = 1.
j=1 g,k

O

Sei wyy) ein reiner Zustand, ¢ € [t)] beliebig, und P; der orthogonale Projektor
auf ¢ € [¢]. Offensichtlich beschreibt P, gemiss dem vorangegangenen Satz
einen Zustand. Es folgt, dass

Der durch den statistischen Operator Py bestimmte Zustand ist also der reine

Zustand wyy). Generell gilt: Ein statistischer Operator p beschreibt genau dann
einen reinen Zustand falls p? = p.
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2.4.4 Darstellung von Zustinden durch Hilbert-Schmidt
Operatoren

Sei w: B(H) — C ein Zustand und p der entsprechende statistische Operator,

(o)
p= ijpj
j=1

Definiere

Ki=\p=Y_\BiP; (2.19)
j=1
Aus p = k*k und p € J; folgt k € Jo, d.h. k ist ein Hilbert-Schmidt Operator.
Der grosse Unterschied zwischen [J; und J> liegt darin begriindet, dass J> ein
Hilbertraum mit Skalarprodukt

N
(A, B)s Z Un, A* Biby)

ist. Dies motiviert die Diskussion der Frage, ob sich Hilbert-Schmidt Operatoren
eignen, um Zustidnde zu representieren, d.h. (1) lésst sich iiber x := /p jedem
Zustand ein Hilbert-Schmidt Operator zuordnen?, und (2) inwiefern determi-
niert die Wahl eines bestimmten Hilbert-Schmidt Operators einen Zustand? Um
die Verbindung zwischen Zustinden und Operatoren in J ziehen zu koénnen,
miissen wir eine Vorschrift festlegen, die jedem Hilbert-Schmidt Operator ein
lineares Funktional auf B(H) zuordnet. Da J> C B(H) ein Hilbertraum ist, ist
es naheliegend gleich zu verfahren wie bei der Definition reiner Zustidnde: Seien
A € B(H) und k € J2 beliebig. Dann definieren wir das zu x gehorende lineare
Funktional durch

E.(A) := (k, AK). (2.20)

Das Produkt zwischen A und « ist das Produkt in B(H) (Erinnerung: J> C B(H)
ist ein Ideal bzgl. B(H)). Dies war eine gute Wahl, da

t
= tr (k" A) (2.21)
t

Mit Hilfe der Definitionen und konnen wir also jedem Zustand einen
Hilbert-Schmidt Operator zuordnen. Offensichtlich definiert dieser Hilbert-
Schmidt Operator mit der Vorschrift einen Zustand. Sei k € J> nun ein
beliebiger Hilbert-Schmidt Operator. Dann definieren wir den zu x gehorende
Zustand iiber den statistischen Operator

KK*

Pr = <:"€, I€>
Als niichstes Fragen wir, inwieweit verschiedene Hilbert-Schmidt Operatoren
denselben Zustand beschreiben. Sei U : H — H eine Isometrie auf dem Bild
von x*. Es gilt also Bild(k*) = Ker(x)! und U*U = Ilgiia(e-)- Damit erhalten
wir

(K, k) = tr (k") = tr (RUUK") = (kU*, kU™),
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und somit

*

KK

(o r)
kU*UK*

(kU*, kU*)

= PrU=*-

Pr =

Die Hilbert-Schmidt Operatoren x und kU™ liefern also denselben statistischen
Operator und sind daher physikalisch dquivalent. Die soeben eingefiithrten Iso-
metrien U definieren also eine Aquivalenzrelation ~ auf J;. Die entsprechende
zu k gehorende Aquivalenzklasse bezeichnen wir mit [x] C Jo.

Zusammenfassend erhalten wir damit den folgenden Zusammenhang zwischen
Zusténden, Dichtematrizen und Hilbert-Schmidt Operatoren:

physikalische Zustdnde = {Dichtematrizen in J; }

={[k] |k € To, (K, ) = 1}. (2.22)

Wir erinnern uns, dass ein reiner Zustand [¢)] C H auf einen statistischen Ope-
rator fiihrt, der ein orthogonaler Projektor Pc,, auf den durch 1 aufgespannten
eindimensionalen Unterraum Ci) projiziert. Folglich entspricht dem reinen Zu-
stand [¢] der Operatorstrahl

(k)] = {ewPQ[, |6 €]0,27)}.

2.4.5 Die Heisenbergsche Unschirferelation
Die Abbildung A : B(H) x B(H)* — B(H),
A (Aw)— ALA=A—-w(A) (2.23)

ordnet jedem Paar (A,w) aus Observable und Zustand eine neue Observable
AL A zu. Die Zahl w((A,A)?) heisst Varianz, Dispersion oder Schwankungs-
quadrat der Observablen A im Zustand w. Die Wurzel \/w((A,A)?) aus der
Varianz heisst Standardabweichung der Observablen A im Zustand w. Aus der
Linearitat des Erwartungswerts folgt

W((AwA)?) = w(A2) — w(A)2 (2.24)

Interpretation der Varianz w((A,A)?): die Varianz gibt an, wie stark die
Messwerte um den Erwartungswert w(A) schwanken.

Theorem 2.4.2 (Heisenbergsche Unschérferelation). Seien A, B selbstadjun-
giert und w ein Zustand. Dann gilt:

w((AuA)?)w((AuB)?) = ilw([A»B])P- (2.25)

Beweis. Sei k € J3 ein Hilbert-Schmidt Operator, der den Zustand w re-
prisentiert. Dann gilt: w(A) = E.(A). In J; gilt die Cauchy-Schwarz Unglei-
chung

(w1, k2)al* < [lma 3 [Im2l3-
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Angewendet auf A, Ak und A, Bk ergibt die Cauchy-Schwarz Ungleichung
|Ex(AcAAB) P < [ AcAr|3 A B3, (2.:26)

wobei wir ausgenutzt haben, dass A und B selbstadjungiert sind bzgl. dem
Jo-Skalarprodukt. Um fortzufahren benétigen wir die Ersetzung

AcAALB = %[AKA, A.B] + %{AKA, A.B}

({A, B} := AB + BA), die aufgrund der Linearitit des Erwartungswerts auf

Be(8ADB)P = HE([DeA AB) + E({AA AB)P (2.27)

fithrt. Wir beobachten, dass

[AA AB]" = —[ALA A, B]
Hermitesch, und dass

{ArA AB}Y = {AA,ALB}

anti-Hermitesch ist. Es folgt, dass das Spektrum von [A, A, A, B] rein imaginir
ist, wihrend das Spektrum von {A A, A, B} reell ist. Dies fithrt auf einen rein
imagindren Erwartungswert von [A, A, A, B] und auf einen reellen Erwartungs-
wert von {A,A, A, B}. Wir verwenden dies in und erhalten

2 _ 1

|E,.(A.AA,B)| 4|Eﬁ([A,€A,AﬁB])|2+iEﬁ({AﬁA,AHB})2 (2.28)

Demnach gilt die Gleichung

|Ex(AcAAB)? = 2B ([AcA AB),

| =

welche in Kombination mit
T80 A, AB) < E((8,A) Bo((8:B)?)

ergibt. Diese Identitéit ist dquivalent zur Gleichung (2.25)), die zu beweisen war.
O

Die Unschérfen der Observablen A und B kénnen also nur dann beliebig klein
werden, falls A und B kommutieren. Fiir beschrénkte Operatoren ist das genau
dann der Fall, wenn die spektralen Projektoren {PX‘)}A und {PXB)} A der Ob-
servablen von A und B kommutieren. In diesem Fall heissen die Observablen A
und B kompatibel.

Beispiel 2.2. Setze A = g und B = p. Aus der allgemeinen Unschérferelation
folgt in diesem Fall unter Ausniitzung von [g,p] = i und w(l) = 1, dass

w((Aug)?) w((Aup)?) > ifﬂ. (2.29)
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Satz 2.5. Es existiert kein Zustand w mit der Eigenschaft
w((ALA)?) = w(A?) —w(A)? =0 (2.30)
fiir alle A € B(H). Ein Zustand mit dieser Eigenschaft heisst dispersionsfrei.

Beweis. Wir nehmen an, dass der Zustand w mit zugehoriger Dichtematrix p
dispersionsfrei ist und fiithren dies auf einen Widerspruch. Es gilt also

0=w((A,A)?) = (tr (pA))? — tr (pA?). (2.31)

Insbesondere
(tr (pPy))* = tr (pPs) > 0
fiir alle ¢ € H, und somit

tr (pPy) = (6, pg) € {0, 1}

fiir alle ¢ € H. Es ist nicht méglich, dass (¢, p¢) = 0 fiir alle ¢ € H, da sonst
p = 0. Ebenso kann es nicht sein, dass (¢, p¢) = 1 fiir alle ¢ € H, da sonst
p = [. Es existieren also Vektoren ¢y mit der Eigenschaft, dass (¢o, pdo) = 0
und Vektoren ¢ mit der Eigenschaft (¢, po1) = 1. Aus tr(p) = 1 folgt

tr(p(1 - Pyy)) =0,

und somit

tr(pPy) =0

fir alle x L ¢1, da (1 — Pg,) = Pcg,)+- Als niéichstes definieren wir {(a) :=
cos ax + sin agy. Daraus folgt

i1 (pPe(ay) = (§(a), pE(@)) = cosasina ((x, pp1) + (b1, px)) + sin” a1, pé1).

Die Grosse tr (pPy) verschwindet fiir &« = 0 und ist gleich Eins fiir « = 7/2. Folg-
lich existieren a-Werte, so dass 0 < tr (pP¢(q)) < 1. Dies steht im Widerspruch
zu unserer Annahme, dass der Zustand p dispersionsfrei ist (siehe (2.31))). O

2.5 Zusammengesetzte Systeme

Nehme an, wir betrachten zwei beliebige physikalische Systeme 31, 5 mit zu-
gehoigen Algebren B(H;),B(Hz) und Hilbertriumen Hi, Hs. Was ist die Al-
gebra der Observablen und der Hilbertraum des zusammengesetzten Systems?
Zur Beantwortung dieser Frage lassen wir uns von einem Beispiel leiten.

Beispiel 2.3. Sei 3, das physikalische System “ein Punktteilchen in R3” und sei
Y5 das physikalische System “ein Punktteilchen in R?”. In der Schrodingerschen
Darstellung ist der Hilbertraum des Systems X7 L?(R3,dz). Der Hilbertraum
des Systems Y ist L?(R?, dz). Das zusammengesetzte System 1 V o hat fiinf
reelle Freiheitsgrade. Gemiss der Schrodingerschen Darstellung ist der Hilbert-
raum dieses Systems L?(R®, dx). Gemiiss Satz [1.3] gilt:

L*(R®,dz) = L*(R?, dz) ® L*(R?, dx).

Dieses Beispiel motiviert das folgende Postulat:
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Postulat 1. Seien 31, Yo zwei physikalische Systeme mit zugehdrigen Hilber-
trdumen Hy und Hs. Dann gilt: Der Hilbertraum Hio des zusammengesetzten
Systems X1 V Yo ist das Tensorprodukt der Hilbertrdume der Teilsysteme:

Hio = H1 ® Hs.
Nach wie vor ist die Algebra der Observablen
B(Hi2) = B(H1) @ B(Ha2),
und Zustinde sind positive, normierte, lineare Funktionale auf B(Hi2).

An der Tatsache, dass wir Zustéinde als Dichtematrizen p12 € J1(H12) oder als
Hilbert-Schmidt Operatoren k12 € Jo(Hi2) (p12 = K12K},) darstellen kénnen,
dndert sich natiirlich nichts. Eine ausfiihrlichere Diskussion von zusammenge-
setzten Systemen folgt in einem separaten Kapitel.

2.6 Dynamik

2.6.1 Physikalische Automorphismen

Die physikalisch messbare Information in der Kinematik eines quantenmecha-
nischen Systems steckt in den Wahrscheinlichkeitsmassen auf den Spektren der
Observablen. Wir fragen nun, welche Familie von Abbildungen {(=Z;,Z2)},

52-; B(H) — B(H), (2.32)

diese physikalische Information invariant lasst. Diese Abbildungen kénnen dann
als Symmetrien unseres Formalismus interpretiert werden, da sie Beschreibun-
gen (im Rahmen unseres Modells der Kinematik) eines physikalischen Systems
auf physikalisch dquivalente Beschreibungen (im Rahmen unseres Modells der
Kinematik) des Systems abbildet. Wenn die Abbildung =; : P(H) — P(H)
surjektiv ist, sprechen wir in diesem Fall von einem “physikalischen Automor-
phismus’ﬂ

Definition 2.9 (Physikalischer Automorphismus). Sei I' ein quantenmechani-
sches System, dessen reine Zustéinde [¢)] Elemente des projektiven Raums P(H)
sind. Die zugehorige Algebra der Observablen ist somit der Raum B(H). Nehme
an A € B(H) sei eine Observable. Dann ist eine Abbildung (=1, Z2),

1t P(H) — P(H),
2. B(H) — B(H), (2.33)

[] [1l

~

ein physikalischer Automorphismus, falls das Paar (21, Z2) von Abbildungen die
folgenden Eigenschaften aufweist.

(i) = ist surjektiv.

1Djes ist keine iibliche Namensgebung. Geliufiger sind die Bezeichnungen “Symmetrie”
oder “Automorphismus”
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(ii) Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen physikalischer Gréssen sind invariant:

A _ 1irE2(A)
Wi (A) = W2, (D)

fiir alle [¢)] € P(H) und alle A € B(H).

Eine Abbildung des Raums der reinen Zustinde P(H) aus sich, der die
Ubergangswahrscheinlichkeiten von einem beliebigen reinen Zustand auf jeden
anderen Zustand invariant ldsst heisst Strahlenkorrespondenz.

Definition 2.10 (Strahlenkorrespondenz). Sei I' ein quantenmechanisches Sy-
stem mit Zustandsraum P(H) und [¢)] € P(H). Dann gilt: Eine Abbildung ¢
mit den Eigenschaften

(i) ¢: P(H) — P(H) ist bijektiv.
(i) Es gilt

wobei
([¥], [¢]) == (', ¢"), fiir ¢ €[] und ¢’ € [¢] beliebig.

Satz 2.6. Sei (Z1,Z2) ein physikalischer Automorphismus. Dann gilt: Z; ist
eine Strahlenkorrespondenz.

Beweis: siehe S. 122 bis 124 in [Straumann2002].

Satz 2.7 (Wigner). Sei o eine Strahlenkorrespondenz auf H. Dann existiert ein
bis auf eine Phase e'® eindeutig bestimmter unitérer oder antiunitérer Operator
U auf 'H, so dass

() = [U9].

Beweis: siehe [Straumann2002], Anhang A. Damit ist nun klar, dass der Abbil-
dung =; auf eineindeutige Art und Weise entweder eine Operatormenge

{Ue”’ :H — H | U unitér, ¢ € [0,27)}
oder eine Operatormenge
{Ue' . H — H | U antiunitir, ¢ € [0,27)}

zugeordnet werden kann. Die zu =; gehodrende Operatormenge bezeichnen wir
mit Q(El)

Sei nun (Z1,Z3) ein physikalischer Automorphismus. Zur Realisierung von =
auf H wihlen wir einen Operator U € Q(Z;). Dann gilt

Daraus folgt
v P Wu = PR,
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woraus wir
E2(4) _ pUAUT!
Py = Px

erhalten. Weiter gilt 0(A4) = o(UAU 1) und somit
Eo(A) =UAUY, (2.35)
Es gilt also der folgende Satz.

Satz 2.8. Jede Symmetrie (Z1,Z5) definiert eine Operatormenge Q(=Z;) ein-
deutig (siehe oben). Sei U € Q beliebig. Dann gilt fiir =1, dass

E1([¢9]) = [UY] (2.36)

und fiir =y, dass

Eo(A) =UAU . (2.37)
Das bedeutet: Die Abbildung =; wird auf H realisiert durch die Abbildung
U: H— H (U e Q) beliebig). Gleichzeitig wird die Abbildung =y reali-
siert durch A — VAV~ (V € Q beliebig). Umgekehrt definiert jeder unitére
oder antiunitidre Operator auf H resp. jede Strahlenkorrespondenz auf P(H)
iiber die Identitédten und einen phaysikalischen Automorphismus
auf P(H). Aus der expliziten Realisierung physikalischer Automorphismen folgt
sofort, dass die physikalischen Automorphismen mit der Verkniipfung

(51,52) * (éh ég) = (El e} élv EQ o EQ) (238)

eine Gruppe bilden.

2.6.2 Die Zeitevolution reiner Zustinde

Sei ¥ ein fiir alle Zeiten t € I isoliertes quantenmechanisches System. Insbe-
sondere nehmen wir also an, dass keine Messungen vorgenommen werden Des
weiteren nehmen wir an, dass sich das System zur Zeit tg im reinen Zustand
[tt,] befindet.

Postulat 2. Es bezeichne wy,, t1 > to, t1 € I den Zustand von ¥ zur Zeit t;.
Dann postuliert man:

(i) we, ist ein reiner Zustand [¢y,] € P(H).
(i1) [1¢,] geht aus [1y,] durch eine Strahlenkorrespondenz 7 hervor.

(iii) Sei U : H — H ein Operator, der die Strahlenkorrespondenz T auf H
realisiert. Dann gilt:
tl/imt Ut t)yy =1 (2.39)

fiir alle ¥ € H.

Aus Teil (ii) des Postulats folgt, dass ein unitérer Operator U(ty,to) existiert
(die Antiunitaritit wird durch (iii) ausgeschlossen), welcher die Zeitentwicklung
des reinen Zustandes [t)y,] durch

Yry — Py, = U(tlato)ﬂ}to (2.40)
beschreibt (siehe Wigners Satz). Diese durch ¢ parametrisierte Familie unitérer
Operatoren ist gemiiss Teil (iii) des Postulats stark-stetig in ¢ und heisst Pro-
pagator. Ein Propagator hat die folgenden Eigenschaften:
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(i) Die Operatoren {U(¢)}: sind unitér,
(i) Ul(ta,to) = Ulta,t1)U(t1,t0),
(iil) U(ty,t0) = Ulto,t1)*.

Definition 2.11. Sei ¥ ein physikalisches System, dessen Zeitentwicklung durch
die Strahlenkorrespondenz 7 beschrieben ist. Eine Strahlenkorrespondenz o des
Systems heisst dynamische Symmetrie, falls sie mit der Zeitevolution 7 ver-
tauscht, d.h.

TOo=0O0T. (2.41)

Die Strahlenkorrespondenzen ¢ und 7 kénnen mit Hilfe von Operatorstrahlen
[V5] und [V;] separat dargestellt werden.
2.6.2.1 Autonome Systeme
Ein System ¥ heisst autonom, falls
U(tl,to) = U(tl —to,O) = U(tl —to). (242)

Daraus folgt
Uit+s)=U)U(s). (2.43)

Der Propagator {U(t)|t € I} ist also eine stark stetige, einparametrige unitéire
Gruppe. Mit dem Satz von Stone folgt, dass ein selbstadjungierter Operator
H = H* auf H existiert, so dass

U(t) = e #1¢, (2.44)

Den Operator H nennt man Hamilton Operator.

2.6.2.2 Nichtautonome Systeme

Es sei D ein dichter Bereich in H, auf dem die Funktion U(¢,t9)%, ¥ € D in
t stark differenzierbar ist.Dann gilt: Es existiert eine Familie selbstadjungierter
Operatoren {H(t)}, so dass

AU (o) = HU (L, o). (2.45)

In der Anwendung geht man im Allgemeinen von der umgekehrten Fragestellung
aus: Unter welchen Bedingungen hat die Differentialgleichung

ihoypy = H(t) (2.46)

zur Anfangsbedingung (¢ = ty) = 1o eine eindeutige Losung? Der folgende
Satz liefert eine hinreichende Bedingung.

Satz 2.9. Wir nehmen an:
(i) H ist ein separabler Hilbertraum.

(ii) {H(¢t)} ist eine Familie zeitabhéingiger Hamilton-Operatoren, die auf einem
gemeinsamen dichten Bereich D C H definiert und (wesentlich) selbstad-
jungiert sind.
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(iii) Der Operator H(t)(H(s)=i)~" ist beschréinkt und stark stetig in ¢ und s.

Dann gilt: Fiir alle Zeiten t und s, t < s, gibt es einen unitéren Operator U(t, s)
(den Propagator), so dass

hOU (t, s\ = HU(t, s)b (2.47)

fiir alle ¢ € D, und
s—ltifnU(t7 $)p = 1. (2.48)

Beweis: siehe [Reed80b] Volume 3, Theorem X.70.

2.6.3 Schrodinger-Bild fiir reine Zusténde

Nehme an, das zur Diskussion stehende physikalische System sei autonom.
Gemiiss (Liii) des Stoneschen Theorems gilt

0
ihaU(t)@Z) = HU(t)y, (2.49)
fiir alle v» € H. Im Schrédinger-Bild der Dynamik verpackt man die Zeitent-

wicklung des physikalischen Systems in Hilbertraum-Vektoren:
(t) = U (). (2.50)
Damit erhalten wir aus (2.49) die zeitabhdngigen Schridinger Gleichung

;)
ih-(t) = Hu(t). (2.51)

Gegeben sei nun ein physikalisches System, das sich zur Zeit ¢ = 0 in einem
reinen Zustand befindet, der durch einen Vektor vy € H reprisentiert ist.
Nehme an, wir interessieren uns fiir den Zustand w(7T) des Systems zur Zeit
t = T > 0. Gemiiss unseren Postulaten ist w(7T) ein reiner Zustand, d.h.
w(T) ist von der Form wyy(r). Die Hilbertraum-Trajektorie {t(t) |t € [0,T)}
ergibt sich dann aus der Losung der Schrodinger Gleichung @ unter der
Anfangsbedingung ¥ (t = 0) = ).

Uber den Separationsansatz

U(z,t) = v(t)u(z)
erhalten wir anstelle der zeitabhéngigen Schrodingergleichung
iho(t)  Hu(x)
o(t)  ue)

WEeil die linke Seite dieser Gleichung nur von ¢ und die rechte Seite nur von x
abhéngt. Folglich miissen sowohl die linke als auch die rechte Seite gleich einer
Konstanten F sein. Wir folgern also, dass

iho(t) = Bu(t) (2.52)

mit der Losung _
v(t) = e nE? (2.53)
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und
Hu(x) = Eu(x). (2.54)

Diese Eigenwert-Gleichung tragt den Namen zeitunabhdngige
Schridingergleichung. Die Zusténde

i

P(z,t) = u(z) e # (2.55)
heissen stationdre Zustinde, da die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte
[(x,t)|? = |u(z)|? zeitunabhiingig ist.

2.6.4 Heisenberg-Bild

Alternativ ldsst sich die Zeitentwicklung des Systems der Algebra der Observa-
blen unter bringen. Dies ist die Idee hinter dem Heisenberg-Bild der Dynamik.
Nehme an, das zur Diskussion stehende physikalische System sei autonom, und
dass sich das physikalische System zur Zeit ¢ = 0 in einem reinen Zustand wjy,
befindet. Dann gilt

w(A)(t) = (¥(t), AY(t))
= (U(t)y, AU(t)) (2.56)
= (U(t)y, U(t)" AU (t)¢) =: w(A(t))

mit
At) == U(t)* AU (t) = en ! Ae=wHE, (2.57)
Die Ableitung nach der Zeit ergibt

%A(t) e FHUIH Al e~ H I — [H, A(H)]. (2.58)

Wir erhalten also die Heisenberg Gleichung

Ld
ih= A1) = [A(t), H]. (2.59)

2.6.5 Schrodinger-Bild fiir allgemeine Zustéinde

Nehme an, das physikalische System befinde sich zur Zeit ¢ = 0 im allgemeinen
Zustand wp, der durch den Dichteoperator p repriisentiert wird; fiir A € B(H)
gilt also

wo(A)(t) = wo(A(t)) = tr (pA(t))

)
= tr (pA(t)) (2.60)
wobei

p(t) =U()pU(t)" = e~ wHE e HE (2.61)

Die resultierende Bewegungsgleichung ist die Liouville Gleichung

S o(t) = [H,p(0)]. (2.62)
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Nehme an, der Zustand wg sei nicht durch eine Dichtematrix, sondern durch
einen Hilbert-Schmidt Operator k € J>(H) dargestellt. Damit folgt fiir die
zeitliche Entwicklung des Erwartungswertes einer Obsevablen A folgendes:

wo(A)(t) = wo(A(t))

= (K, A(t)K)2
=tr (k*"U(t)" AU (t)k) (2.63)
=tr (U)R*U ) AU (t)cU (t)*) = (k(t), Ak(t))s,
wobei ‘ v
K(t) = U(t)kU(t)" = e i gen Tt (2.64)
Die Zeitevolution
K — k() (2.65)

ist linear und unitar im Raum J5. Weiter ist sie nur bis auf Rechtsmultiplikation
k() =U@)RU@)" ~ k(®)V () =U@)rU(t)*V(t)

mit einem unitidren Operator V(¢) bestimmt, da diese das Funktional w nicht
dndert und somit auf physikalisch dquivalente Zustéande fiihrt.

2.6.6 Wechselwirkungsbild

Im Schrédinger-Bild sind die Zusténde zeitabhéingig, wihrend die Observablen
unter Zeitevolution konstant bleiben. Im Heisenberg-Bild sind die Observablen
zeitabhéngig, wihrend die Zustdnde unter Zeitevolution konstant bleiben. Das
Wechselwirkungsbild (auch Dirac-Bild genannt) ist eine Vermischung dieser kon-
sequenten Umsetzungen der Zeitevolution. Wir starten mit einem physikalischen
System ¥y mit Hilbertraum H, dessen Dynamik durch einen Hamiltonoperator
Hj beschrieben ist. Der zu Hy gehorende Propagator ist

Uo(t) = e~ 7 Mot

Wir gehen davon aus, dass alle Eigenfunktionen {{;}; und Eigenwerte {E;};
von Hy bekannt sind. Die Zeitentwicklung des Systems ¥ ist mit diesem Wissen
trivial. Nehme nun aber an, dass unsere eigentliches Ziel die Behandlung eines
Systems 3 ist, dessen Hilbertraum wiederum H ist, dessen Hamiltonoperator
aber von der Form

H=Hy+V (2.66)

ist. Der die Dynamik von ¥ beschreibende Propagator sei U(t). Beispielsweise,
konnte ¥ ein ungestortes Wasserstoffatom sein, widhrend ¥ ein Wasser-
stoffatom im Einfluss eines =zeitabhéingigen &usseren elektromagnetischen
Feldes ist. Dieses Zeitabhingige elektromagnetische Feld fithrt dann zu einer
zeitabhéingigen Stérung V' (t) des Wasserstoffatom-Hamiltonoperators Hy.

Die Idee des Wechselwirkungsbildes ist, dass wir die (trivale) Zeitentwicklung,
die von Hy herkommt, von den Zusténden auf die Observablen hiniiber zu schie-
ben. Das Wechselwirkungsbild ist also ein Kompromiss, fiir den sowohl die
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Zustdnde als auch die Observablen zeitabhéngig sind. Konkret definieren wir
Zustdnde und Operatoren im Wechselwirkungsbild geméss

Yo (t) = Uo(=)s(t) = U (—)U () =: Uw (t)1hw(0)
A (t) = Ug(—t) A Up(t) = Up(—)U (1) A U(—t)Up(t) = Uw(t)AHU;;(E). |
2.67

Notation: 'w’ bedeutet "Wechselwirkungsbild’, s bedeutet ’Schrédingerbild’. So-
mit folgt

ihaﬂ/’ﬂ)(t) = ihat(UO(ft)d’(t))
= —ih(0:Uo)(—t)y + ihUo(—t)(0ry))
= —HoUo(—t) + Uo(—t)H1p
= _Howw(t) + UO(_t)HUO(t)ww(t)
= —Ho(t) + Uo(=t) HoUo (t)thw (t) + Uo (=) V (£)Uo ()b ()
= —Hou(t) + Hotw(t) + Vi () 1w (2), (2.68)

da [Uy, Hyp] = 0 fiir zeitunabhéngige Hamiltonoperatoren Hy, da in diesem Fall
Up(t) = e~ #Hot, (2.69)

Also gilt: Im Wechselwirkungsbild ergibt sich die Zeitentwicklung der Zusténde
1 (t) aus der Diskussion der Schrédinger Gleichung

B9 (t) = Vi ()b (2). (2.70)

Die Zeitabhéngigkeit der Observablen wird bestimmt durch die Heisenberg Glei-
chung
thOp Ay (t) = [Aw(t), Ho. (2.71)

2.6.7 Korrespondenzregel

Bisher haben wir nur von der Existenz eines Hamiltonoperators gesprochen und
sind der Frage ausgewichen, wie wir die explizite Form des Hamiltonoperators
erhalten. In der Praxis gilt die folgende Korrespondenzregel:

Postulat 3 (Korrespondenzregel). Gegeben sei ein physikalisches Sy-
stem Y, dessen Dynamik Fklassisch durch eine Hamiltonfunktion h =

h(p(lc), ...,pﬁf),qgc), ...,q%c)) beschrieben wiirde (der Index “c” bedeutet, dass bei-

spielsweise pgc) eine klassische Impulskoordinate bezeichnet). Dann gilt: Der Ha-
miltonoperator H, der die quantenmechanische Dynamik des Systems X gene-
riert, geht aus der klassischen Hamiltonfunktion h hervor, indem man die klassi-
schen Phasenraum-Koordinaten durch die entsprechenden quantenmechanischen
Observablen ersetzt:

H:h(pla"wpnaqla-'-aqn)- (272)

Da in der klassischen Theorie die Observablen des Ortes und des Impuls
kommutieren, ist dieser Ubersetzungsschliissel nicht eindeutig. So sind die
Ausdriicke ¢(9p@), p(©g() yund %(q(c)p(c) + pl9¢(©)) zwar identisch, jedoch
fithren sie auf unterschiedliche Hamiltonoperatoren. In diesem Beispiel wird die



2.6. DYNAMIK 93

Anordnungs-Freiheit durch die Forderung der Selbstadjungiertheit determiniert.
Im Falle allgemeiner klassischer Terme, die sowohl p(®) als auch ¢(©) enthalten,
kann es schwierig werden, zu zeigen, dass die Forderung der Selbstadjungiertheit
die Anordnungsfreiheit festlegt, und dass eine mathematische Vorschrift (die
Quantisierungsregel) existiert, welche die klassischen Ausdriicke durch quanten-
mechanische Ausdriicke ersetzt. Probleme dieser Art werden Ordnungsprobleme
genannt. In der Mathematik nennt man Operatoren, die aus der Quantisierung
klassischer Ausdriicke hervor gehen, Pseudo-Differentialoperatoren.

Warum die Korrespondenzregel gute Resultate liefert, ist heutzutage nicht ver-
standen. Wir schildern nun aber einen Gedankengang mit dem Ziel, die Korre-
spondenzregel zu motivieren. Zu diesem Zweck betrachten wir einen makrosko-
pischen Ball B, den wir uns als Punktteilchen P (im Schwerpunkt lokalisiert)
idealisiert denken, und dessen Bewegung auf eine Dimension beschrankt ist.
Klassisch wird der Ball B also mit Hilfe eines Phasenraums R?, den Phasenraum-
Koordinaten (¢(?), p(®)) und einer Hamiltonfunktion h = h(q(®), p(®)) beschrie-
ben. Die quantenmechanische Beschreibung desselben bezieht sich auf den Hil-
bertraum L?(R,dx) und einen noch unbekannten Hamiltonoperator H. Da der
Ball makroskopisch ist, nehmen wir an, dass sich das Punktteilchen P wie ein
klassisches Punktteilchen verhélt. Folglich weisen wir dem Ball im Rahmen un-
serer Idealisierung einen klassischen Zustand zu. Der Einfachheit halber gehen

wir davon aus, dass dieser Zustand der reine Zustand (q(()c)7 p(()c));

(g, p ) = 5(p@ — p{)6(¢' — ) dp'@dg'® (2.73)

ist. Die quantenmechanische Beschreibung des identischen Balls ist ein Zustand
w.. Wenn die quantenmechanische Beschreibung vertraglich ist mit der klassi-
schen Beschreibung, diirfen die quantenmechanischen und die klassischen Vor-
hersagen nicht widerspriichlich sein. Aus dieser Forderung “leiten wir ab”, dass
die von w, induzierten Wahrscheinlichkeitsmasse auf den Spektren o(P) = R
und 0(Q) = R der quantenmechanischen Observablen P und @ identisch ist
mit der klassischen Phasenraum-Wahrscheinlichkeitsverteilung des klas-
sischen reinen Zustands (¢(®), p(®)). Dabei machen wir einen Fehler der Ordnung
h! Aus quantenmechanischer Sicht ist es unméglich von einer gemeinsamen Ver-
teilung auf dem Spektrum des Impulses und auf dem Spektrum des Ortes zu
sprecherﬂ Weiter gehen wir davon aus, dass das Wahrscheinlichkeitsmass auf
dem Spektrum einer beliebigen Observablen f(P, Q) identisch ist mit dem ent-
sprechenden klassischen Wahrscheinlichkeitsmass

(e) ,(c) c c c c c
e >(A)/fl(m(;(p()pgcw(qmqé))dp< Vg, (2.74)

Daraus “folgt” dann, dass die quantenmechanischen Observablen “Impuls” und
“Ort” kommutieren (was aus quantenmechanischer Sicht natiirlich unsinnig ist),

2An dieser Stelle miissen wir den Leser bitten, diesen heiklen Punkt zu ignorieren. Die
folgende Ausfithrung muss als Plausibilititserkldrung verstanden werden.
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und dass

W(f(P.Q)) = / ) @ )06 — 07 ap g

= (5, a57)
= f(w(P),w(Q)). (2.75)

An dieser Stelle sei daran erinnert, dass fiir eine beliebige Observable A die
Grosse w(A) als Erwartungswert der Observablen A interpretiert werden kann
(siehe Abschnitt iiber die Induktion von Wahrscheinlichkeitsmassen). Wenn die
quantenmechanische und die klassische Beschreibung nicht widerspriichlich sind,

gilt weiter, dass
d ¢ d

P 2.
Spl) = Sw(P), (2.76)
und dass d d
(C) _ 2
dt —dtw(Q). (2.77)

Unter der Annahme, dass die klassische Hamiltonfunktion h = h(pO 7q(()c)) ein

Polynom ist, folgt, dass

d (. . d
—at” = {at”,h} = Pl (2.78)
0

dt

ein Polynom ist (Erinnerung: {¢,p} = 1). Unter der Annahme, dass der quan-
tenmechanische Hamiltonoperator H = H(P, @) ein Polynom ist, folgt, dass

d 1 d

—_— = —_— H = 7H 2~

0@ = (i) =w (757) (2.79)
ein Polynom ist (Erinnerung: [q,p] = ih). Das zweite Gleichheitszeichen ist

dahingehend zu verstehen, dass wir das Polynom H (P, Q) nach P differenzieren.
Mit Hilfe von (2.75) folgt

o (35t) = FpHP).0(Q)

d ©
= H(py ' a0 )
dp(()c) o "> 90
d (& (&
= —hy” a6, (2.80)
dp,
wobei wir im dritten Schritt die Gleichungen (2 und (| - ) beniitzt haben.

Die analoge Uberlegung fiir die Observable “Impuls” fithrt auf

d ¢ d .
qu qu

Da die Intergrationskonstante, die bei der Integration des Systems von Diffe-
rentialgleichungen

© ( (()C)’q(()C)) =

_ ( (e (o) )
dqq dCI(()

h(py s qo

H(p{?,q\?) =
dq(()c)

e hpl”, a5 (2.82)
qu
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auftritt, irrelevant ist fiir die Beschreibung der Dynamik, erhalten wir somit also
tatsdchlich
Hpy”,ay”) = oy, af) (2.83)
fiir alle (p(()c), q(()c)) € R?, so dass
H=h (2.84)

als Polynome.

2.6.8 Ausziige aus der Spektraltheorie von Schrédinger
Operatoren

Nach der Quantisierung eines klassischen Systems stosst man typischerweise auf
einen Hamiltonoperator von der Form

H=Hy+V(x) (2.85)
mit )
H() = —iA
2m
und V : Rf — R. Elemente dieser Familie von Operatoren heissen

Schridingersche Operatoren.

Satz 2.10. Eine allgemeine zeitabhéngige Schrodinger Gleichung

0
ih—iy = H
i 8twt Yy, Y €H,
besitzt globale Losungen ‘
Py = e 1, (2.86)
falls H selbstadjungiert ist.

Somit bendtigen wir Methoden, um bestimmen zu kénnen, ob ein Operator
selbstadjungiert ist.

Satz 2.11 (Kato-Kriterium). Sei H ein Schrodingerscher Operator. Dann gilt:
Aus
Vel < allHopl +bllell, Ve € D(Ho), (2.87)

mit ¢ < 1 und b < oo folgt, dass H selbstadjungiert ist.

Wir kommen nun zu einer kurzen Liste von Sétzen zur Struktur der Spektren
bestimmter Klassen Schrodingerscher Operatoren. Die Beweise finden sich ent-
weder in [Gustafson2003] oder in [Hislop1996].

Satz 2.12. Sei H = Hy + V(x) ein Schréodingerscher Operator mit den Eigen-
schaften, dass V(z) stetig ist, dass V(x) > 0, und dass

V(||z]]) — oo fiir ||z|| — oo. (2.88)

Dann gilt: Das Spektrum o(H) besteht aus isolierten Eigenwerten {A,}>2 ; mit
der Eigenschaft, dass A, — oo fiir n — oo.
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Satz 2.13. Sei H = Hy + V (z) ein Schrédingerscher Operator mit den Eigen-
schaften, dass V' (x) stetig ist, und dass

V(||z]]) — 0 fiir ||z| — oo. (2.89)

Dann gilt:
o.(H) =[0,400). (2.90)

Die isolierten Eigenwerte von H miissen also negativ sein.

Satz 2.14. Sei @ ein Wiirfel in R/ und sei H = Hy+V () ein Schrodingerscher
Operator auf L2(Q, d’ ) mit Dirichlet Randbedingungen auf dQ mit der Eigen-
schaft, dass V(z) stetig ist auf Q. Dann gilt: Das Spektrum o(H) besteht aus
isolierten Eigenwerten {\,,}; mit der Eigenschaft, dass A, — oo fiir n — oo.

Das folgende fundamentale Theorem besagt folgendes: Alle Elemente des Spek-
trums eines Schrodinger Operators sind Eigenwerte fiir Vektoren im Raum der
lokal quadratintegrablen und polynomial beschriankten Funktionen.

Theorem 2.6.1 (Schnol-Simon). Sei H = Hy + V(x) ein Schrédingerscher
Operator. Dann gilt: E € o(H) genau dann wenn eine lokal quadratintegrierbar,
polynomial beschrinkte Funktion ug(x) mit der Eigenschaft

Hug(z) = Eug(x) (2.91)

existiert. Des weiteren kann jede Wellenfunktion 1 € L?(R7, dx) nach den lokal
quadratintegrierbar, polynomial beschrinkten Ldsungen ug(x) entwickelt wer-
den. Die Lésungen der stationdren Schridinger Gleichung sind also in einem
erweiterten Sinn “vollstindig” in L*(R7,dx), obwohl nicht alle diese Lésungen
in L*(Rf, dx) leben. (Siehe [Simon81] fir die prizise Formulierung und den
Beweis dieses Theorems.)

Die Funktion 1 heisst polynomial beschriankt, falls
[W(@)l(|z] + 1)~ € L*(R?, d*x) (2.92)

fiir ein N < oo. Die Schreibweise {...} bezeichnet den Abschluss der Menge {...}.
Die Funktion v heisst lokal quadratintegrierbar, falls fiir alle z € R3 eine offene
Umgebung U, C R? existiert, so dass ¢|y, € L?(U,,d*z).

2.6.9 Vom Spektrum zur Evolution der Zustinde

Sei H ein selbstadjungierter, Schrodingerscher Operator, ¥y € L*(Rf,d’z) und

e = e~y (2.93)

Wir starten mit einer groben Klassifikation von Zustinden in L*(R/,d”x) hin-
sichtlich der durch H beschriebenen Evolution.

Definition 2.12. Der Zustand ; heisst gebunden, falls Ve > 0 ein R < oo
existiert, so dass

sup/ [ (2))? dfx < e. (2.94)
t Jiel>r
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Der Zustand 1, ist entweichend oder ungebunden, falls

1 T
lim 7/ dt/ @'z ()2 = 0. (2.95)
T Jo lz|<R

fir alle R < oo.

Nehme an, dass |¢¢(x)|? die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte eines Punkt-
teilchens im physikalischen Raum R? ist. Gemiss der Definition gilt dann:
Falls der Zustand des Punktteilchens gebunden ist, wird sich das Punktteilchen
fiir alle Zeiten in einem endlichen Bereich in R? aufhalten. Falls der Zustand
des Punktteilchens entweichend ist, wird das Punktteilchen mit fortschreitender
Zeit immer weiter gegen Unendlich propagieren.

Definition 2.13. Ein Zustand ; heisst stationdr, falls er die Zeitentwicklung
einer Eigenfunktion ist, d.h. es existiert ein Eigenwert F und ein Vektor u €
L?(R7,dx), so dass

Yy = e wHly(z) = e 7By (x). (2.96)
Theorem 2.6.2. Sei H ein selbstadjungierter, Schriodingerscher Operator auf
L*(R7, dx) und

H. := span{ Eigenfunktionen von H}. (2.97)

Dann gilt:
Yy st gebunden < 1, € H, fiir t € R beliebig, (2.98)

respektive
Yy ist entweichend < b, € Hi fiirt € R beliebig. (2.99)

Dieses Theorem impliziert, dass die Unterteilung des Spektrums o(H) in ein
Punktspektrum o4(H) und in ein kontinuierliches Spektrum o.(H) der Klas-
sifizierung der Zustédnde in gebundene Zustdnde und entweichende Zustédnde
entspricht!

2.7 Kopenhagen Heuristik

Wir betrachten ein physikalisches System Y vor und nach der Messung ei-
ner Observablen A mit zugehorigen spektralen Projektoren {PL(\A)} A- Wir re-
prasentieren den Zustand des Systems vor der Messung durch eine Dichtematrix
p) und den Zustand des Systems unmittelbar nach der Messung durch p(*).
Nehme an, das Experiment schrinke den Wert der Observablen A von R auf
ein Intervall A C R ein. Die Kopenhagen Heuristik setzt sich aus den folgenden
Annahmen zusammen.

Postulat 4. (1) Das von p7) induzierte Wahrscheinlichkeitsmass ) auf dem
Spektrum der Observablen { A} beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert
einer Observablen A in einem Intervall A C o(A) liegt, d.h.

W (A) = 1 (a) = (PY) = tr(p O PLY). (2.100)

(I) Falls die Observable A im Zustand p'*) erneut gemessen wird, schrinkt
diese Messung den Wert der Observablen A mit Sicherheit auf ein Intervall A’
ein, das in A enthalten ist, d.h.

w A (Aa) = tr(pHPM) = 1. (2.101)
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1II) Sei P ein Projektor mit der Eigenschaft Bild(P) C Bild P™MY (Notation:
g A

P =< PX‘)). Dann gilt:

P P A
WfS(f)) (1) = Wp(<+)> (1) W,E(—)> (A). (2.102)

Beispiel 2.4. Anstelle des allgemeinen Projektors P in (IIT) wihlen wir den
spektralen Projektor P('?), wobei A’ C A. Dann gilt:

A
Wp(g (A") = W,Ev)) (A) W;Ef& (A").

Gemiiss (I) definiert jeder Zustand w anhand der Gleichung
WAA) = w(PM). (2.103)

eine Familie {z1(4)}4 von Wahrscheinlichkeitsmassen auf den Spektren der Ob-
servablen. Es gilt jedoch nicht, dass sich jede beliebige Familie {4} 4 von
Wahrscheinlichkeitsmassen auf den Spektren der Observablen in der Form
(2.103)) schreiben ldsst, wenn wir fordern, dass w ein Zustand (positives, nor-
miertes, schwachstetiges, lineares Funktional) ist. Das Postulat (I) beinhaltet
somit die Annahme, dass alle in experimentellen Messungen (an Systemen im
Zustand w) beobachteten Verteilungen von Messwerten von der Form
sind.

Beispiel 2.5. Sei wyy der zu [¢)] C H gehorende reine Zustand. Dann gilt:
wiy) (1) = (¥, ()¥)

und N

Wi(8) = (0. PSVw).
Sei a € R ein Eigenwert von A mit zugehorigem Eigenvektor £. Dann ist die
Wabhrscheinlichkeit W[z} (a) im Experiment den Wert a zu messen geben durch

Wiki(a) = (w0, PEY%) = (v, €) 2
(PE(A) ist der Projektor auf den eindimensionalen Raum C - ¢ C H).

Theorem 2.7.1 (Reduktion des Zustands). Sei p(=) die Dichtematriz eines
physikalischen Systems vor der Messung einer Observablen A. Nehme an wir
messen, dass der Wert der Observablen A im Intervall A € R liegt. Dann ist
der Zustand p™) nach der Messung gegeben durch

A) () (A
):PX)P( )Pé)

ptt :
tr(PSYp0))

(2.104)

Beweis. Gemiss (2.102)) gilt
tr (Pp)) = tr (PKY o)) e (Pp)

fiir alle Projektoren P < PéA). Unter Ausnutzung der Linearitéit der Spur folgt

also
Po—)
tr (Pp™H)) = tr &%) .
tr (Px p))
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(4)

Da P < P\ A)

,gilt PP = PP = P, und somit

A _ A
PP >>

(2.105)
tr (P p(-)

tr (Pp™H)) = tr <P

fiir alle P < PXA). Aus Postulat (IT) folgt

A A
pé )p(+)pé ) — p(+),

weil tr (p(ﬂ) = 1. Um Behauptung (2.104) zu beweisen, bleibt zu zeigen, dass
aus
tr (Ppy) = tr (Ppy), VP < P{Y (2.106)

p1 = p2 folgt, wenn p; und p; Dichtematrizen auf Bild(PéA)) sind. Zu diesem
Zweck sei daran erinnert, dass pi,p1, P € J1 C J2, dass Jo ein Hilbertraum
mit Skalarprodukt (A, B)s = tr (A*B) ist, dass alle Elemente von J> kompakte
Operatoren sind, dass das Spektrum {aq,as, ...} eines kompakten Operators A

rein diskret ist, und dass fiir jeden kompakten Operator A eine Familie {Pj(A)}j
orthogonaler Projektoren existiert, so dass

A
A:Zaij( )
J

Die Menge {P| P < PéA)} enthélt somit vollstédndige orthonormale Systeme des
separablen Hilbertraums jg(Bild(PéA))). Sei {Q,}; ein solches VONS. Dann
aufgrund der Identitét (2.106)), dass

<Qj7 p1>2 = <Qj7 P2>2
fiir alle j. Wir schliessen also, dass aus der Eigenschaft (2.106)) in der Tat p; = po

folgt. Die Anwendung dieser Beobachtung auf (2.105) liefert den Beweis der
Behauptung
A) () p(A
() _ PRYpOPY
tr (PYY p(4)

O

Beispiel 2.6 (Reduktion reiner Zusténde). Nehme an, dass System befinde sich
vor der Messung in einem reinen Zustand [¢)]. Die zugehorige Dichtematrix ist
dann p(=) = |¢)(¢)|. Gemiiss Theorem ist der Zustand nach der Messung
eines exakten Werts « einer Observablen A gegeben durch

) — P ) <P|&A).
tr (P 9) ()]

Der Zustand nach der Messung ist also ein reiner Zustand, der dargestellt werden
kann als der zum selbstadjungierten Operator A gehoérende Eigenvektor

Py (2.107)
1P| '
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2.8 Kilassische Mechanik - Quantenmechanik

Die folgende Tabelle liefert einen Ubersetzungsschliissel zwischen der klassischen
Mechanik und der Quantenmechanik fiir ein System mit n Freiheitsgraden.

Klassische Mechanik

Quantenmechanik

Algebra der Obser-
vablen

C<R2n)

B(H)

Observable f € C(R®) reellwertig A € B(H) selbstadjun-
giert
Zusténde normiertes, positives, | normiertes, positives,

lineares Funktional auf | schwach-stetiges, lineares
C(R?") Funktional auf B(H)
Realisierung als Jrza [ dp(p, q) tr (pA), (K, Ar)s
Reine Zusténde (p,q) € R®® [¢v] € P(H)
Zeitevolution f=A{fh} i = Hy
ihA =[A, H]

ihp = [H, p]




Kapitel 3

Einfache

quantenmechanische
Systeme

Im Rahmen des vorliegenden Kapitels untersuchen wir die folgende Fragestel-
lung fiir eine Reihe quantenmechanischer Probleme, deren Dynamik durch einen
Schrodinger Operator H beschrieben wird: Wie verhiélt sich ein reiner Zustand
[Yo] (0 € L2(RS, dx) beliebig) zur Zeit t = 0 unter Zeitevolution? Die Zeitevo-
lution eines stationiren Zustands u gl ist

up(z,t) = e #E. (3.1)

Gemiss dem Schnol-Simon’schen Theorem ldsst sich ¢p(x) nach den lo-
kal quadratintegrierbaren, polynomial beschrinkten stationdren Losungen ent-
wickeln:

Yo=Y, A(E)uE+/ dE B(E)ug, (3.2)

E€o,(H) {E€o.(H)|ugeL(RS,d/z)}

wobei £(Rf,d’x) den Raum der lokal quadratintegrierbaren, polynomial be-
schrinkten Funktionen von R/ nach C bezeichnet. Aufgrund der Linearitéit der
zeitabhingigen Schrodinger Gleichung ergibt sich also

Y t)= > ABE)uge #F 4 / dE B(E)uge™ #E!
Eco, (H) {E€o.(H)|lup€L(RS,dfz)}

(3.3)
fiir die Zeitevolution des reinen Zustands [¢g] zur Zeit ¢ = 0. Die im folgenden
explizit diskutierten Systeme sind das freie Teilchen, Teilchen in einer Dimension
unter dem Einfluss stiickweise konstanter Potentiale, der harmonische Oszillator
und das Wasserstoffatom.

1Dje Funktion up erfiillt also die Gleichung Hur = Fup, muss aber nicht zwingender-
massen in L?(RS, dx) liegen)
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3.1 Das kriaftefreie Teilchen

Wir betrachten ein freies Punktteilchen der Masse m, das im Raum R3 lebt. Der
klassische Phasenraum dieses Systems ist R®. Der Raum der reinen quanten-
mechanischen Zusténde ist L?(R?, dx). Die Hamiltonfunktion eines klassischen
Teilchens mit Masse m auf das keine resultierende Kraft einwirkt ist

2
Pal
h==%. 3.4
2m (34)
Aus der Korrespondenzregel (d.h. die klassischen Observablen Impuls und Ort
werden durch die quantenmechanischen Observablen Impuls und Ort ersetzt)
erhalten wir den Hamiltonoperator

H= T A (3.5)

fiir ein freies quantenmechanisches Teilchen. Nehme an, der Zustand des Teil-
chens zur Zeit t = 0 sei der reine Zustand ¢(x) (r € R3). Wir interessieren
uns fiir den Zustand des Punktteilchens zur Zeit ¢ > 0. Folglich muss die
Schrodingergleichung

2
O, ) = (1) =~ Adi(a 1) (3.6)

gelost werden. Die zugehorige zeitunabhéngige Schrodinger Gleichung lautet
Hug(z) = —%AUE(!L‘) = Eug(z). (3.7)

Wenn E € o.(H) existiert kein L?-Eigenvektor mit Eigenwert E. Dennoch exi-
stiert geméss dem Schnol-Simon’schen Theorem [2.6.1] eine lokal quadratinte-
grierbare, polynomial beschréinkte Funktion @g(x) (kein Vektor in L?(R, dx)),
welche der Gleichung

geniigt. Die Funktionen {ig(z)|E € o.(H)} sind die ebenen Wellen e?*'* (k €
R3), da ‘ ‘
AT = k]2, 39)

Es gilt somit o(H) = [0, 400) (siehe Satz[2.13)). Aus
) h2 ) h2 )
ikex ikx _ o 2\ ik
Ee™® = —2mAe —Qm( lk]|%)e

folgt fiir den zu k € R3 gehorenden Energie-Eigenwert die Beziehung

1| k|2
Ek) = 1
(k)= (3.10)
und wir erhalten unter Beriicksichtigung von
pet T = —ihVet T = ket ® (3.11)

die Zeitevolution )
Pis(w, t) = eh@e=B (3.12)
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des stationiren Zustands g (x) = e’*'*. Nehme nun an, wir seien an der freien
Evolution eines reinen Zustands 1 (z,0) € L*(R,dx) interessiert. Die Bestim-
mung des evolvierten Zustands ¥(z,t) erfolgt dann durch die Zeitevolution der
einzelnen Fourier-Komponenten der Anfangsbedingung (z,0), d.h.

vlat) = F1(0) = oo [ dp @l 0)@)R0 L (33

(2mh)

Beispiel: Gausssche Wellenpakete

Es ist uiblich den reinen Zustand eines lokalisierten Teilchens zur Zeit t = 0 in
Form von

1

V@0 = G | CP W@ 0)p)et (3.14)
zu modellieren, wobei
((z,0))(p) = Ae~ T (3.15)

eine Gausssche Glockenkurve ist, deren Breite durch d > 0 charakterisiert ist.
Ziel ist die Bestimmung der Zeitevolution des reinen Zustands t(z,0) unter der
Annahme der freien Evolution. Zu diesem Zweck berechnen wir das Integral

1

(siehe (3.13))). Dabei diirfen wir uns auf den eindimensionalen Fall beschrénken,
da das dreidimensionale Gausssche Wellenpaket in drei eindimensionale Wellen-
pakete faktorisiert. Die Substitutionen

_d2 (p—]oo)2 i’(p»w—Et)
w2 el (3.16)

d? t d?py T d*p?
= —=+i—, b:= ) — =
=g i n2 o T g2

/d:ce az® — \[ (3.18)

V(o) = s [ dpet 0
T 2 _ .
— vcl : (3.19)

Die zu ¢(x,t) gehorende Wahrscheinlichkeitsdichte nimmt dann die Form

(3.17)

und die Identitit

fithren uns auf

2 A? 7T2Reb2n%ac
[¥(e. O = o e o) (320)

an. Das Zwischenresultat (3.20)) lidsst sich anhand der Definitionen

Do h
=—, = —— 3.21
i 2md? ( )
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und dem der Normierungsbedingung ||1(x, t)|| = 1 entspringenden Wert
A = (8rd?)V/* (3.22)

fiir A zu
9 1 _ (zfvt)2
[h(x,t)]* = ———=—¢ 24204777 (3.23)
d\/2m(1 4+ T2¢2)

umformen. Dies zeigt, dass |1 (z, t)|? fiir alle Zeiten eine Gausssche Glockenkurve
ist, deren Maximum mit der Geschwindigkeit v propagiert, und deren Breite
linear in ¢ anwéchst. Folglich zerfliesst die Aufenthaltswahrscheinlichkeit unter
der Zeitevolution.

Alternativer Zugang mit Hilfe der Greenschen Funktion

Ein alternativer Zugang zur Behandlung der partiellen Differenzialgleichung
(3.5) fithrt tiber die Bestimmung der Greensche Funktion G(z — 2/, t) der Glei-
chung (3.6]), d.h. wir bestimmen die Distributionslésung von (3.5)) zur Anfangs-
bedingung

P(z,0) = 6(x), (3.24)
welche auf die zu bestimmende Losung
P(z,t) = G, t), (3.25)

fithrt. Die Losung von (3.6)) mit Anfangsbedingung ¢(x) ist
Pz, t) = / 2’ Gz — 2’ t)p(z). (3.26)
R3

Die Anwendung der Fouriertransformation in z auf die Gleichung (3.6) ergibt
die Gleichung

2
ihdy(k,t) = %k%(kﬁ, (3.27)
(k € R3) deren Losung
Dk, 1) = Dk, 0)e Bkt (3.28)

ist. Mit Hilfe der inversen Fouriertransformation erhalten wir

Wi, t) = L@k, 0)e 350 ()
— (@, 0) « Fy ' (e k) (a)

52
=0(z) * .7-',;1(6_1%]“2’5)(:16)
= F (e 2 (@), (3.29)
Die quadratische Ergédnzung
hk? m \2 t m
k - ——t:—(hk——)— — g2 .
" om %) 2mh T 2m” (3:30)

im Exponenten des Integranden von

h2 g2,

1 ) )
P(z,t) = W/d%ezk'z’zm (3.31)
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fithrt nach der Substitution

k‘Hn::hk‘—%x

auf

1 ]. i&wZ it 2
w(x7t) = Wﬁe 2th /d37]e zmi 'l (332)

Die Anwendung der Identitit

/ due ™ = /me i/t = ﬁ (3.33)
R Vi

fiir die Losung dieses sog. Fresnel-Integrals ergibt somit

1 m\32
w(l.?t) = (Zh)S/Q (?) € 2th . (3.34)

Gemdss ([3.25) erhalten wir somit die Greensche Funktion

1 mN32 o
Gz —2',t) = e (?) gt (@)’ (3.35)

woraus sich die Losung

_ 1 m3/2 3,0 i (z—z')2 (1
vt) = s (7)) [ a e ow) )
fiir alle Anfangsbedingungen ¢(z) ergibt (siehe (3.26))). Wenn |¢(x)| integrierbar
ist, folgt

t(2,t)| < const - (3.37)

1
RS
Wenn wir [¢(x,t)|? als die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des Teilchens
interpretieren, so kann die Ungleichung dahingehend interpretiert werden,
dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des freien Teilchens unter der Zei-
tevolution zerfliesst. Die im letzten Abschnitt gemachte Beobachtung, dass die
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte Gaussscher Wellenpakete zerfliesst, ist ein

Spezialfall von ([3.37).

3.2 Eindimensionale Probleme mit stiickweise
konstanten Potentialen

Im folgenden betrachten wir Punktteilchen im Einfluss stiickweise konstanter
Potentiale V' (x). Es existiert also eine Partition P = {p1,....,pn} (N < 00) von
R, so dass V]—oop) = Vi) Vlpr.ps) = Vises Vipy,4o0) = Vi (die Indices I und
r bedeuten “links” und “rechts”). Im Rahmen der Diskussion dieser Systeme
werden wir auf das folgende Lemma angewiesen sein.

Lemma 3.1. Sei H = Hy + V(x) ein Schrédinger Operator auf L?(R,dz),
a € R beliebig und 1 ein stationdre Losung. Nehme an, es existiere eine offene
Umgebung U, von a, so dass V(z) < oo fiir alle © € U,. Dann gilt: ¢ und ¢’
sind stetig in a.
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Beweis. Sei e > 0 und ¢ := ¢/M, wobei

2
M := sup FT?

xeU,

(- V().

Die Zahl M ist endlich, falls E endlich ist. Demnach gilt fiir alle y € (a—6, a+9),

dass
/ d.’l; 1/]//
y

/y Lan (5 B - m»w\

%(E— V(m))‘ <M =

¥ (a) = ¢ (y)| =

<la—y| sup
z€ly,a]

Die Stetigkeit von 1) folgt aus der somit gezeigten Stetigkeit von ¢’ beixz = a. O

Ein Schrodinger Operator wirkt lokal auf eine Wellenfunktion ¢, d.h. das Bild
H1) am Punkt x = a hingt nur von den Werten von % in einer beliebig kleinen
offenen Umgebung von = = a ab. Dies gestattet es uns die Diskussion von
Problemen auf R folgendermassen anzugehen:

(i) Wéhle E € o(H).
(ii) Ermittle eine fir den Potentialverlauf V(z) giinstige Partition P =
(p17p27"'7pN) (N < OO)

(iii) Lose die zeitunabhiingige Schrédinger Gleichung separat auf den offenen
Intervallen (—o0,p1), (p1,p2), usw.

(iv) Klebe die ermittelten Losungen gemiss den Stetigkeitsbedingungen in
Lemma [3.1] zusammen.

Die sich ergebenden Funktionen sind stationére Losungen des Problems auf R
zur Energie E. Im Fall stiickweise konstanter Potentiale wéhlt man die Parti-
tion P natiirlich derart, dass V' (x) innerhalb der durch P definierten Intervalle
konstant ist. Innerhalb dieser Intervalle sind somit nur zwei verschiedene Typen
von Problemen zu l6sen:

(i) V(z) =V, ist konstant und £ > V.
(ii) V(z) = Vp ist konstant und E <V .

Der erste Fall beschreibt quantenmechanische Teilchen auf die keine Kréfte ein-
wirken, den wir im letzten Abschnitt diskutiert haben. Zu lésen ist

2m

Vi) = =5 (E = Vj) dj(x) (3.38)

>0

auf einem Intervall (p;,pj4+1). Die allgemeine Losung ist

() = a;e™T 4 e~ (3.39)
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mit
2m(E -V
kj = VImE=V) (3.40)
h
und a;,b; € C beliebig. Im zweiten Fall ist
/ 2m
k() = ~7z (B — Vi) Yx(z) (3.41)
———

<0

auf einem Intervall (pg, pr+1) zu losen. Die allgemeine Losung ist

Vi () = Ape™® 4 Be™ “*® (3.42)
mit
om(Vi — E
ap = —m(hk ). (3.43)

und Ay, B € C beliebig. Die noch verbleibende Schwierigkeit besteht darin,
diese Losungen derart zusammen zu kleben, dass die sich ergebende Funktion
1 auf R die Eigenschaft hat, dass sowohl 1) als auch v’ stetig sind.

Wir rechnen nur ein Beispiel explizit. Betrachte den Ubergang vom Intervall
(pjpj+1) zum Intervall (pj11p;4+2) und nehme an, dass V; < E < Vj4q. Die
allgemeine Losung auf (p;jp;41) lautet also

V() = a;e™® + bem*i, (3.44)
wihrend die allgemeine Losung auf (pj1pj42)
Vjp1(x) = Ajp1e®T + Bje” 2T (3.45)

ist. Wir fixieren nun die Amplituden a; und b; und berechnen die Amplituden
Aji1 und Bjyq. Aus der Stetigkeit von 7 und ¢’ bei pjy1 ergeben sich die
Gleichungen

Yi1(0) = a; + by = Ay + By = ¢1(0)
¥1(0) = iki(a; — by) = —a1(Ar — By) = 41(0),

die sich nach A; und B; auflosen lassen. Man erhilt

Ay 0 @ _1 1+% 1—% ay
Dies war der Spezialfall V; < E < Vj. Fiir andere Situationen wie bspw. V; <
V1 < E hitten wir andere (2 x 2)-Matrizen erhalten. Wir beniitzen die folgende

Notation: Der untere Index der Matrix MT(O) bedeutet, dass wir “eine Stufe rauf

steigen” (alternativ hiitte Mfo) bedeutet, dass wir “eine Stufe runter steigen”).
Der obere Index von MT(O) bedeutet, dass FE zwischen dem Potential V; links der
Stufe und dem Potential V; rechts der Stufe liegt (alternativ hétte MT(H resp.

MT(f) die Fille V; < V; < E und E < V; < V; beschrieben). Gehen wir nun
weiter zur néchsten Potentialstufe am Punkt ps > 0 und nehmen an, dass dort
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die Situation V5 < E < Vi auftritt. Aufgrund der Stetigkeit von v und 7’ sind
nun die Gleichungen

1/)1(]91) = Aje” P14 Bie™Pt = a2eikzp1 4 bze—ikzpl _ '9112(171)
’(/Jll(pl) _ _al(Ale—alpl _ Ble(XlPl) _ ikg(ageikﬂ)l _ bze—ikzpl _ Wz(m)

zu 16sen. Diese lassen zu

a2 _ a50)a (=) Ay
(o) =aome (4) (8a7)

umformen, wobei

©_ L 1+gs 1-g-
M| 2<1_$ 14 & (3.48)

beschreibt, wie wir die Potentialstufe runter steigen, und
_ e 0
M(~> ) = ( 0 e—1P1 ) (349)

beschreibt, wie sich die Wellenfunktion auf (0, p;) beim Ubergang 0 — p; dndert
(alternativ hitte M) die Propagation entlang einer Stufe im Fall V; < E
bedeutet). Dies setzt sich auf diese Weise nun immer weiter fort. Beispielsweise
verkniipft die Relation

ar _ M(O)M(f)M(O)M(Jr)M(+)M(+)M(0)M(*)M(—)MH»)M(O) a
b, T - 1 - T - T — ! - 1 b

(3.50)
die Amplituden der Wellenfunktion auf (—oco,0) mit den Amplituden der Wel-
lenfunktion auf (pg,c0) im Fall von fiinf Potentialstufen. Fiir den sich damit
ergebenden stationdren Zustand gilt dann

Pl(—o0,0) (@) = ti(x) = @™ + e "1 (3.51)

und

U (pe.00) () = V() = aper(@7re) 4 p e=ikr(@=po), (3.52)
Die Subtraktion von pg in der Phase ist notwendig, da die Wellenfunktion in
(ps, 00) und nicht (0, 00) lebt. Zu Beginn haben wir den Ursprung von R nach

p1 verschoben. Wenn wir den erhaltenen stationédren Zustand wieder zuriick
schieben erhalten wir

1/}‘(_00’0) (z) = Yi(x) = aleikl(zim) + bleiikl(xipl) (3.53)
und
V] (pg.00) (&) = (@) = aper(mPemP) L mihrlempompn), (3.54)

Abschliessend listen wir alle moglichen M-Matrizen auf, die man auch Trans-



3.3. DER HARMONISCHE OSZILLATOR 69

fermatrizen nennt (die Indices “1” und “r” bedeuten links und rechts):

(- L[/ 14+5 1-gt

M "=3 < 1—2 42

- L t+g -5

Mo =5 ( -4 144

1/ 1+ 1-— 54

M(O) _ = ik, ik,

L2\ 1= 1+ 48

ik ik

M(o) - 1 1+ (TTZ 1-— ‘oTTL

Tmo2l1-th 14tk

ks ky

Ml(+) 71 1—|—EL 1—127"

2\ 1=+ 1+

L 1+82 1-H&
MT<+>:2<1_1,3; Hl,g;) (3.55)

weiter gilt
—ik;(pj+1—p;)
+) _ e i \Pj f) 0
M- _( 0 ettki(Pj+1—p;)
@ (Pj+1=p;) 0
(G

M2 ( 0 e~ (Pi+1—p;) > (3.56)

fiir die Propagation entlang einer Stufe der Breite p;4+1 —p;. Mit diesen Formeln
lassen sich die stationdren Losungen beliebiger stiickweise konstanter Potential
mit Hilfe einer Matrixmultiplikation ermitteln.

3.3 Der harmonische Oszillator

Die Hamiltonfunktion des klassischen harmonischen Operators ist

2

Y L.
h—2m—|—2mw x”. (3.57)

Gemiss der Korrespondenzregel erhalten wir aus dieser Hamiltonfunktion den
Hamiltonoperator

p 1 2,2
—_— — _— y .
H= m + —mw-z”, p= Z}iax, (3 58)

und die zeitabhéngige Schrodingergleichung

RN

ih%w(z,t) = ( + —mw 932)> Y(z,t) (3.59)

des quantenmechanischen harmonischen Oszillators.
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3.3.1 Der analytische Zugang

Mit dem Separationsansatz
W(z,t) = u(z)e ™ EL. (3.60)
ergibt sich die zeitunabhéngige Schrédingergleichung

@)+ tmwtutu(e) = Bula) (3.61)
dex2usc Qmwuux— ulx). .

Die Einfithrung der reskalierten und dimensionslosen Variablen

€:= %; £ = 1/%&0. (3.62)

fiihrt auf die gewohnliche Differentialgleichung

Hu(§) == —u" (&) + u(&) = 2eu(§), (3.63)

die es nun zu losen gilt. Zu diesem Zweck gilt es die folgenden Punkte zu bear-
beiten:

(i) Wahl eines Ansatzes fiir die Eigenfunktionen u(z) anhand der Untersu-
chung des asymptotischen Verhaltens der Losung.

(ii) Losung des Eigenwert-Problems fiir diesen Ansatz.

(iii) Beweis, dass wir das Eigenwert-Problem vollstéindig gelést haben, d.h.,

dass das Spektrum von H besteht nur aus den Eigenwerten unserer
Ansatz-Eigenfunktionen.

Die Diskussion von Punkt (iii) verschieben wir in einen separaten Abschnitt nach
der Beschreibung des algebraischen Zugangs zum harmonischen Oszillator.

Schritt (i): Ansatz fiir die Eigenfunktionen

Zur Bestimmung eines geschickten Ansatzes fiir die Losung der Differentialglei-
chung 16sen wir im asymptotischen Regime |{| — co. Anschliessend
nutzen wir aus, dass unsere Ansatz-Funktionen im Limes |£| — oo gegen die zu-
vor bestimmten asymptotischen Losungen streben miissen. Im asymptotischen
Regime geht die Gleichung in die Gleichung

— !+ s =0 (3.64)
iiber mit den Losungen
1¢2
ul(€) = e*2t. (3.65)

Geméss dem Schnol-Simon’schen Theorem sind die verallgemeinerten
Eigenfunktionen (damit meinen wir diejenigen Eigenfunktionen, die nicht in
L2(R3,dx) liegen) polynomial beschrinkt. Folglich ist ul’(€) fiir die Kon-
struktion eines Losungs-Ansatzes nicht zu gebrauchen. Die Forderung, dass die
Losungen von fiir || — oo gegen uég )(5) streben muss, fithrt uns auf den
Ansatz

u(€) = e w(E), (3.66)
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den wir in (3.63)) einsetzen, um die Differentialgleichung

d?w dw
o Xt (2 —Dw=0 (3.67)

fiir w(§) zu erhalten.

Schritt (ii): Losung des Eigenwert-Problems fiir diesen Ansatz

Der Potenzreihenansatz

w(©) = arg” (3.68)
k=0

fithrt auf die Rekursionsformel

2k — (2¢ — 1)

== =0,1,2,... .
k42 (k+2)(k+1)aka k Oa 3 4y (3 69)

fiir die Koeflizienten {ay}r. Wir nehmen nun an, dass a; # 0 fiir alle k. Fiir
grosse Werte von k folgt daraus

2
A2 ~ Eak. (370)

Fiir grosse Werte von ¢ ergibt sich also das Verhalten
1 2
w(€) ~ Y € e (3.71)
k

und somit

u(€) ~ et /2 (3.72)

fiir |€] — 0. Dies steht im Widerspruch mit dem Schnol-Simon’schen Satz. Die
Annahme ay, # 0 fiir alle k¥ war also falsch. Aus der Rekursion schliessen
wir, dass

ar =0 (3.73)

fiir grosse k, was nur dann moglich ist, falls ein n € Ny existiert, so dass
1

Damit bricht entweder die Teilfolge mit geraden resp. ungeraden Indices ab.
Die jeweils andere Teilfolge setzen wir gleich Null. Das sich ergebende Polynom
n-ten Grades mit Paritéit (—1)" ist das sog. Hermite Polynom H,,. Aus (3.67)
folgt:

H!' —2¢H! +2nH, =0, (3.75)
so dass o
un(€) = Hn(€)e 2% (3.76)

Fiir n = 0 besteht die Potenzreihenentwicklung von w(&) resp. Ho(€) nur noch
aus dem konstanten Term nullter Ordnung in £. Die Eigenfunktion ug(£) nimmt
folglich die Form

uo(€) = Coe™ ¢ (3.77)
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an. Als nichstes definieren wir die Operatoren

o e o4y mer—ip
’ 2 dg vV 2mwh
1 d mwe + ip
a = —E+—=) = —, 3.78
\/i(f df) 2mwh ( )
die auf dem linearen Unterraum
A= {e_%fzp(ﬁ) € L*(R,dx) | p(¢) ist ein Polynom in &} (3.79)

von L2(R,dz) definiert sind, diesen invariant lassen und den Vertauschungsre-
lationen
[a,a*] =1 (3.80)

geniigen. Die Operatoren a*, a sind also Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren, wie wir sie schon zu einem fritheren Zeitpunkt eingefiihrt haben. Der
zugehorige Zahloperator ist

N =a*a. (3.81)

Auf A C L*(R,dz) definieren wir das Skalarprodukt

(01, 09) = /]R 4 v1 ()0 (©). (3.82)

Damit wird A zu einem Prahilbertraum (d.h. ein linearer Raum der bis auf die
Forderung der Vollstéindigkeit dieselbe Struktur hat wie ein Hilbertraum).

Lemma 3.2. Die Operatoren a und a* sind zueinander adjungiert, d.h.
(v1,a"v9) = (avy,vs)
fiir alle v1,v9 € A.

Dieses Lemma beweist man mit partieller Integration. Natiirlich liegt ug in .A.
Mit Hilfe der neuen Operatoren a*, a lésst sich der Operator H in der Form

~ 1
H = hw (N + 2) (3.83)
schreiben. Anstelle von (3.63)) erhalten wir
1
Nu,, = (e — 2) Uy, = Ny, (3.84)

Wir zeigen nun, dass uns die Anwendung von Potenzen des Erzeugungsoperators
auf neue Eigenfunktionen fiihrt.

Lemma 3.3. Es gilt:
Unt1 X (@¥) .

Beweis. Aus der Vertauschungsrelation fiir a, a* folgt

N(a*u,) = a*aa*u, = a*(a*a + [a,a*))u,
=a*(N 4+ Du, = (n+ a"u,. (3.85)
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Es bleibt also noch zu zeigen, dass a*u, # 0. Dies ist eine Konsequenz von
Lemma 3.2}

lla*un||? = (a*tun, a*uy) = (un, aa*u,)

= (Un, (N + Dup) = (0 + 1){up, uy). (3.86)
Da ||un]|? = (un,un,) # 0 folgt ||a*u,||? # 0, und somit a*u,, # 0 (siehe Defini-
tion einer Norm). O

Wenn wir also mit ug starten, erhalten wir nach der Anwendung des Opera-
tors (a*)™ fiir jedes n eine neue Eigenfunktion. Nach der Normierung dieser

Funktionen erhalten wir (siehe (3.77) und (3.86))
() = n e 3

1 1 1
up(§) =m"1 &

N (a*)"e™ 2

Wir haben folglich fiir jedes n € Ny genau eine Eigenfunktion von H zum Eigen-
wert fi(n+1/2) gefunden. Es bleibt zu zeigen, dass wir simtliche Eigenfunktionen
gefunden haben.

(3.87)

3.3.2 Der algebraische Zugang

Ein alternativer Zugang zur Behandlung des quantenmechanischen harmoni-
schen Oszillators startet direkt mit der Definition eines Erzeugungsoperators
a* und der Definition eines Vernichtungsoperators a. Er ist algebraisch in dem
Sinn, dass wir uns nur auf Vertauschungsrelationen beziehen. Wie im Abschnitt
2.3.1] definieren wir

a:= L(mJ + ip%
‘{ﬁ f (3.88)
a’ = E(“q - EP)
mit £ = /mw und der Eigenschaft
[a,a*] =1, (3.89)

die eine direkte Konsequenz der Heisenbergschen Vertauschungsrelationen ist.
Die Beniitzung der Definitionen ([3.88) von a und a* fithrt auf den Ausdruck

2 e g (et taa']) = hw (@t X (3.90)
—2m 2mwx— a a 2a,a = a a 2 . .

fiir den Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators. Wie in definieren
wir den Zéhloperator N = a*a mit der Eigenschaft . Da a* die Adjungierte
zu a ist, gilt

(0, N9} = lay|* > 0 (3.91)
fiir alle v € H. Daraus schliessen wir, dass o(N) C {\ € R|X > 0}. Gemiiss
gilt fiir einen N-Eigenwert j mit zugehorigem Eigenraum Eig(N, j), dass

a :Eig(N,j) — Eig(N,j — 1)
a* :Eig(N, j) — Eig(N,j +1). (3.92)



74 KAPITEL 3. EINFACHE QUANTENMECHANISCHE SYSTEME

Sei n ein N-Eigenwert mit zugehérigem Eigenvektor ,,. Aus (3.92)) folgern wir,
dass

NaFap, = (n — k)a*e, (3.93)

Die Gleichungen und sind nur dann vertréiglich, wenn a*1, =0 €
H fiir n — k < 0. Es existiert also ein Vektor Q € H (2 # 0) mit der Eigenschaft
aQ =0¢€ Hund Q = a'¥, (I € Ng und [ < n). Ublicherweise nennt man
den Vektor 2 Vakuum. Dieser Begriff stammt aus dem Formalismus der zweiten
Quantisierung (sieche QM II). Aus

lagpn||® = (athn, athn) = (hn, Non) = n (3.94)
folgt

la* | = vVavn —1-..-Vn—k+1, (3.95)
so dass

aQ=ad"¥, =0 < |dTy,|=0

nur dann moglich ist, falls n € Ny. Sei nun m € Ny ein Eigenwert des Operators
N mit Eigenvektor 1,,. Dann sind die normierten Vektoren

1
Vmm —1)..(m —s+1)

(s =1,2,...,m) Eigenvektoren zu den Eigenwerten m — 1,m — 2, ...,0, wihrend
die normierten Vektoren

a*m (3.96)

1
Vm+1)(m+2)..(m+t+1)

(a*) "y, (3.97)

(t =1,2,...) Eigenvektoren zu den Eigenwerten m+ 1, m+2, ... sind. Alternativ
konnten wir alle Eigenvektoren direkt aus dem Vakuum erzeugen:

NS (3.98)

ist der normierte Eigenvektor des Zihloperators zum Eigenwert n € Ny bzw.
der normierte Eigenvektor des Hamiltonoperators

He? L e (na ) (3.99)

zum Eigenwert
1
hw (n + 2) . (3.100)

Um explizite Wellenfunktionen zu erhalten ist es aber unumgehbar eine explizite
Darstellung 7 der Algebra der Observablen (und somit fiir die Operatoren a,
a*) zu wihlen. Mit Hilfe der Operatoren m(a) und m(a*) erzeugt man dann
die Eigenvektoren zu den Eigenwerten in Ny aus einem gegebenen Eigenvektor
¥, € H. Ublicherweise erzeugt man die Eigenvektoren aus dem Vakuum 1)y = €,
das die Gleichung

m(a)Q2 =0 (3.101)



3.3. DER HARMONISCHE OSZILLATOR 75

16st. Wenn wir uns fiir die Schrodingersche Darstellung entscheiden, lautet

(3.101)

1 d
— +—=102=0 3.102
V2 (5 dg ) (310
mit der Losung
Q=ce /2 (3.103)

(c € R konstant) die uns schon im letzten Abschnitt begegnet ist. Alle hoheren
Eigenfunktionen folgen dann mit Hilfe der Iteration

GGEE) o

was mit dem analytischen Resultat des letzten Abschnitts identisch ist.

3.3.3 Beweis, dass wir das Eigenwert-Problem vollstindig
gelost haben

Die Behauptung, dass die Eigenfunktionen {u,}nen, das Eigenwert-Problem
vollstandig 16sen, ist eine Konsequenz des folgenden Satzes.

Satz 3.1. Die in Schritt (ii) konstruierten Funktionen {u, }nen, (siehe (3.87))
bilden ein VONS in L?(R,dx).

Beweis. Gemiss der Definition von VONS gilt es zu zeigen, dass {uy }nen, €in
orthonormales System in L?(R,dr) ist, und dass kein Element in L?(R,dx)
existiert, das orthogonal ist zu allen Vektoren in {u, }nen,-

Behauptung 1: (U, Un) = Omn.-
Fiir n = m gilt dies, weil wir die Vektoren {u,}nen, normiert haben. Sei nun
n # m. Wir starten mit den Beobachtungen, dass

d
/ / " " " 2 2 "
— (U Uy, — U U) = Ul Uy, — U Uy = Uy Uy — E- U Uy + EX U Uy, — U U,

dg§
= —(f{um)un + (flun)um = (n — Mm)UpUm, (3.105)

(siehe (?7)) und dass
[ 17ae=0
R

fir alle f € A (siehe (3.79))). Daraus lidsst sich nun unsere erste Behauptung
ableiten:

R

1 d,, ,
= — n — UmUy,) d& = 0. 3.106
[ o e = ) e (3.106)
Behauptung 2: (f,u,) = 0 fiir alle n € Ny = (f, &"e€/2) = 0 fiir alle n € No.
Diese Behauptung zeigen wir iiber Induktion nach n. Fiir n = 0 gilt die Be-
hauptung nach Voraussetzung. Fiir die Behandlung des Falls n = 1 schreiben
wir den Erzeugungsoperator in der Form

1 2 2
at = \ﬁef /2 (—i) e 8 /2 (3.107)
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(als Operatorgleichung) und beobachten, dass dann
0= <f7 U1> = <f7 7771/4CL*U0>

- 77*1/4%0?7 o£2/2 <_j€) e 2y)

2 2
__—1/2 —&£2/2
= ,Ee , 3.108
(e (3.108)
was die Behauptung fiir n = 1 beweist. Somit kommen wir zum Ubergang
n=n+1:
1

_1
1

(f.(@*)" o)

0= (f,unsy1) =7 m

cab L (L (L4 en) e (a0
BV CE R S AT ‘ |

Da (a*)”+16_52/2 ein Polynom von Grad n + 1 mal e=€/2 ist, folgt daraus die
Behauptung: wir schliessen, dass

(f.&" e =0,
da )
(f,€e /%) =0
fiir alle £ = 0, ..., n nach Induktionsvoraussetzung.
Behauptung 3: Sei f € L?(R,dx) eine Funktion mit der Eigenschaft (u,,, f) =0

fiir alle n € Ny. Dann gilt: f = 0.
Betrachte die Fouriertransformation

x

F(z):= \/%/Rdxme_; e A (3.110)

YR 12 . . . . .
von f(x)e” 7. Fiir f € L?(R,dz) ist dies eine ganze Funktion in z € C. Insbe-
sondere existiert eine Potenzreihen-Darstellung

% g (5 =
Fo=y FHEZ0
k=0 ’

wobei

F™(z) = \/%(—i)"/ﬂgdx " Me_g e iz

die n-te Ableitung von F' bezeichnet. Geméss Behauptung 2 gilt, dass (u,,, f) =0
fiir alle n € Ny die Identitit F(™ (2 = 0) = 0 fiir alle n € Ny impliziert. Somit

folgt, dass
1 — 22 .
0=F(z2)= — [ dz f(x)e” z "
()= o= | aaT@

fiir alle z € C, da alle Koeffizienten in der Potenzreihen-Darstellung von F(z)
verschwinden. Dies impliziert, dass

22

J@e = =0
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fast tiberall (d.h. bis auf eine Menge mit Mass Null) und schlussendlich, dass
f(x) = 0 fast iiberall, was zu zeigen war (L?(R,dz) ist streng genommen nur
dann ein Hilbertraum, falls Funktionen, die sich nur auf Nullmengen unterschei-
den, identifiziert werden). O

Fazit

Da die Eigenfunktionen

un(€) :7_‘,71/42771/2%6752/2]_[”(5) (3.111)

ein VONS in L?(R, dx) bilden, lisst sich jede Anfangsbedingung des harmoni-
schen Oszillators in Form der Entwicklung

P(x,0) = Z Cntin () (3.112)
n=0
schreiben. Dann ist -
P(x,t) = Z cne_%E"tun(x) (3.113)
n=0
mit )
E, = hw (n + 2) (3.114)

die Losung der zeitabhéingigen Schrodingergleichung in Bezug auf die angege-
bene Anfangsbedinung. Die Energie des Grundzustandes

1
By = 5hw (3.115)

wird als Nullpunktsenergie bezeichnet.

Bemerkungen zu den Hermite Polynomen

Zum Schluss unserer Diskussion des harmonischen Oszillators folgen nun der
Vollsténdigkeit halber ein paar allgemeine Bemerkungen zu den Hermite Po-
lynomen. Geméss dem Weierstrass’schen Satz bilden die Monome {z"},, eine
vollstéindige Basis in L?(R, dz). Die Anwendung des Gram-Schmidt’schen Or-
thonormierungsverfahrens bzgl. dem Skalarprodukt

(f.g) = / Fa)g(@)e % dz

liefern die Hermite Polynome H,,, welche die Gleichung (3.75)) losen. Aus (3.107)

folgt die Identitét
H, = 2"/2652(—(%)%—52. (3.116)

Mit Hilfe des Integralsatzes von Cauchy zeigt man, dass
2 n! e=¢

Hy(§) =e* (1) 3 de, (3.117)



78 KAPITEL 3. EINFACHE QUANTENMECHANISCHE SYSTEME

wobei man annimmt, dass I' C C den Punkt ¢ umschliesst. Die erzeugende
Funktion der Hermite Polynome ist

o0

D(Et) = an(g) = & (07 (3.118)

n=0

(dies zeigt man mit Hilfe der Darstellung (3.117)).

3.4 Zweikorperprobleme mit Coulomb-
Wechselwirkung

Ziel dieses Abschnitts ist die Losung quantenmechanischer Zweikorperprobleme
mit Coulomb-Wechselwirkung. Wir starten mit einem physikalischen System,
das sich aus zwei Punktteilchen zusammen setzt, deren Wechselwirkung durch
ein sphérisch-symmetrisches Wechselwirkungspotential V (||2(") —z(?)||) gegeben
ist. Der Hamiltonoperator ist also (gemiss der Korrespondezregel)

(p1))? N (p)?
2m1 2m2

H= + V(|lz™ — 2. (3.119)

Wie in der klassischen Mechanik fithren wir Schwerpunkts- und Relativkoordi-
naten (besser: Schwerpunktkoordinaten-Oberservable und Relativkoordinaten-
Observable) ein:

e Schwerpunktsmasse: M := mq + mo

e Reduzierte Masse: m := =472

e @
e Ort des Schwerpunkts: X = %

Relativkoordinaten: z := (1) — 2

e Schwerpunktsimpuls: P = p(!) + p(?)

(1) (2)

2p" " —mip

e Relativimpuls: p = ™

Die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen gelten auch in diesen neuen Ko-
ordinaten:

[ X, Pj] = 1hdy;

[xﬂpj] = ih(szg

[Xiv Ij] =0

[P;,pj] = 0. (3.120)

Dies ist eine direkte Folge der Vertauschungsrelationen der Observablen
1, T2, p1, p2. Die Schrodingersche Darstellung des Systems (3.120]) ist

P =

L0 .
J J
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fiir 5 = 1,2,3 und es resultiert die zeitabhéngige Schrodingergleichung

G A
2M 0X2  2m 0a?

(X, 0, 1) = FV(Ia — 2@ )| 9(X,,1)

(3.122)
(im folgenden gilt V,, = 9, und A, = §?). Der Separationsansatz
P(X,z,t) = ®(X, t)p(x,t) (3.123)
liefert einerseits die freie Schréodingergleichung
0 h? 02
h—®(X,t) = ————P(X 124
B(X, 1) =~ B(X ), (3124)

fiir die Schwerpunktsbewegung deren Losungen bereits untersucht haben. An-
dererseits stossen wir auf die noch zu l6sende Schrédingergleichung
h? 9?

L0
ihgrp(@t) = | =55 + V(lzl) | o(z,1) (3.125)

fiir die Relativbewegung. Die allgemeine Losung des Gesamtproblems werden
dann Linearkombinationen von Losungen der Form ([3.123|) sein. Um fortzufah-
ren bendtigen wir die Definition des quantemechanischen Drehimpulsoperators
L, der die Form
0
L:=2N—ih—. 3.126

hat. Den quantemechanischen Drehimpulsoperator werden wir in einem spéteren
Kapitel eingehender studieren und zeigen, dass seine Komponenten wie im klas-
sischen Fall die Erzeugenden von Rotationen sind. In Polarkoordinaten, die der
sphérischen Symmetrie des Potentials angepasst sind, ergibt sich

1 0 . 0 1 02
— sin

2 _ 2 ] = an w200\ A2
L*=—h"A, mit A : sin(0) 00 ( )39 " sin®(6) 0%

(3.127)

Der Operator A ist der Laplace-Beltrami Operator auf S? mit der von der Stan-
dardmetrik im R3 induzierten Metrik. Man kann zeigen (vgl. MMP Vorlesung),
dass

0? 2 20 1
57 = A = 5zt o5 TQA‘ (3.128)
Mit S
RZ 0 29 T,
Hy _%(W + ;5) + 2mr2L ) (3.129)

erhalten wir die zeitunabhéngige Schrédingergleichung
(HO + V(T))w(rvng) = E@(ngv(p)v (3130)

die zur Schrédinger Gleichung gehort. An dieser Stelle sei daran erinnert,
dass die Kugelfunktionen {Y;™ (0, ¢) ;’ég;l""’“ Eigenfunktionen von A mit den
Eigenwerten —I(I + 1) sind. Die Beobachtung, dass (Hy 4+ V(r)) sich aus Sum-
manden zusammen setzt die entweder auf der radialen oder auf den sphérischen
Anteil der Eigenfunktionen wirkt, und dass die Kugelfunktionen (die ein VONS
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in L2(52,dQ) mit dQ = sin0dfdy realisieren) Eigenfunktionen des sphiirisch-
wirkenden Anteils von (Hy + V(r)) sind, fithrt uns auf den Separationsansatz

o(r,0,0) = X" ()Y, (0, ) (3.131)

fiir alle I € No, m € {—1,...,1}. Wir verwenden diesen Ansatz in (3.130) und
erhalten die gewohnliche Differenzialgleichung

(i - v e - Be) @

2m

fiir xj" (r). Wir erkennen, dass x;"(r) nicht von m abhéngen kann und definieren
daher x;(r) := x*(r). Uber den Ansatz

yi(r) = rxu(r). (3.133)

gelangen wir schliesslich zur Eigenwertgleichung

K2 d?
Tomdr? +Ui(r)| wi(r) = Ew(r), (3.134)
mit )
U(r) = 52 I+ 1)+ V(r) (3.135)

Dies entspricht dem Zwischenresultat
1 -2
B = Smlall* + Vea(llel) (3.136)
mit
Z2

Verr(llzl)) = V(ll=l)) + (3.137)

2m||z|]?
aus der Diskussion des klassischen Zweikorperproblems mit sphérisch-
symmetrischem Wechselwirkungspotential, wobei | den klassischen Drehimpuls
bezeichnet. Die Gleichung beschreibt die Dynamik eines eindimensiona-
len quantenmechanischen Einteilchen-Probems mit Potential Uj(r). Es ist uns
also gelungen das urspriingliche quantenmechanische Problem mit sechs Frei-
heitsgraden durch ein quantenmechanisches System mit nur einem Freiheitsgrad
zu ersetzen.

3.4.1 Das Wasserstoffatom

Die Behandlung des Wasserstoffatoms ist eine Anwendung der bisherigen
Uberlegungen, wenn man fiir das Wechselwirkungswirkungspotential V' (||z||) das
Coulomb-Potential einsetzt, d.h.

V(r) = —67, (3.138)
mit 7 := ||z||. In der Arbeit mit Atomen ist es iiblich als Liéngeneinheit den
Bohrschen Radius

h2
a:= (3.139)

e2m
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und als Energieeinheit das Rydberg

2

e
= — .14
Ryd 50 (3.140)

zu verwenden. Dies resultiert in den Substitutionen

2

r=:ap, E= ;—ae (3.141)

in der Diskussion des Wasserstoffatoms. Die radiale Schrédingergleichung
(13.134)) erhalt dann die Form

(—j,ﬂ L : b_ f)) u(p) = u(p) (3.142)

fiir [ € Ng. Der analytische Zugangs zur Behandlung des harmonischen Oszil-
lators zeigt, dass eine viel versprechende Strategie zur Losung von Differenzial-
gleichungen darin besteht, Ansétze zu konstruieren, die auf den asymptotischen
Losungen der Differenzialgleichung basieren. Die Gleichung geht im Li-
mes p — 0 in die asymptotische Gleichung

d? (l+1) (—0)
(_W + p2> y o (p)=0 (3.143)

iiber. Fiir p — oo erhélt man andererseits
(—o0) \
<— e + e> i (p)=0. (3.144)

Die allgemeine Losung von ((3.143)) ist

(=0)

y O (p) = arp'!

+azp~". (3.145)

Fiir ag #0und [ > 1 ist y(ﬂo)(p) bei p = 0 nicht lokal quadratintegrierbar, was
im Widerspruch zur Aussage des Schnol-Simon’schen Theorems [2.6.1] ist. Fiir
[ = 0 verletzt yl(_’o)(p) mit ay # 0 die Dirichlet-Randbedingung 4\~ (0) = 0
(siehe in Kombination mit dem Schol-Simon’schen Theorem). Daher

kommt nur die Losung
-0
y 7 (p) = arpttt (3.146)

fiir [ € Ny in Frage. Die allgemeine Losung von (3.144) ist
y 7% (p) = breV TP + bge VP, (3.147)

Damit die Losung fiir € < 0 polynomial beschrénkt ist (und somit nicht im Wi-
derspruch steht zu den Aussagen im Schnol-Simon’sche Theorem , miissen
wir by = 0 setzen. Fiir € > 0 sind die Losungen im Unendlichen auto-
matisch beschriankt. Dies fithrt dazu, dass wir die Félle ¢ < 0 und e > 0 separat
diskutieren. Geméss Satz erwarten wir fiir € < 0 isolierte Eigenwerte und
fiir € > 0 das kontinuierliche Spektrum.
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Die Diskussion von ¢ < 0

Wir starten mit den Definitionen

1
z:=2/—€, n:= e (3.148)
Gleichung ([3.142)) lautet nun neu
" n 1 I(l+1)
- — - — =0. 3.149
i (211w (3.149)

Die Resultate (3.146)) und (3.147)) fithren uns auf den Losungsansatz
y(z) = zH'le_%zw(z) (3.150)

mit w(0) # 0, der zwischen den beiden asymptotischen Lésungen interpoliert.

Nun verwenden wir in und erhalten
2w’ + (2042 = 2)w' + (n—1—1)w = 0. (3.151)
Dies ist ein Spezialfall der Differnenzialgleichung
2w + (7 — 2)w’ — aw = 0, (3.152)

die in der Theorie der konfluenten, hypergeometrischen Funktionen auftritt (sie-
he bspw. [Straumann2002]). Fiir die Losung von (??) macht man den Potenz-
reihenansatz

= apk, (3.153)
k=0
den wir in (??) verwenden, um auf
> (k4 D)k +Yaks — (k+ a)ag) 2 (3.154)
k=0

zu stossen. Aus (3.154) resultiert die Rekursionsformel

Cala+1)---(a+k-1) 1
R CEECE (3.159)

ag

fiir die Koeffizienten des Ansatzes. Als Losung erhalten wir die konfluente, hy-
pergeometrische Reihe

F(a,v;z 2" (3.156)

iaa—l—l (a+k-1)1
P yy+1)---(v+E—1) k!

fiir ap = 1. Die Funktion F(«,y;z2) verhélt sich fiir grosse z und fiir grosse k
wie

F(a,v;z) =~ €* (3.157)
(siche Anhang zu Kapitel 1 in [Straumann2002]), woraus

yi(z) = 2HHte/? (3.158)
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folgen wiirde. Somit wére y;(z) aber nicht polynomial beschrinkt, es sei denn
ar, = 0 in (3.153)) fiir geniigend grosse k, d.h.

—a=0,1,2,..., v#£a« (3.159)

(siehe (3.157))). Fiir das Wasserstoffatom ist

a=Il+1-n, 1=0,1,2,.., (3.160)
so dass (3.159) erfiillt ist, falls
n=123,... undn > [+1. (3.161)

Zusammen mit (3.141)) und (3.148]) folgt damit die Formel fiir die Energieeigen-
werte der gebundenen Losungen:

E=E < 1 1,2,3 (3.162)

= n=— "= "5, n — gLy Dy e .
2a n?

mit der Bedingung ! < n—1. Beachte, dass diese Identitit das Balmer-Spektrum
reproduziert. Die zugehorigen Figenfunktionen des Coulomb Hamiltonians sind
in expliziter Schreibweise

1 ,2y/— 2v/—
Y (r,0,0) = Cp-e V™% ;(Ter)HlF(H- 1—n,20+2; Tﬂﬂ) Y0, ),
(3.163)
wobei die Konstanten
1 1 (n+1)!
Cn = — 3.164
P oai+ )t n—1—1) (3.164)
Normierungskonstanten sind. Weiter gilt
W:ﬁv ':L%’> = 5nn’6ll’5mm,- (3165)

Die Resultate (3.164) und (3.165) stammen aus der Theorie der konflu-
enten, hypergeometrischen Funktionen (siche Anhang zum Kapitel 1 in [Strau-
mann2002]). Zum Eigenwert E,, gehoren

n—1 l n—1
Z(Z 1) :Z(zlﬂ):z@jtn:n? (3.166)
=0

=0 \m=-1

linear unabhéngige Eigenfunktionen. Der Eigenwert E,, ist folglich n?-fach ent-
artet.

Die Diskussion von ¢ > 0

Wir kommen nun zur Behandlung des Falls € > 0 und somit zur Aufgabe die
partielle Differenzialgleichung

—pns Sl - Buw (3.167)

2m T
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fiir die Relativbewegung zweier Teilchen mit Ladungen e fiir £ > 0 zu losen.
Der Satz besagt, dass E € o.(H). Wie wir sehen werden, ist es nicht
nétig ist, die Winkelvariablen 6 und ¢ von der Variablen r zu separieren (siehe
(3-131)), um die Diskussion des Wasserstoffatoms fiir den Fall € > 0 zu fithren.
Wir starten unsere Diskussion des Falls € > 0 also direkt mit der Behandlung

der Gleichung (3.167)). Mit

h%k? 1 e?
E=: o = imUQ, V= (3.168)

(k € R? in beliebiger Richtung) erhalten wir die Gleichung

(A +k* — QZ—k)w(m) = 0. (3.169)
Wir fahren fort mit dem Ansatz
b(a) = e f(u), (3.170)
und L
w = il|k[|(r — W)

fiir die Losung von (3.169)). Nehme an, die z-Achse sei parallel zu k. Dann folgt
Y(x) = e fu)u = il [k]|(r — z) (3.171)

und
u=1i||k||(r — 2) (3.172)

mit ||z|| = r wie bisher. In einem néchsten Schritt berechnet man den Laplace-
Operator in den Koordinaten (u,r,¢) (¢ entspricht der Winkelkoordinate ¢
der Kugelkoordinaten) und erhilt anstelle der Differenzialgleichung (3.169)) eine
Differenzialgleichung in den Koordinaten (u, r, ¢). Die Verwendung des Ansatzes
in dieser neuen Differenzialgleichung in (u,r, ¢) ergibt den Spezialfall

(udcfu2 +(1- r)% + iv) fu)=0 (3.173)

der konfluenten, hypergeometrischen Differenzialgleichung (??) fiir f(u). Wir
folgern, dass

f(u) = F(—iv, 1;u). (3.174)
Zusammen mit ((3.171)) ergibt sich
P(z) = Yp(z) = A-e®F(—ivy, 1;ik(r — 2)) (3.175)

fir die Losung der zeitunabhingigen Schrodinger Gleichung (3.167). Der
Vorfaktor A ist ein Normierungsfaktor.

Fiir die Berechnung des differenziellen Wirkungsquerschnitts (siehe Kapitel zur
Streutheorie) des nun behandelten Coulomb-Problems werden wir auf die Asym-
ptotik |z| — oo angewiesen sein. Im Anhang zu Kapitel 1 in [Straumann2002]
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wird gezeigt, dass

i 33 ¢ [1 Lo (;lﬂ . (3.176)

Eine Rechnung zeigt, dass das asymptotische Verhalten des stationédren Zu-
stands die Form

(2,7, 0) = Pi(r, 2) + Ps(r, 0) (3.177)
hat, mit
'(/Ji(’f‘, Z) — A €%V <1 _ '72 > eik;,g-‘,—i'y log k(T—Z)’ (3178)
L(1+1iv) 2ikr sin® 0/2
) e L ikr—ivylog2kr
(1 ; —2iylogsin0/2
(o) = 2LUFD) € . (3.180)

2kD(1 —ivy)  sin6/2

Die Anteile 1); resp. 15 werden als einlaufende resp. gestreute Wellen interpre-
tiert. Diese Schar von verschiedenen Losungen wird durch k € R® parametrisiert.
Der zum “Wellenvektor” k gehorende Energie-Eigenwert ist

h2k?

— >0. 181

oy 2 0 (3.181)
Komplette Lésung des Wasserstoffatoms

Die im Schnol-Simon’schen Theorem angesprochene “Vollstédndigkeit” der
Losungen wird iiber die Vektoren

(W), Yp(z) | —1<m<L1=0,1,2,....,m n=1,2,..; k €R3} (3.182)

mit
21 ,2y/= 2v/—
URr0.9) = Cu-e”V ™ (T R (I 10, 242 ) Y0, 9),
(3.183)
(siehe (3.163])) und
Y(x) = dp(z) = A-e*F(—ivy, 1;ik(r — 2)) (3.184)

(nun entfllt die Annahme “k parallel z-Achse”) realisiert (siche (3.175)). Jede
Wellenfunktion ¢ (x) € L?(R3,d3r) hat also eine Entwicklung der Form

b= 3 amm(a) + / 0k A(k)n(2). (3.185)

n,l,m

Uber (3.185) erhilt man nun die allgemeinen Losungen der zeitabhingigen
Schrodinger Gleichung, indem man deren Anfangsbedingung geméss (3.185)) ent-
wickelt und dann die Zeitevolution anwendet.
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Kapitel 4

Drehimpuls

Nehme an, wir betrachten ein physikalisches System 3, welches sich aus einem
einzelnen Punktteilchen zusammensetzt, das im dreidimensionalen physikali-
schen Raum R? lebt, und dessen Dynamik durch einen beliebigen Hamiltonope-
rator H beschrieben wird. Ziel des vorliegenden Abschnitts ist die Beantwortung
der Frage, wie sich allgemeine quantenmechanische Zusténde unter der Drehung

R:R* - R3 z+ Rx (4.1)

(R € SO(3)) des physikalischen Raums R? verhalten. Wir suchen also die ex-
plizite Form der zur Drehung R gehtrenden Abbildung

UB(H)*(R) . B(H)* — B(H>*, w = UB(H)x(R)(w) (42)

auf dem Raum der allgemeinen Zusténde. Unser Vorgehen ist vergleichbar mit
unserer Strategie zur Bestimmung der Zeitevolution in der Quantenmechanik
(sieche Abschnitt “Dynamik”): Wir starten mit demselben Postulat (neu an-
gewandt fiir die Drehungen des physikalischen Raums) wie damals, um er-
ste grundlegende Aussagen zur Realisierung der Abbildung Ugyy« fiir reine
Zusténde machen zu kénnen (Unitaritédt und die Existenz eines Generators. Da-
mals: der Hamiltonoperator). Um aber die explizite Form der Abbildung Ugy)«
angeben zu konnen braucht es aber wie bei der Diskussion der Dynamik weitere
physikalische Uberlegungen (damals: das Korrespondenzprinzip; hier: die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit soll sinnvoll transformieren). Wir starten mit einer
knappen Einfithrung in die Theorie projektiver Darstellungen, da diese die ma-
thematische Grundlage fiir die Diskussion der Abbildung Up)«(R) ist. Wirk-
lich bedeutsam wird die Theorie der projektiven Darstellungen aber erst fiir die
Diskussion des Spins sein. Im Anhang zu diesem Kapitel findet die Leserin eine
Repetition der Gruppen- und Darstellungstheorie.

4.1 Die projektiven Darstellungen von SO(3)
Eine projektive Darstellung ist das Analogon einer normalen Darstellung auf
einem projektiven Raum

Definition 4.1. Sei G eine topologische Gruppe. Eine projektive Darstellung
pp(r) ist ein Gruppen-Homomorphismus von G in den Raum der Strahlenkor-
respondenzen auf P(H).

87
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Da wir aus praktischen Griinden auf dem Hilbertraum arbeiten und nicht auf
dem projektiven Raum P(H), stellt sich die Frage, welche Form die Realisierung
von pp(y auf dem Hilbertraum annimmt. Gemiss dem Wignerschen Satz (siehe
Abschnitt “Dynamik”) definiert jede Strahlenkorrespondenz ppx)(9), 9 € G,
einen unitéiren oder antiunitdren Operatorstrahl auf H. Fiir Lie Gruppen lisst
sich diese Aussage dahingehend préziseren, dass jede Realisierung unitdr und
nicht antiunitér ist.

Lemma 4.1. Sei G eine Lie Gruppe, pp(3) eine projektive Darstellung von G
auf P(H) und p eine Realisierung dieser projektiven Darstellung auf H. Dann
gilt: Jede Realisierung p(g) von pp(3)(g) ist unitér.

Beweis. In einer hinreichend kleinen Umgebung U von e € G realisiert die
Lie-Exponential-Abbildung einen Diffeomorphismus zwischen der Lie Gruppe
G und der zugehorigen Lie Algebra g (siehe Abschnitt iiber die Exponential-
Abbildung). Sei g € U,
g = exp(a)

beliebig (a € g). Aus

g = exp(a/2)’
(sieche Abschnitt iiber die Exponential-Abbildung) folgt, dass

p(g) = plexp(a/2))?

unitér sein muss, da das Quadrat einer unitéren/antiunitdren Abbildung unitir
ist. Da die Umgebung U iiber Gruppenmultiplikation die gesamte Zusammen-
hangskomponente von e € G generiert, beweist dies die Aussage des Lem-
mas. O

4.1.1 Universelle Uberlagerungsgruppen

Ein Uberlagerungsraum Y eines topologischen Raums X ist ein Raum mit der
Eigenschaft, dass er lokal im Wesentlichen (d.h. bis auf Homéomorphismen) so
aussieht wie N € N Kopien einer offenen Teilmenge in X.

Definition 4.2. Sei X,Y ein topologische Rdume und nehme an, es existiere
ein stetiger, surjektiver Gruppen-Homomorphismus 7 : Y — X. Dann gilt:

(i) Das Paar (Y, ) heisst Uberlagerung von X, falls fiir alle z € X eine offene
Umgebung U C X existiert, so dass

- N
1 . :
o) =J,_ Vi
(disjunkte Vereinigung) wobei (V])jvzl, N < o0, disjunkte, offene Mengen
in Y sind, die zu U homdomorph sind. Die sog. Faser m!(z) ist folglich
diskret.

(ii) Sei X eine Gruppe und (Y, 7) eine Uberlagerung von X. Dann heisst Y
Uberlagerungsgruppe von X.

(iii) Sei (Y,7) eine Uberlagerung von X und Y einfach zusammenhéngend.
Dann heisst (Y, 7) universelle Uberlagerung von X.
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(iv) Sei X eine Gruppe und (Y, ) eine universelle Uberlagerung von X. Dann
heisst Y universelle Uberlagerungsgruppe von X.

Notation: Die universelle Uberlaggrungsgruppe einer topologischen Gruppe G
bezeichnen wir im folgenden mit G.

Satz 4.1. Sei G eine zusammenhéngende Lie-Gruppe. Dann gilt:
(i) Es existiert eine bis auf Homdomorphie eindeutige universelle

Uberlagerung G von G.

(ii) Die universelle Uberlagerung G ist wieder eine Lie-Gruppe und die Pro-
jektion m: G — G ist ein Lie Gruppen-Homomorphismus.

(iii) Lokal ist 7 ein Lie Gruppen-Isomorphismus. Die Lie-Algebren von G' und
G sind folglich Lie Algebra-isomorph.
Der interessierte Leser findet in [Hilgert1991] einen Beweis dieses Satzes.

Definition 4.3. Sei (G,7) die universelle Uberlagerungsgruppe einer topolo-
gischen Gruppe G. Ein Schnitt ¢ ist eine stetige Abbildung G — G mit der
Eigenschaft, dass

moo =lg.

4.1.1.1 Die Induktion einer projektiven Darstellung

Sei nun G eine zusammenhéngende Lie-Gruppe mit zugehoriger universeller
Uberlagerungsgruppe G, von der wir annehmen, dass sie kompakt ist, p eine ir-
reduzible Darstellung von Gund sei 7 : G — G die zur Uberlagerung gehorende
Projektion (der Gruppen-Homomorphismus in Definition . Mito: G — G
bezeichnen wir die konkrete Wahl eines Schnitts. Des weiteren seien Rq, Ry zwei
beliebige Elemente aus G. Wir zeigen nun, wie die irreduzible Darstellung p der
universellen Uberlagerungsgruppe iiber

p(g) :==poolg), Vg€G, (4.3)
eine projektive Darstellung von GG induziert.
Behauptung 4.1. Es existiert ein Element Z(R;, Rs) € G, so dass
o(R1)o(R2) = Z(R1, R2)o(R1 R2).
Dabei gilt: Z(Ry1, R2) € Ker(m).

Beweis: Die Existenz und Eindeutigkeit von Z(R;, R2) folgt natiirlich aus der
Definition 3
Z(}%l7 Rg) = O'(Rl)U(RQ)[U(RlRQ)]_l € G.

Um zu zeigen, dass Z(Ry, Ry) € Ker(7), benstigen wir den Satz der besagt,
dass 7 ein Gruppenhomomorphismus ist:

m(Z(R1, Rz)) = m(0(R1)o(Ra)[o0(RiR2)] ™)
= RlRQ(R]RQ)_l =ece(.
Dies beweist die Behauptung.

Bemerkung: Das Zentrum einer Gruppe ist die Menge aller Gruppenelemente,
die mit allen anderen Elementen der Gruppe kommutieren.
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Behauptung 4.2. Es gilt: Ker(r) C Zentrum(G) und somit:

Z(R1, Ry) € Zentrum(G).

Beweis: Die Menge Ker(r) bildet einen Normalteiler der Gruppe G (siehe Satz
. In Satz hatten wir notiert, dass die Projektion 7 ein lokaler Isomorphis-
mus ist. Die Menge Ker(7) C G ist also diskret und bildet somit einen diskreten
Normalteiler. Demnach existiert fiir alle a € Ker(7) eine Umgebung V', so dass
V ausser a kein Element aus Ker(w) enthilt. Aus e lae = a folgt, dass eine
Umgebung U um e existiert, so dass

blabeV, VbeU. (4.4)

Weiter ist aber b=tab ein Element von Ker(r), da Ker(7) ein Normalteiler ist.
Da aber V nach Voraussetzung nur ein einziges Element von Ker(w) enthilt,

schliessen wir:
b lab=a < ab=ba, VbeUl.

Wenn man die Umgebung U um e geniigend klein wéhlt, ldsst sich jedes Ele-
ment § € G als endliches Produkt von Elementen in U darstellen (siche [Pon-
trjagin1957], Teil 1, Satz 14)):

G=bi- b
Aus ([&4) folgt ab; = b;a fiir alle a € Ker(r). Daher gilt:

ag = ga, Va € Ker(r).

Dies beweist, dass Ker(w) C Zentrum(G) und somit Z(Ry, R2) € Zentrum(G).

Behauptung 4.3. Sei p eine irreduzible komplexe Darstellung von G. Dann

gilt fiir alle A € Zentrum(G):
p(A)=X-1, xeC.
Daher: [)(Z(Rl,RQ)) =X-1, xeC.

Beweis: Diese Behauptung ist ein Korollar des zweiten Teils des Schur’schen
Lemmas (siehe Theorem [d). Die Grésse p(A), A € Z(Ry, Ry) iibernimmt dabei
die Rolle der Abbildung ¢ im Lemma.

Im Abschnitt werden wir zeigen, dass fir G = SO(3) G = SU(2) ist.
Behauptung 4.4. Fiir G = SU(2) gilt:

p(Z(R1,R2))=A-I, Ae Cund |\ =1
Beweis: Im letzten Satz des Abschnitts haben wir notiert, dass die

nach Voraussetzung irreduzible Darstellung p auch automatisch unitér ist. Mit
Z(R1, Rs) € SU(2) folgt Z(R1, R2)* = Z(Ry, R2)~! und aufgrund der Unita-
ritidt der Darstellung p gilt: p(Z(R1, R2)*) = p(Z(R1, R2))*. Daher:

I=p(e) = p(Z(R1, R2)"Z(R1, R2))
p(Z(R1, Ra)")p(Z (R, R2))
(Z(Ry1, R2))"p(Z(R1, Ry))
ST

([ I
> ™
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Dies impliziert: A - A = |\|? = 1, was zu zeigen war.

Fazit. Wir haben also gezeigt, dass

R1))p(o(Rz)) = plo(R1)o(Ry))
2)Z(R1, R))
R1R2))p(Z(Ry, Rz))
Rle)ezw(Rl’Rz).

AE\/‘\
=
S

Dies bedeutet: die irreduzible, unitdre Darstellung p von G induziert via

plg € G] = plo(g) € G (4.6)

eine projektive Darstellung von G.

4.1.1.2 Das Bargmannsche Theorem

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie eine Darstellung der universellen
Uberlagerungsgruppe G eine projektive Darstellung der Gruppe G induziert.
Dass alle projektiven Darstellungen von SO(3) auf diese Weise induziert werden
ist die Aussage des Bargmannschen Theorems, dessen Beweis in [Bargmann1954]
nachgelesen werden kann.

Theorem 1 (Bargmann). Jede stetige projektive Darstellung einer kompakten
und zusammenhdngenden Gruppe G ist durch_eine stetige und unitire Dar-
stellung der universellen Uberlagerungsgruppe G induziert. Fiir jede projektive
Darstellung p von G auf H existiert also ein Schnitt o : G — G und eine unitdire
Darstellung p von G auf H, so dass

p(g) = poo(g) (4.7)

fir alle g € G.

4.1.1.3 SU(2) als universelle Uberlagerungsgruppe von SO(3) und die
Wabhl eines Schnitts

Satz 4.2. SO(3) = SU(2)

Beweis. Sei V der Vektorraum der spurlosen, hermiteschen (2 x 2)-Matrizen.
Ein allgemeines Element in V ist von der Form

3
_ I3 xr1 — ’LSL'Q =
X = ( ot iy ) 2 X0 (4.8)
mit X € R3 und

(U ) (0 5 Y (3 %) o

Der Vektorraum V ist also ein reell-dreidimensionaler Vektorraum. Als néchstes
betrachten wir die Abbildung

ada:V =V, X —ada(X) = AXA™Y (4.10)
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A € SU(2) beliebig. Da die Matrix ad 4 (X) nach wie vor in V liegt, existiert ein
-l
Vektor ada(X) € R3, so dass

3
ada(X) =" ada(X);o0;.
j=1

Wir werden der Reihe nach die folgenden Behauptungen verifizieren:
(i) Die Gruppe SU(2) ist einfach zusammenhéngend.

(ii) Es bezeichne m(A) die zur Abbildung X +— ada(X) gehorende lineare
Zuordnung

o oo
m(A): X — ada(X).
Dann gilt: 7 : SU(2) — SO(3) ist ein Gruppen-Homomorphismus.
(iii) Die Abbildung 7 : SU(2) — SO(3) ist surjektiv.

(iv) Fur alle offenen Teilmengen U C SO(3) existiert eine offene Teilmenge
V C SU(2) mit der Eigenschaft, dass

T U)=Vu(-1)-V,
und dass V und (—V') hom6omorph zu U C SO(3) sind.

Beweis von (i). Fiir alle A € SU(2) existieren reelle Parameter a, b, ¢, d, so dass

Ao a+ib c+id
“\ —c+id a—ib |-

Aus der Eigenschaft det A = 1 folgt
A+ +cF+d?=1.

Die Gruppe SU(2) ist also homdomorph zur 3-Sphire S uns somit einfach
zusammenhiingend, da S® einfach zusammenhingend ist.

Beweis von (ii). Die Abbildung 7(A) ist offensichtlich linear, es gilt m(A;As) =
m(A1)7(Az), und aufgrund von

[ X]]? = — det(X) = — det(A) det(X) det(A™") = — det(ada(X)) = —|lada(X)||

ist m(A) betragserhaltend. Folglich ist 7w(A) € O(3). Weil SU(2) zusam-
menhéngend ist, weil w(e € SU(2)) = I3, und weil somit det 7(A) = 1 ist, folgt
m(A) € SO(3) fiir alle A € SU(2).

Beweis von (iii). Sei R(€,a) € SO(3) eine Drehung um die durch € € R? (||€]| =
1) beschriebene Achse um den Winkel a. Folglich kann R(€,«) in der Form

R(e,a) = ol

geschrieben werden, wobei I= (I1,12,I3) und

00 O 0 0 1 0 -1 0
LH=]10 0 -1 |,Ih= 0 0 0 |, =1 0 O
01 0 -1 0 0 0 0 O
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Andererseits bilden die Matrizen {%al, %0’2, %0'3} eine Basis der reell-
dreidimensionalen Lie Algebra su(2) (sieche Abschnitt [4.5.3.4). Folglich ist ein
allgemeines Element A € SU(2) von der Form

A=A a) = %%

Aus diesen Darstellungen allgemeiner Elemente in SO(3) resp. SU(2) folgt ei-

nerseits
%R(é’,a)&' = (- I)(R(€,a)d) = €N (R(€,a)d) (4.11)

und

.

d

L A(E)FA(E )" = —A(F0) 5[ 7,51A(E,0)" = €A (A(F 2)FA(, )")

«
(4.12)

(beniizte die Vertauschungsregeln fiir die Pauli-Matrizen: siehe Abschnitt

4.5.3.4)) andererseits. Die Abbildungen Fj(a) = R(€,a)d und Fi(«a) :=

A(€,a)d A(€, a)* erfiillen also dieselbe Differenzialgleichung

2

(i = 1,2) zur selben Anfangsbedingung

Folglich gilt, dass
R(€, ) = A(€, )G A(E, )"

fiir alle o € [0,2m) und alle € € S2. Damit haben wir gezeigt, dass der
Homomorphismus 7 : SU(2) — SO(3) surjektiv ist, da jedes Element durch
(€,a), €€ S?, a € [0,27), parametrisiert ist.

Beweis von (iv). Um zu zeigen, dass SU(2) die universelle Uberlagerungsgruppe
von SO(3) ist, bleibt also noch zu zeigen, dass fiir alle offenen Teilmengen V' C
SO(3) gilt, dass R~(V) eine endliche oder abzihlbar unendliche Vereinigung
von zu V homdomorpher Teilmengen von SU(2) ist. Man muss sich demnach
fragen, welche Elemente in SU(2) auf dasselbe Element in SO(3) abgebildet
werden. Seien also Vi, V2 € SU(2) zwei Elemente von SU(2), welche durch 7
auf das gleiche Element in SO(3) abgebildet werden, d.h. fiir alle X € V gilt

VXVt o= Ve
Vo ' ViXVitV, = X e
Vy, 'Vi € Ker(n). (4.13)

Der Kern der Abbildung 7 setzt sich aus denjenigen A € SU(2) zusammen, fiir
welche gilt, dass AX A* = X. Wie man sich leicht iiberlegt sind dies genau +I5
und —I (A muss mit allen Pauli-Matrizen vertauschen = A = A-1,A € C
nach dem Schurschen Lemma (siehe Theorem [4). Da U € SU(2) folgt: A = £1).
Somit gilt:

SO(3) ~ SU(2) /{1, I} (4.14)

(dies bedeutet, dass Elemente in SU(2), die sich nur durch ein Vorzeichen un-
terscheiden, identifiziert werden). O
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Unterschiedliche Schnitte o : SO(3) — SU(2) (nicht zu verwechseln mit einer
Pauli-Matrix; schlechte Notation) fithren lediglich auf einen globalen Phasenfak-
tor in der projektiven Darstellung von SO(3) (ohne Beweis). Welchen Schnitt
wir zur expliziten Definition der projektiven Darstellung von SO(3) wéhlen, ist
demnach physikalisch irrelevant. Da fiir alle R € SO(3) und alle A € SU(2)
Parameter a € R und & € S? existieren, so dass

R=R(e,a)= ol (4.15)

und )
A= A(G a) =5, (4.16)

ist es naheliegend, den Schnitt o : SO(3) — SU(2) geméss
o(R(€, a)) := A(€, a). (4.17)
fiir alle « € R und € € S? zu definieren.

Beispiel 4.1. Sei € € S? beliebig. Dann gilt:

(o) R(é: 0) = ]13 = A(é‘7 0) = ]12,
o: R(€2m) =13 +— A(€,2m) = I, (4.18)
o R(€,4F)—H3HA(€,4W):I[2

4.1.2 Die Darstellungstheorie von SU(2)

Unser Ziel ist das Verstédndnis der Theorie der projektiven Darstellungen der
Gruppe SO(3), deren universelle Uberlagerungsgruppe SU(2) ist. Gemiiss dem
Bargmannschen Satz sollten wir also die Darstellungstheorie von SU(2) resp.
su(2) kennen lernen. Die Lie Algebra su(2) ist der reell-dreidimensionale Vek-
torraum
1 1 1
su(2) = spang {%01, 2,72 21_03} .

(siche Anhang). In Lemma wird gezeigt, dass jede endlich-dimensionale
komplexe Darstellung von su(2) eindeutig zu einer komplex-linearen Darstel-
lung der Komplexifizierung sl(2,(C)E| erweitert werden kann. Folglich ist eine
Darstellung D von sl(2,C) dann und nur dann irreduzibel, wenn die zugehérige
Darstellung D von su(2) irreduzibel is Somit ist das Studium der irreduziblen
Darstellung von su(2) dquivalent zum Studium der irreduziblen Darstellungen
von sl(2,C). Das Studium der Darstellungstheorie von sl(2, C) ist dem Studium
der Darstellungstheorie von su(2) vorzuziehen, da wir im Fall von sl(2,C) in

der Basis
1 0 0 1 0 0
pe (D0 )ex=(0 0 )ev=(0 ),

1S L(n,C) ist die Lie Gruppe der invertierbaren (n X n)-Matrizen, deren Determinante Eins
ist, und deren Eintrége komplex sind. Die zugehorige Lie Algebra sl(n, C) ist der lineare Raum
der komplexen, spurlosen (n x n)-Matrizen zusammen mit dem Kommutator als Lie Klammer.

2In gingigen Quantenmechanik-Lehrbiichern behandelt man die Darstellungstheorie von
sl(2,C) anstelle der Darstellungstheorie von su(2) ohne dies explizit zu erwéhnen.




4.1. DIE PROJEKTIVEN DARSTELLUNGEN VON SO(3) 95

(beachte: H, X,Y liegen nicht in su(2)) arbeiten konnen, die sich als dusserst
praktisch erweisen wird, weil fiir diese Basis die Vertauschungsrelationen

[H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=H (4.20)

Giiltigkeit haben. Beachte, dass wir dhnliche Vertauschungsrelationen bereits
kennengelernt haben: siehe und . Die linearen Abbildungen X und
Y sind also Eigenvektoren der adjungierten Wirkung von H. Nehme an, D sei
eine irreduzible Darstellung von sl(2,C) auf einem Vektorraum V', der endlich-
dimensional ist, weil SL(2,C) kompakt ist. Sei D eine Darstellung von su(2),
die iiber die Komplexifizierung auf die Darstellung D von sl(2,C) fithrt. Des

weiteren seien )
Jk = D (20k> (421)

fir k = 1,2, 3. Wir starten mit einer Bemerkung, die eine Konsequenz der Erhal-
tung der Jordan-Zerlegung unter der Darstellungsabbildung ist (siehe Theorem
7): D(H) ist diagonalisierbar und folglich zerfillt der Darstellungsraum geméss

V= P Va (4.22)

aco(D(H))

wobei V,, der D(H)-Eigenraum zum Eigenwert o bezeichnet. Mit der Zerlegung
von V haben wir eine erste Struktur in den Darstellungsraum V' gebracht.
Wie wirken die Abbildungen D(X) und D(Y) auf die Zerlegung (4.22))?

Aus den Vertauschungsrelationen ergibt sich Folglich ergibt sich die Ant-
wort zur zuvor gestellten Frage aus

D(H)D(X)(v) = D(X)D(H)(v)+[D(H), D(X)](v)
= D(X)D(H)(v) +2D(X)(v)
(a+2)- D(X)(v), fiir v € V,. (4.23)

Fiir D(Y) erhalten wir nach dem gleichen Prinzip

D(H)D(Y)(v) = D(Y)D(H)(v)+ [D(H), D(Y)](v)
= DY)D(H)(v) = 2D(Y)(v)
= (a—=2)-DY)(v), firveV,. (4.24)

Diese Beobachtungen beweisen, dass
D(H):Vy =V, D(X) : Vy — Vayo D(Y):Vy = Vu_o (4.25)
Aus den drei Punkten

(i) D ist irreduzibel (d.h. die einzigen invarianten Unterrdume sind V' und

{0}),

ii) die Eigenrdume V,, and V¢ werden dann und nur dann in einander abgebil-
n 13
det unter der Wirkung von sl(2, C), wenn 1 — ¢ ein ganzzahliges Vielfaches
von 2 ist,

(iii) nur endlich-viele Eigenrdume konnen in der Zerlegung von V auftre-
ten (weil V' endlich-dimensional ist), und jeder Eigenraum V, kann in der
Zerlegung (4.22)) hochstens einmal auftreten,
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folgern wir: Es existieren § € C und k € Z, so dass

V=Vsg® Va2 ® Vs ® ... D Vgyon. (4.26)
Lemma 4.1. Sein:= 3+ 2k € C und v € V,,. Dann gilt:

V = span{v, D(Y)(v), D(Y)?(v), D(Y)*(v), ...}.

Beweis. Definiere W = span{v, D(Y)(v), D(Y)*(v), D(Y)3(v), ...}. Da D
nach Voraussetzung irreduzibel ist, reicht es zu zeigen, dass W invariant ist
unter der Wirkung von X,Y und H. Um dies zu zeigen, greifen wir wiederum
auf die Vertauschungsrelationen (4.20]) zuriick. Der Raum W ist invariant unter
der Wirkung von Y, weil D(Y)D(Y)™(v) = D(Y)™*!(v) € W fiir alle m € N.

Der Raum W ist invariant unter der Wirkung von H, weil sich W aus D(H)-
Eigenrdumen zusammen setzt. Demnach bleibt zu zeigen, dass

D(X)D(Y)™(v) € W,
fiir alle v € W. Gemiss den Vertauschungsrelationen (4.20) gilt

D(X)D(Y)"(®)) = DY)DX)D(Y)™ ! +[D(X), DENIDY)" (o)
D(Y)D(X)D(Y)™ ! + (n —2(m — 1)) D(Y)™*(v)

= m(n—m+1)DY)" (v) +0.

Dies zeigt, dass D(X) : CD(Y)™(v)) — CD(Y)™ !(v). Der Raum W ist also
tatséchlich invariant unter der Wirkung von X,Y und H, so dass V = W. Des
weiteren realisiert {v, D(Y)(v), D(Y)?(v),...} eine Basis von V. O

Korollar 4.1. Fiir alle Eigenrdume V,, in der Zerlegung (4.22) gilt
dim V, = 1.

Beweis. Nehme an, V3 = span{ey, ..., e5}. Gemiss liefert Lemma liefert die
Anwendung von sl(2,C) auf die Basisvektoren {e;}; insgesamt s orthogonale,
invariante Unterrdume. Dies ist im Widerspruch zur Annahme, dass die Dar-
stellung D irreduzibel ist. O

Da wir nun wissen, wie die Elemente H, X und Y auf die Basisvektoren des
Darstellungsraums V' wirken, ist klar, wie die Darstellung D von sl(2,C) auf
dem Darstellungsraum V' agiert. Dies fiihrt uns auf das zweite Korollar von
Lemma (411

Korollar 4.2. Jede irreduzible Darstellung D von si(2,C) ist durch die Index-
menge

{a € C|V,, tritt auf in der Zerlegung (4.22))}

eindeutig bestimmt.

(n=2(m—1))+(n—2(m—2))+...+n) DY) + D(X)(v)

(4.27)
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Sei m € N die kleinste nicht-negative Ganzzahl, so dass D(Y)™(v) = 0 mit
v € V,,. Gleichung (4.27) impliziert dann, dass

0= D(X)D(Y)™(v) = m(n —m+1)- DY) D(v). (4.28)
Da D(Y)(™~1(v) nach Voraussetzung nicht Null ist, erhalten wir
O=(n—-m+1l)em=n+1. (4.29)

Gleichzeitig ist m aber auch gleich der Dimension des Darstellungsraums V. Die
Dimension der Darstellung D ist also n+ 1-dimensional (siehe (4.25]), (4.26]) und
Korollar [4.1)). Die Zerlegung (4.22)) setzt sich somit aus n + 1 eindimensionalen

Eigenrdumen von D(H) zusammen:

V = V@ Vi ®...0 Vi_an
= V@ Va2 ®...®Vopyo ® Vop. (4.30)

Wir fassen diese Resultate im folgenden Theorem zusammen.

Theorem 2. Sei D eine irreduzible Darstellung von sl(2,C) mit Darstellungs-
raum V. Dann gilt: Das Spektrum von D(H) liegt in Z und ist symmetrisch
um 0 € Z. Jede irreduzible Darstellung von sl(2,C) kann mit dem grdssten Fi-
genwert n von D(H) indexziert werden (Notation: D,,). Des weiteren ist jeder
FEigenraum V,, o von Dy (H) eindimensional und

Vn = @ Vn,ka
keo(D(H))

wobei jeder Eigenraum Vi nur einmal auftreten kann. Zusammen mit den
Vertauschungsrelationen

[H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=H (4.31)

(siehe (4.20)) legt dieses Theorem die irreduziblen Darstellungen von sl(2,C)
(bis auf Aquivalenz) vollstindig fest (siehe Abschnitt|f.1.2.1]).

Notation: Der zur irreduziblen Darstellung D, gehorende Darstellungsraum
wird tiblicherweise mit D,, bezeichnet. In der Physik benutzt man anstelle des
hochsten m(H)-Eigenwerts n € N den Parameter

ji== (4.32)

zur Indexierung der irreduziblen Darstellungen von sl(2,C). Wir werden die-
se Konvention im folgenden {ibernehmen. Der zur irreduziblen Darstellung D;
(der grosste D;(H)-Eigenwert ist also 2j) gehoérende Darstellungsraum wird
iiblicherweise mit D; bezeichnet.

4.1.2.1 Explizite Konstruktion einer Darstellung

Nehme an, wir suchen die explizite Form der Wirkung von D;(sl(2,C)). Das
Theorem |2| impliziert, dass der zur irreduziblen Darstellung D; gehérende Dar-
stellungsraum komplex-(25 + 1)-dimensional (resp. n + 1-dimensional) ist, und
dass

J
D; =C¥* = (P Cep, (4.33)

m=—j
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wobei ey, ein Eigenvektor von D;(H) zum Eigenwert —2j + 2k ist. Folglich gilt,
dass

—2j
—2j +2
D;(H) = " : (4.34)
2j —2
2j
falls
1 0 0
0 1 :
€_j = y€—j+1 = . y ey €5 = )
j j : j 0
0 0 1

Zur expliziten Bestimmung von D;(X) miissen wir die Ausdriicke D;(X)(ex)
auswerten. Wir wissen, dass D;(X)(ex) € Cegy1. Unser Ziel ist also die Bestim-
mung des Koeffizienten &y,

Dj(X)(er) =: Erert1
und
D;(Y)(er) =: nxer—1.
Da e; der Eigenvektor zum grossten D;(H )-Eigenwert ist, gilt
Dj (X)ej =0

und
D;(Y)D;(X)e; = 0.

Mit Hilfe von

D;(Y)Dj(X) = J?+ J2+i[Jy, Jo) = J? — J2 — J3 (4.35)
—— N —
=j‘2_J§ =iJ3

(die Operatoren Jy,Jo und J3 wurden in (4.21]) definiert) erhélt man wegen
D;(Y)D;(X)e; = 0 das wichtige Resultat

(J2=J2 —J3)e; =0 < JPe; = (J2+ J3)e; = j(j + 1)e;. (4.36)

Auf diese Gleichung diirfen wir nun beliebig oft den Operator D;(Y) anwenden
und erhalten wegen [J2, D;(Y)] = 0, dass

Jem = j(G+ Dem, ¥m < j. (4.37)
Mit

|&m |

1D (Y)emll* = (em, Di(X)D;j(Y) em)
-,
=J2— 245
= <6ma (.7(.7 + 1) —m? + m)em>~ (438)
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Es folgt:
0 &+
0 §—j+2
D;(X) = (4.39)
0 &
0
und
0
n-j 0
D;(Y) = N-j+1 (4-40)
0
nj-1 0
mit
&= Vil +1) -k —F, (4.41)
firk=—-j4+1,—7+2,...,5, und
m= Vil +1) -k +k, (442)

fiir k= —j,—j +1,..,j — L.

Der Ubergang der Darstellung D von su(2) zur zugehosrigen Darstellung p von
SU(2) erfolgt iiber

(siehe Theorem 4.5.1)).

4.1.2.2 Konstruktion iiber symmetrische Tensorprodukte

Im Rahmen des vorliegenden Abschnitts werden wir eine alternative Beschrei-
bung der irreduziblen Darstellungen von SU(2) kennenlernen und eine Formel
fiir den Charakter der irreduziblen Darstellungen von SU(2) finden, die wir
im Rahmen der Drehimpulsaddition nutzen werden. Die irreduzible Darstellung
D, ist die definierende Darstellungﬂ von SU(2). Das 2j-fache symmetrische
Tensorproduk | D?/fj der definierenden Darstellung D, /o ergibt eine neue Dar-

stellung von SU(2), die wir im folgenden etwas eingehender diskutieren. Wenn

e1 und eo,
1 0
61—<0>7 62—( 1 )7 (444)

die Basisvektoren von Dj/p bezeichnen, wird der zur Darstellung D?f;j

gehorende 25 4+ 1-dimensionale Darstellungsraum ’D%Qz 7 durch die Vektoren

o 5= (e) P04 @, (e) S0 (4.45)

3 Auch Fundamentaldarstellung genannt.
4Dies ist das 2j-fache Tensorprodukt nach vollstdndiger Symmetrisierung.
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mit m = —j,...,+4, j = 0,1/2,1,3/2, ... aufgespannt. Die Wirkung von SU(2)
ist durch

Dy (U)iph, := (Uer) 20+ m) @, (Uey) 21071 (4.46)
(mit linearer Ausdehnung auf ganz D?f; 7Y definiert. Um zu zeigen, dass die

Darstellung D?f;j irreduzibel ist, berechnen wir nun den Charakter dieser Dar-
stellung, um anschliessend die Formel zu beniitzen. Dazu bemerken wir
zunéchst folgendes: Zu jedem U € SU(2) existieren « € [0, 7T)E| und V € SU(2),
so dass

U=VU(a)V ! (4.47)

mit ‘

Ula) = ( ‘ o ) (4.48)
Gleichzeitig sind U(a;) und U(az) mit ay # g indquivalent, falls a7,y €
[0, 7). Die Konjugationsklassen von SU(2) lassen sich also durch a € [0,7)

parametrisieren. Die zu o gehorende Konjugationsklasse bezeichnen wir mit
[a]. Somit gilt, dass

X p®s2i (U) = XD?/SZQJ (U(a))

1/2

J
Z ei(j+m)aefi(jfm)a
m=—j

J
§ : ez2mo¢

m=—j
sin[(2j + 1)a]
sin o

(4.49)

fir alle U € [a] Um zu zeigen, dass D?/S; 7 irreduzibel ist, beniitzen wir nun das
Kriterium (4.125)), das fiir SU(2) die folgende Form annimmt: Die Darstellung
D?/SQQ 7 ist dann und nur dann irreduzibel, wenn

1 27
— / IX peses (U(a)) [ sin® arda = 1 (4.50)
0

e 1/2

(siehe Formel (4.85) in [Straumann2002]). In unserem Fall erhalten wir fiir die
linke Seite dieses Kriteriums

2
1 iita _ —ii+Dal’ 4,

1 27
— / sin?[(25 + 1)a] da
T Jo

:EO
=1.

(4.51)

Die Darstellung D?/SQQ 7 ist also eine (2j+1)-dimensionale irreduzible Darstellung.

Zusammen mit unseren bisherigen Resultaten folgt demnach das folgende

5Nicht [0, 27), weil ( _01 (1) ) € SU(2)

6Der Charakter ist eine Klassenfunktion.
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Lemma 4.2. Samtliche irreduzible Darstellungen D; von SU(2) sind dquivalent
zum 2j-fachen symmetrischen Tensorprodukt der definierenden Darstellung,
d.h.
~ N®s2j
D;=D 1/2 ’

fir alle j = 0,1/2,1,3/2, ... Fiir den Charakter der irreduziblen Darstellung D),
ergibt sich somit

sin[(27 + 1)q]
sin o

xp, (U € [a]) = Z ‘eiQma _

m=—j

(siehe (4.49)).

4.2 Rotationen des physikalischen Raums, Dre-
himpuls

Nachdem wir nun die Theorie der projektiven Darstellungen von SO(3) ken-
nen gelernt haben, kénnen wir nun zur urspriinglichen Fragestellung zuriick
kommen, d.h. wir suchen die explizite Form der zur Drehung R € SO(3) des
physikalischen Raums gehtérenden Abbildung

UB(H)*(R) : B(H)* — B(H)*, w — UB(H)*(W) (452)

auf dem Raum der allgemeinen Zusténde.

Das Postulat hinsichtlich der Struktur

Wir starten wie zu Beginn der Diskussion der Dynamik in der Quantenmecha-
nik mit den folgenden Annahmen, die im Wesentlichen darauf basieren, dass bei
einer Rotation des Koordinatensystems im physikalischen Raum keine physika-
lischen Information (die in Form der Wahrscheinlichkeitsmasse auf den Spektren
der Observablen realisiert wird) verloren geht.

Postulat 5. Sei R € SO(3) eine Drehung des physikalischen Raums. Nehme
an, das System befinde sich vor der Drehung in einem reinen Zustand wyy,], der
durch den Einheitsstrahl [1pg] beschrieben wird. Dann postuliert man:

(i) Der Zustand
Wir) = Us(r): (Wiwo))
nach der Drehung ist ein reiner Zustand [¢gr] € P(H).

(i) [¢¥r] geht durch eine Strahlenkorrespondenz o(R) aus [1g] hervor.

(iii) Sei R(q,4) € SO(3) eine Drehung um eine Achse a € R® um den Winkel
¢ € R und U(R) : H — H ein Operator, der die Strahlenkorrespondenz
o(R) auf H realisiert. Dann gilt:

lim U(Ria o)) = v (4.53)

fiir alle ¢ € H und alle a € R3.
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Fixiere nun eine bestimmte Drehachse a € R3. Aus Teil (ii) des Postulats folgt,
dass ein unitérer Operator Ul(a, ¢) existiert (die Antiunitaritidt wird durch (iii)
ausgeschlossen), welcher die Rotation des reinen Zustandes [t)y] durch

Yo = Yae) = Ula, d)tho (4.54)

beschreibt (siehe Wigners Satz). Diese durch ¢ parametrisierte Familie unitéirer
Operatoren ist gemiiss Teil (iii) des Postulats stark-stetig in ¢. Die Operatoren
{U(a, ¢)|¢ € R} haben die folgenden Eigenschaften:

(i) Die Operatoren {U(a, ¢)|¢ € R} sind unitér,
(11) U(G‘?(bl +¢2) = U(a,¢1)U(a, ¢2)u
(111) U(a7 _¢) = U(a7 (b)*

(Bei der Diskussion der Dynamik haben wir explizit von der Autonomie der
Systeme gesprochen. Da es aber unnatiirlich wére von einem ausgezeichneten
Nullpunkt fiir ¢ € R zu sprechen, haben wir diesen Punkt hier implizit vor-
weg genommen.) Die Operatoren {U(a, ¢)|¢ € R} bilden also eine stark stetige,
einparametrige unitire Gruppe. Mit dem Satz von Stone folgt, dass ein selbst-
adjungierter Operator L(a) auf H existiert, so dass

Ula,¢) = e~ 7 L9, (4.55)

Entlang derselben Linien wie bei der Diskussion der Dynamik zeigt man, dass
allgemeine Zusténde, die durch eine Dichtematrix p beschrieben werden, geméss

Us(ry- (R(a,0))(p) = Ula, 9)pU(a, ¢)" (4.56)

transformieren.

Physikalische Uberlegungen

Zur expliziten Beschreibung von U(a, ¢) = U(R) (resp. L(a)) miissen wir die
Wirkung der Drehung R des physikalischen Raums auf die quantenmechanischen
Zustéinde aufgrund physikalischer Uberlegungen genauer beschreiben. Betrach-
te ein Punktteilchen im physikalischen Raum R3. Sei {Po}qcrs das projektor-
wertige Mass der Observable “Ort”. Wenn wir das physikalische System mit
R € SO(3) drehen, so erwarten wir, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des
Teilchens geméiss

UB(H)* (R)(ww])(PRQ) = wUP(H)(R)([w])(PRQ> = Wiy (PQ) (4.57)

fir alle Q C R?, R € SO(3) transformiert. Das erste Gleichheitszeichen resul-
tiert aus unserem Postulat, dass reine Zusténde auf reine Zustéinde abgebildet
werden. Die linke Seite von (4.57)) lésst sich gemiéss (§ € Up(y)(R)([¢]) beliebig)

WUy (R) () (PRO) = (&, Praf)

- [ dsle) (458)
— [ #lera)r
Q
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umformen (z := R~1z). Fiir die rechte Seite von (4.57) erhalten wir

w[w](PQ):/ng’:ch/)(x)\z. (4.59)
Unsere Forderung (4.57)) ist somit dquivalent zu
d*z |¢(Rx)| / x|y (x 4.60)
o J, o = gy (

fiir alle O C R3 und alle R € SO(3). Wenn wir nun das Teilgebiet Q C R? durch
einen e-Ball B.(y) um y € R? ersetzen und den Limes ¢ — 0 zichen, erhalten

wir anstelle von (4.60)

1 2
lim |B /  Xp. () (@) |§(Ro)[* = lim T |/ P x . () (@) | (@)[2.
(4.61)
Wegen
1
lim ———x r)=0(y—x
0 B gy e () = 0 =)
ergibt sich daraus, dass
[€(2)| = [(R™"2)]. (4.62)
Dieses Zwischenresultat beschreibt, wie sich der Absolutbetrag eines reinen Zu-
stands transformiert. Es bleibt also noch zu kldren, wie die Phase eines reinen
Zustands transformiert. Zu diesem Zweck ersetzen wir [¢] in der voran gegange-

nen Uberlegung durch [¢)] + [t)2]. Weil Up(3)(R) auf dem Hilbertraum in Form
einer unitdren (und somit linearen) Abbildung realisiert wird, gilt

Upry (R)([¢1] + [2]) = Up 0y (R)([91]) + Up () (R) ([1])-

Anstelle der linken Seite von von (4.57) erhalten wir also (§; €
Up(r)(R)([¥5]), 5 = 1,2 beliebig)

WU p 2y (R) (1] +[2]) (PRO) = (&1 + &2, PR (&1 + €2))

- / P 6 (2)2 + & (0)6(@) + (@) (@) + |6 (@)
RQ

- /Q 02 |y (2) + & (R )R 2)+

+E&(R™12)6(R™2) + [¥2(2)
(4.63)

wobei wir (4.62)) beniitzt haben. Die rechte Seite von (4.57)) ldsst sich wie zuvor
za

Wiy 4+ (o] (Pr2) = /Q & |1 (2)| + 1 (2)2() + P2(x)r (z) + [¢2()]* (4.64)

umformen. Wir méchten nun die Absolutbetrag- und Phasenfreiheitsgrade von
einander trennen und definieren deshalb die Funktionen «;(z) und g;(z) (j =
1,2), so dass

() = [ (x)]e™

&i(x) = [&(x)] e @) (4.65)
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fir j = 1,2. Wenn wir all dies in
WUp 0 (R) ([ ] +w)) (PRR) = Wi )12 (P) (4.66)
verwenden, gelangen wir zu

e—iﬁl(Rflz)'Hﬂz(Rflz) + eiﬁl(Rflz)—iﬁz(Rflz) — e—ta1(z)+iaz(z) + et (z)—iaz(2)

(4.67)
resp. (benutze die trigonometrische Formel fiir cos(a + b))
cos(B1(R™12)) cos(Ba(R™12) —sin(B1 (R~ 2)) sin(Ba(R™12) = (4.68)
cos(a(2)) cos(az(z) — sin(ay (2)) sin(asg(z). .
Aus den Spezialfillen as(z) = 0 und as(z) = 7/2 folgt
cos(B1(R™12)) = cos(a(2)) (4.69)
einerseits, und
sin(B1(R™'2)) = sin(a1(2)) (4.70)
andererseits, so dass
eiP1(R™12) _ giaa(2) (4.71)
und folglich
B1(R™'2) = a1(2) mod 27. (4.72)

Dies beweist den nichsten Satz.

Satz 4.3. Aktive Drehungen des physikalischen Raums mit R € SO(3) indu-
zieren die Abbildung

Upe) (R) ([ (2)]) = [(R™"2)] (4.73)
im Raum P(H) der reinen Zustéinde. Die Abbildung Up(3 von SO(3) in den
Raum der Strahlenkorrespondenzen ist eine projektive Darstellung von SO(3).
Drehimpuls

Aufgrund struktureller Uberlegungen haben wir zuvor festgestellt, dass ein
selbstadjungierter Operator L(a) existiert (R = R, 4)), so dass

Upo(R)([¢()]) = [b(R'2)] = [e™ #HD%(x)]. (4.74)

Unser Ziel ist die explizite Bestimmung von L(a) fiir alle a € S%. Es ist nahe-
liegend die projektive Darstellung Up(s) in (4.73) tiber

U(R)($(x)) = (R 'x) (4.75)

auf dem Hilbertraum H zu realisieren. Die Realisierung U(R) ist folglich eine
normale Darstellung von SO(3) auf ?{ﬂ Des weiteren ist U eine unitdre Dar-
stellunﬂ die stark-stetig im Drehwinkel ¢ ist. Gemé#ss dem Stone’schen Satz

"Die Realisierung der projektiven Darstellung in Form einer normalen Darstellung ist nur
in Spezialfillen moglich.
8Benutze det R = 1 in der expliziten Definition des Skalarprodukts.
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existiert also ein selbstadjungierter Operator, der die Darstellungen der Rota-
tionen um eine Drehachse generiert. Diesen Operator identifizieren wir nun mit

dem Operator L(a), d.h.

U(Ra.0)(@0(x)) = $(Rw) = e 7LD (z). (4.76)

Satz 4.4. Sei L(a) ein selbstadjungierter Operator, der die stark-stetige, ein-
parametrige, unitire Gruppe {U(R(q,¢))|¢ € [0,27)} erzeugt. Dann gilt:

L(a)=a- L, (4.77)

mit
L:=xAp=—ihz A V. (4.78)
Beweis. Sei ¢ € S(R®) (dicht im Hilbertraum L*(R3,dx)). Aus (4.76)) folgt,

dass

Ly =ih 2| U(Rps)v

do $=0
— hdqﬁL ) R(‘a )~ x) (4.79)
h(Vy)(z d¢‘ (a¢>

fiir alle ¢ € D(L(a)). Mit
R@l’(ﬁ) =e?@D (o Nr=anz
folgt

L(a)y = —ihk(Vy)(z) - (a- )z
= —il(Vy)(x) - (a A x)
=iha - (z A (V) (x))
=a-(zAp),

(4.80)

was zu zeigen war (die letzte Identitéit zeigt man leicht mit der e#P-Schreibweise
des Vektorprodukts). O

Da L formal der klassischen Observable “Drehimpuls” entspricht, nennt man
Drehimpuls resp. Bahndrehimpuls im Kontext der Quantenmechanik.

Sei dU die zur Darstellung U gehorende Darstellung der Lie Algebra su(2).
Wegen
) (4.81)

Sl

U (R _ eaw%o) — paadU(F0) _ jaa(

miissen die Operatoren {L;/(ih)}; die su(2)-Vertauschungsrelationen

[Lk Ll} kazm - (4.82)

resp.
[Li, Lj] = ik eiji Ly (4.83)
P
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erfiillen. Die Lie Algebra dU (su(2)), welche durch die Hilbertraum-Operatoren
{L;/(ik)}; aufgespannt ist, wird iiblicherweise die Algebra des Drehimpulses
genannt. Die Abbildung

o L;
95, i

—= 4.84
24 ih (4.84)

(mit reell-linearer Ausdehnung auf ganz su(2)) bildet somit eine Darstellung der
Lie Algebra su(2). Andererseits bildet die Abbildung

h

(mit komplex-linearer Ausdehnung auf ganz sl(2, C)) eine Darstellung der Kom-
plexifizierung sl(2,C) der Lie Algebra su(2).

Lemma 4.3. Die Observablen z,p, L transformieren wie folgt unter der Dar-
stellung U von SO(3):

(i) UR)zxU(R)* = (R )y,
(i) UR)pU(R)* = (R 'p)k
(iii) U(R)LyU(R)* = (R™'L)x

Beweis. Im folgenden setzen wir die Einstein’sche Summenkonvention implizit
voraus. Aus U(R)y(z) = (R~ 'z) folgt, dass

U(R)zxU(R)")(x) = U(R) (zx9(Rx))

(R12), ¥(z). (4:86)

Ebenso zeigt man, dass
U(R)prU(R)*¢(z) = U(R) (prt(R))
= — i -1 T .
= h; ( For ¢) (R™'Ra) Ry, (4.87)
= (R 'p), v(x).

Aus dem Transformationsverhalten der Observablen z und p kénnen wir nun
auf das Transformationsverhalten von p schliessen:

U(R)LLU(R)" = U(R)(x Ap)iU(R)"
= U(R)Zf”kﬁzij(R)*
= e (R™'a), (R '),
= (RilL)k :
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4.3 Bahndrehimpuls spinloser Teilchen

Da die Drehimpulskomponenten L;, welche auf H = L?(R3,d3x) wirken, die
Vertauschungsrelationen der Drehimpulsalgebra erfiillen (siehe (4.83)), ist die
Abbildung

h
du : 501 L (4.89)
eine Darstellung von sl(2,C) mit Darstellungsraum H = L?(R3,d3x). Diese
Darstellung dU lésst sich ausreduzieren nach irreduziblen Komponenten dUj,
welche den irreduziblen Darstellungen D; in Abschnitt entsprechen. Die

Operatoren Ly, Lo, L3 setzen sich bis auf einen Faktor # (siehe (4.21))) zusammen
aus den Operatoren Ji, Jo, J3 des Abschnitts

Li=@ns?, (4.90)
J
wobei ein Operator Jl(j ) nur auf der isotypischen Komponente W; C L?(R3, dx)
agiert. Fiir ¢ € D; folgt somit aus (4.34) und (4.37)), dass

L Rj(j + 1),
Ly = hm-v, mitme{—j,—j+1,....5 1,5} (4.91)

Beachte, dass unsere Uberlegungen auf ein bestimmtes Koordinatensystem
{z,y, 2z} bezogen war, das beliebig gewiihlt werden darf. Da uns auf die z-Achse
beziehen, kriegt diese Richtung den Namen “Quantisierungsachse”.

Wir gehen nun iiber zur expliziten Reduktion der Darstellung Uﬂ Wie wir
gesehen haben, ist es sinnvoll, die Drehungen des physikalischen Raums durch

U(Ra.0) (%)) = V(R 7) = =710 (x) (4.92)
im Hilbertraum L?(R?,dz) zu realisieren. Gemiss Satz gilt, dass
L*(R3, dx) = L*(S?,dQ) @ L*(Ry,r2dr) (4.93)
mit
d€) = sin 0 dfdep. (4.94)

Die Darstellung (4.92]) wirkt trivial auf die radialen Anteile der Wellenfuntionen,
so dass

U(R,, — U(R,, I . 4.95
(R(a,0)) (Bag) @ L2 (R r2dr) (499)

énstelle der Reduktion von U auf L?(R3,dz) gilt es nun somit die Darstellung
U von SO(3) auf L?(S?,dS2) zu reduzieren. Wie in Abschnitt [4.1.2.1|wihlen wir

die VONS in den Darstellungsrdumen D; so, dass sie der Situation angepasst
sind, d.h.

D; = é Y76, ¢) (4.96)

m=—j

9Dies ist fiir die Diskussion der Dynamik drehinvarianter Systeme von grossem Nutzen
(siehe spiter).
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mit _ _
LsY3(0,) = him - Y3,(6,9). (4.97)
Die explizite Bestimmung der Funktionen {Y7 fn:_j C L?*(R? dz) wird uns

auf die explizite Reduktion der Darstellung U fiihren.

In sphérischen Koordinaten gilt (A =1)

10
L, = -—
i Op
. ) 1], 0 0
Ly = Ly+i-L,= S€ {:&:269 — cot a&p (4.98)

(Ubungsaufgabe). Die Einschrinkung des Drehimpulsoperators auf eine Unter-
darstellung D; ist dann von der gleichen Form:

o - 19
# i Op
: P S 0
LY = LY +i-LY = —etie [izao — cot ea@} . (4.99)

Die Operatoren ng)7L$) und L(j) entsprechen nun den Operatoren
Dj(H),D;j(X) und D;(Y) des Abschnitts |4.1.2] und erlauben somit die
Bestimmung der Funktionen {Y7}/ _ ; aller Darstellungsrdume D;.

Wir starten mit dem Ansatz

) 1 . .
Y7 (0,p) = —e"™?P)(0). 4.100
A(0.9) = —=c"7 P (0) (4.100)
Die Funktionen {an fn:— j sind also Eigenfunktionen von L,(Zj ) zum EW m. Fur

ij soll nun gelten (da hochster Gewichtsvektor), dass

LYv? =o, (4.101)
und somit 5
- ] ] =
[36 jcot 9] Pi(0) =0. (4.102)

Die Losung dieser Differenzialgleichung ergibt eine explizite Losung fiir ij , die
man gemass

(P!, Pl)g2 = / do sin 0| P (0)|* = 1 (4.103)
0
passend normiert. Der Faktor (—1)7 ist Konvention. Mit dieser expliziten Form

des hochsten Gewichtsvektors, folgen die iibrigen Basiselemente des Darstel-
lungsraumes D; rekursiv mit Hilfe des Absteigeoperators (vgl. Abschnitt [4.1.2)):

LY (0,0) = I+ m) I —m + 1Y, (4.104)

Es resultiert eine Formel

Yi(0,0) = (17 \/(2j DU+ m)!eim“’ ! ( d )jm sin? 0.

24 4! 4r(j —m)! sin™ 6 \ dcosf

(4.105)
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Die Funktionen {Y7 J ; sind also die aus der MMP resp. Elektrodynamik

bekannten Kugelfunktionen. Es folgt dann automatisch, dass L(_j)Yz ; = 0. Dies
beweist das folgende Lemma.

Lemma 4.4. Die Darstellung dU zerfillt geméss

U=U®lr2®, s2ar) = (@ Dl) ® Lr2(r, r2dr) (4.106)
=0
mit
Dy = span{Y,, (6, )}, -, (4.107)

in irreduzible Komponenten.

4.4 Addition von Drehimpulsen

Wir widmen uns nun der folgenden Frage: Welche Ls-Eigenwerte kann ein quan-
tenmechanisches System annehmen, falls es sich aus einem System mit L3-
Drehimpuls ji/ einerseits und einem System mit Lz-Drehimpuls joh anderer-
seits zusammensetzt? Um dies zu beantworten, miissen wir die Tensorprodukt-
Darstellung D;, ® D, ausreduzieren. Wenn man die Charakterfunktionen der ir-
reduziblen Darstellungen bereits kennt, ist diese Ausreduktion relativ einfadﬂ
Es sei daran erinnert, dass

x;j(U(a)) = Z ‘e2imo‘. (4.108)

m=—j

(siche Lemma [4.2)). Da sich das Skalarprodukt multiplikativ verhilt unter der
Bildung des Tensorprodukts, gilt

Xj1®j2 (U) = Xj (U) " Xja2 (U) (4109)
Sei V. jl j» die Multiplizitét der Darstellung D; in der Darstellung Dj, ® Dj, , d.h.

D;, ®Dj, = P D; 0 CViuse, (4.110)
J

mit C° := 0. Da der Charakter eine additive Klassenfunktiorﬂ ist, folgt
Xir@ia(U) = X5 (U) - x5 (U) = > N7 x;(U). (4.111)
J

Mit

J1 J2
Xn(U(@) x,(U) = > Y eHltmtmae
mi=—Jji1ma2=—7J2
J1+j2 J
Z Z e2imo¢

j=lj1—jz2| m=-J

Ji+7J2
= ). xU() (4.112)

Jj=lj1—72|

10In der Vorlesung wurde ein anderer Zugang zu Drehimpulsaddition verwendet
11Siche Abschnitt zur Definition einer Klassenfunktion
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(das zweite Gleichheitszeichen macht man sich am einfachsten anhand einer
Skizze der Vielfachheit der einzelnen Summanden klar) erhalten wir

Jiti2
XienU)= Y x;U) = Z NI x (4.113)
Jj=lj1—Jz2l j=0,1,2,..

Es resultiert die sog. Clebsch-Gordan Reihe fiir SU(2):

Ji+j2
D, @D;,= P D (4.114)

Jj=lj1—72|

Zu jeder irreduziblen Darstellung Dy von SU(2) auf einem Darstellungsraum
DS gehort eine aus gruppentheoretischer Sicht kanonische orthonormale Basis
{e }m fiir D4*2| Im vorliegenden Fall bezeichnen wir mit

{elV) ® e(f2)yma=02, 072 (4.115)

mi=-=71,---,J1

die kanonische Basis fiir D;, ® D;,, die wir mit dem Ausdruck auf der linken

Seite von (4.114) in Verbindung bringen. Die kanonische Basis fiir Dj, ® D;,,
die zur rechten Seite von (4.114)) Basis gehort, bezeichnen wir mit

{foni=lin—gel (4.116)

milimi=—73,...,]

Der Basiswechsel zwischen den orthonormalen Basen (4.115)) und (4.116)) wird
durch eine unitédre Matrix beschrieben, deren Matrixeintrége man iiblicherweise
Clebsch-Gordan Koeffizienten von SU(2)

{(j1m1j2m2‘jmj)}jl,ml,jg,mg,j,mj
nennt. Diese Notation wird iiber die definierende Gleichung
‘ ‘ Jji+jz2 J ]
e @ e2) = Z Z (J1majamalim;) 3% (4.117)
Jj=|j1—j2| m==J
festgelegt. Durch eine geschickte Phasenkonvention ldsst sich erreichen, dass
die Clebsch-Gordan Koeffizienten reell sind™} Die Inverse der Clebsch-Gordan

Matrix ergibt sich folglich aus der Transponierten der Clebsch-Gordan Matrix,
so dass

J1
67(%3- = Z Z (jimajamaljm;) ef) @ elf2). (4.118)

mi=—j1 ma=—j2

4.5 Anhang: Gruppen- und Darstellungstheorie

Ziel dieses Abschnitts ist die Repetition einiger zentralen Aussage aus der
Gruppen- und Darstellungstheorie.

I2Djes ist die Basis, die sich aus den Eigenvektoren des Operators Ds(H) zusammensetzt;
sieche Abschnitt

13Siehe Anhang C in Straumann[2002] hierfiir und fiir die explizite Berechnung der Clebsch-
Gordan Koeffizienten von SU(2).
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4.5.1 Elemente der allgemeinen Gruppentheorie

Definition 4.4. Seien G und H Gruppen. Eine Abbildung ® : G — H heisst
Homomorphismus, falls

®(g192) = P(91)®(92), Yg1,92 € G.

Ein Isomorphismus ist ein Homomorphismus, der bijektiv ist. Ein Isomorphis-
mus, der eine Gruppe auf sich selbst abbildet, heisst Automorphismus.

Satz 4.5. Seien G und H Gruppen, e; resp. ey die Einselemente von G resp.
H und ¢ : G — H ein Homomorphismus. Dann gilt:

ex = ®(er) und ®(g 1) = [®(g)] ! Vg € G.

Beweis. Sei g € G. Also: ®(g) = ®(ge1) = ©(g)P(e1). Multiplikation von rechts
mit [®(g)]~! ergibt: e; = ®(e;). Daraus ergibt sich nun sofort der zweite Teil
der Behauptung: e; = ®(e1) = ®(gg9~ 1) = ®(g)®(g71). O

Definition 4.5. Seien G und H Gruppen, e; das Einselement von H und
® : G — H ein Homomorphismus. Der Kern Ker(®) ist die Menge aller g € G,
welche auf ey abgebildet werden:

Ker(®) :={g € G | P(g) = e2}.

Satz 4.6. Seien G und H Gruppen und ® : G — H ein Homomorphismus.
Dann gilt: Der Kern ist eine Untergruppe von G.

Beweis: Einfach.

Definition 4.6. Sei GG eine Gruppe und N eine Untergruppe von G. Die Un-
tergruppe N von G heisst Normalteiler von G, falls fiir alle ¢ € G und alle
neN

gng~' € N.

Satz 4.7. Der Kern Ker(®) eines Gruppenhomomorphismus ® : G — H ist
ein Normalteiler von G.

Beweis. Sei g € G, n € Ker(®) und es das Einselement der Gruppe H. Es folgt:
O(gng™") = @(g)2(n)@(g~")
= ®(g)e2®(97) (4.119)

= €93.
O

Satz 4.8. Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Bzgl. jedem
Normalteiler ldsst sich eine Aquivalenzrelation definieren: Zwei Elemente g und
h von G heissen dquivalent, ~, falls ein n € N existiert, so dass

g =nh.

(Diese Relation ist wie man leicht zeigt reflexiv, symmetrisch und transitiv; sie
definiert daher in der Tat eine Aquivalenzrelation). In diesem Fall gilt:
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(i) Aus g1 ~ g2 und hy ~ hy folgt: g1hy ~ goho.
(ii) Aus g1 ~ g folgt: gl_1 ~ 92_1.

Die Aquivalenzrelation respektiert demnach die Gruppenoperationen "Multipli-
kation’ und 'Inversion’.

Beweisskizze: Zeige zuerst, dass aus g1 ~ g2 und hy ~ ho die Beziehung g1hy ~
g1ho folgt. Danach folgt der Nachweis, dass g1hs ~ goho, was die erste Aussage
beweist.

Die zweite Aussage folgt direkt aus der Beobachtung

91 (95 =91 92 = 95 (gagr H)g2 € N.

Notation: Die zu einem Gruppenelement ¢ € G gehorende Aquivalenzklasse
bezeichnen wir mit [g].

Definition 4.7. Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Die Quoti-
entengruppe G/N (oder Faktorgruppe von G nach N) ist definiert als die Menge
aller Aquivalenzklassen in G (bzgl. der durch N definierten Aquivalenzrelation)
zusammen mit Produkt definiert durch

[91(h] = [ghl, Vg,h€G.

Anders ausgedriickt: Die Elemente einer durch N definierten Aquivalenzklasse
werden miteinander identifiziert und es entsteht eine Gruppe von
Aquivalenzklassen mit dem soeben beschriebenen Produkt.

Satz 4.9 (Homomorphiesatz). Sei ® : G — H ein Gruppenhomomorphis-
mus, dessen Kern Ker(®) also ein Normalteiler von G ist. Dann gilt: Die Quo-
tientengruppe G/Ker(®) ist isomorph zum Bild ®(G). Umgekehrt bestimmt
jeder Normalteiler N von G einen Homomorphismus naty : G — G/N mit
naty(g) := [g] fir alle g € G.

4.5.2 Elemente der Darstellungstheorie kompakter Grup-
pen

Sei G eine Gruppe. Eine Darstellung der Gruppe G auf einem Vektorraum FE
ist ein Gruppen-Homomorphismus

U: G- GL(E), (4.120)

d.h. U(gig2) = U(g1)U(g2) fiir alle g1,90 € G. Da U ein Gruppen-
Homomorphismus ist, ist das Bild U(G) eine Gruppe. Der Vektorraum E ist
dann der zur Darstellung U gehorende Darstellungsraum. Die Dimension einer
Darstellung ist gleich der Dimension des Darstellungsraums. Ziel der Darstel-
lungstheorie ist die Klassifizierung aller Darstellungen einer Gruppe. Die Dar-
stellung U heisst irreduzibel, falls E keine nichttrivialen (d.h. # {0} und # FE)
Unterrdume enthélt, welche unter der Wirkung der Gruppe U (G) invariant sind.
Wenn E mit einem Skalarprodukt versehen ist, heisst die Darstellung U unitdr,
falls U(g) unitér ist fiir alle g € G, d.h. U~(g) = U*(g).
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Theorem 3 (Schursches Lemma, Teil 1). Seien (7, E) und (7', E') 2wei irredu-
zible Darstellungen einer Gruppe G und sei ¢ : E — E' eine lineare Abbildung
mit der Eigenschaft

pom(g)=m'(g)op, Vg€EG.
Dann qilt: ¢ = 0 oder ¢ ist ein Vektorraum-Isomorphismus.
Theorem 4 (Schursches Lemma, Teil 2). Sei (7, E) eine irreduzible Darstel-

lung einer Gruppe G und sei ¢ : E — E eine lineare Abbildung mit der Figen-
schaft

pom(g) =m(g)op, Vgedl.
Dann gilt: ¢ = A1, mit A € C.
Theorem 5. Sei G eine kompakte Gruppe und H ein Hilbertraum. Dann gilt:

(i) Die stetigen, irreduziblen Darstellungen von G sind endlich-dimensional
und unitdr.

(i) Die unitiren Darstellungen von G zerfallen in eine direkte Summe von
irreduziblen Darstellungen

Seien (7, E) und (', E') zwei Darstellungen einer Gruppe G. Dann sind die Dar-
stellungen (7, F) und (7', E’) dquivalent, falls ein Vektorraum-Isomorphismus
T : E — E’ existiert, so dass

m(g)=Ton'(g)oT!

fiir alle g € G. In der Ausreduktion einer Darstellung kénnen selbstverstéandlich
mehrere Kopien derselben irreduziblen Darstellung auftreten, d.h. beispielsweise

= 7rj(-1)

D...PD 7Tj(~n)

PRI w](.n) Darstellungen auf Darstellungsraumen E](»l), . E](n) bezeich-
nen, die dquivalent zu einer irreduziblen Darstellung 7; der Gruppe G sind. In
diesem Fall heisst der zur irreduziblen Darstellung j gehérende Raum

wobel 7r(1)

— g ()
W;=E"&..0 B

die zur irreduziblen Darstellung j gehorende isotypische Komponente der
Darstellung 7. Die Héaufigkeit n heisst Multiplizitdt der Darstellung 7; in der
Darstellung 7.

Mengen der Form
{zyz~ |z € G, y € G fixiert}

heissen Konjugationsklassen. Offensichtlich ist jede Gruppe die disjunkte Ver-
einigung ihrer Konjugationsklassen. Eine Klassenfunktion ist eine Funktion
f: G — C, die auf jeder Konjugationsklasse konstant ist, d.h.

flayz™") = f(y)

fir alle 2,y € G. Sei (7, E) eine endlich-dimensionale Darstellung einer Gruppe
G. Der zur Darstellung (7, E) gehorende Charakter x, ist die Klassenfunktion

Xr: G—C, g xx(9) :=tre(n(g))
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Aus m = @;m; folgt
Xx(9) =Y xr (9)- (4.121)
J

Aus der Zyklizitat der Spur folgt, dass xx(9) = xa’(g) fiir alle g € G, falls 7
und 7’ dquivalent sind.

Auf jeder kompakten Gruppe existiert ein eindeutiges normiertes, links- und
rechtsinvariantes Mass p, welches Haarsches Mass heisst. Demnach gilt u(G) =
1 und

n(gA) = p(Ag) = u(A)
fiir alle g € G und alle Mengen A in der Borelschen o-Algebra auf G. Mit dem
Skalarprodukt
(e = | F@)sala) duto) (4122)

wird der Raum L?(G, u) zu einem Hilbertraum. Sei K (G) der Raum der Kon-
jugationsklassen auf G, [g] die zu g € G gehorende Konjugationsklasse, und sei
f: K(G) — C eine Funktion. Die zu f assoziierte Klassenfunktion f : G — C
ist durch f(g) := f([g]) definiert. Der Funktionenraum

L*(K(G)) = {f: K(G) = C| /G 79 duulg) < oo} (4.123)

wird mit dem Skalarprodukt

(h1,h1) L2k (@) i:/G’Nll(g)’Nw(g) du(g) (4.124)

zu einem Hilbertraum.

Theorem 6 (Peter-Weyl). Die Charaktere (xx,;); irreduzibler Darstellungen
(m;); bilden ein VONS im Hilbertraum L*(K(QG)).

Falls 7; eine irreduzible Darstellung ist, gilt
e s = | e (0) ) =1 (4125)

und umgekehrt. Aus der Kombination von (4.121)) und (4.125) folgt: die Multi-
plizitit n,, einer irreduziblen Darstellung 7; in einer Darstellung 7 ist

My = Oty X L2 (G = /G X (@) xx(9) dislg) (4.126)

Sei W; die zur irreduziblen Darstellung m; gehérende isotypische Komponente
einer Darstellung (7, E'). Dann gilt:

P, = d; /G X, (9)7(g) dp(g) (4.127)

ist der Projektor von E auf W;, wobei d; die Dimension der irreduziblen
Darstellung 7; bezeichnet.

Die Tensorproduktdarstellung U; ® Uy auf Hy ® Ho ist definiert durch
(U1 @ Uz)(g) := Ur(9) ® U2(9), (4.128)

fiir alle Elemente g der darzustellenden Gruppe.
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4.5.3 Elemente der Theorie von Lie Gruppen
4.5.3.1 Lie Gruppen

Definition 4.8. Eine Lie Gruppe G ist eine Menge, die zwei Strukturen auf-
weist, die mit einander kompatibel sind. Die eine Struktur ist die einer Gruppe,
die andere Struktur ist die einer C°°-Mannigfaltigkeit. “Kompatibel” bedeu-
tet, dass die Operationen “Multiplikation” und “Inverse” der Gruppenstruktur
differenzierbare Abbildungen (C*°) auf der Mannigfaltigkeit sind.

Im Allgemeinen bezeichnet der Begriff Homomorphismus in der Mathematik
eine Abbildung, die eine Struktur des Urbilds erhilt. Beispielsweise erhilt
eine Gruppen-Homomorphismus die Gruppenstruktur und ein Vektorraum-
Homomorphismus (eine lineare Abbildung) erhilt die Vektorraum-Struktur.
Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 4.9. Seien G und H zwei Lie Gruppen. Ein Lie Gruppen-
Homomorphismus ist ein Gruppen-Homomorphismus, der differenzierbar ist.
Entsprechend ist ein Lie Gruppen-Automorphismus ein bijektiver Lie Gruppen-
Homomorphismus.

Die Menge aller Lie Gruppen-Automorphismen einer Lie Gruppe G bezeichnen
wir mit GL(G). Die Matrix-Gruppe GL,(R) ist ein Beispiel einer Lie Gruppe.
Die Gruppe GL,(R) ist eine offene Teilmenge (das Komplement des Urbilds
der abgeschlossenen Menge {0} C R unter der Determinanten-Abbildung) des
Vektorraums der n x n Matrizen und daher eine C°°-Mannigfaltigkeit. Sowohl
die Multiplikation zweier Matrizen als auch die Operation “Inversion” sind dif-
ferenzierbar (der Beweis beniitzt die Cramer’sche Regel).

Definition 4.10. Sei G eine Lie Gruppe. Eine Darstellung von G ist ein Lie
Gruppen-Homomorphismus p : G — GL(V).

Definition 4.11. Eine komplexe Lie Gruppe ist eine komplexe Mannigfaltigkeit
mit der Struktur einer Gruppe, so dass die Operationen “Multiplikation” und
“Inverse” holomorphe Abbildungen sind.

Eine komplexe Mannigfaltigkeit ist eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension
2n mit Karten (U,, ¢,) so, dass die Ubergangsabbildungen ¢, o ¢3 zwischen
den Karten holomorph sind.

4.5.3.2 Lie Algebren

Unser Ziel ist das Studium von Darstellungen Liescher Gruppen. Zu diesem
Zweck beniitzen wir die differenzielle Struktur (d.h. die Struktur “Mannig-
faltikeit”) auf G. Wir werden sehen, dass die reichhaltige Struktur von Lie
Gruppen auf eine enge Beziehung zwischen Lie Gruppen-Homomorphismen
G — H und Tangentialabbildungen 7.G — T.H fiihrt. Betrachte die Abbil-
dung ¥,y : G — GL(G), die durch

U,: G — G, h—Uy(h):=g-h-g* (4.129)

definiert ist. Nehme an, p : G — G sei ein beliebiger Lie Gruppen-
Homomorphismus. Dann gilt:

pohy = wp(g) o p, (4.130)
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weil

potg(h) = plg)p(h)p™(9) = Yu(g) © p(h). (4.131)
Wir werden nun zweimal an der Identitdt von G differenzieren (wir
nutzen also die differenzielle Struktur auf G). Dies wird uns auf eine Beziehung
fithren, die nur Abbildungen von T.G auf sich beinhalten. Die Ableitung von

(4.130) an der Identitéit ergibt
dpe © d(wg)e = d(wp(g))e ° dpe,

wobei dp, die Ableitung des Lie Gruppen-Homomorphismus an der Identitét
e € G bezeichnet. Die adjungierte Abbildung Ad ist {iber

Ad : G — GL(T.G)
g +— Ad(g) =d(¥y)e: T.G — T.G.

definiert. Die adjungierte Abbildung Ad realisiert somit eine Darstellung von
G, die adjungierte Darstellung der Lie Gruppe G genannt wird. Anstelle von
(4.131}) erhalten wir also

dpe o Ad(g) = Ad(p(g)) o dp.. (4.132)

Diese Gleichung hingt immer noch explizit von p(g) ab. Wir differenzieren ein
weiteres mal und erhalten

dpe © d(Ad)e(X)(Y) = d(Ad)e(dpe(X), dpe(Y)). (4.133)

Als néchstes definieren wir ad := d(Ad).. Der Tangentialraum an GL(T.G)
kann mit dem gesamten linearen Raum End(T.G) identifiziert werden. Fiir die
Abbildung ad folgt

ad: T.G — End(T.G), X — ad(X) := d(Ad).(X) : T.G - T.G. (4.134)
Die Abbildung ad kann somit als die bilineare Abbildung
T.GxT.G — T.G,
aufgefasst werden, fiir welche die Notation
[X,Y] :=ad(X)(Y). (4.135)

gebriuchlich ist. Der Gebrauch dieses Apparats in fithrt uns auf die die
Beobachtung, dass

dpe([X,Y]) = [dpe(X), dpe(Y)]. (4.136)
fiir beliebige Lie Gruppen-Homomorphismen p: G — G und X,Y € T.G. Sehr
viel stérker sind die folgenden Aussagen.

Satz 4.10. Es sei G eine zusammenhéngende Lie Gruppe und H eine Lie Grup-
pe. Dann gilt: Jeder Lie Gruppen-Homomorphismus p : G — H ist eindeutig
bestimmt durch sein Differenzial dp, : T.G — T.H an der Identitdt e € G.

Satz 4.11. Es sei G eine zusammenhéngende und einfach zusammenhéngende
Lie Gruppe und G eine Lie Gruppe. Dann gilt: Eine lineare Abbildung L :
T.G — T.H ist dann und nur dann das Differenzial eines Lie Gruppen-
Homomorphismus p: G — H, falls L die Klammer [-, -] erhilt, d.h.

L(X,Y]) = [L(X), L(Y)].
fiir alle X,Y € T,G.
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Die durch die Klammer [, -] beschriebene Struktur auf T, G weist die folgenden
Eigenschaften auf:
(i) Die Klammer [-, -] ist antisymmetrisch, d.h.

(ii) Die Klammer [-, -] erfiillt die Jacobi Identitit, d.h.
(X, YV, Z]] + [Z,[X, Y]]+ [V, [Z, X]] = 0.

Ein allgemeiner Vektorraum mit dieser Struktur heisst Lie Algebra.

Definition 4.12. Ein Vektorraum V mit einer antisymmetrischen bilinearen
Abbildung
[,]: VXV =V,

die der Jacobi Identitéit gentigt, heisst Lie Algebra.

Definition 4.13. Seien (g1, [, ]q,) and (g2, [-,-]g,) zwei Lie Algebren. Ein Lie
Algebra-Homomorphismus L : g1 — go ist eine lineare Abbildung, welche die
Klammer erhalt, d.h.

L([X,Y]g,) = [L(X), L(Y)]g,-
Zwei Lie Algebren heissen isomorph, falls ein bijektiver Lie Algebra-
Homomorphismus 7' : g1 — go existiert.

Der Tangentialraum T,G ist also eine Lie Algebra. Man spricht in diesem Zu-
sammenhang von der Lie Algebra der Lie Gruppe. Andererseits gilt der folgende
Satz

Satz 4.12. Fiir jede Lie Algebra g existiert eine Lie Gruppe G, so dass g und
T.G isomorph sind als Lie Algebren.

Eine Lie Subalgebra ist ein linearer Unterraum der invariant ist unter der Klam-
mer [, -].

Beispiel 4.2. Wir versuchen nun die Lie Algebra g¢l,(R) der Lie Gruppe
GL,(R) zu bestimmen. Wie schon erwihnt, ist die Lie Gruppe GL,(R) eine
offene Teilmenge des Vektorraums End(R™) der linearen Abbildungen von R
auf sich. Folglich kénnen die Rdume T.GL,(R) und End(R™) identifiziert wer-
den. Auf End(R™) nimmt die Abbildung Ad die folgende Form an:

Ad(g)(X) = d(Ty)e(X) =g- X - g7,

fir alle X € T.GL,(R) = End(R") und g € GL,(R). Seien nun X,Y €
T.GL,(R) = End(R™) beliebig und v : I € R — GL,(R) eine Kurve mit
den Eigenschaften, dass v(0) = e und +/(0) = X. Dann folgt, dass

X,Y] = ad(X)(Y)
_ %hzo Ad(v(1)(Y)

= % l+=0 (V(t)YV_l(t))

Y(0)-Y -47H0) +7(0) - Y - (=(0)) - 7'(0)
= X Y-Y- X (4.137)
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Aus diesem Beispiel leiten wir das das folgende Lemma ab.

Lemma 4.5. Sei G eine beliebige m-dimensionale Lie Untergruppe von
GL,(R). Dann ist die Lie Algebra T.G isomorph (als Lie Algebra) zur Lie
Algebra (End(R™), [-,]), wobei [, ] die Klammer in (4.137) bezeichnet.

Definition 4.14. Eine Darstellung einer Lie Algebra g auf einem Vektorraum
V ist ein Lie Algebra-Homomorphismus

m: g — T.GL(V)= End(V),

d.h. 7 ist eine lineare Abbildung des Vektorraums, der g unterliegt, in den
Vektorraum T.GL(V) = End(V), so dass

m([X,Y]g) = [7(X), 7(Y)]giv) = m(X)7(Y) — 7(YV)m(X),
fir alle X, Y € g (siche (4.137)).
Das folgende Korollar ist eine direkte Konsequenz der Sitze und

Korollar 4.3. Sei G eine zusammenhéingende und einfach zusammenhéingende
Lie Gruppe mit Lie Algebra g. Dann gilt:

(i) Jede Darstellung p von G definiert iiber
T = dpe
eine eindeutige Darstellung von g.

(ii) Fiir jede Darstellung 7 von g existiert genau eine Darstellung p von G mit
der Eigenschaft
T = dpe.

4.5.3.3 Exponential-Abbildung

Sei G eine Lie Gruppe mit Lie Algebra g, X € g und g € G. Weiter sei die Abbil-
dung mgy : G — G der Diffeomorphismus definiert durch Links-Multiplikation
mit g, d.h. my(h) := g - h fir alle h € G. Der durch m, definierte Fluss auf
G erlaubt es, den Vektor entlang dem Fluss m, zu transportieren (der sog.
push-foreward), so dass X € g ein Vektorfeld

vx(g) = (my)s(X). (4.138)

((mg)«(X) = d(my)m__, X) auf G induziert. Dieses Vektorfeld ist lokal inte-
grierbar, d.h. es existiert eine differenzierbare Abbildung ¢ : I C R — G mit
#(0) = e, so dass

Py (t) = vx(dx (1)) (4.139)
firallet € I. Da ¢x (s+t) = ¢x(s)px(t) fir alle t, s € I lisst sich ¢x eindeutig
auf ganz R ausdehnen.

Definition 4.15. Sei G eine Lie Gruppe mit Lie Algebra g. Die zu G gehérende
Ezxponential-Abbildung ist

exp : g — G
X o exp(X) = ox(1).
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Es folgt nun eine kurze Liste mit den Eigenschaften der Exponential-Abbildung.
(i) Sei v ein Lie Gruppen-Homomorphismus. Dann gilt: Das Diagramm

s

g —— b
lcxp J{cxp
¢ - H

kommutiert.

(ii) Die Exponential-Abbildung ist eine differenzierbare Abbildung, deren Dif-
ferenzial im Ursprung von g die Identitét ist. Die Exponential-Abbildung
realisiert auf diese Weise einen Diffeomorphismus von einer offenen Um-
gebung des Ursprung in 7.G in eine offene Umgebung von e € G. Diese
Umgebung generiert dann iiber Gruppenmultiplikation in G die gesamte
Zusammenhangskomponente von e € G.

(iii) Sei G eine zusammenhingende und einfach zusammenhéngende Lie Grup-
pe, 7 eine Darstellung der Lie Algebra g, A € G ein Elemente der Zusam-
menhangskomponente von e € G. Dann definiert

p(A) :=expormoexp !(A) (4.140)
die zu 7 gehorende Darstellung p der Lie Gruppe G (siehe Punkt (i)).

(iv) ¢x(t) = exp(t- X)

(v

) ¢

) exp((t+1') - X) =exp(t-X) exp(t' X)
(vi) exp(—=X) = (exp(X))~*

)

(vii) Sei G eine Lie Gruppe, deren Elemente Matrizen sind. Dann gilt: Die
Exponential-Abbildung entspricht der Exponential-Abbildung von Matri-
zen, d.h.
oo
Xk
exp(X) = T
k=0

fir alle X € G.

Gemaiss Korollar definiert jede Darstellung m der Lie Algebra g eine eindeu-
tige Darstellung der zu g gehdrenden Lie Gruppe, falls

dpe =

gefordert wird. Mit Hilfe der Lieschen Exponential-Abbildung kann diese Bezie-
hung weiter préazisiert werden.

Theorem 4.5.1. Sei G eine Lie Gruppe mit Lie Algebra g. Dann gilt:
(i) Fiir jede Darstellung p von G existiert eine eindeutige Darstellung m von

g mit der Figenschaft
p (eX) — eTr(X)

fir alle X € g.
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(i1) Nehme an, G sei zusammenhingend und einfach zusammenhingend. Des
weiteren sei m eine Darstellung von g. Dann gilt: Es existiert genau eine
Darstellung p von G, so dass

p (GX) — 671'(X)
fir alle X € g.
Notation: Sei p eine Darstellung einer Lie Gruppe G. Im folgenden werden wir
die zur Darstellung p gehorende Darstellung mit dp bezeichnen.
4.5.3.4 Beispiele: sl(n,C), su(n), so(n)

Die special linear group SL(n,C) ist die Lie Gruppe der komplexen n X n-
Matrizen mit Determinante Eins. Die zugehorige Lie Algebra bezeichnen wir
mit si(n,C).

Lemma 4.6.
sl(n,C) = {X € M,(C)jtr X =0}

Beweis. 7Zu zeigen ist
e € SL(n,C),Vt cR & tr X = 0.

“=": Aus
1 =dete!™ =X

— etrX

(Erinnerung: det e gilt allgemein) folgt

ttr X € 2mi - Z

fiir alle t € R, so dass tr X = 0.
“<": tr X = 0 impliziert

1=et"¥X = deteX.

Lemma 4.7.
su(n) ={X € M,(C)|X* =—-X,tr X =0}

Beweis. Zu zeigen ist
X e SUM)VtER e X*=-X,tr X =0.
Die Unitaritéit von e!X ist #quivalent zu
X = emtX, (4.141)
Eine hinreichende Bedingung fiir ist X* = —X. Dass diese aber auch

notwendig ist, erkennt man anhand der ¢-Ableitung von (4.141f) bei ¢t = 0. Aus
Lemma wissen wir bereits, dass det e!X = 1 dquivalent ist zu tr X = 0. [
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Fiir den fiir die Quantenmechanik wichtigen Spezialfall n = 2 geben wir eine
spezifische Basis fiir su(2) an:

o1 02 73 } (4.142)

su(2) = spang { 25 20" 31

mit den sog. Pauli Matrizen

0 1 0 —i 1 0
01(1 O>’02(i O’),03<0 _1). (4.143)

Wir iiberlassen dem Leser die Verifikation der Vertauschungsrelationen von
su(2),

(2.2 = Zeklm , (4.144)

und der hiufig verwendeten Elgenschaft
005 = 0;5 + €460k (4.145)
resp. . = B
(¢-a)(d-b)=(ad-b)lc2+i(@AND)-F. (4.146)
Lemma 4.8.

so(n) = {X € My(R)|X" = —X} = spang { 21 ;2 gj}

Beweis. Zu zeigen ist
X e SOMn),VteRe X*=-X,trX =0.
Die Orthogonalitit von e ist dquivalent zu
e = e7tX, (4.147)

Eine hinreichende Bedingung fiir ist X* = —X. Dass diese aber auch
notwendig ist, erkennt man anhand der ¢-Ableitung von bei t = 0. Die
Forderung X* = —X impliziert fiir reelle Matrizen automatisch tr X = 0, so
dass dies nicht wie fiir su(n) separat gefordert werden muss. O

Fiir den fiir die Physik wichtigen Spezialfall n = 3 geben wir eine spezifische
Basis fiir so(3) an:

s0(3) = spang {11, I, I3}, (4.148)
wobei
0 0 O 0 0 1 0 -1 0
L=10 0 -1 |, L= 0 0 0 |,I3= 1 0 0 ). (4.149)
01 0 -1 0 0 0 0 O

Wir {iberlassen dem Leser die Verifikation der Vertauschungsrelationen von

su(2):

I, ] = Z EktmIm.- (4.150)

Als direkte Konsequenz von (|4.144) und (|4.150|) ergibt sich das folgende Korol-
lar.

Korollar 4.4. Die Lie Algebren so(3) und su(2) sind isomorph als Lie Algebren.
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4.5.3.5 Komplexifizierung

Definition 4.16. Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum. Die Kom-
plezifizierung Ve des Vektorraums V ist der Raum der formalen Kombinationen
v1 + o mit vy,v9 € V. Dies ist ein reeller Vektorraum und wird zu einem
komplexen Vektorraum, falls wir festlegen, dass

i(’Ul + i’Ug) = iv1 — V2.

Lemma 4.9. Sei g eine endlich-dimensionale reelle Lie Algebra und g¢ die
Komplexifizierung des der Lie Algebra g zugrunde liegenden Vektorraums. Dann
gilt: Es existiert eine eindeutige Erweiterung der Lie Klammer auf g zu einer
Lie Klammer auf dem Vektorraum gc.

Beweis. Die Lie Klammer auf gc muss nach wievor bilinear sein, d.h.
(X1 +iXo, Y7 +1iY3] = ([X1, V1] — [Xo, Ya]) + ([ X1, Ya] + [Xo, Y1)).

Dies zeigt die Eindeutigkeit der Erweiterung, da die rechte Seite der letzten
Gleichung durch die Lie Klammer auf g bestimmt ist. Die Erweiterung ist wie
man leicht sieht antisymmetrisch und reell-bilinear. Um zu zeigen, dass die Er-
weiterung komplex-bilinear ist, ist es ausreichend die komplexe Bilinearitéit eines
Arguments zu zeigen (wegen der Antisymmetrie der Klammer):

[i(X1+1iX2), Y1 +iYa] = [iXy — X,V +14Y5]
= (=[X1, Vo] = [Xo, Y1]) +i([X1, Y1] — [ X2, Ya])
= i(([X1, Y1] = [Xa, Ya]) +i([ X1, Yo] + [X2, V1))
— QX 4 iXa, V) 4 i),

Noch ausstehend ist die Verifikation der Jacobi-Identitdt. Aus der Bilinearitit
folgt, dass
[Xa [Yv Z]] + [Zv [Xv Y]] + [Y7 [Zv X” =0,

fiir alle X € gc und Y,Z € g. Dasselbe Argument kann auch fir Y, Z € g¢
gebraucht werden. Dies zeigt, dass die Jacobi-Identitédt Giiltigkeit hat auf gc. 0O

Definition 4.17. Die Komplezifizierung gc einer reellen Lie Algebra g ist der
Vektorraum gc zusammen mit der eindeutigen Erweiterung der Lie Klammer
auf g zu einer Lie Klammer auf dem komplexen Vektorraum gc.

Lemma 4.10. Sei g eine reelle Lie Algebra mit Komplexifizierung g¢ und #
eine Darstellung der Lie Algebra g. Dann gilt:

(X 4+iY) = 7(X)+i7n(Y)

(X,Y € g) definiert die eindeutige Erweiterung der Darstellung 7 zu einer
komplex-linearen Darstellung der Komplexifizierung gc. Des Weiteren gilt, dass
7 dann und nur dann irreduzibel ist, wenn 7 irreduzibel ist.

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit sind eine direkte Konsequenz der Definiti-
on der Darstellung 7. Es bleibt demnach zu zeigen, dass m dann und nur dann
irreduzibel ist, wenn 7 irreduzibel ist.

”="": Sei 7 eine irreduzible Darstellung von g auf einem reellen Vektorraum W.
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Die Komplexifizierung gc ist also eine Darstellung auf W¢. Wihle ug+ivg € W
und u + iv € W beliebig. Nach Voraussetzung enthilt W kein invarianter Un-
terraum. Demnach existieren X,Y € g so, dass 7(X)(ug) = v und 7#(Y)(vo) = v,
und somit gilt, dass (X +1Y")(ug +ivg) = u+iv. Folglich kann kein invarianter
Unterraum in W existieren.

?<": Sei nun 7 irreduzibel auf W¢. Wihle ug + ivg € W und u + v € W be-
liebig. Nach Voraussetzung existiert X +iY € gc, so dass m(X +¢Y") (ug +ivg) =
7(X)(up) +i7(Y)(vo) = u+ iv. Demnach existiert fiir alle ug,u € W ein X € g,
so dass 7(X)(up) = u. Folglich kann kein invarianter Unterraum in W existie-
ren. O

Lemma 4.11. su(n)c = sl(n,C)

Beweis. Die Komplexifizierung su(n)c der reellen Lie Algebra su(n) und
sl(n; C) sind Unter-Lie Algebren der Lie Algebra gl(n; C) von GL(n,C) (siehe
die Definition einer Komplexifizierung). Die Lie Algebra si(n;C) ist der Raum
der komplexen und spurlosen n x n-Matrizen. Daher lassen sich alle X € sl(n; C)
eindeutig in der Form

X-X* X+Xr

3 Ty
schreiben, wobei die Matrizen (X — X*)/2 und (X + X*)/2i spurlos und an-
tisymmetrisch sind. Folglich sind (X — X*)/2 und (X + X*)/2i Elemente von
su(n). O

X =

Das folgende Theorem besagt, dass die Jordan-Zerlegung invariant ist unter der
Darstellungsabbildung.

Theorem 7 (Erhaltung der Jordanschen Zerlegung). Sei g eine (halbeinfache)
Lie Algebra und 7 eine Darstellung. Dann gilt: Fir alle X € g existieren X5 € g
und X, € g, so dass

m(X)g = 7(Xyg), 7(X), = 7(X,)

wobei (X )y diagonalisierbar und w(X),, nilpotent ist.

4.5.3.6 Tensorprodukt-Darstellungen

Definition 4.18. Sei G eine Lie Gruppe und p; resp. ps Darstellungen von auf
den Darstellungsrdumen V;j resp. Vs. Die Tensorprodukt-Darstellung p; ® p2 von
G auf V7 ® V5 ist durch

p1® pa(g) := p1(g) ® p2(g)
fiir alle g € G definiert.

Satz 4.13. Sei G eine Lie Gruppe, g die Lie Algebra von G, p; resp. ps Dar-
stellungen von G mit assoziierten Darstellungen 7 resp. my von g. Die zur
Tensorprodukt-Darstellung p; ® po assoziierte Darstellung der Lie Algebra g
von G bezeichnen wir mit m ® me. Dann gilt:

T ®’/T2(X) :7T1(X) ®HV2 +HV1 ®’/T2(X)

fiir alle X € g.
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Beweis. Fiir alle X € g gilt

™ @M (X) = (p1 @ p2) (')

dt t=0
= il e eme)

= m(X)1Iy, + Iy, ® ma(X).



Kapitel 5

Bewegung spinloser
Teilchen im klassischen
elektromagnetischen Feld

Gemdss der klassischen Elektrodynamik beschreibt die Hamiltonfunktion

h= (pffA) +ed(z,t) (5.1)

2m

die Bewegung eines Punktteilchens mit Masse m und Ladung e im elektroma-
gnetischen Feld

10A
E=_-20_

c Ot Ve (5.2)
B=VAA.

Beachte, dass die Dynamik der Potentiale A(x,t) und ¢(z,t) nicht durch die
Hamiltonfunktion h beschrieben wird. Die Potentiale A und ¢ sind somit als
Parameter in die Diskussion der Dynamik des Punktteilchen und nicht dy-
namische Grossen. Wir gehen nun zur quantenmechanischen Beschreibung der
Bewegung eines Punktteilchens im elektromagnetischen Feld {iber. Da die Poten-
tiale lediglich Parameter und keine dynamische Grossen sind, ersetzen wir (dem
Korrespondenzprinzip folgend) wie bisher die Observablen z; und py, durch ihre
quantenmechanischen Pendants Mult(x;) und —ih0y. Auf diesem Weg erhalten
wir den Hamiltonoperator

1 2
H= o (—mv - EA) +ed(z, t). (5.3)

Die anschliessende Verwendung der Coulomb-Eichung V - A = 0 fiithrt dann auf

ihe

H= + ep(z,t). (5.4)

2m

125
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5.1 Bewegung spinloser Teilchen im konstanten
Magnetfeld

Ein konstantes Magnetfeld B ldsst sich mit Hilfe des Vektorpotentials
1
A= 5% A B (5.5)
beschreiben, weil
1
(rot A)k = —§€klm€uvl(ak$u)3v = Bk.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass B parallel zur z-
Achse ist:
B = B()ez.

Wir formen nun die beiden Terme proportional zu A - V und proportional zu
A? um, mit dem Ziel zu zeigen, dass der Term proportional A% gegeniiber dem
Term proportional A-V vernachléssigbar klein ist, wenn wir von Labor-typischen
Magnetfeldstirken von ~ 10° Gauss ausgehen. Die Verwendung von in

(5.4) ergibt einerseits
the .vqp:_@(x/\B).vw
2mece
the
= . B 5.6
(¥ A V) By (5.6)

= —>—L- B = —5—LsBo,
2me 2me

und andererseits
2 2
8mc?

62

(z A B)Y

(*B? - (¢ - B)*)¥ (5.7)

= 8me?
BZe?
= Sz (@1 + 73).

Unter der Annahme, dass (L3) ~ h, e = —eg und (23 + 23) ~ ap (Bohrscher
Radius), folgt

Bjep 2
~ 8me2 9B
7B,

2me

2mc?

ihe
TeA-V

|62A2

eoBQGQB
4hc
~ 1.1 x 107*° By (in Gauss).

Der Term proportional zu A - V dominiert also den Term proportional zu A2
im Falle der experimentell erreichbaren Magnetfeldstirken (Grossenordnung 10°
Gauss).
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5.2 Der normale Zeemann-Effekt

Betrachte ein Wasserstoffatom im Einfluss eines konstanten Magnetfeldes B =
Bpe,. Wenn man von relativistischen Korrekturen absieht, wird die Dynamik
dieses Systems durch den Hamiltonoperator

. 2
H:HO+%A.v+2;CZA2. (5.9)
(siehe (5.4))) beschrieben, falls
h2 2

Aufgrund der Abschitzung (5.8 ist es naheliegend den Term proportional zu
A? zu vernachlissigen, so dass approximativ

(&

(siehe (5.6)) gilt. Die Eigenfunktionen des Operators Hy sind die Funktionen

Y7, die wir im Rahmen der Diskussion des Wasserstoffatoms kennen gelernt

haben. Es folgt, dass

Hym = B (5.12)
nl — 2@3 n2 L nl .
(m e {—l,...,+1}) mit
€B0
= 1
L 2me (5.13)

(die sog. Larmor-Frequenz), weil die Funktionen 97} automatisch Eigenfunktio-
nen von L3 sind. Folglich spaltet sich jeder Energie-Eigenwert von Hy (siehe Dis-
kussion des Wasserstoffatoms) beim Einschalten eines dusseren Magnetfeldes in
20 + 1 dquidistante Energie-Eigenwerte auf. Dieser Effekt ist unter dem Namen
normaler Zeemann-Effekt bekannt. Die Abstand zwischen den dquidistanten
Energieniveaus ist

eBoh

5o = 136V x (4 x 10719By (in Gauss)). (5.14)

Dies entspricht jedoch nicht den im Experiment gemessenen Spektrallinien: Eine
gerade Zahl der gemessenen Linien verhélt sich, als ob der Drehimpuls halbzahlig
wére. Grund dafiir ist, dass wir bisher den Spin des Elektrons vernachléssigt
haben (dieser fithrt auf den sog. anomalen Zeemann-Effekt).

5.3 Die Eichinvarianz der Wellenfunktionen

Erneut betrachten wir ein Punktteilchen im Einfluss eines klassischen elektro-
magnetischen Felds. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei der Zustand des Punktteilchens
durch den Hilbertraumvektor vy reprasentiert. Zum klassischen elektromagne-
tischen Feld assoziieren wir das Vektorpotential A und das skalare Potential ¢.
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Des weiteren bezeichnen A und ¢ Potentiale, die aus einer beliebigen Eichtrans-
formation aus den Potentialen A und ¢ hervorgehen, d.h. es existiert eine skalare
Funktion x(z,t), so dass

~ ~ 1
A=A+Vyx, ¢=0¢— Eatx. (5.15)
Dementsprechend definieren wir die Hamiltonoperatoren

H = % (—mv . EA)2 + e,

) 1 o 2 ) (5.16)

Hi= o (=inv - £4) +ed.

2m c

Die Zeitevolution des Zustands v, die durch den Hamiltonoperator H beschrie-
ben wird, nennen wir ¢)(¢). Analog bezeichnet 1(¢) die Zeitevolution die durch H
beschrieben wird. Da die Potentiale (A, ¢) und (A, ¢) auf dieselben klassischen
elektromagnetischen Felder fiihren, erwarten wir, dass keine Messung existiert,
die zwischen den Zusténden (t) und (t) zu irgendeinem Zeitpunkt ¢ > 0

unterscheiden kann. Ob dies tatséchlich zutrifft, wollen wir nun priifen.

Behauptung 5.1. _
V() = ey, 1) (5.17)

Beweis. Die H-Evolution (t) von g ist die Losung der zeitabhingigen
Schrodingergleichung

. 1 . e \2
oy = | — (—mv - fA) +ed| v
2m c
mit der Anfangsbedingung (¢ = 0) = )o. Diese Gleichung multiplizieren wir

. . e . . . .
nun von links mit exeX(®!_ Wir iiberlassen es dem Leser zu zeigen, dass die
mehrfache Anwendung der Formel

9 _ (9 _99\ 4
0z (2) = (32 87;) )
auf
] ie 1 2 ie
ih (&t - Zeatx) eheXeh = [ (—z’hV ~fa- ng) + €¢:| eneXqh
he 2m c c
resp.

- 1 N2 -
ih0) = [ (—zhv - 9A) + 64 @
2m c
fithrt. Dies ist die zeitabhingige Schrodingergleichung fiir die H-Evolution 1/7(t)

von 1y, was zu zeigen war. O

Die Zeitevolutionen ¢ (t) und () unterscheiden sich also um einen zeit- und
ortabhingigen Phasenfaktor. Folglich existiert keine Ortsmessung, die zwischen
den Zusténden ¢ (t) und ¢(t), da

W, 1) = [(x, ) (5.18)

fiir alle ¢t > 0.
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5.4 Der Aharonov-Bohm Effekt

Ziel dieses Abschnitts ist das Design eines Experiments fiir den experimentellen
Nachweis der folgenden Behauptung: Es ist moglich, dass sich ein Punktteil-
chen unter dem Einfluss der Potentiale (A1, ¢1) anders verhélt als unter dem
Einfluss der Potentiale (As, ¢2), obwohl die Potentiale (A1, ¢;) und (A, ¢2)
im Gebiet wo sich die Teilchen aufhalten diirfen dasselbe elektromagnetische
Feld (E, B) zur Folge haben. Ein in unserem Sinne positiver Ausgang dieses
Experiments wiirde den experimentellen Nachweis erbringen, dass in der
vorliegenden Behandlung der Bewegung eines Punktteilchens im klassischen
elektromagnetischen Feld nicht das elektrische Feld E und das magnetische
Feld B physikalisch relevant sind, sondern die Potentiale (A, ¢), die diese Felder
beschreiben.

Damit ein derartiges Experiment einfach durchgefiihrt werden kann, sollte die
experimentelle Messung eine Ortsmessung des Punktteilchens sein (das Teilchen
trifft auf einen Schirm und erzeugt in diesem Moment einen Lichtreflex). Die
Argumentation des letzten Abschnitts, die auf die Nicht-Existenz einer Orts-
messung fithrte, die zwischen ¥ (z,t) und ¢ (x,t) unterscheiden kann, basierte
auf der Existenzﬂ einer skalaren Funktion yx(x,t) mit der Eigenschaft, dass

A=A+Vy. (5.19)

Den physikalischen Raum, in dem sich das Teilchen bewegt, bezeichnen wir mit
B C R3. Weiter seien A;(x) und As(z) zwei Vektorpotentiale, die iiber rot A; =
rot Ay = B(x) das Magnetfeld auf B beschreiben. Nehme an, das magnetische
Feld B verschwinde im physikalischen Raum, so dass rot A;(z) = rot Aa(z) =0
fir alle z € B (die Vektorpotentiale A; und A; sind also “wirbelfrei” resp.
geschlossen). In der Analysis-Vorlesung wird der folgende Satz bewiesen (siehe
bspw. [Kénigsberger2002], Kapitel 5).

Satz 5.1. Sei w eine geschlossene 1-Form auf einem einfach zusam-
menhingenden Gebiet U € R™. Dann gilt:

w = df (5.20)

flz) = /7 w, (5.21)

(a,2)
wobei (4,5 €in beliebiger Weg in U ist, der a € U (beliebig) mit 2 € U verbin-
det.

Wenn also der physikalische Raum B einfach zusammenhéingend ist, existieren
fiir die geschlossenen Vektorfelder A; und A, Potentialfunktionen (Stammfunk-
tionen) 7, und 79, so dass

A1 = V?h, A2 = V’I72. (5.22)
Daraus ergibt sich gezwungenermassen
Az = A1 + V(02 — n2). (5.23)

1Die Frage nach der Existenz der Funktion x war damals trivial, da wir damals A iiber

(5.19) definiert haben.
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Es konnte also wie im letzten Abschnitt argumentiert werden, und die Er-
kenntnis resultieren, dass keine Ortsmessung existiert, welche die Evolution
¥1(t) bzgl. A; von der Evolution o(t) bzgl. As unterscheidet. An diesem
Punkt gelangen wir zur Idee, den physikalischen Raum B nicht einfach
zusammenhéngend zu wéhlen.

Konkret platzieren wir eine unendlich lange Spule mit Radius R entlang der
z-Achse, die gegeniiber unserem Punktteilchen abgeschirmt ist (damit 4; und
As auf B weiterhin wirbelfrei sind). Der physikalische Raum ist also

B =R3\{z|z? + 2% < R?}

und somit nicht einfach zusammenhéngend. Ein Strom durch die Spule erzeugt
ein Magnetfeld im inneren der Spule. Wenn R sehr klein ist, wird das Magnetfeld
der Spule ausserhalb der Spule niherungsweise verschwinden, so dass B(z) = 0
fiir alle z € B. Zur Uberpriifung der unmittelbaren physikalischen Relevanz des
Vektorpotentials betrachten wir nun zwei Szenarien:

(i) Es fliesst in der Spule kein Strom = B =0 in der Spule == A =0, B=0
in B.

(ii) Es fliesst in der Spule ein Strom = B # 0 in der Spule == A # 0, B=0
in B.

Es bezeichne ;(x,t) die Evolution von t¢g(z) im Fall (i). Wir werden nun
die Evolution #s(x,t) von ¢g(x) durch die Evolution i (z,t) ausdriicken und
zeigen, dass Ortsmessungen existieren, die in der Lage sind, zwischen 1; und
19 zu unterscheiden. Um die Resultate aus dem letzten Abschnitt verwenden
zu konnen, zerlegen wir den physikalischen Raum B in zwei disjunkte einfach
zusammenhdngenden Mengerﬂ B; und By, so dass

(Zl) B[OB[[ =B= LQ(B,dJ?) = LQ(BI,dl‘) D LQ(B]],CZ]J),

(Z2) L?*(Br,dz) und L?(Byg,dz) sind invariante Unterriume des Hamiltonope-
rators/der Zeitevolutio

Definiere

90(()1) = Pr2(5,,dx)%0,

(5.24)
90(()[[) = Pr2(8,;,dz)%0-
Aus der Annahme (Z2) folgt
. — —iH;t, (1) —iH;t, (II)
i = () s ()

(I1)

= QOEI)(.T,t)—F(p,L (l',t),

2In Experimenten zur Uberpriifung des Aharonov-Bohm Effekts werden Teilchen entlang
von zwei Wellenleitern W7 und W5 um die Spule herum gefiihrt. In diesem Fall wiirde By = W1
und Br; = Wy gewihlt.

3Diese Annahme ist mathematisch falsch und wird im Experiment nur approximativ erfiillt.
Die nachfolgende Diskussion ist demnach nicht stichhaltig
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wobei der Index “” die Szenarien (i) und (ii) nummeriert. Es ist uns also ge-

stattet die Dynamik in der Réumen L?(By,dz) und L?(Byy, dz) separat zu be-
handeln, um anschliessend (gemiiss ) die Dynamik zur Anfangsbedingung
o(z) zu erhalten. Der einfache Zusammenhang der Gebiete By und Bj; er-
laubt es uns nun zur Ermittlung der Dynamik von ¢; und ¢;; auf die Resultate
des letzten Abschnitts zuriickzugreifen, da auf den einfach zusammenhéngenden
Gebieten By und By fiir alle geschlossenen (“wirbelfreien”) Vektorfelder Poten-
tialfunktionen (Stammfunktionen) n; und 7n;; existieren:

A(z,t) = Vni(x,t), Ya € By,

5.26
A(l‘,t) = le(ac,t), Va € Byj. ( )

Das beliebig gewihlte geschlossene Vektorfeld A(x,t) auf B ist somit nach seiner
Restriktion auf B; eich-dquivalent zum Vektorfeld A; = * auf B; (und analog

fiir Byy). Aus (5.17)) folgt

o) (@,1) = erem @O0 (g 1),

. (5.27)
oD (@ ) = efem 0D (g 1),
mit
() = /(1) 4
V(a,z)
(5.28)
7711(1'7 t) - /(H) 4
T(b,2)
(siehe Satz, wobei a € By und b € B beliebige Referenzpunkte bezeichnen,

und ’7((;)93) resp. 'y((bnm)) Wege in B; resp. Bj; sind, welche die Punkte a reps. b

mit dem Punkt z verbinden. Nun sind wir in der Lage die Evolution s (x,t)
von Szenario (ii) mit Hilfe der Evolution ) (x,t) auszudriicken:

Yo, t) = 8D (2, 8) + o5 (@, 1)

ie (I ie (I1)
=exp | — / A) o7 (x,t) + exp ( / A) w7 (x,t)
(hc Viare) he Jyan, (5.29)
_ ie (1) ie (1)
= exp (ﬁc ./y“),) A) {gpl (z,t) + exp (hc 7{ A) ©1 (x,t)} ,

(

wobei der Weg I der geschlossene Weg um die Spule ist, welcher aus der Zu-

sammensetzung der Wege fy((lf Im)) und ffy((i)x) hervor geht. Aus dem Stoke’schen
Theorem erhalten wir
% A= / rot Adf = B df = ¢spule, (5.30)
r int(T") int(T")

wobei ¢spule den magnetischen Fluss durch die Spule bezeichnet. Schlussendlich
ergibt sich

ie 2
[l = [ + eftsome 10 (5:31)

4Dies entspricht dem Vektorfeld des Szenario (i).

5Der Weg —'y((i)w) entspricht dem Weg 7(((?3[), wenn man diesen Riickwérts durchléuft.
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fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des Punktteilchens des Szenario
(ii), resp.

[al? — [ |2 = DD (eidsme — 1) 1 oD HID (e=idsmme _ 1) (5.32)

fiir die Differenz der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten der Szenarien (i)
und (ii). Sie ist also eine periodische Funktion des magnetischen Fluss ¢gpule mit
Periode %€, was sich in den experimentellen Ortsmessungen widerspiegeln muss.
Diese Modlﬁkatlon der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte heisst Aharonov-
Bohm Effekt und konnte im Jahr 1960 durch R. C. Chambers experimentell
nachgewiesen werden.



Kapitel 6
Spin

Die Entdeckung des Spins war (wie die Entwicklung der gesamten Quantenme-
chanik) nicht ein zielgerichteter Prozess, sondern rundet eine kurze Liste von
geschickten Vermutungen ab. Experimentelle Untersuchungen zeigen, dass sich
die Spektren von Alkalimetallen aus Paaren von dicht beieinander liegenden
Spektrallinien zusammen setzen. Eine Ausnahme bilden diejenigen Zustéinde,
fiir welche der Bahndrehimpuls des Leuchtelektrons (in der #ussersten Scha-
le) Null ist. Dieser Befund hat Pauli dazu veranlasst, den Elektronen einen
zweiwertigen, inneren Freiheitsgrad zuzuschreiben. Von Goudsmit und Uhlen-
beck (1925) stammt die Idee, dass ein Elektron, wie viele Elementarteilchen,
einen inneren Drehimpuls aufweisen. Das mechanische Modell des Elektrons,
das sie dieser Auffassung zugrunde gelegt haben, ist aber unhaltbar. Die kor-
rekte gruppentheoretische Formulierung von Spin und dessen Zusammenhang
mit der Gruppe SO(3) stammt von Pauli (1927). Ein direkter Nachweis des
Spins von Elektronen und Atomen gelang im Stern-Gerlach Experiment (1922),
das urspriinglich mit einem Strahl von Natrium-Atomen durchgefiithrt wurde.

6.1 Vom Stern-Gerlach Experiment zum Spin
von Elektronen

Stern und Gerlach fithrten im Jahr 1922 einen Strahl von Natriumatomen durch
ein Magnetfeld B(x). Sie beobachteten, dass sich der Strahl dabei in zwei Teil-
strahlen aufspaltete. Wenn man die Diskussion von Mehrelektronatomen vor-
weg nimmt (die aber leider schon das Konzept des Spins voraussetztED, lasst
sich zeigen, dass der totale Drehimpuls eines Natriumatoms im Grundzustand
gleich dem “inneren Drehimpuls” des Elektrons in der #dussersten Schale des
Natriumatoms ist. Fiir die nachfolgende Argumentation wére es daher hilfreich,
wenn man das Stern-Gerlach Experiment direkt mit Elektronen anstelle von
Natriumatomen durchfiihren wiirde. Wegen der elektrischen Ladung des Elek-
trons dominiert die Lorentzkraft, die auf das Elektron wirkt, den Effekt der zur
Aufspaltung des Teilchenstrahl fiihrt, massiv, so dass dieses Experiment kaum
durchfiihrbar ist. Aus didaktischen Griinden méchten wir dennoch von diesem
fiktiven Experiment ausgehen. Wir nehmen somit an, es existiere das folgende

'In diesem Sinn wire die gesamte Begriindung streng genommen zirkuléir.

133



134 KAPITEL 6. SPIN

Experiment: Ein Strahl von Elektronen spaltet sich nach dem Durchlaufen eines
Magnetfelds B(z) in zwei Teilstrahlen auf. Wenn diese beiden Teilstrahlen er-
neut durch das Magnetfeld B(z) gefiihrt werden, spalten sie nicht mehr weiter
auf. Nun stellt sich die Frage, wie diese Messresultate von einem theoretischen
Gesichtspunkt aus beschrieben werden kénnen.

Innere Freiheitsgrade von Elektronen

Dennoch muss ein Elektron-Freiheitsgrad existieren, der bestimmt, wohin die
Elektronen abgelenkt werden. Die Einfiihrung eines neuen Freiheitsgrads be-
deutet eine Modifikation der bisherigen mathematischen Realisierung der Zu-
stands eines Elektrons. Bisher haben wir den reinen Zustand eines Elektrons
anhand eines Hilbertraum-Vektors 1 € L?(R3,dz) beschrieben. Gemiiss dem
Stone-von Neumannschen Eindeutigkeitssatz haben wir durch die Auswahl des
Hilbertraums L?(R3, dx) genau denjenigen Hilbertraum ausgewiihlt, dessen Ele-
mente am wenigsten Freiheitsgrade aufweisen. Die Rechtfertigung hierfiir war,
dass

H = L*(R®, dx), z; = Mult(z;),p = —ihi
8$j
die einfachste Moglichkeit darstellte, die Heisenbergschen Vertauschungsrela-
tionen zu realisieren. Am Beispiel des Stern-Gerlach Experiments erkennen wir
nun aber, dass der Hilbertraum L?(R3, dz) nicht hinreichend viele Freiheitsgrade
aufweist, um Elektronen zu beschreiben. Geméiss dem Stone-von Neumannschen
Eindeutigkeitssatz muss der modifizierte Hilbertraum von der Form

L*(R3,dr) @ C* = L*(R3,dz) @ ... ® L*(R®,dz) (k Summanden)  (6.1)

(siehe Satz[1.3) sein, falls die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen weiter-
hin gefordert werden. Auf diesem modifizierten Hilbertraum sind die Observa-
blen “Ort” und “Impuls” geméss

0
T; = Mult(a:j) R ler,p = —ith— ® Ik
a.%'j

realisiert. Der reine Zustand eines Elektrons ist also von der Form
[ ®u] € P(L*(R3,dz) ® C*). (6.2)

Da eine Anderung der k komplexwertigen Freiheitsgrade u € CF keine Anderung
der Wahrscheinlichkeitsmasse auf den Spektren der Observablen “Ort” und “Im-
puls” (die Freiheitsgrade eines Punktteilchens) hervor rufen, nennt man die k
komplexwertigen Freiheitsgrade innere Freiheitsgrade.

Das Verhalten unter Drehungen des physikalischen Raums

Aus unserer Diskussion des Drehimpuls in der Quantenmechanik geht hervor,
dass bei einer Drehung R € SO(3) des physikalischen Raums R3 ein durch 1 ®@u
beschriebener reiner Zustand geméss einer projektiven Darstellung

U(R): v @u— U(R)(Y @u) (6.3)

von SO(3) transformiert. Die physikalischen Uberlegungen zur Begriindung der
expliziten Darstellung von SO(3) auf L?(R3,dz) fiir Punktteilchen ohne innere
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Freiheitsgrade haben weiterhin Giiltigkeit, da die Observablen “Ort” und “Im-
puls” nicht von den inneren Freiheitsgraden beeinflusst werden. Der L?(R3, dx)-
Anteil ¥ von 1 ® u muss also weiterhin geméss

Us(R) : ¢(z) — Y(R™'z) (6.4)

transformieren. Wir versuchen nun zu begriinden, warum die projektive Dar-
stellung U eine Tensorprodukt-Darstellung von der Form

U(R) = Up(R) ® Us(R) (6.5)

sein sollte, wobei U, eine noch nicht weiter spezifizierte projektive Darstellung
von SO(3) auf CF bezeichnet.

Wire die projektive Darstellung U von SO(3) nicht von der Form , dann
wiirde eine Drehung des Koordinatensystems zu einer Durchmischung der nor-
malen und der inneren Freiheitsgrade fithren. So kénnte eine Drehung des Ko-
ordinatensystems zu einer Anderung der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
filhren (in Abhiingigkeit der inneren Freiheitsgrade u € CF). Dies ist wenig
plausibel und hétte experimentelle Konsequenzen, die nicht beobachtet werden
konnten.

Spin

Die noch zu spezifizierende projektive Darstellung Us von SO(3) auf dem Hil-
bertraum C* der inneren Freiheitsgrade wird geméss dem Bargmannschen Satz

vidP
Us (R(a,a = eaaf) =Us (”(R(a,a) = eaa%) = e 0s(£) (6.6)

durch eine unitére Darstellung Us der universellen Uberlagerungsgruppe SU (2)
von SO(3) induziert. Sei dU§ die Komplexifizierung der su(2)-Darstellung dUg
und somit eine Darstellung der Lie Algebra si(2,C). Gleichung lésst sich

somit neu in der Form

>

L 40S(5) _

v
St

Us (Ra.2) = c0@dUS (%) _ o= hae oé-§ (6.7)

(Erinnerung: Komplexifizierungen sind komplex-linear) schreiben, wobei

Definition 6.1. L
g.-h
2

dUs§(a). (6.8)
Der Operator S generiert also die Darstellung dUS von sl(2,C) auf dem Hil-
bertraum CF der inneren Freiheitsgrade (die Komponenten S, So, Ss erfiillen
die “Vertauschungsrelationen der Drehimpulsalgebra”). Die Operatoren L (Ob-
servable des Drehimpuls) und S unterscheiden sich somit lediglich durch die
explizite Darstellung von sl(2,C), welche sie generieren. Dies fiihrt dazu, dass
man S die Observable des inneren Drehimpuls resp. Spin nennt.

20 bezeichnete den Schnitt SO(3) — SU(2), withrend & der Vektor der Pauli-Matrizen ist
(schlechte Notation).
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Definition 6.2. Die Komponenten (J1, Ja, J3) des Gesamtdrehimpuls spinbe-
hafteter Teilchen sind die Generatoren der projektiven Darstellung U(R) =
Up(R) ® Ug(R). Folglich gilt:

Jp = Ly ® [k + HL2(R3,dI) ® Sk (6.9)

mit k = 1,2, 3.

Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld

Bei der Bewegung spinloser Punktteilchen im Magnetfeld fiihrt der Drehimpuls
L auf den Zeemann-Term .

_ L-B. 6.10

2mce ( )

(siehe (77?)). Es ist nun nicht génzlich abwegig zur Idee zu gelangen, dass der

innere Drehimpuls S ebenfalls an das externe Magnetfeld koppelt und somit

ebenfalls auf einen Zeemann-Term im Hamiltonoperator fithrt. Dies fiihrt uns
auf den Ansatz
h2

H=-"n-_°

om"  2me

- o e Lo
(L-B) ®Ick —g%ﬂLz(Ra,d@ ® (S B). (6.11)

fiir den Hamiltonoperator spinbehafteter Teilchen im Magnetfeldﬂ Da es a priori
nicht klar ist, dass das Magnetfeld gleich stark an den Spin S wie an den Dre-
himpuls L koppelt, haben wir den noch unbekannten Parameter g (der sog. gyro-
magnetische Faktor) eingefiigt. Die Aufspaltung der magnetfeldfreien Energie-
Eigenwerte aufgrund des Terms
_c 7R
2mc

heisst normaler Zeemann-Effekt. Die Aufspaltung der magnetfeldfreien Energie-
Eigenwerte aufgrund des Terms

e - -

_ 6.12
95— (6.12)
heisst anormaler Zeemann-Effekt. In der klassischen Elektrodynamik lernt man,

dass ein Magnetfeld die Kraft
F(#) =V (- B)

auf ein magnetisches Moment m ausiibt. In der Hamiltonfunktion fiihrt dies
auf den Potentialterm —m - B. In formaler Analogie zu diesem Potentialterm,
definiert man

1=
m = Q,UB%S (6.13)
(siehe (6.12))), wobei
_ eh (6.14)
BB = ome '

das sog. magnetische Moment des Punktteilchens bezeichnet. Im Stern-Gerlach
Experiment spaltet der Elektronen-Strahl nach der Passage des Magnetfelds in

3Im folgenden werden wir die Tensorprodukte “®” nicht mehr explizit schreiben, da sie die
Formeln unleserlich machen.
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zwei Teilstrahlen auf. Dies ist nur dann moglich, wenn der S3-Operator genau
zwei unterschiedliche Eigenwerte aufweist. Die Darstellung dUs muss also die
direkte Summe von j = 1/2-Darstellungen von su(2) sein (Erinnerung: die j =
1/2-Darstellung ist die definierende Darstellung). Diese direkte Summe fiihrt
aber lediglich auf eine Redundanz in unserer Beschreibung von Elektronen. Die
einfachste Moglichkeit zur Beschreibung von Elektronen ist demnach die Wahl

dUs = dD; (6.15)
resp. ~
Us = Dy. (6.16)

Weil die inneren Freiheitsgrade von Elektronen unter Drehungen des physika-
lischen Raums geméss der durch die j = 1/2-Darstellung von SU(2) induzier-
ten projektiven Darstellung von SO(3) transformiert, und weil der maximale
S3-Eigenwert /i/2 ist, heissen Elektronen “Spin-1/2 Teilchen”. Experimentelle
Messungen ergeben den numerischen Wert

g =2.0033 (6.17)

fiir den gyromagnetischen Faktor von Elektronen.

Fazit

Gewissen quantenmechanischen Punktteilchen miissen innere Freiheitsgrade zu-
gewiesen werden. Diese Punktteilchen werden geméss ihrem Transformations-
verhalten bei der Rotation des physikalischen Raums klassifiziert. So ist ein
Spin-s Teilchen ein Teilchen, dessen reine Zusténde Elemente des Hilbertraums

L*(R3,dx) @ C** 1! (6.18)
sind und unter der Rotation R € SO(3) des physikalischen Raums gemiiss
U(R) = Up(R) ® Dy(o(R)) (6.19)

transformieren. Bei der Einschrankung der Darstellung Up auf die isotypische
Komponente

L*(Rsy,r?dr) @ D) = L*(Rs, 7 dr) @ span{Y’,, ..., V}'}

von SU(2) mit Index [ reduziert die Darstellung Up zur Darstellung
HLz(RSMQ ar) ® Dy ® Ds. Diese ist nicht irreduzibel, sondern spaltet geméss der
Clebsch-Gordan Reihe in die direkte Summe

l+s
DieD,= @ D; (6.20)

J=l—s|

von irreduziblen Darstellungen auf, wobei j der Gesamtdrehimpuls des Spin-s
ist.

Beispiel 6.1. Elektronen sind Spin-1/2 Teilchen. Die Wellenfunktion eines
Elektrons ist somit von der Form

U1
U2

xpzw@( ) € L*(R?,dz) ® C2. (6.21)



138 KAPITEL 6. SPIN

Wenn wir den physikalischen Raum geméss R,z € SO(3) drehen, transfor-
miert die Wellenfunktion eines Elektrons gemé&ss

= ¢(R(‘a{€)x) Qe wOES ( v ) (6.22)
— (g e ()

(Erinnerung: D /5 ist die definierende Darstellung von SU(2) und o : SO(3) —
SU(2) bezeichnet den in (4.17)) definierte explizite Schnitt).



Kapitel 7

Die Bellsche Ungleichung

Eine klassischen Theorie mit n Freiheitsgraden setzt sich zusammen aus einem
Konfigurationsraum A C R™ und einer Menge A von reell- oder komplexwer-
tigen Funktionen (die “Observablen”) auf A. Ein klassischer Zustand ist ein
Wahrscheinlichkeitsmass p auf A. Der Erwartungswert E,(A) der Observablen
A € A bzgl. dem Zustand p ist die Zahl

Bu(4) = [ AQ)auv). (7.1)

Die Messung eines Observablen verdndert den Zustand des physikalischen Sy-
stems, da dieses mit der Messapparatur wechselwirkt. Wir beschreiben die Zu-
standsdnderung, die mit der Messung von B einher geht durch eine Abbildung

Falls sich das System unmittelbar vor der Messung von B im Zustand p befindet,
ist der Zustand unmittelbar nach der Messung von B beschrieben durch uoggl.
Durch

(A-B)(\) == A(N)B()\) (7.3)

erhalten wir aus bestehenden Variablen neue Variablen. Nehme an, das betrach-
tete physikalische System befinde sich im Zustand p. Nun messen wir B € A
und unmittelbar darauf A € A. Anschliessend multiplizieren wir die Werte, die
wir fiir B und A gemessen haben miteinander. Diese Prozedur definiert eine
neue Observable, die wir mit A x B bezeichnen. Préziser ausgedriickt,

AxB:=(Ao&g)- B. (7.4)

Im Folgenden betrachten wir ein physikalisches System 3 = 3, V35, das sich aus
zwei Teilsystemen ¥, (Konfigurationsraum A;, Menge der Observablen: A; ) und
Yo (Konfigurationsraum As, Menge der Observablen: A4;) zusammensetzt. Die
Konfigurationsraum von ¥ ist A = A; x Ay C R*™. Ein klassischer Zustand
von Y ist ein Wahrscheinlichkeitsmass g auf A. Wir nennen eine Observable
A € Ay lokal bzgl. ¥, falls

(i) Al,, =0,
(i) €aln, = Ias-
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Nach dieser Kaskade von Definitionen sind wir in der Lage die Bellsche Unglei-
chung zu verstehen.

Theorem 7.0.1 (Bellsche Ungleichung). Nehme an, ein physikalisches System
Y = ¥y V Xg sei durch eine klassische Theorie mit Konfigurationsraum A =
A1 X Ag beschrieben. Die Observablen auf > formen eine nicht weiter spezifizierte
Menge A reellwertiger Funktionen A : A — R. Des weiteren seien A1, Ag, By
und Bs Observable mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Der Wertebereich der Observablen Ay, Aa, By und Bsy ist {£1}.
(ii) Die Observablen Ay, As sind lokal bzgl. X
(i) Die Observablen By, By sind lokal bzgl. ¥s.
Dann gilt:
|Eu(A1 % By) + E, (A2 x B1) + E, (A1 % By) — E, (A2 * By)| < 2 (7.5)
fiir alle Zustinde p.

Beweis. Es sei C' (D) eine beliebige Observable, die lokal bzgl. ¥; (X2) ist.
Daraus folgt:

E#(C*D) = /Ad,u(;zz) Cl OED(IL’)DQ(IL’)

(7.6)
— [ du(a) C1(2)Dale) = B D)
A
Aus der Lokalitdt der Observablen A;, Ao, By, By folgt somit, dass
EM(Al*Bl) —‘y—E#(AQ*Bl) —‘y—E#(Al*BQ) (AQ*BQ)
=E,(A1-B1) + E, (A2 - B1) + E, (A1 - Ba) — E,(Az - Bs) (7.7)
—EH(A1'31+A2'B1+A1 BQ—AQ Bg) ’
€ [m, M],
wobei
m::minA1 'Bl +A2-B1—|—A1 -BQ—AQ'BQ
AEA (7.8)

MI:IilaK(Al'Bl+A2'B1+A1'BQ—A2'BQ.
€

Zu bestimmen sind also die Werte m und M. Aus A;(N), A3(A\) € {£1} und
B1(X), B2(X) € {£1} ergibt sich, dass entweder

(A1 (A) + A2 (A)B1(A) = 0 = (A1(A) = A2(A)) B2 () € {£2}, (7.9)
oder
(A1(A) = A2(N))B2(A) = 0 = (A1(A) + A2(N))B1(A) € {2} (7.10)

Daraus folgt: m = —2 und M = +2. Dies beweist die Behauptung. O
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Experiment

Wir starten mit der quantenmechanischen Beschreibung eines Experiments,
mit dem Ziel die Giiltigkeit der Bellschen Ungleichung zu priifen. Anschliessend
berechnen wir die Vorhersagen der Quantenmechanik fiir die Messresultate und
zeigen dass diese die Bellsche Ungleichung verletzen.

Das betrachtete physikalische System besteht aus zwei unterscheidbaren Spin-
1/2 Teilcherﬂ Wir gehen davon aus, dass im Experiment die folgenden Punkte
beriicksichtigt werden:

(i) Der Zustand der Spin-Freiheitsgrade der Teilchen ist

1
= — (U Qu| —u; Quy),
5\/§(T | —up ®up)

wobei uy,u; € C? Eigenzustéinde des Spinoperators S3 sind:
h h
SgUT = +§UT7 Sgul = —§ui.

(ii) Das zur Verfiigung stehende Experiment erlaubt die Messung der Obser-
vablen
Al 220'3®H, A2 =01 ®H

und

1

1
B =—([0®o3+1I®01), By:=—
1 ( 3 1) 2 NG

[®os—1I®o1).

7 (I®os 1)

(iii) Die Messung von Aj resp, As beeinflusst nicht das Ergebnis der Messung
von Bj resp. By (und umgekehrt), falls die zweite Messung kurz nach der
ersten erfolgt.

Die Verletzung der Bellschen Ungleichung durch die Quantenmecha-
nik

Die klassische Observable AxB (A, B € A) entspricht der quantenmechanischen
Observablen AB (A, B € B(H))ﬂ Demnach entspricht der quantenmechanische
Ausdruck

W(AlBl) +W(A2B1) +w(AlBg) —w(AgB2) (711)

(w bezeichnet einen beliebigen quantenmechanischen Zustand) dem klassischen
Ausdruck

E#(Al * Bl) + E#(AQ * Bl) + E#(Al * BQ) — E#(AQ * BQ), (712)

der auf der linken Seite der Bellschen Ungleichung (7.5 auftritt. Die Aussage
“die Quantenmechanik verletzt die Bellsche Ungleichung” bedeutet, dass ([7.14])

1Bspw. ein Elektron-Positron Paar, das aus einem Pion-Zerfall 1 — eTe™ hervor geht.

2Erinnerung: Die Messung eines Eigenwerts von B bewirkt einen Kollaps der Wellenfunk-
tion in den entsprechenden Eigenvektor. Dieser Kollaps entspricht der Abbildung &g in der
klassischen Beschreibung.
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betragsmissig nicht < 2 ist. Wir iiberlassen dem Leser die Uberpriifung der
Aussagen

(€, A1 Br€) = (£, AsBr€) = (€, Ay Ba) = (€, Ay Bot) = % (7.13)

fiir die von uns betrachteten Observablen, so dass in unserem Spezialfall
w(A1By) 4+ w(A2B)) + w(A1By) — w(AsBy) = 2V/2. (7.14)

Die Quantenmechanik verletzt somit die Bellsche Ungleichung , und wir fol-
gern, dass die quantenmechanische Beschreibung des geschilderten Experiments
nicht durch eine klassische Theorie reproduziert werden kann. Die tatséchliche
experimentelle Uberpriifung der Verletzung der Bellschen Ungleichung und die
Bestétigung der Vorhersagen der Quantenmechanik gelang A. Aspect, J. Dali-
bard und G. Roger im Jahr 1982.
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