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Ubung 1. Legendre- Transformation

Die Legendre-Transformation einer Funktion f(z) ist definiert durch
fH(p) = Lf(p) = sup[zp — f()].

In dieser Aufgabe werden wir zeigen, dass die Legendre-Transformation fiir strikt konvexe Funk-
tionen involutiv ist, d.h. f** := (f*)* = f. Eine Funktion f heisst konvez, falls sie fiir alle x,
Z9 in seiner Definitionsmenge folgende Ungleichung erfiillt,

fOz14+ (1 = Nz2) < Af(z1) + (1= AN)f(x2) YA €0,1],

und strikt konvezr, wenn Gleichheit nur fiir A = 0,1 oder 1 = z9 gilt.

a) Wie ist die Legendre-Transformation geometrisch zu verstehen? Wie lisst sich die ur-
spriingliche Funktion f(z) aus der Legendre-Transformierten f*(p) geometrisch rekon-
struieren?

b) Zeige, dass die Legendre-Transformierte f*(p) einer beliebigen Funktion f konvex ist.
c) Falls f(x) stetig differenzierbar und strikt konvex ist, zeige, dass
fH(p) = zp — f(2),
wobei Z iiber die Gleichung p = f'(%) festgelegt wird.
d) Falls f(x) stetig differenzierbar und strikt konvex ist, zeige, dass f*(p) strikt konvex ist.

e) Falls f(x) stetig differenzierbar und strikt konvex ist, zeige, dass

7 (@) = fla).
Wende dazu die Legendre-Transformation auf f*(p) an.
f) Berechne die Legendre-Transformierte f*(p) der Funktion
z2/2 <1

fle)=<2—1/2 1<z<2.
22 —3x+7/2 2<uz

Beachte, dass diese Funktion konvex aber nicht strikt konvex ist.

g) Berechne die Legendre-Transformierte f*(p) der Funktion

z2/2 x <1
flx)=q 2?2 +42-5/2 1<x<2,
2?2 -3x+7/2 2<uz

die nicht konvex ist. Wie sieht die riicktransformierte Funktion f**(z) aus? Wie steht sie
in Relation zu f?



Loésung.

a)

Zur Tllustration betrachten wir die differenzierbare Funktion f(z) = x?/2 und zeichnen die Graphen von
f(z) und px (siehe Fig.1), wobei p eine beliebig gewihlte Konstante darstellt. Offensichtlich gibt die
Legendre Transformierte,

frp) = Sgp[xp — f(=)], (L.1)

die grosste Differenz zwischen der Geraden px und der Funktion f(z) entlang der y-Achse an. Bezeichne
nun x, denjenigen Punkt, an welchem die Funktion pz — f(z) ein Maximum annimmt. Durch Ableiten von
px — f(z) nach z folgt sofort, dass p die Steigung der Tangente von f am Punkt & darstellt, p = f'(Z).
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Abbildung 1: Legendre Transformierte von f(z) = 22/2.

Die Tangentenschar an den Graph von f, als Funktion von p, ist gegeben durch

yp(x) = pz — f*(p). (L.2)

Wie in Fig. 2 gezeigt, entspricht die urspriingliche Funktion f(x) gerade der Umbhiillenden der Tangenten-
schar (L.2).

Aus den Eigenschaften des Supremums einer Funktion folgt sofort die Behauptung,
FrOp+ (1 =Np2) = sup,[z(Apr + (1 = Np2) — f(2)]
sup, [A(zp1 — f(2)) + (1 = A)(zp2 — f(2))]
Asup, [zp1 — f ()] + (1 = A)sup, [zp2 — f(x)
Af(pr) + (1= X f(p2)- (L.3)
Fiir f (strikt) konvex und stetig differenzierbar ist xp — f(x) eine (strikt) konkave Funktion bzgl. z, d.h.
(Az1 4 (L= Na2)p — f((Az1 + (1 = N)z2)) 2 Azp — f(z1)) + (1 = A)(@2p — f(22)),

wobei strikte Ungleicheit gilt nur fiir f strikt konvex. Da strikt konkave (konvexe) Funktionen eine streng
monoton fallende (steigende) Ableitung haben, folgt dass die Funktion xp — f(x) eine einziges Maximum
hat, dessen Punkt durch

IA

0= 2 (ap—j@) s =p— 7@, dh  p=J@)

bestimmt ist. Da dieses Maximum fiir jeden Wert von p eindeutig ist, folgt aus der Definition von f*, dass

fr(p) =2p— f(Z).



Abbildung 2: Rekonstruktion von f(z). Die urspriingliche Funktion f(z) entspricht der Umbhiillenden der Geraden
mit Steigung p und y-Achsenabschnitt — f*(p).

Q)

Eine zweimal differenzierbare Funktion ist genau dann strikt konvex, wenn ihre Ableitung streng monoton
wachsend ist. Die Ableitung von f*(p) ist gegeben durch

10 = L ) - (- £ @) L

wo wir die Definition von Z(p) beim letzten Schritt benutzt haben. Jetzt nehmen wir an, dass f(x) strikt
konvex ist. Thre Ableitung f’(x) ist daher streng monoton wachsend und umkehrbar. Wir kénnen dann
schreiben

= (p), (L.4)

(p) = £~ (p). (L.5)
Falls f*(p) konvex aber nicht strikt konvex ist, dann existiert eine Umgebung U eines Punkts po € U wo
£*(p) linear ist, d.h. f*'(p) = konst. = &(p) = f'~"(p), fiir p € U. In dieser Umgebung ist daher f'~'(p)
konstant, d.h. nicht streng monoton wachsend. Die Funktion f(z) kann daher nicht strikt konvex sein, was
im Widerspruch zu unserer Annahme steht.

Nach Teilaufgaben c) und d) kénnen wir fiir die Legendre-Transformierte von f* schreiben
*k ~ * [~ . df* ~ */ [~
Fra)=pe= ) mit  z=-3-0)=F"0
Anderseits gilt fiir die Legendre-Transformierte von f (als Funktion von p)

ff®)=p—fm mit p=f(2).

Es folgt dann
oy g Mo df R
=110 =i+ 0 g @) ) =17



und somit
() =pz — f7(p) = pr — (Zp — f(2)) = (z — 2)p + f(Z) = f(z).
f) Fiir die Funktion
z?/2, =<1,
flx) = x—1/2, 1<zx<2, (L.6)
z? —3x4+7/2, 2<u,

soll die Legendre Transformierte f*(p) bestimmt werden. Als ersten Schritt miissen wir eine Vorschrift fiir
Z als Funktion von p herleiten. Auf dem Bereich x € (—o0,1] U [2,00) ist f strikt konvex und wir kénnen
das Resultat von Teilaufgabe c) benutzen. Auf dem (linearen) Zwischenstiick x € [1, 2] nimmt die Funktion
zp — f(x) mit p = 1 fir alle Punkte des Graphen von f den gleichen Wert an. Die Beziehung zwischen x

und p,
z, =<1,
p=f(z)= 1, 1<x<2, (L.7)
20 —3, 2<ux,

ist daher fiir x € [1, 2] nicht eindeutig. Nimmt man nun p als gegeben, so finden wir fiir = z(p),

. p, p<l,
x:{ (B+p)/2, p>1 L8

Da die Funktion zp — f(z) fiir p = 1 auf dem gesamten Intervall z € [1, 2] maximiert wird, kann fiir Z ein
beliebiger Wert aus [1, 2] gewihlt werden. Somit ergibt sich fiir f*(p) = Zp — f(Z),

p°/2, p<l,
frp) = 1/2, p=1, (L.9)
(P> +6p—>5)/4, p>1.

Bei p = 1 hat diese Funktion einen Knick. Dies entschpricht genau den Fakt, dass die Funktion f(z) konvex
aber nicht strikt konvex ist. Nochmaliges Anwenden der Legendre Transformation ergibt
z?/2, x <1,
(@) = r-1/2, 1<2<2, %= f(). (L.10)
2?2 =32 4+7/2, 2<ua.
Aus offensichtlichen Griinden wird das nochmalige Anwenden der Legendre Transformation oft als Inverse

Legendre Transformation bezeichnet.

g) Diese nicht-konvexe Funktion f besitzt die gleiche Legendre Transformierte wie die Funktion (L.6), also
Gleichung (L.9). Daher erhélt man fiir f** das Resultat (L.10), was genau der konvexen Umbhiillenden von
f entspricht. Man sieht also, dass nicht-konvexe Funktionen durch zweimaliges Legendre transformieren auf
ihre konvexe Umbhiillende reduziert werden. Offensichtlich gehen nicht-konvexe Teilstiicke beim Ubergang
von f zu f** verloren.

Ubung 2. Die thermodynamischen Potentiale des idealen Gases

Berechne die Energie U (S, V), die freie Energie F(T, V') und die Gibbs’sche freie Energie G(T, p)
fiir ein Mol eines idealen Gases mit (konstanter) spezifischer Wirme cy . Zeige, relativ zu welchen
Parametern diese Funktionen konvex bzw. konkav sind.

Hinweis. Ein moglicher Ausgangspunkt ist die Entropie S(U, V'), gegeben durch
U V
S — Sy =cylog— + Rlog — 1
0 CV Og UO + Og ‘/0 9 ( )

mit der Wahl Uy = ¢yTp der Energie im Referenzzustand (Tp, Vp).

Lésung. Auflésung von (1) nach U ergibt

__R S-S
U= Uo(%) e



Lésst man die Energiekonstante offen, d.h. U ~» U — Uy mit Uy = cvTp, so bedeutet dies

V\ ey S-S0
U—-Uo=cvTp <7> e v —cyvlp. (L.11)
()

In der Legendre-Transformation F = U — T'S stehen S, U durch (L.11) und (8U/9S)v = T in Beziehung. Dies
liefert erwartungsgeméss

v

T
S-S = cvlogﬁ—f—RlogVO,

U—Uo = Cv(T—To),

(alternativer Ausgangspunkt!) und damit

F —(Uy—TSo) =cy(T —To) — cVTlogZ — RTlogK .
To Vo

In G=F +pV ist pV = RT, also

V _pn T
Voo p To’
wobei po = RTy/Vp der Druck im Referenzzustand ist. Es folgt
G — (Uo ) +poVb) = F+R(T7To) - (U() - TS())

T
= (cv + R)(T —To) — (cv + R)Tlog — + RTlog £ .
To Do

Beachte, dass fiir das ideale Gas gilt ¢y + R = ¢, wegen
ou ov R
—ev = | = — ] =(0 -—=R.
oo =|(5v), 4] (57), =000

Man kann mit die Konvexitdt oder Konkavitit der Funktionen mit Hilfe der Graphen bestimmen, oder direkt
durch Berechnung. Die Energie U(V, S) ist konvex in S und V, und die freie Energie F(T, V) ist konkav in T und
konvex in V. Die Gibbs’sche freie Energie G(T', P) ist konkav in T" und P.

Ubung 3. Joule-Thomson Effekt

Ein (im Allgemeinen nicht ideales) Gas stromt adiabatisch (und irreversibel) durch eine pordse
Wand von 1 nach 2, wobei die Driicke p; und po konstant gehalten werden.

(a) Zeige, dass die Enthalpie H = U + pV konstant bleibt.

(b) Je nach Vorzeichen von (07/0p)py erfihrt das Gas beim Durchstromen eine Erwérmung
oder eine Abkiihlung (Joule-Thomson Effekt). Die Kurve, die die beiden Gebiete im p-T
Diagramm trennt, heisst Inversionskurve. Zeige, dass sie der Gleichung

ov
T(Z) —v=
(5r), V="



()

geniigt. Abkiihlung findet statt, falls der Ausdruck positiv ist.
Hinweis. Berechne (0T /0p)y mit Hilfe von Aufgabe 2 von Serie 1.

Zeige, dass der Effekt bei einem idealen Gas nicht vorhanden ist.

Bemerkung: Die Joule-Thomson Expansion ist einer der Schritte im Zyklus iiblicher Kiihlschrénke.

Losung.

(a)

Seien U;, V4, (i = 1,2) die Energien und das Volumen eines Mols vor und nach dem Durchstréomen. Da der
Prozess adiabatisch — wenn auch irreversibel — verlduft, ist die totale Energiezunahme Us — U; durch die
Arbeit des Kolbens gegeben:

Uz — U1 = AAxolben = —plAvl —pQAVQ = p1V1 —p2V2 y

also Hi = Uy + p1Vi = Ua + p2Va = Ha.
Nach Aufgaben 2(a),(b) und (e) von Serie 1 gilt

(%), = ()" (o) = () (o () (%) ]
-G [ G,

wo wir benutzt haben, dass dH = T'dS + Vdp eine Zustandsgrosse ist, so dass (O—H) =V und (%—g)p =T,
s

’

P
und die Maxwell-Relation zur Gibbs’schen freie Energie dG = —SdT + Vdp: (g—i) = - (g%)p. Also ist
T
(0T /9p)u = 0 dquivalent zu

oV
(%) _v_o. L.12
(3r),-v=o @12
Wegen (0H/0T), = T(98S/0T)p = ¢, > 0 und Ap < 0 (bei der Durchstromung) findet Abkiihlung fiir

T(0V/9T), —V > 0 statt (dann (%)H > 0).

Aus dem Gesetz fiir ideale Gasen V = RT/p folgt direkt, dass die linke Seite in (L.12) identisch verschwin-
det.



