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Ubung 1. Der Kac’sche Ring, Teil T

Das folgende Beispiel eines einfachen dynamischen Systems mit diskreter Zeitentwicklung soll
die Rolle des Stosszahlansatzes in der Boltzmann-Gleichung illustrieren. Die zunéchst determini-
stische Dynamik des Systems ist zeitumkehrinvariant und hat die Wiederkehreigenschaft. Wird
sie aber durch eine statistische Annahme vereinfacht, so gehen diese Eigenschaften verloren.

Auf einem Kreis seien n Punkte P; angebracht, wovon m »

m markiert sind (letztere sind in der Figur mit “x” ge- .

kennzeichnet). Zwischen je zwei Punkten P;, P;11 be- »
findet sich eine Perle, die entweder weiss oder schwarz '

ist. Nach jedem Zeitschritt bewegen sich alle Perlen

einen Schritt im Uhrzeigersinn. Diejenigen Perlen, die P »
dabei einen markierten Punkt passieren, wechseln ih-
re Farbe. Es sei Ny(t) (N (t)) die Zahl der schwarzen
(weissen) Perlen zur Zeit t, ferner ny(t) (n,(t)) die
Zahl der schwarzen (weissen) Perlen, vor denen sich

ein markierter Punkt befindet.

pi

pi-1

(a) Finde die Bewegungsgleichungen fiir diese Grossen.

(b) Leite die “Boltzmann-Gleichung” her durch Einfithrung eines Analogons des Stosszahlansatzes,
d.h. mache die Annahme, dass die Farbe einer Perle mit der Eigenschaft, einen markierten
Punkt vor sich zu haben, nicht korreliert sei.

(c) Lose die Gleichung fiir den Fall 0 < m < n.

Ubung 2. Der Kac’sche Ring, Teil IT

Betrachte nochmals das Modell in der Ubung 1. Diesmal soll gezeigt werden, dass sich das
Gleichgewicht auch bei deterministischer Zeitentwicklung (kein Stosszahlansatz!) einstellt im
Limes eines grossen Systems. Sei

R T falls der Punkt P; nicht markiert ist,
f —1, falls der Punkt P; markiert ist

und
() {4—1 ,  wenn die Perle zwischen P;_1 und P; zur Zeit ¢t schwarz ist,
nit) =

—1, wenn die Perle zwischen P;_1 und P; zur Zeit t weiss ist.
(a) Driicke Ny(t) — Ny(t) als Funktion f(e;,7;(0)) aus.

Die markierten Punkte stehen zur gesamten Anzahl im Verhéltnis p = m/n. Statt einer be-
stimmten Konfiguration der Markierungen betrachte eine Wahrscheinlichkeitsverteilung: Jeder
Punkt habe unabhingig von allen anderen die Wahrscheinlichkeit p, markiert zu sein. In den
allermeisten Fillen gelangen die Perlen fiir grosses n ins Gleichgewicht. Einfachheitshalber soll
dies im Mittel gezeigt werden:



(b) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Perle in der Zeit ¢ genau s markierte Punkte
passiert? Berechne daraus den Mittelwert (Ny(t) — Ny (t)) iiber alle Konfigurationen der
markierten Punkte bei festem g fiir ¢ < n, sowie dessen Grenzwert fiir n, m — oo. Was
passiert beim nachfolgenden Limes ¢t — 0o?

Ubung 3. Effusion

Ein Gas im Behilter 1 (Temperatur 7', Druck p),
bestehend aus Molekiilen der Masse m, stromt in den
(anfangs leeren) Behilter 2 durch ein kleines Loch

(Abmessungen klein gegeniiber der mittleren freien -/' ’\ -
Weglénge). Das Gas im Behilter 1 wird durch die t
. 4 "\
Maxwell-Boltzmann Verteilung 1
m 3/2 o2 / ¢ .
7 — T 2kgpT 1
J(@) =n (2wk3T> ¢’ 1) " — .

beschrieben (siehe Gleichung 4.31 im Skript). Die
Winde seien wirmeundurchléssig.

. , C . p

(a) Berechne den Teilchenstrom pro Flécheneinheit. (Antwort: j = 7\/W)

(b) Das Loch bleibe nur wihrend kurzer Zeit offen, sodass sich die Verteilung der Teilchen im
Behilter 1 nicht dndert. Danach kommt das Gas im Behélter 2 ins Gleichgewicht. Zeige,
dass seine Temperatur gegeben ist durch 75 = (4/3)T.

Erkldare den gefundenen Temperaturunterschied.



