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1 Elektrostatik

1.1 Das Coulomb—Gesetz

Elektrische Ladung wurde zuerst “erzeugt” durch “elektrisieren” (z.B. Reiben von Bern-
stein). Franklin (1747) erkannte darin ein Trennen positiver und negativer Ladungen: die
Gesamtladung eines abgeschlossenen Systems ist konstant. Dies ist der grundlegend neue
Erhaltungssatz der Elektrodynamik. Priestley (1766) und Coulomb (1785) erkannten die
Analogie elektrischer Kréifte zur Gravitation:
F
[ - 0—

€1 €9

=y

—

I

F= 1.1
A2y (1)

ist die Kraft auf die Punktladung e, in der relativen Lage 7 beziiglich der Punktladung e;.
Die Wahl der Konstanten, hier 1/47, ist willkiirlich bis auf die Tatsache, dass sie positiv
ist, da gleiche Ladungen sich ab. Die dimensionslose Wahl ist aber zweckméssig, denn so
liefert Gl. (1.1) zugleich ein Mass fiir die Ladung. Deren Dimension ist

[6] _ M1/2L3/2T71 )

(Stattdessen konnte man eine Grundeinheit fiir e unabhéngig vom Coulomb—Gesetz festle-
gen und in (1.1) eine experimentell zu bestimmende “Gravitationskonstante” einfiihren.)
Die mathematische Ausgestaltung der Elektrostatik geht auf Poisson (1812) zuriick. Als
elektrisches Feld E(f) bezeichnet man die Kraft auf die Probeladung 1 and der Stelle
Z. Das Feld einer Punktladung e bei 0 ist somit

—

5 I v .y
B@)=epig=-V35 (=), (12)
da Vr = Z/r. Wegen
1 . ¥ 37-Z 3 "
A-=—divo==22—5=0, (1#0), (1.3)
istdivﬁzofﬁrf;éOund
.0 /’av OV
/ E-doé=0 / E-di=c¢, (1.4)
ov av



denn im zweiten Fall kann man statt OV ebenso gut eine Kugelfliche um ¥ = 0 wéhlen
(Satz von Gauss); dort ist & - do = rdo.

Fiir das Feld mehrerer Punktladungen gilt das Superpositionsprinzip: die Felder su-
perponieren sich vektoriell. Das von einer kontinuierlichen Ladungsdichte p(¥) erzeugte
Feld ist daher

5 L1 r(y)
E=-V =— | d& 1.5
v, ) 47T/ Vir— g (1.5)
wobei p etwa eine glatte Funktion ist, die fiir grosse |Z| verschwindet. Nach (1.4) ist
/ E-do= / Pap(T) (1.6)
v v
N —

Gesamtladung in V

fiir beliebige Raumgebiete V' (Satz vom Fluss). Aus (1.5), (1.6) und dem Satz von Gauss
ergeben sich die Feldgleichungen der Elektrostatik:

die sich in der Poisson-Gleichung (1812)

Ap=—p (1.9)
fiir das elektrische Potential ¢ zusammenfassen lassen.

Statt iiber (1.4) kann man (1.8), (1.9) auch wie folgt herleiten: fiir eine glatte Funktion
v mit kompaktem Tréager ist

/d%—Av( ¥) = —4mv(0) , (1.10)

7]

d.h. (s. Anhang A)

Am = —478(7) . (1.11)

Mit Hilfe der Greenschen Formel
/ (uVv — oVu) - do = / (uAv — vAu)d*x (1.12)
av 1%

und wegen (1.3) ist ndmlich

/ deéAv(f) / ( Vv—l—v—) do
EEN de

Vo - do—— vdo — —4mv(0) ,

o= |&|=¢ e=0

fz|<€d rAv = 0(&3)



da ¥ -do= —rdo. Aus

und (1.10) folgt

1 Ap(T—7) 1 / Ayp(Z — 7)) B
A = — | Py = [ By T = (F) .
P(7) = / T )T p(7)

Umgekehrt ist (1.5) die einzige Losung von (1.7, 1.8) oder (1.9), welche fiir |Z] — oo
verschwindet. Dies beruht darauf, dass die Losungen FE(Z), bzw. ¢(Z) der homogenen
Gleichungen (p = 0) harmonische Funktionen sind, d.h. tiberall der Gleichung Au = 0

geniigen. Fiir solche Funktionen gilt der Mittelwertsatz

/ . 1
u(x):47TR2/K udo , (1.13)
R

(Z, R beliebig) .

Die Funktion u(#) = 0 ist die einzige Losung von Au = 0 mit u(Z) — 0 fur |Z] — oo,
denn (1.13) verschwindet fir R — oco. Zum Beweis von (1.13) beniitzt man (1.12) mit
v(y) = | — y]7t, V: Kugelschale zwischen K. und Kz und ldsst € — 0.

1.2 Singulidre Ladungsverteilungen

Singuldre Ladungsverteilungen sind Idealisierungen, die zutreffend sind zur Beschreibung
der Felder in grosser Entfernung.

e Punktladung: p(%) ist die Distribution

oder

und (1.5) liefert (1.2) (fiir ¥ = 0).

e Dipol: Ladungen e in @ und —e in 0 im Limes @ — 0, ed — p. Ladungsdichte:

=7-Vf(0),
p=—p-Voé. (1.14)
Potential: . L
p=—p-V— =22 (1.15)




e Oberflichenladung: Fliche S > ¢, Oberflichenelement do(y), Flachenladungsdichte
o(y). Ladungsdichte:

(Ansicht) (Draufsicht)

Fiir die einseitigen Randwerte E;, i = 1,2 gilt nach (1.6)

(//E,ﬁ@) j:/ldoa(y*)

fiir jede Flache S” C S. Also
2

=0, (1.16)
1
Wegen rot E = 0 ist (f d§)|i = 0 fiir jede Kurve v C S, also E; - ﬂ? = 0 fiir ¢

—

tangential zu S. Mit ¢ = € A 7, € beliebig, ist

E;-n

ANE| =0,

In einem Leiter sind Ladungstréger frei beweglich. Im Gleichgewicht wirkt auf ihnen
keine Kraft und so ist dort £ = —V¢ = 0. Auf der Aussenseite eines Leiters gilt somit

(Vo)-ii=0, (Vo) I=0, (1.17)
wobei die Normale 7 in den Leiter hinein zeigt und o die Oberflichenladungsdichte auf
dessen Rand ist.

1.3 Elektrostatische Energie

Wir fiithren sukzessive N Punktladungen ins Feld ein, das durch die vorhergehenden ge-
geben ist. So ergibt sich die elektrostatische Energie

N—-1

1 e;e
Wy =Wn_1+— —
Am — |7; — Zn|
€i€; eie;
1.18
4W;|$Z—l‘j| 87rz|x,—a:j (1.18)



(ausgehend von W; = 0). Fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung ist entsprechend

8 |7 —
1 N o
— 5 [ @ar@e@ =5 [ @a20)-0
— %/d?’x(ﬁ@)? — %/d%EQ >0. (1.19)

Die elektrostatische Energie kann also dem Feld zugeschrieben werden, und zwar vermit-
tels der Energiedichte

u(®) = - E(@)* . (1.20)

Beachte, dass (1.19) fiir das Feld einer (s.(1.2)) oder mehrerer Punktladungen divergiert
und somit nicht identisch mit (1.18) ist. Vielmehr ist (1.18) gleich (beniitze (1.11) und
partielle Integration)

1 .
—Zeiej/d?’x 6(5—@) e 47‘[‘ Z/d?’xv VY
ey |7 — |7 — x]\

i#]
_—Z/d3a:E E; = /d3x(E2—Zﬁf),
i#£] i

wobei EZ das Feld der +—ten Ladung und E = > qu das gesamte Feld ist. Fiir Punktladun-
gen ist also (1.18) die (renormierte) Feldenergie (1.19) nach Subtraktion der unendlichen
Selbstenergie 1 > " | [ d*zE?.

l\DIr—t

1.4 Das Potentialproblem

Wir haben (1.9) gelost mit der Randbedingung im Unendlichen: ¢(Z) — 0, (|Z] — o).
Stattdessen, sei nun D C R? eine offene Menge mit Rand 0D. Gesucht ist ¢(Z), (Z € D),
mit
Ap=—p in D, (1.21)
ol 0D =1 auf 9D,
p() ——0,

|Z]|—o0

(1.22)
(letztere Bedingung nur, falls D unbeschrinkt ist), wobei p, bzw. 1, glatte Funktionen
auf D, bzw. 0D sind, die fur |Z| — oo verschwinden.
Die Losung ¢ dieser Aufgabe minimiert das Funktional
I = \2
Flel = / dr(5(Ve) = p- o) (1.23)
D

unter der Randbedingung (1.22), und umgekehrt, denn fiir jedes dp(Z) mit d¢ [ 9D =0
ist

1 - L.
Flp+6¢) = Flel = [ (59007 + P o - php)i's (1.24)
1 . .
= 5/ (Vo) d*x — / (Ap + p)spd®x —i—/ o0p -Vodo.
DN~—~— D oD~~~

=0



Insbesondere ist die Losung von (1.21, 1.22) eindeutig, denn aus Flp + 0p| = Fly| folgt
dann Vép = 0, also dp = 0. Die Existenz der Losung (bei “verniinftigem” Rand 9D)
zeigen wir gleich, wenn auch nur als Beweisskizze, und zwar im Wesentlichen dadurch,
dass (1.23, 1.22) einen Minimierer besitzt.

Wir benétigen das Skalarprodukt
(u, vy = / &z (u(z)v(z) + Vu(z) - Vo(z))
D

und der entsprechende reelle Hilbert-Raum (Sobolev-Raum) H = H(D) = {u | ||u|% = (u,u)ny < oco}.
Wichtig sind:

i) Bei verniinftigem, beschréinktem Rand 9D gilt [, dou(z)* < Cllul3; fiir eine Konstante C.
ii) (Satz von Rellich) Jede Folge u,, € H mit ||u,| g beschrénkt enthélt eine konvergente Teilfolge in der
Norm des Skalarprodukts (u,v) = [, d*zu(z) - v(z) (der entsprechende Hilbert-Raum ist L? = L?(D)).

Wir behandeln zuerst den Fall verschwindender Randwerte, 1) = 0. Dann ist das Variationsproblem fiir
Flu] = Wlu, u] — Lu] auf dem linearen Raum

V={ue H|u=0auf 0D}
formuliert. Behauptung:
Wiu,u] > clu,u)m , (ueV) (1.25)
fiir ein ¢ > 0. Insbesondere ist W{u, v] ein Skalarprodukt auf V.
Wegen (i) ist bei quadratintegrierbaren Ladungsdichte |L[u]| < Cllullg < C'Wu,u]'/?; mit dem Satz

von Riesz folgt L[u] = 2W e, ] fiir ein ¢ € V. Quadratische Ergiinzung zeigt, dass u = ¢ das Funktional
Flu] = Wlu, u] — 2W[p, u] minimiert.

Es bleibt (1.25) zu zeigen. Gébe es keine Konstante ¢ wie behauptet, so gébe es eine Folge u,, € V mit
(a) (un,un)y = 1, und (b) W{uy,,u,] — 0. Nach (i) kénnen wir (a) annehmen wu,, — u, in L?; ferner
gilt Vu, — 0. Insbesondere ist u, eine Cauchy-Folge, und zwar auch eine in H, sodass die Konvergenz
Uy — Uy in H gilt. Es folgt Vu, = 0, was wegen der Randbedingung nur u, = 0 zulédsst. Dies aber steht
im Widerspruch zu [Ju.|| g = 1.

Im Fall ¢ # 0 betrachte das Randwertproblem fiir ¢ := ¢ —1), wobei mit ¢ auch eine (glatte) Fortsetzung
von ¢ auf D gemeint ist. O

Ist speziell das Komplement R?\ D ein Leiter, so ist nach (1.17) 1) = const auf dem Rand
jeder Zusammenhangskomponente von R?\ D. Man sagt, der Leiter sei geerdert, falls

b= 0.

Als Greensche Funktion definiert man das Potential einer Punktladung 1 bei § € D
umgeben vom geerdeten Leiter 0D:

G:DxD—=R,
AxG(fvg> - —(5(5—37), (f7g€ D)a
G(#,7) =0 fir#edDU oo}, 7eD.

Es gilt das Reziprozititsgesetz:

G@y)=Gy.7), (Z,y€D) (1.26)



und die Losung von (1.21, 1.22) ist
o) = [ sDGEDEy - [ @) 9,609 . (127
D

Aus (1.12) folgt namlich fir u(¥) = G(Z,9), v(¥) = G(Z, Z) mit § # Z

fir u(Z) = p(Z), v(¥) = G(Z,y) hingegen
| o@9.6@0)- a5, o)+ [ G et
oD D

Beispiele:
1) D=R3 47G(Z,9) = |7 — y| "

2) D = {Z = (z1,79,73) € R® | z; > 0} (Halbraum): Fiir ¥ € D sei §* = (—y1,¥y2,¥3)
das Spiegelbild von i an der Ebene x; = 0. Die Greensche Funktion erhélt man durch
hinzufiigen einer entgegengesetzen Spiegelladung —1 bei * ¢ D:

1 1
AnG(T,Y) = == — 5= -
7=yl 7=y
3) D ={|Z| > r} (Aussenraum der Kugel)
E ]
n Y
Spiegelladung —r/|y] bei ¢* = r?3/y: {
1 1
1rG(E ) = = — . (1.28)
7=yl |97 =57
Es gilt tatsichlich G(7, %) = 0 fiir 2 = 72, denn
— —x — — - o — T4 72 -
(T -y ) =T+ §2 -2 —x2+ﬁ—2ﬁxy
@2=2) 17y I
= _,—2(y +7r —2x-y):ﬁ(a7—y) ) (1.29)

Auf der Kugel wird nach (1.16) die Ladungsdichte

o(7) = V,G(Z, §) - ii(7)

11



(7i: Aussennormale von D) induziert. Die gesamte induzierte Ladung ist gleich der
Spiegelladung;:
A = [ V6@ di= -
oD ]
denn nach (1.27) ist Q(¢) die Losung des Potentialproblems zu p = 0 und ¢ = —1, was
offensichtlich —r/|¢] ist (alternativ dazu kann man auf Q(¢) den Satz von Gauss fiir R*\ D
anwenden). Die Kraft der induzierten Ladung auf die Ladung 1 bei ¥,

— 1 - 1
F(y):_ (vy

ar Jop Vg — 7

1> 1 = I
- 5% (- [, o )

ist ebenfalls gleich der Kraft, die von der Spiegelladung bei ¢* ausgehen wiirde:

, (1.30)

Z=y

F(y)

- o

zZ=Yy

Arlgl T CE - g

Beachte dazu, dass der Ausdruck in Klammern in (1.30), wieder nach (1.27), das Potential
bei 7 ist, das zu p = 0 und ¥(%) = |7 — Z|~! gehort, nach (1.28) und damit gleich

denn die linke Seite ist harmonisch in ¢ € D und gleich dem Randwert wegen (1.28) und
G(y,Z) =0, (§ € 0D); die rechte folgt aus (1.26).

Anwendung: gegeben Punktladung @) bei ¥ € D und Ladung @’ auf leitendem (aber
nicht geerdetem) 0D; gesucht ¢(%):

0 o ) 0 - ¢
4 —
(@) <|f—g|+|f—g*| TR
o
@=L

1.5 Felder in 2 Dimensionen

Eine zweidimensionale Situation entsteht, wenn die Ladungsverteilung in einer Richtung
(oEdA die 3-Richtung) translationsinvariant ist, p = p(z1, x2). Dementsprechend suchen
wir Felder der Form E = E(xy, 25). Die Feldgleichungen (1.7, 1.8) liefern E3 = const und
lauten fir E = (Ey, Es)

mtE::%—%:07
8[)31 8x2 (131)
divE‘—%—F%— |
= 8301 (9:1:'2_p

Als Hilfsmittel steht die Funktionentheorie zur Verfiigung: Sei G C R? ein Gebiet, wo
p = 0. Jede analytische Funktion

E(Z) = El(IL'l,ZEQ) — iEQ(ZL‘l,{EQ)

12



von z = x1 +1ixy 16st (1.31) in G, denn dies sind gerade die Cauchy-Riemann Bedingungen
OF[0xy = (1/1)0F /0.

Auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet ldsst sich E(z) stets als Ableitung

dd
E(z) = -
einer ebenfalls analytischen Funktion ®(z) schreiben. Zerlegen wir ® = @1 — igs, so ist
also
E=-Vo, Et = (—FEy, E) =Y.

Somit ist ¢; das Potential ¢; die Niveaulinien von ¢, sind die Feldlinien, da sie senkrecht
zu Vo, bzw. E* verlaufen.

Ist G nicht einfach zusammenhéngend, so existiert nur das Po-

tential ¢1; hingegen ist ¢y (und damit ®) nur als mehrwertige ds dn
Funktion definiert: Fiir eine nicht zusammenziehbare Schleife

[in G ist wegen E(z)dz = (Eydxy + Eydxs) + i(Ey day —

EQ di[)l)

%E(z)dz:fﬂwﬁ—i-ifﬂwlﬂzi/ p(x1,xa) drydey .
r r r K
—_—

=0

Beispiel: Das komplexe Potential eines homogen geladenen Drahts (Linienladungsdichte
A) ist

A
D(2) = o log z .

Randwertprobleme mit p = 0 in G und Randbedingung ¢, [ 0G = 1 kénnen mit Hilfe von
konformen Abbildungen [ : G — G, z — Z gelost werden: Ist ®(Z) eine analytische
Funktion auf G, so 16st B B
O(z) = ©(2) = (f(2))
das Problem, sofern die Randbedingung fiir Re ® stimmt. Ist insbesondere der Rand
geerdet (¢» = 0), so folgt durch Betrachtung von ®(Z) = z: ®(z) ist eine konforme
Abbildung, die G auf die imagindre Achse abbildet. Beispiel: Sektor G = {z | 0 <
arg z < a} mit Offnungswinkel 0 < o < 27; das Gebiet ist komplementér zu einem Keil
vom Winkel f = 27 — . Rand geerdet. Dann ist

®(z) = const -iza

eine Losung (eindeutig erst bei passenden Randbedingungen im Unendlichen). Das elek-
trische Feld

T—

@ m—pB
fe fry ’Z‘_m

[E(2)] o< |z]

verschwindet oder divergiert an der Spitze z = 0 je nachdem, ob 0 < @ < m oder 0 < 3 <
.

13



1.6 Multipolentwicklung

Gegeben eine Ladungsdichte p(Z’) mit supp p C {|Z’| < R}. Wir wollen das Potential
d3 ’ 1.32
47?/ \x— (1.32)
fir » = |Z| > R auswerten. Die Taylorentwicklung in '
1 - <_1)l AR l1
— VAL
7 — 7] IZZO: p @V
1 -7 37 -r*? 1 R\3
-, <)) L
r * 73 * 273 r r (1.33)
erhdlt man aus
1 =1 /d\ 1
S — =) — A
e (@) o
=0 A=0
wo d/d\ wie —%' -V wirkt. Da (1.33) in |7’| < R gleichmiissig konvergent ist, folgt
. T — 5 25@]
47rg0(x):—+——|— ZTU +..., (1.34)
zg 1
I ; Potential eines Quadrupols
Potential eines Dipols
Potential einer Punktladung
wobei
e= /d%’p(*') Gesamtladung
p= /d?’x'f'p(f') Dipolmoment
T, =T =3 [ da'aialp(a)

Die 6 Funktionen Pj;(Z) := (wx; — (1/3)2%5;;)/(2r°
Z?:o P; = 0. Das Quadrupolfeld bestimmt somit die Koeffizienten

), (i < j) sind linear abhéngig, da

T;; nicht eindeutig.

Stattdessen kann man es nach den linear unabhéngigen Funktionen z;z;/(2r°) entwickeln.
Dazu bemerken wir, dass der letzte Term in (1.33) symmetrisch in Z, Z’ ist,

x

2r5 Zm

i,0=1

391;1.75]

folglich das Quadrupolfeld auch gleich

3
1 Tilj
9 Z Qi ro

i,j=1

=55 Z (332 — 770;) 15
.

i,7=1

ij

—

3 122
_ Ly g, e 5
2 i 7D

i,j=1

14



ist, wobei der Quadrupoltensor

Qi = Qyi = / & (3!, — T6,5)pli) (1.35)
1
=Ty — 3(tr 7)oy

spurlos ist: tr @ = 0. Im Unterschied zu den 6 T};’s, sind die 5 unabhéngigen ();;’s durch
das Feld (und nicht bloss durch p) eindeutig bestimmt.

Beispiel: Eine sphérisch symmetrische Ladungsverteilung p(z’) hat 4mp(x) = e/r und
somit kein Quadrupolfeld, obschon 1.A. Tj; = [ d®2'7"p(2') # 0. Jedoch: @ = 0.

Die Beschreibung des Potentials [~ter Ordnung (I > 2) in (1.34) mit Hilfe der (zu den
T;;’s analogen) Koeffizienten

/ >z 2 2?2l p(T) (1.36)

(m; € N, my + mg + mgs = 1) ist ebenfalls redundant: nur gewisse (den );; analogen) Li-
nearkombinationen davon werden benétigt. Eine systematische Erfassung dieser hoheren
Multipolfelder ist mit Hilfe der Kugelfunktionen (s. Anhang D) mdoglich. Wir gehen
hier nicht darauf ein.
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2 Die Maxwell-Gleichungen

2.1 Elektromagnetismus

Permanente Magnete (Magnetit) waren schon im Altertum bekannt. Ein Stabmagnet
weist entgegengesetze Pole auf (de Maricourt, 1269), ebenso die Erde (Gilbert 1600), die
spater als magnetische Ladungen aufgefasst wurden, eine heute iiberholte Vorstellung. Fiir
die Wechselwirkung solcher Magnetpole postulierten Michell (1750) und Coulomb (1785)
ein zum Coulomb-Gesetz (1.1) analoges Verhalten. Nichtdestoweniger galten magnetische
und elektrische Erscheinungen als unabhéngig. Dies dnderte sich erst als Orsted (1819) die
Ablenkung von Magnetnadeln in der Néhe stromfiihrender Leiter fand: bewegte Ladungen
sind magnetisch wirksam. Ampere vermutete daraufhin, dass auch (elektrisch neutrale)
stromfithrende Leiter miteinander wechselwirken. Seine quantitative Beschreibung (1820)
fiir zwei Linienleiter lautet:

" 2

N

dF,

~ 1L dsy A (dsy AT
Fiy = / / dF12 = ﬂ/ / 2 1 31 ") (2.1)
Y2 Y71 71 mr

ist die Kraft auf den Leiter v, die vom Leiter v, ausgeht. Dabei ist I; der zeitlich
konstante elektrische Strom (Ladung pro Zeiteinheit), der im Leiter ; fliesst. Da die
Einheit der Ladung, und somit des Stroms, durch (1.1) bereits festgelegt ist, wird in (2.1)
eine Kopplungskonstante 1/c* benétigt: ¢ hat die Dimension einer Geschwindigkeit. Aus

7 I 112 iz
47rr3 d2)
71

(beniitze dazu d82 A\ (dSl AT) = (7“ dSQ)dSl (dSl dgg)’l" und —r~ ’l" d82 dQT'_l, sowie
—1 «“ 9
5 — — —
f72 d r O) fOlgt actio = reactio fur F12 F’gl (nlCht aber fU.I‘ dFlg)

Man kann sich die Wechselwirkung (2.1) durch ein Magnetfeld B(Z), das von einer
Stromschleife erzeugt wird, vermittelt denken (Biot-Savart):

Bla) = L /dgA(f‘g) | (2.2)

dre |7 — )3

Ein Stromelement I d3 erfihrt dann im #usseren 5 Feld die Kraft
I
dFF = —-dsNB. (2.3)
c

16



Da fiir jeden festen Vektor €

ist (2.2) dquivalent zu

_,|

dre ), |7~y

(A heisst Vektorpotential).

Eine kontinuierliche Stromverteilung wird durch eine Stromdichte 7'(Z,t) beschrieben,
d.h. der Strom durch eine orientierte Fléche S ist

[= /z-da. (2.5)
S

Ganz allgemein gilt Ladungserhaltung:

d
/ 7-do=—— pd3a:
oV dt
divi= —— (2.6)
(Kontinuitéitsgleichung). Wir beschrénken uns nun aber wieder auf den stationiren

Fall (p, ¥ unabhéngig von ¢):
divi=0. (2.7)

Einem Linienleiter -, der als Kurve Z(s) gegeben ist, entspricht die Stromdichte
(%) = I/(S(f— Z(s))ds :
gl
das Integral (2. 5) liefert I fiir gleich orientierte S und 7, denn do-ds = d’y fiir i = Z—Z(s).
t

-
So folgt f f(Z(s))1ds = [ f()dy)d’y und im kontinuierlichen Fall lautet (2.4) dank
Superp051t1on

. R - 1 7 (gj)
B =rot A AR)=— | & 2.8
wobel .
divA=0

wegen (2.7). B geniigt damit den Feldgleichungen

div B =

rot B =

0, (2.9)
g (2.10)

denn mit (1.10) ist
rotrot A = Vdiv A —A
=0

:3>~l
o INL
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Beachte, dass (2.7) aus (2.10) folgt. Wiederum gilt Eindeutigkeit der Losung im folgenden
Sinn: fiir 7'(Z), das fiir grosse |Z| verschwindet, ist (2.8) die einzige Lésung von (2.9, 2.10)
mit B(Z) — 0, (]Z| — 00). Losungen fiir = 0 sind ndmlich harmonisch (vgl. (1.13)).

Die Integralform von (2.9, 2.10) ist

. o 1
/ B-do=0, /B-d§:—/7-d6 (2.11)
)% a8 CJs

fiir beliebige Raumgebiete V', bzw. Flichen S.

Beispiel: Gerader Leiter. Nach (2.2) ist das Feld azimutal gerichtet; seinen Betrag
entnimmt man aus (2.11):

\
\
\
\
|
|
]
!
!
/
waf]

I
g R 21rB(r) = —
c

Kraft (2.3) pro Langeneinheit zwischen zwei parallelen Leitern:

I Iy

. _ L1,

2wy

Daraus haben Kohlrausch und Weber (1856) die Konstante ¢ experimentell bestimmt:
¢ ~ 3-10%m/s. Kirchhoff (1857) konstatierte die iiberraschende Ubereinstimmung mit
der Lichtgeschwindigkeit (Fizeau 1849, Foucault 1850).

Die Kraftdichte f auf eine kontinuierliche Stromverteilung 7’'im &usseren B-Feld ist nach
(2.3) B
f= é N . (2.12)
Dies gilt auch fiir nicht stationéres 7. Beispiel: die Stromverteilung
&, t) = et (X — Z(t)) (2.13)

(7 = Z(t)) einer bewegten Ladung mit Bahn #(t) erfiillt, zusammen mit der Ladungsver-
teilung p(Z,t) = edo( — Z(t)), die Kontinuitétsgleichung (2.6). Auf sie iibt das B-Feld
demzufolge die Lorentz—Kraft

F=e-NAB (2.14)

ol

aus.

18



2.2 Singulire Stromverteilungen

O : Oberflichenvektor
e Magnetisches Dipol: Stromschleife

im Limes | — o0, O — 0, 10 —
cm (m: magnetisches Dipolmo-

.S
ment).
Das A-Feld ist
- I ds I = 1 nAZ n
A7) = / A /dé’/\vy_, L R et
Are Jos |2 — 1y 4Ame Jg |7 — 3 473 dgr
T
H+00H)
das B-Feld also
i -~ m 1
B = rotrot — = Vdiv — — mA—
OO Vdiv amr " ar
— — ]_
— (- ) (T 2.15
(1 ¥ ) + 8(0), (2.15)

die Stromverteilung 7" schliesslich
T=crot B=—cmAVd .

Beachte, dass der erste Term in (2.15) identisch ist mit dem E-Feld eines elektrischen
Dipols p' = m (vgl. (1.14)). So versteht man, dass die urspriingliche Vorstellung (Mi-
chell, Coulomb), magnetische Dipole bestiinden aus magnetischen Ladungen, das B-Feld
(fast) korrekt zu beschreiben vermag: der Unterschied, md (), manifestiert sich nur im
Innern des Magneten. Ampere nahm deshalb an, dass magnetische Dipole nur in Form
von Kreisstromen existieren (Amperesche Molekularstrome): der Magnetismus wurde auf
die Bewegung von Ladungen zuriickgefiithrt. Das magnetische Moment eines quantenme-
chanischen Spins passt in dieses Bild bis auf die Tatsache, dass es fiir Elektronen doppelt
so gross ist als klassisch erwartet.

Fiir eine kontinuierliche Magnetisierung M (%) ist
o M(y 1 t M(y
A(f)zrot/dgy%Z—/dSyw,
Am|Z —g]  Ar |7 — 9
was nach (2.8) einer fquivalenten Stromdichte 7= crot M entspricht.

—

e Oberflachenstrom: Fliache S, Flachenstromdichte J(y). Stromdichte:

-

1) = [ do J(@6a 7).
s
Fiir die einseitigen Randwerte B;, i = 1,2 zur Fliche S (s. Fig. auf S. 8) gilt nach (2.11)
4 2
( / Biido)| =0
: 1
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fiir jede Flache S’ C S, also
~0. (2.16)

(/Ewﬁﬂ?:élf{ﬁAﬁ%

v

Andererseits gilt

da die Normale zu der durch v®) —~() berandeten Fliche 7 A § ist (§ Tangentialvektor
zu7y). Also B; - t|? = ¢ Y (J A1) - £ fiir t tangential zu S, bzw.
2

1

i A B; J.

ol

2.3 Elektrodynamik

Die Zeit tritt erstmals im Induktionsgesetz auf. Faraday bemerkte, dass in der Spule
wéahrend der Bewegung ein Strom fliesst: induziert wird eine “elektromotorische Kraft”.

(@) 04 Up konstant

Laborsystem O, Ruhesystem O’ der Spule: Setzen wir das klassische Relativitéts-
prinzip voraus (wir werden es spéter verwerfen!), so gilt

—

f,:f—vot,
T =T -,

STl
I

' ﬁ—e<E+EA§)
C

fiir den Ort und die Geschwindigkeit eines Teilchens, bzw. fiir die Lorentz—Kraft darauf.
Postuliert man noch e’ = e, so folgt

—

E=E+2AB, B=8B. (2.17)
C

Wir wollen annehmen

E = E(Z), B = B(%), (2.18)
dh. E , B seien zeitlich unabhéngige Felder, fiir welche die bisherigen Feldgleichungen
(1.7, 1.8; 2.9, 2.10) gelten. Das Transformationsverhalten (2.17) betrifft Felder, d.h. etwa
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wodurch

Damit ist die elektromotorische Kraft ldngs 0.5

/ E’~d§’_/ (E+@A§>-d§_/mt<ﬁ+@A§)-da
a8 a8 c S — C
=0

1 - .o 1 [ 0B 1d [ -
== [ ((div B) @ — (5% - V)B) -do = —~ di' === | B'-do" .
C/S(Q/,_Zvo (% - V) ) ¢ c/s ar cdt Jg ¢

Faraday (1831) fand dieses sogenannte Induktionsgesetz auf empirischem Wege (bis auf
den Faktor 1/c¢), und zwar gilt es auch, falls es kein Laborsystem mit (2.18) gibt. In einer
Notation ohne Striche ist es dquivalent zur Feldgleichung

. 10B
tE+-"— =0
ro +08t ’

die erstmals E und B miteinander verkniipft.

Die Vollendung der Elektrodynamik ist das Werk Maxwells: sein “Treatise on Electricity
and Magnetism” erschien 1873. Sie besteht in einer Ergénzung des Ampereschen Gesetzes
(2.10):

. 1/, OE

Maxwellscher Verschiebungsstrom

Dadurch wird die Ladungserhaltung gerettet! Ohne Verschiebungsstrom folgt ja divz = 0,
was nur fiir Gleichstrom richtig ist. Nach (2.19) ist nun

wegen (1.8): wir erhalten die Kontinuitétsgleichung (2.6).

Wir fassen nun die endgiiltigen Feldgleichungen zusammen:

divB =0
- Homogene (2.20)
rot B + 105 —0 Maxwell-Gleichungen '
c Ot
d1v€ =7 Inhomogene (2.21)
rot B — 1o _ 7 Maxwell-Gleichungen '
c ot ¢

Als Folge davon gilt (2.6): Die Kontinuitétsgleichung ist eine notwendige Bedingung fiir
die Losbarkeit der Maxwell-Gleichung nach E, B (Integrabilititsbedingung).
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Dazu kommen die elektromagnetischen Krifte, bzw. Kraftdichten

l

F=e(E+2AB),
; (2.22)
f=pE+-AB
c
auf Punktladungen, bzw. Ladungs— und Stromverteilungen.

Die fiir die ganze Physik revolutiondren Konsequenzen dieser Theorie wollen wir hier
andeutungsweise vorwegnehmen:

e Es tritt ein neues physikalisches System auf: das freie elektromagnetische Feld
(Licht). Seine Bewegungsgleichungen sind die Maxwell-Gleichungen mit p = 0, 7= 0:

10E = 108 o
i . - — _—rotFE 2.2
s rot B ; o rot (2.23)
mit den Nebenbedingungen . B
divE =divB =0, (2.24)

die mit (2.23) vertriiglich sind. Mit der Identitit rotrot E = Vdiv E — AFE folgt daraus
die Wellengleichung

OE=0B=0, (2.25)

(d’Alembert—Operator). ¢ entpuppt sich als die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts.
Die Optik ist fortan ein Zweig der Elektrodynamik.

e Es gibt keine instantane Fernwirkung mehr zwischen zwei geladenen Teilchen im Ab-
stand . Die Wirkung ist gegeniiber der Ursache um die Laufzeit des Lichts r/c verzogert.
Die Moglichkeit eines kausalen Zusammenhangs zwischen zwei Ereignissen héingt von Zeit
und Ort ab: dies fithrt auf die Raum—Zeit — Struktur der speziellen Relativitdatstheorie
und zu einer neuen Mechanik.

e Da Energie, Impuls und Drehimpuls durch das Feld nicht instantan iibertragen werden,
konnen die Erhaltungssidtze nur gelten, wenn das Feld selber solche Grossen tragt. Wir
illustrieren dies am Beispiel der Energie: Aus der Identitét

div(EAB) =B -rot E— E -rot B

und den Maxwell-Gleichungen folgt

dive(EAB)=—-B-— —E -

ot ot
also: 91
oder integriert iiber V C R3:
d 1 =, = L .
— —uﬂ+ﬁm%=—/PdEmmw—/zlw%. (2.26)
dt Jy 2 ov 1%



Der letzte Term ist die im Gebiet V' pro Zeiteinheit auf die Ladungstriager iibertragene
Energie, denn fiir eine Punktladung (2.13) in V' (dank Superposition geniigt es, diesen
Fall zu betrachten) betrégt er ev' - E, was der Leistung der Lorentz—Kraft (2.22)

—

U-<GE+EUA§>265-E
c

entspricht. Wir definieren deshalb:

1 = ,
u:= ~(E*+ B?) Energiedichte des Feldes,

2 (2.27)
S:=c¢(ENB) Energiestromdichte des Feldes (Poynting—Vektor).

Gl. (2.26) besagt dann, dass sich die Feldenergie im Gebiet V' nur d&ndern kann, indem
entweder Energie durch die Oberfliche OV stromt oder auf Ladungen in V' {ibertragen
wird. Die Gesamtenergie von Feld und Materie bleibt damit erhalten.

2.4 Elektromagnetische Potentiale

Aquivalent zu den homogenen Maxwell-Gleichungen ist die Darstellung des Feldes durch

—

die elektromagnetische Potentiale ¢(7,t), A(Z,t):

B =rot A E=-Vo—-——. 2.28
rot A, Y (2.28)
Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen lauten dann
10 /10
22 (2 L aivA) =),
cOt \ ¢ Ot
o B (2.29)
04+ vV (——¢+d1vA) _—
c Ot c
Die Potentiale sind dabei nur bestimmt bis auf Eichtransformationen
10 - o
o —> ——a—f, A A+ vy (2.30)
c

mit einem beliebigen skalaren Feld x(Z,t). Etwas eindeutiger werden sie durch die For-
derung einer Eichbedingung, z.B. eine der folgenden:

Lorenz—Eichung Coulomb—Eichung

]_ — —
—aa—f +divA=0. (2.31) divA=0. (2.32)
&

Ausgehend von ¢, A’, 1dsst sie sich erreichen durch Losen von

10y’
Oy = -
X c Ot

+div A" , Ay = —div Al ,
d.h. es verbleiben Eichtransformationen mit

Oy =0. Ax =

23



Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (2.29) nehmen dann eine einfachere Form an:

Ue=p, Ap=—p,
L7 (2.33) L 18p\ T (2.34)
OA=-. DA ) =2

c +V<c@t> c

Bei Coulomb-FEichung kann man, wie im statischen Fall (1.5), die Losung der ersten
Gleichung (2.34) als
B 1 p(y.1)
)= — | &Py

wéhlen. Bei stationdrer Ladungsdichte ist dp/0t = 0, so dass die Lorenz—Eichung auch
noch erfiillt ist. Dies gilt insbesondere im Spezialfall p = 0, wo ¢ = 0.
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3 Das freie Feld

3.1 Ebene Wellen
In der Coulomb-Eichung (2.32) lauten die Maxwell-Gleichungen (2.34) fiir das freie Feld

(p=0,7=0)
v =0, OA=0.

Ebene Wellen sind Losungen der Form

A@@ ) = fle-z—ct), (=1

—

mit einer Vektorfunktion f(s) einer Variablen. Die Eichbedingung (2.29)

. . d
o=divA=e-f', (=)

besagt: f' L & Die elektromagnetischen Felder (2.28)

. 10f =
E:———: /_’-_)—
ey fle-z—ct),

B=rotf=éANfl(é-T—ct)=¢NE

(3.1)

sind transversal zur Fortpflanzungsrichtung é. So gibt jede zu € transversale Funktion f !
Anlass zu einer ebenen Welle, in der stets:

B L
|E|=|B],
(¢, E, B) : orthogonales Rechtskreuz.

E
€
Der Poynting—Vektor . L . B
S=cENAB=c(E*¢e=c (B¢ (3.2)

zeigt in die Fortpflanzungsrichtung. Man tiberpriift auch ohne Verwendung der Potentiale,
dass (3.1) die Gleichungen (2.23, 2.24) des freien elektromagnetischen Feldes erfiillt. Fiir
monochromatische Felder ist speziell f'(s) = Egels/c. d.h.

—

E( : ) _ E_w’oei(l;-:i'fwt) 7

Tt ) (3.3)
B(zt) = en B(#,1)

™

mit Frequenz w > 0 und Wellenvektor & = (w/c)é. Die komplexe Amplitude
Ey=E, +ikE, , (E_’)LQ reell)
ist beliebig im 2-dimensionalen komplexen Raum
et ={E,eC®| Ey-&=0}

der zu € transversalen Vektoren. Das Rechnen mit komplexen Feldern ist legitim: da
die linearen Feldgleichungen reelle Koeffizienten haben, sind Real- und Imaginérteil einer
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Losung wieder Losungen. Wir fassen den Realteil als das physikalische Feld auf. Die
Polarisation der Welle wird beschrieben durch die Bahn des Vektors Re E(Z,t) in einem
festen Raumpunkt, z.B. ¥ = 0:

E;
Re E(0,t) = E) coswt + Eysinwt . (3.4)
(Ellipse)
E,
Spezialfille:
o I | EQ: lineare Polarisation

o E\LE, |E)|=|E,): zrkulare Polarisation, und zwar
Eg = +e'A Elz rechts, bzw. links zirkulare Polarisation
(bzgl. der Fortpflanzungsrichtung)

Durch Wahl einer Basis (€1, &) in €+ kann jede monochromatische Welle als Superposition
von zwei ausgewahlten Polarisationsfillen dargestellt werden. Die Basis sei orthonormiert
im Sinne des Skalarproduktes

(E,F)=E-F=(E —iE)-(FL+iF). (3.5)
Die Zerlegung ist dann

2
EO = ZO&Z&,:; s a; = (é:;, Eo) . (36)
i=1

In den folgenden Beispielen ist (€}, €, €35 = €') eine reelle, orthonormierte, positiv orien-
tierte Basis in R3. Solche Basen gehen unter Drehungen um die &-Achse ineinander iiber:

—

€2

—/ — . —
\ €] =COS®- €]+ 8y - e
\ 7 ’ (3.7)

\ el €y = —sing- € +cosp - e .

-
-
-
-
N P
-
-

0 e

— —

l.&y=¢é,e=¢

Dann ist (3.6) die Zerlegung in zwei zueinander senkrecht linear polarisierte Wellen.
Diese Zerlegung ist gemiss (3.7) nicht rotationsinvariant.

2. g:t == \%(51 :l: 152)
Dann ist (3.6) die Zerlegung in eine rechts (+) und eine links (—) zirkular polarisierte
Welle. Sie ist rotationsinvariant, denn unter der Drehung (3.7) ist

gL =et¥ey | o, = e Pay
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also o/ € = a .

Um die Energiestromdichte der Welle (3.3) auszurechnen, muss man zuerst zu den reellen
Feldern iibergehen, denn S ist nicht linear in den Feldstdrken. Fiir den Betrag S = |5]
der Energiestromdichte im Punkt # = 0 findet man aus (3.2, 3.4)

S(t) = c(E? cos® wt + E2sin® wt + Ey - Ey sin 2wt) .
Die Intensitét I ist definiert als das Zeitmittel von S(t):

c, = - c,= =
I= §(Ef + E3) = §(EOan) :

Damit erhilt das Skalarprodukt (3.5) eine physikalische Bedeutung. Bei der Zerlegung
(3.6) in einer orthonormierten Polarisationsbasis sind die Intensitdten additiv:

I =2 (la] +|azl?) .

c
2
3.2 Dynamik des freien Feldes

Wir 16sen das Anfangswertproblem der skalaren Wellengleichung (Ju = 0:
u(Z,0)
ou , — u(@)t) . (3.8)
E (l’ ) O)

Damit ist auch das Anfangswertproblem fiir das freie Feld (2.23) gelost,

ot = {5

wobei die linke Seite der Nebenbedingung (2.24) geniigen muss. Durch (2.23) sind namlich

E(%,
B(Z,

OF B,
E(:an)a E(wao)

und somit die Anfangsdaten fiir (2.25) bekannt. Ausgangspunkt ist die allgemeine kugel-
symmetrische Losung von Uu = 0, die wir in der Form

w(@ ) =), (r=1a)

ansetzen. Fir solche Funktionen ist

A= 20w am @ 0.0 (3.9)
u=—ogru—4nd(@ 1), )

sodass f(r,t) eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung

1 8°f  O°f
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sein muss. Im Gebiet 0 < r < oo wire die allgemeine Losung
f(r,t) =g(ct —r)+ h(ct + 1)

mit beliebigen Funktionen g, h. Fiir (3.8) kommen wegen (3.9) nur Losungen mit f(0,t) =
0 in Betracht. Also: h = —g und

u(Z,t) = 1[g(ct —r)—glct+r)].

,
Die Distributionslosung
1
D(Z,t) = —[d(ct — 1) — d(ct + 1)) (3.10)
Amr
gehort zu den Anfangsdaten
- 10D, . 10°D,

Zum Beweis fasse man D(Z,t) auf als Distribution in Z zu festem ¢. Fiir jede Testfunktion
f(&) ist dann

D(f.t)= [ da @D = 1= [ Pestine) = 1 [ depietd).

wobei Q = {€ € R? | |€| = 1} die Einheitskugel ist; der letzte Ausdruck folgt durch
Substitution € — —é und zeigt, dass D(f,t) Ableitungen in ¢ aller Ordnungen hat. D(f,t)
ist ungerade in ¢, also gilt

d2

D(£,0) =

f7 )_

Ferner ist
1 dD 1

S0 = o [ )= 1),

Dies beweist (3.11). Mit der Grundlosung (3.10) ldsst sich nun das Anfangswertproblem
(3.8) losen durch

(@ 1) — /d3y {iaaf( 7 0u(d.0)+ D@ —7.0- 2% 0)} O (312)

Ou = 0 folgt aus 0D = 00D /0t = 0 und die Anfangswerte stimmen wegen (3.11). Nach
Ausintegration der §-Funktionen in (3.10) lautet sie

0o 1 1 ou
U(l'7 ) ot 4wt /|gf|:Ct| OU(y’ 0) * et /|vy”i’|:c|t| ¢ ot ( 0)

Die Losung (3.12) bringt die geometrische Charakteristik der Wellenausbreitung zum
Ausdruck:
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ct

Der Tréger der Grundlosung D(Z,t) ist der
Lichtkegel ¢*t? — #? = 0.

8y

Fiir gegebenes (%, t) hangt u(Z,t) nur ab von
den Anfangswerten in den Punkten g auf der
Kugel |y — Z| = ¢|t|.

<y

ct K

—_— I —_—
—_— , —_—

r VY
]

Falls die Anfangswerte einen kompakten
e Triger K C R3 haben, so ist die Wellen-

ausbreitung auf das schraffierte Raum—Zeit
Gebiet beschrankt.

8y

Diese Figuren illustrieren die Aussage: c¢ ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts.

Die Eindeutigkeit der Losung von (2.23, 2.24) ergibt sich aus dem Energiesatz (2.26): Fiir
verschwindende Anfangswerte folgt aus der Erhaltung von
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4 Die Erzeugung elektromagnetischer Wellen

4.1 Losung der inhomogenen Wellengleichung

Wir konstruieren eine spezielle Losung der Maxwell-Gleichungen zu vorgegebenen p(Z, t),
(@, t) die der Kontinuitatsgleichung (2.6) gentigen. In der Lorenz-Eichung (2.31) lauten
die Gleichungen

Op=p, 04 = (4.1)

Der auslaufende Teil
1

Dret(fa t) - 4_77'7“5(Ct - T) ) (T = |f|) )

der freien Kugelwelle (3.10) ist eine Greensche Funktion des d’Alembert—Operators, d.h.
eine Losung von

0D, (7,1) = %5(5)5(75) | (4.2)

Verwendet man Raum-Zeit—Koordinaten z = (2°, 2!, 22, 2%) = (ct, ), so lautet dies

ODyet(z) = 0(z)
wobel rechts die d—Distribution in vier Dimensionen steht.

ct

D, hat als Tréger den Vorwéarts—Lichtkegel und ent-
spricht einer bei x = 0 ausgeldsten Kugelwelle.

0

Zum Beweis von (4.2) erinnern wir zunéchst daran, dass D(f,t) glatt in ¢ ist, womit
(O"D/ot™)(Z,t)0(t) = (0"D/ot™)(#,0)6(t) eine wohldefinierte Distribution auf R* ist.
Insbesondere ist nach (3.11)

10D
pEem =0, 222G nay = s@e) .
c Ot
Somit folgt fiir D, (7, t) = D(Z,1)0(t)
19D,y 10D 19Dy  10°D, 1
o ol @ar —aarlt @)

Zusammen mit AD,, = (AD)# und OD = 0 folgt die Behauptung.

Eine spezielle Losung von (4.1) lautet somit

—

o(z) = / Iy Dol —y)ply) . Alw) = / 0"y Doe(x — 9)7(y)

C
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Wegen der Kontinuitatsgleichung (2.6) erfiillt sie die Lorenz—Eichung (2.31). Nach Inte-
gration der 0—Funktion lautet sie

— |£—
1 p<y7t_ c )
i) =— [ &
> = |£—]
3 1 ’(W_ : )
Al t) = — | &Py—m 2
(.1) 4m/ s

(retardierte Potentiale). Der Unterschied zu den statischen Formeln (1.5) und (2.8)
fir ¢ und A besteht in der Retardierung: eine Anderung von p oder 7’ an der Stelle
wirkt sich erst nach der Zeit |Z — ] / ¢ auf das Feld an der Stelle Z aus.

Der einlaufende Teil

1
D..(x) = = 5(m0 +7) = Dyet(—x)

der freien Kugelwelle (3.10) ist ebenfalls eine Greensche Funktion des d’Alembert-Opera-
tors, und die entsprechenden avancierten Potentiale eine spezielle Losung von (4.1).
Die retardierten (bzw. avancierten) Potentiale liegen in der kausalen Zukunft (bzw. Ver-
gangenheit) der Quellen p, 2. Also bringen erstere die Einsicht zum Ausdruck, dass die
Quellen die Ursachen der Felder sind. Diese Kausalitidtsforderung ist mit den Maxwell—
Gleichungen vereinbar, aber keine Folgerung derselben. Diese zeichnen keine Zeitrichtung
aus.

4.2 Ausstrahlung

Wir betrachten eine Ladungs— und Stromverteilung im
Gebiet |y] < d. Im statischen Fall fallen die Felder
E, B fiir r — oo mindestens ab wie r=2, bzw. r3.
Im zeitabhingigen Fall bewirkt die Retardierung, dass
E , B nur wie r~! abfallen: der Energiefluss in ein festes
Raumwinkelelement wird konstant fir r — oo (Aus-
strahlung). Um die Glieder ~ 7~! von E, B zu finden,

schreibt man

—=—(+0(5)). -,

sodass . | |
— — - y
o(7,t) = E/d?’yp(y,t— ) ,
1 ‘ y‘ (4.3)
A1) = syl
(7:1) 47r7°c/d (’t )’
sofern
r>d. (4.4)
Auf (4.3) operiert V wie
F-ylo _ €9
Z—yl c Ot  cOot’



falls er auf p oder 7 wirkt, und wie Multiplikation mit —#'/r?, falls er auf »—* wirkt. Der
erste Beitrag iiberwiegt falls w/c > r~!, wobei w eine typische inverse Zeit ist, iiber
welche p, 7 eine relative Anderung der Ordnung 1 erfahren. Im zeitlich harmonischen Fall
(p, 7~ e ™) bedeutet dies

>N\, (4.5)

wobei A = 27wc/w die Lichtwellenldnge zur Frequenz w ist. Unter den Bedingungen (4.4,
4.5) ist also

. . 1 A
B:rotA:—é/\—a—
c Ot
und unter der Beniitzung von (2.31)
. 1dp 10A 1 04 .
E:g—ﬁ——a—:5A<5A—a—):—5AB
c Ot ¢ Ot c Ot
-~
A

—divA=¢1l2

Q

t

In Ordnung r~! sind also E, B vollstdndig bestimmt durch die Transversalkomponente
von A (Komponente L ¢€), und E , B , € verhalten sich lokal wie in einer ebenen Welle
der Fortpflanzungsrichtung €. Das durch (4.4, 4.5) charakterisierte Gebiet heisst deshalb
Wellenzone. Insbesondere ist dort der Energiefluss radial:

S = «(E*)é = c¢(B?)é.
Wir betrachten nun weiter den Fall, wo
d <<\,

der insbesondere in der Atomphysik eintritt (Atomdurchmesser d ~ 10~%m, optische
Wellenlinge A ~ 107%m). Mit

d2
7 — ] :r—é-g+o(7>

gilt fiir das Vektorpotential (4.3)

—_— 1 o r ey
A(Z,t) = 47rrc/d3y z(y,t— - + T) , (4.6)

denn in der Zeit O (d?/rc) ist die relative Anderung von 7 von der Ordnung

d? d?
— e — K 1.
re rA

In (4.6) konnen wir uns dann mit den niedrigsten Gliedern der Taylorreihe

R r o ey . r L o lovy/, r
(it =g+ =) =it =g) @D g (ae-7) + (47)

begniigen.
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e Elektrische Dipolstrahlung: Der Beitrag des ersten Terms in (4.7) zu A ist

- 1 r 1 r
(%.1) 47r7“c/ vy c drre P c

mit dem elektrischen Dipolmoment

denn fiir jeden festen Vektor 7 folgt aus 77 = ﬁy(ﬁ -¢/) und der Kontinuitétsgleichung (2.6)

47rrcﬁ-ffz/d3y (@ V)i - §) = —/d3y(ﬁ-g)div7:ﬁ-ﬁ.

\
\
®

Das zugehorige Feld (in Ordnung r—1) ist

. 1 .
0 E ENA (€N
RN Arc? w ’

(. g (4.8)

B=¢AE,
jy L5 = . .
wobei p'= p(t — £) zur retardierten Zeit zu neh-
men ist. Die Energiestromdichte ist radial mit
9 Betrag
5(0) S(0) = ;ﬁz sin? 6
1672r2¢3

(links: Polardiagramm dazu). Die total abge-
strahlte Leistung betragt

=9
p ) Iy
= dS) 0 = .
1672¢3 / Y= s P

81/3

Im zeitlich harmonischen Fall ist W o w?.

Den zweiten Term in (4.7) zerlegen wir geméss

€ 9)7=—5EAGAD +5 (€ DT+ @ D7) (4.9)

e Magnetische Dipolstrahlung: Der Beitrag des ersten Teils in (4.9) zu A ist A (Z,t) =

—47rlrc &AM (t — E), wobei

- 1 Y
m(t)ZQ—C/dgyyM(y,t)
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das magnetische Dipolmoment ist. Das entsprechende Feld ist

— 1 . — —
B = 5/\(5/\7ﬁ>, E—_eADB.

s
}7

Es ist analog zur elektrischen Dlpolstrahlung und geht aus (4.8) hervor durch die Substi-
tution (E, B, p) — (B, —E, m). Wegen S — S ist dabei die Ausstrahlung (bei gleichen
Dlpolmomenten) dieselbe.

—

e Elektrische Quadrupolstrahlung: Fiir den zweiten Teil in (4.9) gilt [(€-7) 1+ (€-7) ¥]-7l =
(7-Vy)(€-9)(7 - ¥). Somit ist sein Beitrag zu A

87r62rﬁ-A:/d3 (8125 v) @ )7 = —/d?’y(ﬁ.g)(a.g) = v
—9dp/ot
d.h. 1
T — - T e
(@1 = gl (=)

wobei die Komponenten des Tensors 7'(t) durch
Ty(t) =3 / &y yiy;p(F. 1)
gegeben sind. Beniitzt man stattdessen den elektrischen Quadrupoltensor (1.35)

Q:T—%(trT)I,

SO ist
- 1

. 1 .

A= e+ —(trT)e | .
24mrc? (Qe i 3( ' )e)
Da der zweite Term parallel zu € ist, tragt er zu E, B in d
Feld ist

er Wellenzone nicht bei. Das

. 1 . .
B=— NG, E=-énB
247red enQe, c

und die Energiestromdichte

Im Hauptachsensystem des Quadrupoltensors ist Q = diag(qi, g2, ¢3), € Q€ = >, g€}

und A
T
/ Z 44, /dee 1—5[(trQ)2+2 tr Q] .
—— =0
15 = (14-20;5)

Somit betragt die total ausgestrahlte Leistung

Ar 1 92 o 1
- (-2t — t
576m2c5 <3 15) PO s 10
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Beispiel: Um die 3—Achse rotationsymmetrische Ladungsverteilung. Dann ist

_q L. e
Q= —q ; ENQE=34q(eye3, —ere3,0),
2q
3
0 _7s0) S(6) = _ [(eres)? + (eaes)?] -
647212¢ . .
sin? 0 cos2

Die verschiedenen Multipolfelder {iberlagern sich. Dabei sind die Energiestromdichten

nicht additiv, es treten Interferenzterme auf. Man kann aber zeigen, dass die total abge-
strahlte Leistung additiv ist.

Fithrt man die Entwicklung (4.7) weiter, so treten, wie in der Elektrostatik, sukzessive
hohere Multipole auf, die wir hier nicht behandeln.
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5 Das Relativitatsprinzip

5.1 Das klassische Relativititsprinzip

Nach Festlegung der Einheiten von Linge und Zeit, kennzeichnen wir Ereignisse durch
(t,Z) € R mit

t: Zeitkoordinate
7 = (2%, 2% 2%): Kkartesische Koordinaten.

Eine absolute, vom Bezugssystem unabhéngige Bedeutung haben die Grossen

o |ty —ts|: Zeitabstand von zwei beliebigen Eregnissen (t1, ), (t9, Z2) (5.1)
(insbesondere: Gleichzeitigkeit ist absolut);
e falls tl = tg .

|7y — 5| :  Raumabstand von zwei gleichzeitigen Ereignissen. (5.2)
Die Koordinatentransformationen, die diese Grossen invariant lassen, sind

t'=M+a, (A==1,a€R),
# = R(t)¥ + b(t) | (R(t) € O(3), b(t) € RY),

d.h. die rdumlichen Bezugssysteme sind beliebig gegeneinander bewegt.

Physikalisch sind jedoch nicht alle diese Bezugssysteme gleichberechtigt. Die besondere
Klasse der Inertialsysteme ist ausgezeichnet durch die Giiltigkeit des Trégheitsgesetzes:

=0 (5.3)

fiir freie Teilchen. Die dann noch erlaubten Transformationen sind die Galilei—Transfor-
mationen

t'=N+a, (A=+41,a € R),

7' =RE+UL+b, (ReO(3),7,beR?:

insbesondere sind Inertialsysteme geradlinig gleichformig gegeneinander bewegt. Das
klassische Relativitdtsprinzip verlangt, dass die Bewegungsgleichungen eines isolier-
ten Systems, das keinen dusseren Einfliissen unterliegt, in jedem Inertialsystem gleich
lauten, also forminvariant sind unter Galilei-Transformationen. Beispiel: Newtonsche
Gleichungen eines N-Teilchensystems

(5.4)

mii’izﬂ(fl,...,f]v), (Z:]_,N),

falls

— —

E(Rl_"l +J,,Rf}v+6> = Rﬂ(fl,...,f]\/')
fiir alle R € O(3), d € R3.

Durch die Elektrodynamik wird dieses Prinzip verletzt: das Gesetz der Lichtausbreitung

Cz(tl - t2)2 — |£i"1 — fz|2 =0 (55)
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charakterisiert zwei Ereignisse (¢, ) und (t2,Z5), die durch ein Lichtsignal der festen
Geschwindigkeit ¢ verbunden werden kénnen. Insbesondere ist sie unabhéngig vom Be-
wegungszustand des Senders und von der Fortpflanzungsrichtung.

Das Gesetz ist nur noch invariant unter Galilei-Transformationen mit v = 0. Zum Beispiel
beschreibt |Z| = ¢t die Front einer vom Ereignis (0, 0) ausgehenden Lichtwelle. Unter der
Galilei-Transformation

t=t, =70t

behélt das auslosende Ereignis die Koordinaten (0, 0), aber die Wellenfront zur Zeit t = ¢/
wird zur Kugel |Z' + 0t'| = ¢t/ mit Mittelpunkt —ot'":

@ @)
4R T
N

Mechanik und Elektrodynamik zeichnen eine Klasse “ruhender” Bezugssysteme aus. Diese
Vorstellung erschien solange natiirlich, als man einen materiellen “Ather” als Triger des
elektromagnetischen Feldes vermutete. Die Bewegung eines Inertialsystems relativ zum
Ather liesse sich feststellen durch Abweichungen vom Cesetz (5.5) der Lichtausbreitung.
Dies aber misslang (Michelson, Morley 1887).

=/

—v

5.2 Das Einsteinsche Relativitatsprinzip

Einstein (1905) befreit sich obiger Auffassung von Raum und Zeit. Er gibt die Invarianten
(5.1, 5.2) preis und fiihrt ein neues Relativitétsprinzip ein:

a) Definition: Inertialsysteme sind ausgezeichnet durch das Tragheitsgesetz (5.3) und
das Gesetz (5.5) der Lichtausbreitung.

b) Postulat: Es gibt Inertialsysteme. Die Gesetze der Mechanik und der Elektrodyna-
mik lauten in jedem Inertialsystem gleich.

Daraus ergibt sich folgendes Programm: (a) Bestimmung der Gruppe der Transformatio-
nen die (5.3) und (5.5) invariant lassen (Lorentz-Transformationen). (b) Relativistische
(d.h. Lorentz-invariante) Formulierung der Mechanik und der Elektrodynamik. Dabei
zeigt sich, dass die Maxwell-Gleichungen bei passender Transformation der Felder bereits
Lorentz—invariant sind. Anders die Mechanik: Fernwirkungsgesetze (Bsp. Newtonsches
Gravitationsgesetz) sind a priori nicht—relativistisch, da sie sich auf die klassischen Inva-
rianten (5.1, 5.2) berufen, etwa auf den “Abstand zweier Korper zur gleichen Zeit”. An
ihre Stelle tritt die Feldwirkung: eine relativistische Theorie wechselwirkender Teilchen
muss das gekoppelte System Materie & Feld beschreiben.

Bevor wir dieses Programm in Strenge umsetzen, soll aus (a) heuristisch gefolgert werden,
dass Gleichzeitigkeit relativ ist. Wir nehmen dabei vorweg, dass Inertialsysteme weiterhin
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geradlinig gleichformig gegeneinander bewegt sind, nicht aber die Transformation (5.4).
Nur eine einzige rdumliche Dimension ist von Bedeutung. Beide Figuren beziehen sich
auf die Koordinaten (ct,z) eines Inertialsystems O. Die Bahnen von Lichtsignalen sind
nach (5.5) darin durch Geraden der Steigung +45° gegeben, unabhéngig vom Bewegungs-
zustand des Senders. Ausgezeichnet ist das Ereignis A mit Koordinaten (0, 0).

In der ersten Figur ist die Bahn des Beobachters O, bzw. die des rdumlichen Ursprungs
x = 0, durch die ct-Achse gegeben (blau); ebenso diejenige eines Gehilfen in einem festem
Abstand zu ihm (blau gestrichelt). Ereignisse, die bzgl. O gleichzeitig zu A sind, haben
definitionshalber Koordinate ¢ = 0. Ein solches Ereignis B kann am Ort des Gehilfen
konkret dadurch konstruiert werden, dass er ein Lichtsignal sendet, welches er dann mit-
tels eines beim Beobachter sich befindlichen Spiegels wieder empfingt. Das Ereignis ist
gleichzeitig zu A, genau dann falls das Signal im Ereignis A reflektiert wird (rot, nicht
griin) und das Ereignis B selbst die Zeit zwischen Sendung und Empfang halftig teilt.

In der zweiten Figur ist die Bahn einer Beobachterin O" dargestellt, deren Treffen mit O
im Ereignis A stattfindet; ebenso diejenige ihrer Gehilfin. Die vorige Konstruktion liefert
nun das Ereignis B’ als gleichzeitig zu A bzgl. O (das Parallelogramm dient der hélftigen
Teilung des Intervalls). Offensichtlich hat es Koordinate ¢ # 0!

/

ct A ct O .

| 7N
/ N
/ N
/ 77
| / s
/ ~ 7
| hd //
: ////B,//
- 7 ’

! S

A 'B xr /// xr
I /7
PY /
' B? /
| /

/
! /
/

|
| /
| /

5.3 Lorentz—Transformationen

ct
Das Triagheitsgesetz (5.3) besagt, dass die Bewe-

(t) gung eines freien Teilchens mit Koordinaten = =
(20, 2, 2%, 23) = (ct, ) durch eine Gerade gegeben ist.
Die gesuchten Transformationen (bijektive Abbildungen
R* — R*) miissen deshalb geradentreu sein. Dies sind
bloss die affinen Transformationen

T ot = A ¥ + a (5.6)

kurz: 2’ = Ax + a. Koordinatendifferenzen £ = = — y transformieren dabei homogen
¢ = AL (5.7)
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(Grossen, die so transformieren, heissen 4-er Vektoren) und
wegen (5.5) muss der Lichtkegel

() -2 =0
invariant sein. Die hier auftretende quadratische Form ist

(6,6) = gu&"e” = €1 g¢

Man zeigt (s. S. 43), dass (5.5) unter (5.6) invariant bleibt genau, falls
ATgA = ag (5.9)

fiir ein a # 0. Tatséchlich ist a > 0. Dies folgt aus dem Tragheitssatz fiir quadra-
tische Formen, oder geometrisch: o < 0 wiirde bedeuten, dass unter (5.7) das (nicht
zusammenhéngende) Innere des Lichtkegels ((£,£) > 0) mit dem (zusammenhéngenden)
Ausseren ((&,€) < 0) vertauscht wird. Dies ist aber unmoglich, da (5.7) stetig ist.

Die Gruppe der Transformationen (5.6, 5.9) enthélt die reinen Dilatationen
T — A1, (A>0),

die einer Anderung der Zeit— und Léngeneinheiten entsprechen. Wegen o > 0 lésst sich
jedes A eindeutig zerlegen in

A=), (A>0), (5.10)
AgAh=g. (5.11)

Die durch (5.11) definierten Transformationen heissen Lorentz—Transformationen und
bilden die Lorentz—Gruppe L. Beschriankt man sich auf Inertialsysteme mit festen
Massstiében, so folgt aus deren Aquivalenz, dass der Faktor A in (5.10) durch A bestimmt
ist, also

AN) =A(A) - A
Die Gruppeneigenschaft dieser Transformationen verlangt
A(AL) A(A2) = A(A1As) . (5.12)
Man kann zeigen, dass die einzige stetige Losung A : L — R davon A =1 ist.

Zusammenfassung. Die Gruppe der Transformationen, welche Inertialsysteme mit fe-
sten Massstdben verbinden, ist die Gruppe der inhomogenen Lorentz—Transformationen

" = ALY+ at bzw. ¥ =Ar+a.
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Dies sind die affinen Transformationen mit der Invarianten
(2 —y°)? = (Z—9)°. (5.13)

Durch (5.13) wird der R* mit einer Metrik versehen, die in jedem Inertialsystem die
Normalform (5.8) annimmt.

Anwendung: Zeitdilatation. Sei At = tg —t4 die Zeitdifferenz zweier Ereignisse A, B
in einem Inertialsystem K, wo sie am selben Ort stattfinden, z.B. Zeitanzeigen einer Uhr
in ihrem Ruhesystem: AZ = 0. In einem zweiten Inertialsystem K’ bewegt sich die Uhr
ebenfalls auf einer Trigheitsbahn, & = ot + l;, aber nun i.A. mit Geschwindigkeit v’ # 0.
In K’ betriagt die Zeitdifferenz beider Ereignisse

1
-1
7 V1—=0v%/c?

Dies folgt aus (5.13), d.h. 2(At')* — (AZ")? = 2(At)* — (AZ)? und |AZ'| = v|AY|.

|A'| = ~|At]

5.4 Diskussion der Lorentz—Gruppe

Durch Bildung der Determinante, bzw. der (00)-Komponente von (5.11) folgt fiir A € L

(det A =1,
(A%)* = (M%) =1
k=1

Somit zerféillt L in 4 disjunkte Komponenten

1= P =
(5.14)

PT =
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die selber eine Untergruppe bilden. Weitere Untergruppen sind z.B.

Ly ={A€ L|detA=1} eigentliche Lorentz—Transformationen
L'={A e L|A%>1} orthochrone Lorentz Transformationen
L =r,nL". (5.15)

Dass L' eine Gruppe ist, sieht man geometrisch: A € L bildet das Innere des Lichtkegels
auf sich ab und die beiden Teilkegel

Ve={](£¢>0,£ >0}

bleiben invariant oder werden vertauscht. Entscheidend ist das Vorzeichen sgn (A%), da
A2 (1,0) — (A%, AYg, A%y, A3p). Somit sind sgn (A%) und det A multiplikativ unter
Gruppenmultiplikation.

Jedes A € L ist das Produkt eines Elements aus Ll mit einer Spiegelung. Wir beschréinken
uns deshalb auf die Diskussion von LL

1) Rdumliche Drehungen

«[0 00 110 0 0
0 0

A=l = A=| . & = A(R) (5.16)
0 0

mit R € SO(3), wie aus (5.11, 5.15) folgt.

2) Spezielle Lorentz—Transformationen (Boosts) sind charakterisiert durch die Block-
form

a b 0 chy —shy 0
| e d | —shx chy B
A= 0 = A= To | = A(x) (5.17)
0 01 0 01

fiir ein x € R. Beweis: (5.11) lautet

1 0\ [ac 1 0 a b\ [(ad*—c ab—cd
0 -1 ) \b d 0 —1 c d)  \ab—cd b —d? '
Ausa =A% >1und a®? —c®> = 1 folgt @ = ch y,c = —shy fiir ein y € R. Aus ab—cd =0

folgt (b, d) = A(—sh x, ch x) fiir ein A € R. Schliesslich ist 1 = det A = A(ch?x —sh?x) =
A

Die Boosts bilden eine Untergruppe, und zwar mit dem Multiplikationsgesetz

AQ)A(xe) = A + xe) - (5.18)

Bedeutung der Boosts: & = A(y)z lautet ausgeschrieben

ct = (chx)ct — (shx)z', i =a?, (5.19)
7' = —(shy)et + (chy)z', =2, '
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Ein im neuen Koordinatensystem ruhender Punkt
folgt im alten der Bahn

2 3 72 53

ot = (chx)'2' + (thx)ct ,
v? = 3%, 3 =i
— 1

A(x) transformiert also auf ein neues Inertialsy-

stem, das gegeniiber dem alten achsenparallel ist

x und sich gleichférmig und in 1-Richtung bewegt
mit der Relativgeschwindigkeit

v=c-thy,
womit —c < v < ¢. Mit
1 v/c
chy = ——, hy= —4——
V1—=v?/c? V1—v?/c?
lautet (5.19)
EZ\/I tz 2_\/1)%1/02227 =gt
—v?/c —v?/c
t/ 1/ (5.20)
fijl:— v + ! f?’:xg.

V1i—v2/2 /T -2/

Schreiben wir dafiir A(v) statt A(x), so lautet (5.18) nun A(vy)A(ve) = A(v) mit

: thy:r+thxs v +vy
1+thX1thX2 1+v232

v=c-th(x1+ x2) = (5.21)

(Additionsgesetz der Geschwindigkeiten). Im Limes ¢ — oo gehen die Boosts (5.20) iiber

in die Galilei-Transformationen
t=t, =zt —ot, 7?2 =%, 72 =73

und (5.21) in v = vy + vs.

Lasst man den Boosts (5.17) noch eine Drehung (5.16) vorangehen bzw. nachfolgen, so
erhilt man alle A € L1 :

Zerlegungssatz. Jede Lorentz—Transformation A € Ll lésst sich schreiben als

A = AR)A(Y)A(Ry) . (5.22)

Beweis. Sei y = Ax: Betrachte den Unterraum
M={z|2"=4"=0}.

Es gibt zwei Falle:
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a) dim M = 3. Dann ist M = {z° = 0} = {y® = 0}. M ist also invariant unter A, ebenso
das orthogonale Komplement

t={z|2' =2 =2 =0}
im Sinne der Metrik (5.8). Somit hat A die fiir Drehungen typische Blockform (5.16).

b) dim M = 2. Wir wihlen in M zwei orthonormierte Vektoren e,, e5. Durch eine
passende Drehung in {z° = 0} D M (bzw. in {y° = 0} D M) konnen wir errei-
chen, dass eg, e3 mit den 2— und 3-Richtungsvektoren in den x— (bzw. y—) Koordinaten
iibereinstimmen. Dann ist M = {z° = 2! = 0} = {y° = y' = 0} unter A punktweise
invariant. M+ = {2 = 23 = 0} ist zumindest als Menge invariant. Also hat A die fiir
Boosts typische Blockform (5.17). O

Nachtrag zur Herleitung der Lorentz-Transformationen.

Lemma 1. Sei A : R* — R* det A # 0. Falls A die Gleichung (£,€) = £Tgé = 0
mvariant lisst, dann ist
ATgA = ag , a#0.

Beweis. Aus &0 = =£[¢] folgt (£,€) = 0. Somit muss gelten

0= (A, A¢) = €7 ATgAE = B, ¢
——

B=BT

3 3
Z Boo + Bi) ( )2 i2ZBOk’g‘€k+QZBik§ifk
k=1

fiir alle 5 € R3. Da die unterstrichenen Funktionen linear unabhiingig sind, folgt
By =0, By, =0, By, = =By ,
d.h. B = Byyg und wegen det A # 0 ist By # 0. O

Lemma 2. Sei A : L — R stetig mit A\(-) > 0 und (5.12). Dann ist A = 1.

Beweis. Nach (5.12, 5.22) geniigt es, A(A) = 1 zu zeigen fiir A (i) eine Spiegelung, (ii)
einen Boost, und (iii) eine Drehung.

(i) Aus A? =1 folgt A(A)* =1, also A\(A) = 1.

(ii) Es gilt A(—x) = PA(x)P. Wegen A(P) = 1ist also A(—x) = A(x). Aus A(—x)A(x) =
1 folgt A\(x)? = 1.

(iii) Jede Drehung R € SO(3) ist eine Drehung um eine feste Achse € mit Winkel ¢. Bei
festem € ist R(p1)R(p2) = R(p1 + v2) und R(27) = 1. Also: A(p1)A(p2) = A(p1 + ¢2)
und A\(27) = 1. Sei nun ¢ = 27m/n (m,n ganz). Dann ist A(¢)" = A(27)™ = 1, d.h.
Ap) = 1. Da X stetig ist, folgt A(¢) = 1 fur alle ¢. O
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6 Relativistische Elektrodynamik und Mechanik

6.1 Elektrodynamik

Die Maxwell-Gleichungen erweisen sich als forminvariant unter Lorentz—Transformationen
(Lorentz 1904, Poincaré 1905). Zunéchst festzulegen ist allerdings das Transformations-
verhalten von p, 7, E, B unter Koordinatentransformationen. Am einfachsten geschiet
dies mittels Tensorfelder, s. Anhang B: p, ¥ werden als Komponenten eines 4-er Vek-
tors aufgefasst (4—er Strom)

j* = (ep,7) | (6.1)

E, B hingegen als Komponenten eines antisymmetrischen Tensors (elektromagneti-
scher Feldtensor)

0 E E, FDs
| =B 0 =By B, |
Fw=1_g B, 0o =B |~ Tw

—Lks —By B 0

(6.2)

d.h. E; = Fo;, Bi = —Fi11442, (1 = 1,2,3). Damit ist das Verhalten dieser Felder unter
affinen Koordinatentransformationen z# = A*, x" + a* festgelegt:

7(@) = j* (@) Ao
F,.(z)= Fag(x)A#“A,,ﬁ .
Die Maxwell-Gleichungen lauten in relativistischer Form

F},LV,O’ + Fau,u + Fya,u =0 5 (63)

P, =g (6.4)

Die Metrik geht darin ein iiber
Frv — Fa,B g gVﬁ )
In einem Inertialsystem, d.h. in einem, wo die Metrik die Normalform (5.8) hat, ist

0 —-E, —-F, —E
E1 0 —Bg B2
Eg B3 0 —Bl
Es —By, DB 0

P = = —F

Man priift nach, dass (6.3, 6.4) mit den Maxwell-Gleichungen (2.20, 2.21) tibereinstim-
men: (i =1,2,3)
Fioz+ Fa19+ Fog1 = — (B3 g + Bag + Biy) = —div B,

. 10B
Foiiv1 + Fiiv10 + Fivr0i = Eiiv1 — Bivao — Eiv1i = — (rot E+ - —> o
c Ot /it2
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F =B\ + Eyp+ By =divE,

—

i
F* = —=FEio+ Bit2ir1 — Biy1i42 = <l"0t B——-——

).

Als Tensorgleichungen gelten (6.3, 6.4) in beliebigen affinen Koordinaten, aber nur in
Inertialsystemen stimmen sie mit den Maxwell-Gleichungen fiir die durch (6.1, 6.2) de-
finierten Felder p,7, F/, B iiberein. Weitere Gleichungen der Elektrodynamik lauten in

Tensorform:
e Ladungserhaltung: Aus (6.5) und F* = —F"* folgt

-V 4
J',=ct" L, =0.

e Elektromagnetische Potentiale A,,:

Fo=A,,—Auy
erfiillt die homogene Maxwell-Gleichung (6.3) und ist mit A, = (¢, —A) dquivalent zu
(2.28):
104 -
Aip— Ao = (= 5=+ Vo)
. 0 c Ot TV i
Aiyoivt — Aigrive = —0i41(A)iyo + 0q2(A)iy1 = —(rot A);

e Bichtransformationen: [}, ist invariant unter

A, — AL — X,

mit einer beliebigen Funktion y(z). Das sind die Eichtransformationen (2.30).

e Lorenz-Eichung: (2.31) lautet
A, =0

e Wellengleichung: Bei Lorenz—Eichung lautet (2.33)

A" =

jﬂ
? .
O ist der Laplace-Operator bezgl. der Metrik (5.8). Die Wellengleichung folgt aus (6.5)

wegen

F# = 9,(0"AY — 9" AF) = OAY — 9 (A" ) .

e Retardiertes Potential: In Inertialsystemen ist

Al(z) = % / d'y Dyei (= )7 (y) -

Dabei sind d*x, D, (7) Lorentz—invariant (letzteres nur fiir orthochrone Transformatio-

nen). Denn: |det A| =1 fiir das eine,
1

Dyei(z) = Dy §(z#x,)0(z?)
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fiir das andere.
Transformation der Felder

Wir beschrianken uns fortan auf Inertialsysteme und damit auf Lorentz—Transformationen
AH,.

e Diskrete Transformationen (5.14):

— Raumspiegelung P

b)) —

Man sagt, E (bzw. B) transformiere wie ein Vektor (bzw. Pseudovektor).
— Zeitumkehr T'

Lo L L (6.6)
(E(z,1), B(Z,1)) — (—E(&, —t), B(Z, 1)) .

Eine weitere Symmetrie der Maxwell-Gleichungen ist die Ladungskonjugation C"

Die Zeitumkehr (6.6) hat den Nachteil, dass sie das Vorzeichen der Ladung wechselt. Man
kann sie aber ersetzen durch ihre Kombination mit C"

T: (p(f> t),Z_'(Zi", t)) — (P(fy —t), _T(f’ _t)) )

) ) 2 L (6.7)
(E(,t), B(Z,1)) — (E(7,—t), —B(Z, —t)) .

e Boosts (5.17): Fiir diese lautet (6.3)

_ P 7-7/c?
! VI—02/2 1?2’
i == /—m7 + d =1
1_/02/02 1_1}2/62’ )
= _ = EL+%6A§
Ey=Ey, Bi=—m=—r,
—v?/c
= - = B)L—%ﬁ/\E)
Bi=By, Bi=—=—rr,
—v?/e

wobei || und L die Anteile parallel und senkrecht zu ¢ bezeichnen. Diese Formeln gelten
allgemein fiir die Transformation auf ein achsenparalleles Inertialsystem, das sich ge-
geniiber dem urspriinglichen System mit der Relativgeschwindigkeit v (v = |v] < ¢). Zur
Herleitung sei 7 = (v,0,0) und setze 3 = v/c, v = (1 — 8?)~Y/2. Die F* transformieren
wie Produkte z#y” von Vektorkomponenten, z.B.

290 =y(=B2" + ") (Y’ — By') = 2"y’ + B2y) — B %" + 2'y')

46



also, mit F'* = —F"F

oder 725! = 2% - ~v(y' — py), d.h.
By =F =~(F* - BF?)=~(B; — BE») .

Aus (6.8) ist ersichtlich, dass die Aufspaltung des Feldes in einen elektrischen und ma-
gnetischen Anteil vom Bezugssystem abhéngt. Invariant sind

F*FE,, =2(B*—E*,  det(F,)=(E-B)?.

Somit ist - B invariant unter Ll (denn Ll ist zusammenhéngend). Zusammen mit dem
Verhalten unter P, T" ergibt sich

E-B=FE-BdetA
(Pseudoskalar). Die Aussagen E2 = B2 und E L B (ebene Welle) sind invariant.

6.2 Relativistische Mechanik

(Einstein 1905) Die Bewegung eines Teilchens ist dargestellt im R* durch seine Weltlinie
z(\) = (2°(X\), Z(N\)), wobei \ ein beliebiger Kurvenparameter ist, z.B. die Zeitkoordinate:

2(t) = (ct, T(t)) . (6.8)

Unabhéngig vom Kurvenparameter und Lorentz-invariant ist die Bogenldnge

) 1/2 (2)
/ dA(d—x, d—x) :/ ds |
(1) d\" d\ (1)
wobei (-, ) das Skalarprodukt zur Metrik (5.8) ist. Die Bogenlénge s ist charakterisiert
durch

dr dx 2’ ()
—, — =1 6.9

(ds’ ds) ’ (6.9)
CP

ds® = (dz, dx) = g,,, da" dz" .
Sie ist somit bis auf Transformationen s’ = As +
a (A = %1, a € R) eindeutig. Statt s beniitzen wir
die Eigenzeit 7 = s/c. Aus (6.8) folgt dann mit
U =dz/dt
ds® = (¢ —v?) dt* |

dr =dt - \/1—v2/c%. (6.10) /(1)

8
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— Der Name Eigenzeit rithrt davon her, dass d7 = dt im Ruhesystem des Teilchens (ein
Inertialsystem, in dem das Teilchen momentan die Geschwindigkeit Null hat).

— Wir haben v < ¢ vorausgesetzt. Geometrisch bedeutet dies, dass die Weltlinie in-
nerhalb des Lichtkegels durch jeden ihrer Punkte verldauft. Diese Bedingung ist mit der
Bewegungsgleichung vertriglich (siehe spéter): gilt sie zu einer Zeit, so zu allen.

— Durch die Wahl der positiven Wurzel in (6.10) hat dr stets das Vorzeichen von dt.
Deshalb ist d7 ein Pseudoskalar unter Lorentz—Transformationen,

d7 = sgn(A°o)dr .
Wir bilden die Pseudovektoren (bzgl. Zeitumkehr)

_dx
dr
p=mu (4—er Impuls) .

u (4—er Geschwindigkeit) ,

Hier ist m > 0 die (Lorentz—invariante) Masse des Teilchens. Aus (6.9) folgt

(w,u)=¢*,  (p,p) =m?c¢. (6.11)

In Komponenten ist

1
UN:—(Cag)a pu:L(qﬁ)?

V1—0v2/c V1—0v2/c?

wobei stets p® > 0 ist. Der 4-er Impuls liegt auf einem durch

m bestimmten ‘Massenhyperboloid’ im R*: (p%)?—p? = m?c?. 7

Wir betrachten nun ein Teilchen (Masse m, Ladung e) in einem &dusseren elektromagneti-
schen Feld. Seine Bewegungsgleichung im Ruhesystem (' = 0) soll die nichtrelativistische
sein:

mi = e E(T,1) . (6.12)

Um die Bewegungsgleichung in einem beliebigen Inertialsystem zu finden, geniigt es eine
Lorentz—invariante Gleichung anzugeben, die fir v = 0 mit (6.12) iibereinstimmt. Diese
ist

dp" e
= pw ,
dr mc (©)p
Sie schreibt sich namlich als
c
V1—v2/c2dt \J1 —v2/c2 | V2
U3
0 _El —E2 —E3 C
i FE, 0 —Bg By m —U1
mc E2 Bg 0 —Bl /1 — ’U2/C2 —V9 ’
E3 —BQ Bl 0 —Us
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also als
2

da , d mc -

- - " _—eE-7 6.13
d d mu - U =
— — E+-AB) . 6.14
dt ( + c ) (6.14)

‘): —_— = e
P=a V1—v?/c?
Fir v = 0 reduziert sich (6.14) auf (6.12) und (6.13) ist trivial. Im allgemeinen folgt
(6.13) aus (6.14): Nach (6.11) ist (p,dp/dt) = 0 und somit

dp® dp’ ~ L

0 = =~ =eE-p=pel - — .
Prlgg =P e — 7P PR

Rechts in der relativistischen Bewegungsgleichung (6.14) steht die Lorentz-Kraft (2.22),
rechts in (6.13) deren Leistung. Also ist

2
0 me

ey

als relativistische kinetische Energie aufzufassen. Die Leistung (6.13) ist iiber ein end-
liches Zeitintervall beschrinkt, falls F es ist; dann ist es auch c¢p®, womit das Teilchen
v = ¢ nicht erreichen kann. Fiir v < ¢ ist
mc? , 1

———=mc + -mv-+... :

N 2
%mzﬂ ist die nichtrelativistische kinetische Energie, mc? heisst die Ruheenergie des
Teilchens. Sie spielt eine Rolle bei Stossprozessen. Dort ist der Gesamtimpuls P* erhalten,
dafiir die Gesamtmasse nicht mehr! Beispiel: symmetrischer Zerfall:

vorher: @ P* = (Me,0)
1

nacher: Pt = ———— (2me,0)
iT@ @—% V1—=v?/c?

U
Somit ist

2m = M+/1 —v?/c2 < M .

Lagrange—Funktion. Die Bewegungsgleichung (6.14) ist die Euler—Lagrange Gleichung
zur Lagrange—Funktion

L(Z,7,t) = —mc*y/1 — v2/c2j—e<<p - g : ,I) , (6.15)

(&
g

2
_m62+%+m

die fiir v < ¢ in die nichtrelativistische Lagrange-Funktion iibergeht (bis auf die hier
unwesentliche Konstante —mc?). In der Tat:

oL muy e
I ———— kanonischer Impuls) ,
o, T o2)2 Y k ( puls)
d OL d muy e (0A
- = - A
A oo Al e e + c< BN + k,l'Ul> )
oL

e
a5 — €Yk + - Al,kvl .
oxy, 1
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Die Euler-Lagrange Gleichung (d/dt)(OL/0vy) — (0L/0xy) = 0 lautet deshalb

d m U 1 aAk> e

& e e ) e B A

Ey (6A§)k

was mit (6.14) tibereinstimmt. Die Lagrange-Funktion (6.15) ist selbst nicht Lorentz-
invariant, wohl aber

L 5 €
Ldt = ————=dt = —(mc + E(U,A))dT.

V1—=v?/c?

Das Hamiltonsche Variationsprinzip fiir die Weltlinie des
Teilchens hat somit die invariante Form

5/((2) (m02 + < (U,A))dT =0

1) c

bei Variationen mit festen Endpunkten im R%.

ST

L ist auch nicht eichinvariant: unter einer Eichtransformation (6.5) dndert sich L um ein
totales Differential
e/ox . =
L—>L+—<—+U-Vx> =L+-—,
c\ ot c

wodurch die Bewegungsgleichung unveréndert bleibt.
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7 Die friihe Quantentheorie

7.1 Das Plancksche Strahlungsgesetz (1900)

Nach klassischer Vorstellung ist ein Teilchen (z.B. ein Elektron oder ein Atom) charakte-
risiert durch Ort und Geschwindigkeit, deren Angabe beliebig genau sein kann; eine Welle
hat eine bestimmte Frequenz und Wellenzahl, oder ist eine Superposition von solchen. Ein
(elementares) Teilchen ist unteilbar und verldauft auf einer Bahn; eine Welle ist teilbar und
die Teile kénnen miteinander interferieren. Licht besteht aus elektromagnetischen Wellen
und Materie aus Teilchen. Die beiden wechselwirken miteinander und gelangen, in einem
verspiegelten Hohlraum eingeschlossen, zu einem thermischen Gleichgewicht, das Planck
untersuchte.

Das zunéchst freie elektromagnetische (e.m.) Feld geniigt auf Grund der Maxwell-Gleich-
ungen der Wellengleichung

= 1 0
OF = it O=—-— —
E=0 mit 290 A
und der Nebenbedingung B
divE =0, (7.1)

(analog fiir B). Der Separationsansatz

E(#,t) = f(t)E(Z)

fithrt auf L
2 fE@) = f(HAE(Z)
und weiter ,
J—— —AE:“Z—Q* (7.2)

fiir eine Konstante w? (> 0): Dies sind die Bewegungleichung eines harmonischen Oszil-
lators, bzw. die Eigenwertgleichung fiir —A. Auf dem Rand des Hohlraums sollen die
Randbedingungen

OE,
on
ideal leitender Winde gelten. Wahlt man diesen einfachheitshalber als den Wiirfel 0 <
x; < L, (i=1,2,3), so lauten die Eigenschwingungen

Ei(Z) = E;cos(k;x;) sin(kip12i41) sin(kjpomipo) - (7.3)

Die Randbedingungen (E; = 0 fir z; = 0,L (j # i); OF;/0x; = 0 fiir ; = 0, L) sind
erfiillt, falls

Ej =0, =0

ki = —n; , n; ganz, > 0, hochstens ein n; = 0. (7.4)

Mit E = (Ey, By, E3) und k = (ky, ks, k) verlangt (7.1) E -k = 0: zu jedem k gibt es
zwei linear unabhéngige Eigenschwingungen mit Eigenfrequenzen w = ¢ - |k|. Die Zahl
der Eigenschwingungen < w ist nach (7.4) asymptotisch fiir w > ¢/L

L\*® 3
N(w)_2~g.?-(w—) _Y W
e
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fiir grosse w, wobei V = L3, bzw.
AN w?
do w23
Planck stellt sich die Materie vor als bestehend aus Oszillatoren (“Resonatoren”) verschie-

dener Frequenzen wy, welche die sonst unabhéingigen e.m. Schwingungen ins Gleichgewicht
bringen. Er geht dabei in zwei Schritten vor:

(7.5)

i) Die Resonatoren der Frequenz wy werden durch das e.m. Feld angeregt und strah-
len auch zuriick. Das resultierende dynamische Gleichgewicht zwischen mittlerer
Energie der Eigenschwingung, U,,, und das Resonators, £, ist

Uwo - Ewo . (76)

ii) Danach wird E, im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur 7' bestimmt
(und damit auch U,).

Die Energieverteilung kann dann durch die spektrale Energiedichte u(w,T") beschrieben
werden:

V-u(w, T)dw = U, - dN
ist die Energie aller Moden mit Frequenzen in [w,w 4 dw); also

w? -

w(w,T) = —==U, . (7.7)

w
m2c3

i) Die Schwingung eines Resonators, be ™! geniigt der Differentialgleichung (Newtonsche
Gleichung)

mb + vb 4+ mwib = ee™t | (7.8)

falls sie durch eine Schwingung ~ e ! einer Komponenten £ des elektrischen Felds an-
geregt wird. Dabei sind m,e die Masse, bzw. die Ladung des Resonators und v =
e?w3 /(6mc?) ist eine summarische Beschreibung der Strahlungsverluste (s. Elektrodyna-
mik). Also ist

- % €€ 1
wd —w? — 00 2muwy wp —w — L
fiir w &~ wy, mit entsprechender (ungestorter) Energie
e£\2
m m (%)
E, (w) = —(w? + W) |b* ~ mw?|b]* ~ — m . 7.9
0() 2( + O)|‘ O|| 4(0.}0—0.})24-(%)2 ( )

Sind die Phasen der verschiedenen Moden unkorreliert, so sind ihre Beitrége (7.9) im
Mittel additiv. Die Gesamtenergie eines Resonators ist damit

E,, = / B (w)dN(w) = 3V|E,,|* = Uy,
0

unter Verwendung von (7.5) und von (2% 4+ a®)~! ~ Z§(x). Die letzte Gleichung folgt aus
der Tsotropie der Strahlung: 3V[E,, |2 = V|EL,|? = Ul,.
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ii) Folgende Uberlegung, die Planck nicht machte, dréingt sich hier auf. Die Wahrschein-
lichkeit, ein Hamiltonsches System mit Phasenkoordinaten p, ¢ in dpdq zu finden, ist bei
der Temperatur 7" nach Boltzmann

w(p, q)dpdq = dpdq , (7.10)

Z(P)

wobei H die Hamiltonfunktion ist, 8 = (kT)~! die inverse Temperatur, k die Boltzmann-
Konstante und

Z(B) = /dpdqe_ﬁH(p’Q) . (7.11)

Die mittlere Energie ist damit

o / dpdq H(p, ¢)w(p, ) = —% log Z(6) .

Fiir einen 1-dimensionalen harmonischen Oszillator,

2
1
H = p__'__n/"("'}(Q)q2 )

2m 2
ist (7.11) ein Gausssches Integral,
2m
Z(8) = —
3=
und damit .
E:E:kT, (7.12)

was unabhéngig von wy ist. Wendet man dies auf die Resonatoren an und, indirekt iiber
(7.6), auf U,, (oder, wie Rayleigh, direkt auf die Feldoszillatoren (7.2), ohne auf die
Einstellung des Gleichgewichts einzugehen), so folgt aus (7.7)

w2

(Rayleigh 1900, berichtigt durch Jeans 1905). Dieses Verhalten fiihrt auf die Energie pro
Volumeneinheit

Amm%me:m> 0

(“Ultraviolettkatastrophe”) und steht im Widerspruch zum experimentellen Verhalten

u(w, T) ox wie KT (7.14)
fiir grosse w (Wien, 1896). Planck folgerte iiber (7.6, 7.7) E,, o we #* und bemerkte,
dass h (damals anders benannt) eine neue Naturkonstante sein musste.

u(w,T) Rayleigh-Jeans

EV
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Am 7. Oktober 1900 erfuhr Planck von Messungen, die eine Abweichung vom Wienschen
Gesetz zeigten. Noch am selben Tag dnderte er den Ausdruck fiir £, ab und gelangte so

zum Strahlungsgesetz
w?  hw

hw

_—7
T2 err — 1

(7.15)

u(w,T) =

(s. Ubungen fiir Details). Sie interpoliert zwischen (7.13) und (7.14). Aus dem Vergleich
mit der neuen experimentellen Kurve fand er

h=1,04(1,05549) - 1073 J - s,
k=1,34(1,3807)- 107 J - K

(in Klammern die heutigen Werte) und auch den damals besten Wert fiir die Avogadro
Zahl

R
Na= =6, 17 (6,022) - 10** mol " .

Die grossartigste Bestétigung fand das Plancksche Gesetz (7.15) in der gemessenen Spek-
tralverteilung der kosmischen Hintergrundstrahlung bei 7" = 2, 73K (COBE 1992, WMAP
2003).

Nachtréglich (14. Dez. 1900) begriindet Planck (7.15) so:

“Wir betrachten aber — und dies ist der wesentlichste Punkt der ganzen Berech-
nung — F als zusammengesetzt aus einer ganz bestimmten Anzahl endlicher
Teile und bedienen uns dazu der Naturconstanten i = 6,55 - 10727 [erg: sec].”

(hier ist F die Energie eines Resonators und h = 27h).

Die gleichen Teile setzt er dann gleich Awg, d.h. die moglichen Energien eines Resonators

sind quantisiert:
E, = nhwy , (n=0,1,2,...) . (7.16)

Dies bedingt die Ersetzung von (7.10) durch

e—Bnhwo 1

_ S —pBnhwo _
zm 0 20= ;e T 1o P

Wy =

und damit
hwo

~ 0
B=—p5loe2(8) = G

was iiber (7.6, 7.7) auf (7.15) fiihrt. (s. Ubungen fiir Plancks fiquivalente Uberlegung).

Beachte, dass Planck die Feldoszillatoren nicht quantisierte. Als Einstein dies tat (s. un-
ten), erschien ihm der Schritt zu radikal. Umgekehrt beméngelte Einstein, dass die Quan-
tisierungshypothese (7.16) im Widerspruch zum kontinuierlichen Energieaustausch steht,
wie er in (7.8) zum Ausdruck kommt.
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7.2 Licht als Teilchen (Einstein 1905)

Der 1. und 2. Hauptsatz der Thermodynamik besagen in knapper Form dU = T'dS —pdV,
d.h.

1 D
dS = —d d 1
S TU+TV, (7.17)

wobei S: Entropie, U: innere Energie, V: Volumen, p: Druck, T: Temperatur sich auf
Gleichgewichtszusténde eines physikalischen Systems beziehen. Diese sollen durch Angabe
zweier Zustandsvariablen, z.B. U und V', bestimmt sein. So legt (7.17) die partiellen

Ableitungen von S(U, V) fest:
95y _1 95y _»p
o), T’ o), T
e Fiir ein ideales Gas aus NN Teilchen ist nach dem idealen Gasgesetz

95) _p _ Nk
o), T V'

VoS
Vo a

also

v v\"
S(U,V)—=S(U, V) = —dV = Nklogv = klog : (7.18)

Vo

e Ein Ostzillator hat nur eine unabhéngige Zustandvariable, z.B. u oder 1. Im Wien-
schen Grenzfall hat ein Feldoszillator der Frequenz w die (mittlere) Energie

hw

W(T) = hee # |

sodass
ds 1 . k o U
T T he e

/—du— ——(log%—l) (7.19)

(verwende [logz dr = z(logz — 1); die Wahl der Integrationskonstanten ist unwe-
sentlich).

e Einstein betrachtet als System das e.m. Feld im Hohlraum im Frequenzbereich
[w,w + Aw) (monochromatische Strahlung). Dessen Entropie und Energie sind

S(U,V)=AN -s(u) , U=AN - u,

wobel 2

AN = V—Aw

w23
die Anzahl Oszillatoren ist. Also, mit (7.19),

SWU,V) = AN (_ kaéfN) | (log (hzTgv) ) 1)

kU |4 Vo e
S(U, V)= S(U,Vy) = %logvo = klog (Vo) )

und
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Nun vergleicht dies Einstein mit (7.18) und schliesst:

“Monochromatische Strahlung geringer Dichte (innerhalb des Giiltigkeitsbe-
reich der Wienschen Strahlungsformel) verhilt sich in wérmetheoretischer Be-
ziehung so, wie wenn sie aus voneinander unabhéngigen Energiequanten von
der Grosse hw bestiinde.”

Als Gleichung:
E=hw. (7.20)

Er wendet diesen “heuristichen Gesichtspunkt” an, um “zu untersuchen, ob auch die
Gesetze der Erzeugung und Verwandlung des Lichts so beschaffen sind, wie wenn das Licht
aus derartigen Lichtquanten bestiinde”. Eine Anwendung ist auf den photoelektrischen
Effekt (entdeckt 1887, Hertz).

Beobachtung (Lenard 1902): Die Ener- = ,

gie T' der emittierten Elektronen hangt Licht der Frequenz w
(monoton wachsend) nur von der Fre- ~
quenz, nicht aber von der Intensitét Metall

der einfallenden Strahlung ab, entge- -

gen der klassischen Vorstellung. Davon Elektronen der
abhéngig ist hingegen die Emissionsra- Z kinetischen Energie T
te.

Deutung (Einstein 1905): ein Lichtquant Aw wird an ein einziges Elektron iibergeben,
das dann aus dem Metall mit der Energie

T=hw—-W (7.21)
(W: Austrittsarbeit) entweicht. (Erst um 1915 waren die experimentellen Daten gut
genug, um (7.21) zu bestatigen.)
7.3 Die Bohrsche Quantenhypothese (1913)
Atome weisen diskrete Lichtemissionsspektren auf. Fiir das Wasserstoff-Atom gilt die
empirisch hergeleitete Formel

11
Wnm = (___)> nm=12..., n>m, (7.22)

(Balmer 1885, aus den 4 Linien m = 2, n = 3,4,5,6).

Bohr nimmt an (analog zur Planckschen Quantisierung des Resonators, aber gegen klassi-
sche Vorstellungen), dass das Atom nur in Zustdnden mit diskreten Energien E,, existieren
kann. Strahlung (ndhmlich ein Lichtquant) der Frequenz

1
nm:_En_Em
o = +(Eo  By)
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wird emittiert beim Ubergang n — m, E,, < E,. (Auch der Ubergang m — n ist
moglich unter Absorption eines Lichtquants gleicher Frequenz.) Mit diesem Ansatz wird
der spektroskopische Befund (7.22) als Energiebilanz erklart. Fiir das H-Atom ergibt sich

1
E, = —Ryﬁ , n=12... (7.23)

mit Ry = R - h.

Als Modell des Atoms verwendet Bohr das von Rutherford (1911): Ein Elektron (Masse
m, Ladung —e) im Feld eines viel schwereren Kerns (Ladung e), den wir zunéchst als
fest annehmen. Léngs klassischen Bahnen wiirde das Elektron strahlen und so dem Kern
stets ndher kommen. Bohr wiihlt die Quantenzustéinde unter den Kreisbahnen (Radius r,
Winkelgeschwindigkeit w, Drehimpuls L, Energie F). Fiir diese gilt

, € ) L* €
mrw® = — | L=mr‘w, E= 5~ —
r 2mr r
Daraus folgt
L? me? me?
T e o YT

Nach (7.23) muss L  n sein. Bohr setzt als Quantenbedingung;:

L, =hn, (n=1,2,...) (7.24)
und findet
h2
T = agn? ag = — (Bohr-Radius) ,
me
1 me*
E,=-Ry-—, Ry = oh (Rydbergkonstante) | (7.25)
2Ry

mit den heutigen Werten
ap = 0,529177 107" m | Ry = 13,6058 eV .

Beriicksichtigt man die Mitbewegung des Kerns der Masse M, so ist m durch die reduzierte

Masse zu ersetzen; ebenso seine Ladung e durch Ze bei wasserstoffahnlichen Ionen wie
He™; also Ry in (7.25) durch
M

M +m
Die Wahl von & als Proportionalitéatsfaktor in (7.24) ist zwingend, falls man die Giiltigkeit

der klassischen Strahlungstheorie fiir grosse n fordert: beim Ubergang n — n—1 soll dann
Licht der klassischen Umlaufsfrequenz w,, ausgestrahlt werden. In der Tat stimmt

Z?

Ry .

Ry 1 1\ _ 2Ry
s = (G ) S e (02
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mit (7.26) tiberein. Spéter (1923) erhebt Bohr dies zum Korrespondenzprinzip: Die
Quantentheorie reproduziert die klassische Physik im Grenzfall grosser Quantenzahlen.

Grosse Erfolge der Bohrschen Theorie waren u.A.:

— Der richtige Wert von R.
— ayp als richtige Grossenordnung der Atome
— Die Erklarung des Verhéltnisses Ry + : Ry = 4, 0016.

7.4 Die Quantisierung der Wirkung (Sommerfeld 1915)

Sommerfeld verallgemeinert die Bohrsche Bedingung (7.24). Die Quantisierung der ge-
bundenen Bahnen eines Hamiltonschen System mit einem Freiheitsgrad ist die Quan-
tisierung der Wirkung;:

j{pdq = 2mnh = nh , (n=1(0),(+)1,(£)2,...), (7.27)

wobei das Integral sich iiber eine Bahnkurve erstreckt.

Beispiele. 1. Das ebene Pendel (Masse m, P
Lénge [) mit Hamiltonfunktion

2

H(p,py) = — mgl cos ¢ .

©
2ml? -7

26

hat je eine Bahnkurve bei Energien £ < mgl,
aber je zwei, falls £ > mgl. Nur im zweiten
Fall kann n auch negativ sein.

2. Harmonischer Oszillator. Die Bahnkurve der Energie

E, , »
P 1 5, A
om AT =8 o amE
ist eine Ellipse im Phasenraum, also ,’/ A RN N\
[ [ \ \ -
'\ ! \' q'
2E 2 E \\ ~_L-" 2N
j{pdq:W\/QmE- —wo_lz—ﬁ N
m wo V2B [muwy !

und (7.27) liefert
E, = nhwg )

was tiberraschend mit Plancks Postulat (7.16) ibereinstimmt.

3. Ein Teilchen, dass sich frei lings einem Kreis bewegt (Phasenkoordinaten (¢, p,),
0 < ¢ < 2m). Der Drehimpuls p, = L ist erhalten. Also ist

]{p¢dgp =2rL
und (7.27) ist (7.24).
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Die Bedingung (7.27) ldsst sich auf vollstindig separable Systeme (s. Allgemeine Me-
chanik) mit f Freiheitsgraden erweitern: Solche, fiir welche die zeitunabhéngige Hamilton-

Jacobi Gleichung
aS 08
Hlgq,... — ..., — | =FE=
(q7 4y, 8(]1 ) ) 8qf) aq

(H(q,p): Hamiltonfunktion in passenden Koordinaten) eine vollstéindige Losung der Form

M-

S(qla"‘7Qf7ala"'7af): Sk(QIfaala"'aaf)

k=1
besitzt. Dabei sind (o, ..., ar) = a Erhaltungsgrossen. Im 2f-dimensionalen Phasen-
raum verlauft die Bewegung auf dem Schnitt von f durch a bestimmte Flachen
oS 0S5k
= — = — E=1,... ) 7.28
Pk an (Q7 O‘) aqk (Qka Oé) ) ( ) ) f) ( )

Fiir festes k definiert die Gleichung einen (topologischen) Kreis in der (g, py)-Ebene,
falls die Bewegung beschriankt ist (wie fiir f = 1 die Kreise in der Figur). Die f-
dimensionale Schnittfliche ist deren kartesisches Produkt und somit ein Torus. Die
Sommerfeld-Bedingung ist anwendbar: Sie zeichnet als erlaubt diejenigen Tori (und nicht
spezielle, darin verlaufende Bahnen) aus, fiir welche

furallek = 1,... f, wo pj durch (7.28) gegeben ist. Dies bestimmt (c, . .. ay) als Funktion
der nj und insbesondere die moglichen Energien E,, ., ;e

Beispiel. Das 2-Korperproblem (s. Allgemeine Mecha-
nik). Nach Separation der Schwerpunktsbewegung und
Verwendung von Polarkoordinaten (r, 0, ¢) fiir die Rela-
tivbewegung,

€3

T=re , T =ré, +rhep+r(sinf)pe,, ,

lautet deren kinetische Energie

T = %(TQ + 120 + 2 sin® 0p?)

mit kanonischen Impulsen
2

P =mr, po = mr26 Dy = mr sin? ¢ .

Der Drehimpuls ist

L=mTZAZ=mr20c. Aé+ mr?(sin 0)pe,. A €y = Doy — P%@; ,
sin
sodass
- - p?o
L-és=p,, L2 =p2+ 7.30



Die Hamiltonfunktion lautet

r2 " r2¢in’4

und die Hamilton-Jacobi Gleichung

{8 218 (8 Y vor-o=n

ist vollstdndig separabel. Der Ansatz
S = 5,(r)+ S(0) + S, ()

fiihrt auf

95, _
op 7

95y ’ ai 2
(36’) T omze Y0

(§g4+%ZZME—WWV

Damit kénnen Wy (), (k =1,0,¢), in (7.29) berechnet werden:

Wy(a) = 27ma, |
%)
Wo(a) =2 /emi,,zw—emax ai — o 00[(9 =2m(vp — ) |
also
(W + W@) (7.31)

= 2/ \/Qm E—V(r dr (7.32)

Nach Quantisierung der Wirkungen (7.29) sind die erlaubten Drehimpulse und Ener-
gien durch die Quantenzahlen n,,n,, ng bestimmt, s. (7.30, 7.31, 7.32):
E-egzawzn@-h,
L* = a} = [(n, + ne)hJ?
=1

E=FE,,

Die Energien hingen nur von zwei (statt 3) Quantenzahlen ab, dafiir kommt jede 21 + 1
mal vor (Entartung), denn |n,| <1 wegen |L-e3| < |L|, also (n,,ng) = (=1, 2),...,(l,0).
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Spezialfall: Wasserstoff-Atom (Kepler-Problem), d.h. V(r) = —e?/r. Dann ist fiir
E < 0 (damit Bahnen gebunden)

Tmax 2me? a2 me?
) =2 \/2mE+ 9dr——27roz —_),
/rmm ( o v —2mE )

(verwende

Tmax B
/Tmm \/ A+2———dT——27T<\/E—ﬁ>
fir A, B,C > 0), und damit

nyh = —Ih+ ¢ % L (=12,
m€4
2n2h2’

Dies stimmt mit (7.23) iiberein. Die Entartung ist nun

E,=- m=n,+1=1,2,...).

—

5 (204 1) =n?. (7.33)

Il
=)

Die Entartungen sind Ausdruck von Symmetrien: der Rotationen (Drehimpulserhaltung)
beim 2-Korper-Problem und, dariiber hinaus beim Kepler-Problem, der Erhaltung des
Laplace-Lenz-Vektors.

Auf Systeme, die nicht separabel sind (und dies ist der generische Fall), ist Sommerfelds
Bedingung nicht anwendbar.
7.5 Emission und Absorption (Einstein 1917)

Einstein gibt eine neue Herleitung des Planckschen Gesetzes (7.15). Auch er bestimmt
die spektrale Energiedichte des Strahlungsfelds iiber das Gleichgewicht mit der Materie,
ohne allerdings weder (7.6) noch ein konkretes Modell der Materie, wie die Resonatoren,
zu verwenden. Die Molekiile, die einfachheitshalber alle von derselben Sorte seien, haben
diskrete Energien FE,, wobei Entartungen (E, = E,, fiir n # m) erlaubt sind. Jedes
Molekiil kann folgende Ubergiinge eingehen:

e spontane Emission: Ubergang n — m, (E, > E,,) mit

Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit: A, . (7.34)

e induzierte Emission, bzw. Absorption in Anwesenheit von Strahlung: Ubergang
n—m, (E, > E,, bzw. E, < E,,) mit

Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit: By, u(wpm,) - (7.35)

wobei u(w) die spektrale Energiedichte ist und w,,,, eine durch n und m festgelegte
Frequenz: wy,;, = Wmnn-
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Im thermischen Gleichgewicht (Temperatur 7') ist die mittlere Anzahl Molekiile im Zu-
stand E,,
o—En/kT

7
wobei N deren Gesamtzahl und Z = Y e En/FT die sogenannte Zustandsumme ist. Fiir
die Zahl der Molekiile, die pro Zeiteinheit den Ubergang n — m machen, setzt somit
Einstein:

N, =N -

W, ——= Ee*En/kT . Bnmu(wnm) + Apm (En > Em) ,
nm 7 Bnmu(wnm) s (En < Em) .

Im Gleichgewicht ist W,,,,, = W, also fiir E,, > E,,:

Anm (an En—Em )1

u(wnm,T):B 7 € - —1

(7.36)

mit expliziter T-Abhéngigkeit der rechten Seite! Aus der Wienschen Strahlungsformel
(7.14) folgt deshalb die Bohrsche Frequenzbedingung

E, — FE,, = const - wym =: Anm -

Weiter soll bei festen n, m fiir 7" — oo das klassische Rayleigh-Jeans Gesetz (7.13) gelten.
Dies verlangt zunédchst u — oo fiir 7' — oo, also

B = Bum (7.37)

und dann weiter

A En—Em -1 A kT w?
(oo )7 A BT
Bnm <e N -~ Bnm hwnm m2c3

Daraus folgt die Beziehung

A w3

= 7.38

Bnm w23 (7.38)
zwischen spontaner und induzierter Emission und (7.36) wird zum Planckschen Strah-
lungsgesetz (7.15) fiir u(wym,T"). Weil darin alle Molekiileigenschaften entfallen, muss es
fiir beliebige Frequenzen w gelten. Die Berechnung der molekularen Grossen E,, A,
By bleibt der spéteren Quantenmechanik vorbehalten . Zum Vergleich mit ihr ist es
zweckmissig, die Wahrscheinlichkeit (7.35) fiir induzierte Ubergénge auf die mittlere An-

zahl Lichtquanten U, /hw in einer Mode der Frequenz w = w,,, zu beziehen, vgl. (7.7),

hwgm D,
Bnmu(wnm) - Bnmmenm = Bnm ' anm .
Dann vereinfacht sich (7.38) nédmlich zu
Anm - Bnm .

Bemerkenswert ist die Beschreibung (7.34) der spontanen Emission: Selbst im Vakuum
(u=0) gibt es fiir ein Molekiil in einem bestimmten Quantenzustand nur eine Wahr-
scheinlichkeitsaussage fiir das zukiinftige Verhalten. Dieser prinzipielle Verzicht auf
eine (im klassischen Sinn) kausale Dynamik haftet der ganzen Quantentheorie an.
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In derselben Arbeit erweitert Einstein seine Lichtquantenhypothese (7.20) zu einer relati-
vistisch kovarianten Beziehung zwischen dem 4er-Impuls (E/c, p) und dem 4er-Wellenvek-

tor (w/ec, k),
( Epzc ) N h( wéc ) o bawe pR= kY, (7.39)

und schliesst somit, dass ein Lichtquant auch einen Impuls = Ak mit |l;| = w/c tréigt.

7.6 Licht als Teilchen (Compton 1922)

Der direkte Nachweis der Wellen-Teilchen Dualitdt des Lichts lieferte Compton. Bei
der Streuung von Rontgenstrahlen an (ruhenden) Elektronen dndert sich der Impuls der
Lichtquanten (Teilcheneigenschaft) und wegen (7.39) die Wellenldnge A der Strahlung
(Welleneigenschaft):

vorher: nachher:
hk 7 =0 4
Pe R
v e .0 .
v
Aus der Energie-Impuls Erhaltung
hkt + p* = RE™ + p™*
folgt
4dmth 0
N =)A= —sin’ . 7.40
——sin" 5 (7.40)

Rechnung: Das Minkowski-Quadrat von (k' —k#) = pt —p'* ist —I*k*E|, = m?c® — p/'p),
mit

T o 0
kMK, = [K[|K'|(1 — cos 0) = 2|k||K'| sin? 3
E' o .
/ !
P, = me = me(me + hlF| ~ HIF)
also
27 0 — —
2[R sin® § = meh([F — [F))
Mit A = 27 /|k| folgt (7.40).

7.7 Teilchen als Welle (de Broglie 1923)

De Broglie iibertrigt die Wellen-Teilchen Dualitidt von Licht auf Materie: einem Teilchen
mit Impuls p* ist eine Welle (“Materiewelle”) zugeordnet mit Wellenvektor £, wie in
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(7.39). Aus ptp, = (E/c)? — p? = m?c* folgt das Dispersionsgesetz dieser Wellen:

w(k) =c (%)2 k2.

In nicht-relativistischer Ndherung, wo

=2
p

E(p) =mc + — 41

(P) =me+ o, (7.41)
lautet es .
S mc® hk?

k)= ——+4+ — A2

Wy =" 2 (7.42)

wobei die unterstrichenen Terme der Ruheenergie entsprechen. Nicht relativistisch be-
trachtet kann eine solche Konstante in der Energie E(p) weggelassen werden und ebenso

(siche spéter) bei der Frequenz w(k).

De Broglie vermutet, dass sich Beugungs- und Interferenzerscheinungen auch mit Teil-
chenstrahlen ergeben.

Beispiel. Doppelspaltexperiment
Einzelspalt Schirm Doppelspalt Schirm

Pl Intensitét o~ Intensitat

Die Intensitét beim Doppelspalt ist nicht die Summe der Intensitédten von je einem offenen
Spalt. Die Interferenz deutet darauf hin, dass hingegen Amplituden additiv sind. Das Ex-
periment kann heute mit Elektronen, Neutronen, ja Fulleren-Molekiilen Cgy durchgefiihrt
werden.

Weitere Entwicklungen, auf die wir hier nicht eingehen, waren das Ausschlussprinzip
(Pauli, 1925), welches mit einem weiteren, 2—wertigen Freiheitsgrad im Zusammenhang
steht (Pauli, 1924); letzterer wurde sodann als Spin des Elektrons gedeutet (Uhlenbeck,
Goudsmit 1925).

Darauf folgte die moderne Form der Quantenmechanik in der Gestalt der Matrizenmecha-
nik (Heisenberg, dann Born und Jordan, sowie Dirac, alle 1925) und der Wellenmechanik
(Schrodinger 1926), auf die im néchsten Kapitel eingegangen wird.
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8 Wellen- und Matrizenmechanik

8.1 Wellenmechanik und Schrédinger-Gleichung

Nach de Broglie, s. (7.39), ist einem Teilchen mit Impuls p eine Welle (Zustand)

Up(@) = FF (5= hE) (8.1)

zugeordnet. Allgemeine Zusténde ergeben sich durch Superposition

(@) = () S [ PG (8.2
Die Zeitentwicklung eines Zustands der Energie E ergibt sich durch Multiplikation mit
et (E = hw) .

Fiir ein freies Teilchen ist F = F(p) und damit

w(E,t) = (2mh) S [ TG gy

Die Bewegung des Zustands erfiillt

lh(‘;_@tb _ (27Th)_3/2/ei(ﬁﬁ_E(mt)/hE(ﬁ)QZ(ﬁ)dgp

und, falls das Teilchen nicht-relativistisch (7.41) ist,

G

Anders gesagt: Dies erhilt man aus (7.42) durch die Substitution

a — —
i— k— —i .
Wiz — —iV (8.3)

und Anwendung auf ¢(Z,t). (Fir ebene Wellen eiF7=1) Jigfern ja die rechten Seiten (8.3)
die linken.)
Fiir ein nicht freies Teilchen mit klassischer Hamiltonfunktion

—9

p o
J2
2m—|—V(x)

liefert (8.3) die Schrodinger-Gleichung

(8.4)

Damit ist H auch quantenmechanisch die Erzeugende der Zeitentwicklung. Fiir Wellen
fester Frequenz,

W(T, 1) = p(@)e
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lautet (8.4) )
At + h—?(E — V(@) =0. (8.5)

Schrodinger (1926) erhielt diese zeitunabhéngige Gleichung als wellenoptische Verallge-
meinerung der Hamilton-Jacobi Gleichung. Hier soll sein Weg skizziert werden: In der

skalaren Wellenoptik ist eine Lichtwelle fester Frequenz ¢ (Z,t) = ¥(Z)e " eine Losung
der Gleichung (mit Wellenzahl k(%) = wn(Z)/c und Brechungsindex n(Z))

A+ k) =0 (3.6)

Sie kann unter Umstédnden (siehe unten) ein Biindel von Lichtstrahlen beschreiben iiber
die Zerlegung -

Y (@) = A7)
in Amplitude A(Z) und Phase S(Z) (beide reell), und zwar als Schar der Orthogonaltra-
jektorien Z(s) (s: Bogenldnge) der Flachen konstanter Phase:

fl—j _ % | (8.7)
Mit
V(Ae') = (VA +iAVS)e! |
A(Ae®) = div V(Ae®) = (AA+1AAS +2iVA - VS — A(VS)?)el®
besagt (8.6) nach Trennung von Real- und Imaginérteil
AA—AVS)?+ AR? =0, (8.8)
AAS +2VA-VS=0. (8.9)

Die Strahlenoptik ist eine gute N#herung in Gebieten, wo die Amplitude A(Z) wenig
variiert iiber eine Wellenlidnge 27 /k, oder genauer, wo

AA
’7( < k*. (8.10)
Dort wird (8.8) zu
(VS)? = k2 (8.11)
und (8.7) zu
k= k% —VS. (8.12)

Die Gleichung p' = VS, wodurch in der Hamiltonschen Mecha-

nik die Wirkung S ein Biindel von Bahnen beschreibt, steht p=h
tiber p'= hk in Ubereinstimmung mit (8.12), falls S/h als Pha-

se einer Losung von (8.5) angesetzt wird. Dann wird (8.11)

zu

1
I
<
5}

VS\2 2m .
(7)) =7 E -V,
also zur HJ-Gleichung
= Q)2
vVS) +V(@)=FE.
2m
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Schrédinger vollzieht den Ubergang von der Mechanik zur Wellenmechanik auch fiir Ha-
miltonsche Systeme des Typs

H= 596“5 (@)paps + V(q) -

Wir formulieren die Schrodinger Gleichung aber nur fiir N-Teilchensysteme

H= Z2mk ..,fN) :

Die Wellenfunktion ¢ = (&, ..., Zy,t) erfillt

<i—h o ‘--,fN))w, (8.13)

ka

wobei A, der gewthnliche Laplace-Operator im R? ist, der nur auf die Variable ), wirkt.
Wichtig ist, dass die Wellenfunktion v (¢q) auf dem Konfigurationsraum des klas-
sischen System lebt, hier dem R*". Nur im Fall eines Teilchens kann dieser mit dem
physikalischen R? identifiziert werden. Die Auffassung der Materiewelle als einer Welle
im Raum ist somit nicht haltbar.

Unter (8.4) verhalten sich die Grossen

p(F,t) = [Y|* = A% (8.14)
. h_ —-= A? o
Nz t) = —ImyVip = —VS (8.15)
m m
wie eine Dichte, bzw. eine Stromdichte, insofern die Kontinuititsgleichung
0
a_f +divi=0 (8.16)
gilt (Nachrechnen; oder: Im zeitabhéngigen Fall (8.4) erhilt man statt (8.9)
- = A
AAS +2VA.-VS = —Zmaa—t :

nach Multiplikation mit A also div (A2VS) = —mdA2?/dt, d.h. (8.16)). In integrierter
Form:

d
pd?’x——/ J-do, (QCR?).
dt 59

Insbesondere ist [o, [¢(Z,)[*d*x konstant in ¢ (falls 1 fiir |#] — oo abfllt).

Eine Energieverschiebung V(7)) — V(Z) + Ey éndert zwar die Frequenz der Losung, vgl.
(7.42), gemiss (7,t) — (T, t)e FoU" bzw. A — A S — S — Eyt, was aber ohne
Einfluss auf (8.14, 8.15) bleibt.

Die Deutung der Zusténde (%) ist statistisch (Born 1926): Man normiere 1 so, dass
/ 1Y(Z)PdPz = 1. (8.17)
R3
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Dann ist p eine Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h.

| w@pds

ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich das Teilchen in Q C R? befindet. Ebenso, in
Bezug auf (8.13), [(Z1,..., TN, t)|?d>z; ... d*xy die, die N Teilchen der Reihe nach in

dxy,...,d>zy um 74, ..., Zx zu finden.

8.2 Matrizenmechanik und Heisenberg-Gleichung

Nach Sommerfeld, s. (7.27), geniigt das mechanische System mit einem Freiheitsgrad

2

p
H=—
2m+V()

der Quantisierungsbedingung: Eine gebundene Bahn der Energie FE ist quantentheoretisch

zuldssig, falls
1
E) =
n(E) 2rh

eine ganze Zahl (n = 0,1,2,...) ist. Vorderhand betrachten wir beliebige Bahnen; sie
entsprechen reellen n > 0. Es ist

n(E) = % /a+ V2m(E — V(z))dz

pdx

wobei ar = a4 (F) die Umkehrpunkte der Bahn sind. Die Periode ist, mit & = dz/dt,

ot dx dn
dt =2 =2rh— ,
f{ / / V2(E -V (x dE

die Frequenz w = 27 /T also

(n) 1dE
wn)=—-—.
h dn
Funktionen a(p, ) (Observablen) weisen léngs der Bahn, a(t) = a(p(t), z(t)), diese Peri-

ode auf und sind folglich Fourierreihen der Form

Z Ap(n)emem (8.18)

wobei
A (n) = An(n), (8.19)
falls a reell ist. Ebenso
a(t) =iw(n) > mA,(n)em " (8.20)

Observablen kénnen multipliziert werden, ¢(p,q) = a(p, q)b(p, q), bzw. c(t) = a(t)b(t).
Gruppiert man im Produkt die Terme nach ihrer Frequenz, so resultiert die Faltung

n) = Ay (n)Bu(n) . (8.21)
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Insbesondere gilt (8.18) fiir das Dipolmoment d(¢) = ex(t), welches in drei Dimensionen
die Ausstrahlung
oo 1 L=
E(rt) = W(r A (TAd))
(r > A > |7]) bestimmt (vgl. Elektrodynamik): Klassisch strahlt das System in der Bahn
n € R mit der Frequenz w(n) und ihren Oberschwingungen mw(n); quantenmechanisch
(n € N) gemiiss der Bohrschen Frequenzbedingung fiir den Ubergang n — n — m:

klassisch — quantenmechanisch
1dE E(n)— E(n —
mw(n) = mﬁcjl_ = Wppem = (n) h(n m) . (8.22)

Fiir grosse n, wo d*E/dn* < dE/dn, sind die beiden Ausdriicke annihernd gleich, was
das Korrespondenzprinzip auf S. 58 bekréftigt.

Die Quantisierung des klassischen Systems erfordert nach Heisenberg nicht bloss, dass in
(8.18) die Frequenzen geméss (8.22) ersetzt werden, sondern ebenso

Ap(n) = Appem - (8.23)
was fiir die Phasen recht ist, kann fiir die Amplituden nur billig sein. Insgesamt
Am<n)eimw(n)t N An’n,meiwn’"_mt .

Links stehen lauter Eigenschaften der selben Bahn n, unabhéngig von m € 7Z; rechts
Eigenschaften verschiedener Paare von Zustdnden (n,n —m). So ist links die Summe
(8.18) sinnvoll; nicht aber rechts, sozusagen gemiss dem Verbot, Apfel und Birnen zu
addieren (Heisenberg: “nicht ohne Willkiir méglich und deshalb nicht sinnvoll”). Es ist
somit die Gesamtheit

A= (Apem't)

als Matrix aufzufassen. Wodurch ist das Produkt (8.21) zu ersetzen? Nach dem Ritzschen
Kombinationsprinzip ist
Wnn! —I— Wnin! = Wpn! (824)

und damit e“nntel@nnt = el@nnt Im Matrixprodukt C' = AB, d.h.
iw, ot __ E iw, st iw,, //t
//e nn A /e “nn B / //e

kommt (8.24) zum Tragen (“ergibt sich diese Art der Zusammensetzung nahezu zwangs-
laufig aus der Kombinationsrelation der Frequenzen”).

Im Ubrigen ist die Vorschrift (8.22) nicht eindeutig, denn auf —m angewandt ergibt sie
mw(n) = —Wpntm = Wntmn 7 Wnn-m -

Der Unterschied ist aber h~'O(d? E//dn?*) und damit von der selben Ungenauigkeit wie die
Néherung, die der Vorschrift (8.22) zugrundeliegt. Folglich ist auch

Am (Tl) — An+m,n
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ebenso passend wie (8.23). Die Anwendung beider Regeln auf die Reellitédtsbedingung
(8.19) liefert eine Gleichung, in der beidseits dasselbe Zustandspaar vorkommt, und zwar

A = Ao s dh A= A"

Die Energie H nimmt unter den Observablen eine Sonderstellung ein, da erhalten. Thre
Fourierentwicklung ist somit H,,(n) = 0,,0£(n) und quantenmechanisch entspricht ihr
nach (8.23) die Diagonalmatrix

Damit ist

A gy = Aprenn't = QEM/h A o —EW)R (eth/h,Ae—th/h) /

nn' o

kurz

A(t) = elHt/h ge=itt/h (8.26)

Es folgt A(t) = (i/h)e"/"(HA — AH)e /" und somit die Heisenberg-Gleichung: die
Bewegungsgleichung ‘
i

A =+

[H, A(t)] (8.27)
einer beliebigen Observablen A(t).

Insbesondere gilt dies fiir den Ort X (¢) und den Impuls P(¢), die anstelle der Bahn
(p(t), x(t)) treten:

i i
h h
Nun gilt es die Nabelschnur zur “halbklassischen” Quantentheorie Sommerfelds zu kappen:
wo in (8.25) H noch iiber E(n) durch die Quantisierungsbedingung (7.29) bestimmt ist,
soll neu die Energie durch

X=-[H X], P=—[HP]. (8.28)

2

H= f—m +V(X) (8.29)

gegeben sein, wobei P? = P-P und V(X)) (z.B. fiir V(x) = az?+ 2*) als Matrixprodukte
zu verstehen sind. Die Berechnung der Kommutatoren in (8.28) verlangt schlussendlich
nach jener von (i/h)[P, X].

Letztere wird durch Heisenberg, Born und Jordan wie folgt mit (7.29) in Verbindung
gebracht. Klassisch ist nach (8.18) ¢ a(t)dt = (2m/w(n))Ap(n), also nach (8.20, 8.21)

1 1 . i
n=g5— pdr = 7 ]{pxdt = ﬁm;oo mP_p(n) X, (n) .
Ableitung nach n liefert
=5 S e )X
h & dn
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Das Korrespondenzprinzip verlangt X,,,(n) = Xytmn, Pom(n) — Py jim; durch Erwei-
terung von (8.22) auf E(n) ~ P, p1mXnimn verwandelt es den Ausdruck in

1= ﬁ Z(Pn,n-i-an-‘rm,n - Pn_man,n—m)

m
1

h

i

((PX)nn - (XP),m) - A

[P, X -

Die Diagonalelemente von D = (i/h)[P, X| sind damit bestimmt. Insbesondere folgt, dass
die Matrizen P, X nicht von endlicher Ordnung N sein konnen, denn die Summe iiber
n wirde N = (i/h)tr [P, X]| = 0 liefern. Die Bestimmung von D, , (n # n’) erfordert
eine zusitzliche Annahme: Die Ahnlichkeit (Dirac) von (i/h)[P, X] zur klassischen Pois-
sonklammer {p, z} und deren Unabhéngigkeit von der Zeit, {p(t),z(t)} = 1, verleiten zu
D =0. Aus (8.27), also D = (i/h)[H, D], d.h. Dy, = (i/h)(E(n) — E(n')) Dy, folgt so
Dy =0, (n #1n'), da E(n) # E(n'). Insgesamt ist

i

S[PX]=1. (8.30)

Als Folge davon gilt (s. Ubungen)

HPFCOI= (). 3la(P),X] = ¢(P)
und die Bewegungsgleichungen (8.28)

. . P
P=-V'(X), X==
m

sind formal identisch mit den kanonischen Bewegungsleichungen der klassischen Mechanik.
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9 Die allgemeine Form der Quantenmechanik

9.1 Darstellung im Hilbertraum

Wir fassen die Wellenfunktion ¢(Z) eines Teilchens (zu fester Zeit) auf als ein Vektor
14) im Hilbertraum H = L?*(R?) der quadratintegrierbaren Funktionen mit dem Skalar-
produkt

(Y]¢) = g U(@)(x) s . (9-1)

Er soll (8.17) entsprechend normiert sein. Allgemeiner sind Zusténde eines quantenme-
chanischen Systems Vektoren 1 eines Hilbertraums # iiber C mit Skalarprodukt (i|¢):
Sie sind stets normiert, d.h.

[]* = () =1, (9-2)

und stellen bis auf die Aquivalenz

) ~ ), (e €R) (9-3)

die Zustinde des Systems dar.

Observablen und Dynamik sind in der Quantenmechanik durch Operatoren dargestellt,
d.h. (etwas ungenau) durch lineare Abbildungen A : H — H. Man schreibt

(0lAlY) = (o]AP) .

Der zu A adjungierte Operator A* : H — H ist durch

(| A™) == (Agly),  (|9),[¢) € H) (9-4)

erklart. Den Observablen entsprechen selbstadjungierte Operatoren, A* = A. Wir
illustrieren den Begriff und die Zuordnung anhand eines Beispiels: ein Teilchen in einer
Dimension, also H = L*(R). Das Ereignis P, das Teilchen in  C R zu finden (ja: P =1,
nein: P = 0) ist durch den orthogonalen Projektor P : H — H, (P = P* = P*),

(PY)(x) = Po(x)p(z) (9.5)

(Pq: charakteristische Funktion von ) gegeben, insofern

WIPI) = [ @) Pola)ilalds = [ 0(a) s
Q
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ist;
e Die Eigenwerte von P, d.h. A = 0, 1, die méglichen Ergebnisse der Messung sind.

e Fiir die entprechenden Eigenvektoren, P|¢) = M|¢), das Ergebnis determini-
stisch ausfillt: (¢|P|¢) = 0 oder 1.
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Das Ergebnis der Messung einer physikalischen Grosse (Observable) ist i.A. nicht auf 1, 0
eingeschrénkt, z.B. des Orts x € R des Teilchens. Damit verbunden ist der Ortsoperator
r:H—=H, (x=21")

z:(x) — z(z)

(Multiplikation mit ), im Sinne, dass

(@) = (lalo) = [ ol(a) Pz (9.6)
der Erwartungswert der Messung ist.
Fiir einen allfilligen Eigenvektor |¢),
z(x) = M(z) (9.7)

gilt ¥(z) =0, (x # ), also |) = 0 im Sinne von ¢ € L*(R). Formal hat (9.7) die Losung
() = §(x — ), aber ¢ ¢ L*(R). Bezeichnet man diesen uneigentlichen Zustand zum
Eigenwert A = z mit |z), so ist

() = (z[y)

und, vgl. (9.5), (¢|P|¢) = [, &( z)dx = [,(¢|x)(x|p)dz, also formal

P = / dx |z) (x| . (9.8)
Q
Insbesondere ist
(ala) =da ), [dele)iel =1,

womit die {|z)} eine uneigentliche Orthonormalbasis bilden (Dirac- statt Kronecker-d,
Integral statt Summe).

Das Schwankungsquadrat der Messung,

(Ax)?), = / (& — (2} 0 o) P = ||(z — () )02 > 0, b()

ist zwar stets positiv, da = keine Eigenvektoren hat, kann aber durch <' ) x
passende Wahl von ¢ € L?(R) beliebig klein gemacht werden. Dies
motiviert die auf dim H = oo zugeschnittene Definition:

Das Spektrum o(A) eines selbstadjungierten Operators A : H — H ist erklért durch:

A € 0(A): <= zu jedem e > 0 existiert ein Zustand 1., (||¢:|| = 1) so, dass
(A =N <e. (9.9)

Bemerkungen. 1. Ein Eigenwert A liegt vor, falls (9.9) mit ¢ = 0 gilt; folglich liegt er
in 0(A). Ferner ist A € R, da A(¢|¢)) = (A@Z)W) (Y| AY) = AN|) wegen A = A*. Es
gilt aber auch o(A) C R (s. Anhang A).

2. Im endlich-dimensionalen Fall, dim H < oo, ist die Einheitskugel {¢) € H|||¢|| = 1}
kompakt, also folgt aus (9.9): [|(A — A\)¢|| = 0 fir ein ¢ € H mit [|¢] = 1. Also:
o(A) = {Eigenwerte von A}.
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Fiir den Ortsoperator ist also o(z) = R:
e Das Spektrum von x besteht aus den moglichen Ergebnisse seiner Messung.

Analog fiir den Impulsoperator. Die (uneigentlichen) Eigenzustéinde sind nach (8.1)
Uylw) = (2mh) 21"

mit Eigenwert p, aber ¢, ¢ L?(R). Notation: |p). Fiir (8.2) ist

(p)(x) = (2wh)~"/? / pe™™ /M) (p)dp = ?% . (9.10)
Der Operator
ot o
ist ebenfalls selbstadjungiert (partielle Integration) und (9.10) besagt
p=F 'aF, (9.12)

wobei F : L2(R) — L*(R)
(F)(p) = d(p) = (2nh) 2 / e/ () d = (pl)

die Fouriertransformation ist. JF ist unitir, 7! = F* (Parseval Identitit). Folglich
ist auch o(p) = R und die Zustdnde |[p) mit Wellenfunktion ¢, bilden eine uneigentliche
Orthonormalbasis,

(plp') =do(p—1'), /dp Ip)(p| =1,

Eine allgemeinere, préazise Definition eines uneigentlichen Zustandes wird sich dank des
Spektralsatzes eriibrigen. Trotzdem sei bemerkt: Man kénnte vermuten, dass 1, auch fiir
p € C\ R als einen solchen zugelassen werden sollte, da ja nach wie vor —ih, = piy,
obschon 9,(z) nun exponentiell wachsend statt beschriankt ist. Dem ist nicht so, denn
nur fiir py € R stellt 1, eine verniinftige Idealisierung von Zustidnden v, € L*(R) dar:

“thn = Wy, mit [[¢h]|7H[(p — po)¥ul = 0, (n = 00).

Die Verallgemeinerung der Wahrscheinlichkeitsinterpretation auf beliebige Observablen
beruht auf dem Spektralsatz, den wir zunédchst im Fall eines endlich-dimensionalen Zu-
standsraums H in Erinnerung rufen: Selbstadjungerte Operatoren besitzen eine ortho-
normierte Eigenbasis {¢;},

A|¢z‘> = ai|¢z‘> )
(pildj) = di Z |pi)(di] =1,

und damit die Spektraldarstellung

A= Z&i|¢z‘><¢i| = ) aP.,

aco(A)
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wobei Py = 3., _, |6:i)(¢:] = P; = P} der Projektor auf den Eigenraum zum Eigenwert
a ist. Sie ermdoglicht, Funktionen von Operatoren zu definieren,

fA) = > fla)P, (9.13)

aco(A)

wobei f : R — C eine Funktion und f(A) : H — H ein Operator ist. Die Zuordnung
f+— f(A) hat die Eigenschaften

(Oélf1 + legfg)(A) = ()élfl(A) + Oégfg(A) , (Oél, Qo € (C) s (914)
(frf2)(A) = f1(A) f2(A) (9.15)

f(A) = f(A)", (9.16)

= { gt e 017

sowie Stetigkeit bzgl. f, auf die wir nicht nédher eingehen.

Die Definition (9.13) besitzt eine Verallgemeinerung auf dim H = oo, und zwar den Spek-
tralsatz:

Satz. Sei A = A*. Dann gibt es eine eindeutige Zuordnung
f— f(A) (9.18)
mit den Eigenschaften (9.14-9.17).

Beweis. s. Anhang A.

Sei nun I C R ein Intervall und Pr(a) dessen charakteristische
Funktion. Dann ist P;(A) ein orthogonaler Projektor, 1

P(A) = Pi(A)" = Pi(A)?

(folgt aus (9.15, 9.16)), und fiir disjunkte Intervalle Iy, I5 gilt
Prun(A) = P, (A) + Pr,(A)
(folgt aus (9.14)). Fiir jeden Zustand [¢)) € H ist
Wy(I) = (| Pr(A)|)
ein Wahrscheinlichkeitsmass auf R:
Wy (1) = || Pr(A)¢]* = 0

Wy(I U Iy) = Wy (1) + Wy(1s) (LNl =9),
Wy(R)=1.

Interpretation. W ([/) ist die Wahrscheinlichkeit, dass A im Zustand |¢) einen Messwert
a € I annimmt. (Dies ist konsistent mit (9.3).)

Insbesondere, wenn A selbst durch einen orthogonalen Projektor P gegeben ist, so ist
(1| Ply) die Wahrscheinlichkeit im Zustand |¢) fiir das Eintreten des Ereignisses, dem P
zugeordnet ist. Dieses ist sicher, genau dann falls P|y) = |v).
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Beispiel. Der Projektor P = |p)(p| hat den einfachen Eigenwert 1 mit Eigenvektor |¢)
und ist somit dem Ereignis “das System ist im Zustand |p)” zugeordnet, denn genau in
diesem Zustand ist sein Eintreten sicher. Fiir einen beliebigen Zustand |t) ist

(W PlY) = {el¥)]* (9.19)
die Wahrscheinlichkeit, es in |p) zu finden.
Fiir beliebige Observablen A ergeben sich aus obiger Interpretation einige Folgerungen:

Erwartungswert. Die Wahrscheinlichkeit eines Messwerts in (A, A + dA] ist dWy((—o0,
A]). Der Erwartungswert von A im Zustand ¢ folglich

(), = / AT y((—00, A]) = (] Al) | (9.20)

da [ AdP_w(z) =z, vgl. (9.14, 9.17).

Beispiel. Fiir den Ortsoperator z ist f(x) Multiplikation mit der Funktion f(z); somit
ist Po(x) identisch mit (9.5, 9.8). Fiir den Impulsoperator p ist nach (9.12)

fp)=F f@F, dh fp)im) = f0)d)
bzw.

(F))w) = ) [ ) Gipdp. (9.21)
Das Ereignis, dass der Messwert des Impuls p in [ liegt, hat die Wahrscheinlichkeit

(Il = / Do) Pdp

Messwerte. Allgemein sind nun A € 0(A) die moglichen Messwerte der Observablen A:

AE 0<A) <~ P()\_&)\_;_E)(A) 7£ 0, Ve>0, (922)
also: <= Vedy. (||| = 1) mit Wy (A —e,A4+¢) > 0.

Zum Beweis bemerken wir zunéchst, dass
fzg9= f(A) 2 g(4).
Dies folgt aus dem Spezialfall g = 0 (also f = (v/f)? > 0), der seinerseits aus

WIFA) = WIF A FRA)) = (FRA)If2(A)g) >0

folgt.
«: Dann gibt es einen Zustand [1).) mit P —c xie)(A)[¢e) = [¢0=). Aus (2—N)?Pp_crie) ()
< &2 folgt

1(A = Mel® = (el (A = A)2|e) < X (eleie)
also A\ € o(A) nach (9.9).
=i Aus P_cpie)(A4) = 0 fiir ein e > 0 folgt [¢) = (1 — Po_case)(A))|0) fiir alle [4)).
Wegen (2 — A)?(1 — Pp_epie) (@) = (1 — Pr_cpse)(2)) folgt nun

I(A = Npl* > e[l

76



fiir alle |¢), also A ¢ o(A).

Schwankungsquadrat und Unschérferelation. Das mittlere Schwankungsquadrat
einer Observablen A im Zustand v ist gegeben als

(AA))y = (A= (A)y)%)y = (A = (A))¥* = (A%)y — (4)y, .

Somit ist
(AA)?)y =0 <= A=\ : (9.23)

Die Eigenzustinde von A sind gerade diejenigen Zusténde, in denen A mit Sicherheit
(Schwankung Null) einen bestimmten Wert annimmt, ndmlich den entsprechenden Eigen-
wert.

Zwei Observablen A, B haben in der Regel keinen gemeinsamen Eigenvektor, d.h. es gibt
keinen Zustand des Systems, in dem A und B scharfe Werte annehmen. Ein quantitativer
Ausdruck hierfiir ist die Unschérferelation (Heisenberg 1925):

(AA)u{((AB))y = Z[([A Bl)ul*. (9.24)

|

Beweis. Aus [(¢[¢)] < [[¢][|[¢]] folgt

(11, Bl)| = [(A¢[BY) — (By|Ap)| < 2| Ay ||| By -

Quadriere und ersetze A — A—(A), , B — B—(B)y (also [A, B] — [A, B]); es resultiert
(9.24).

Bemerkung. Der Beweis beinhaltet zwei Ungleichungen: die Cauchy-Schwarz Unglei-
chung und die Dreicksungleichung in der Form |z — Z| < 2|z|. Gleichheit gilt wenn ¢,
¥ linear abhéngig sind, bzw. wenn z rein imaginér ist. Daraus folgt: In (9.24) herrscht
Gleichheit, genau dann falls

a(A—a)p+B(B—-0bY =0 (9.25)
mit (a, f) # (0,0) und @f rein imaginér; dann ist a = (A), und b = (B),.
Beispiel. Auf H = L?(R?) sind

PO B aa) s U)o Tl (9.26)
die Komponenten von Ort und Impuls. Es gilt
i[pr, 21] = Ik
und damit )
(B (A = " (9.27)

Im analogen 1-dimensionalen Fall, ((Ap)?)((Ax)?) > h?/4, ist das Produkt der Schwan-
kungen minimal genau fiir die Zusténde

1/J<I> _ /geiar/hefC(xfb)g/Q
™
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mit C' > 0. Dies sind in der Tat bis auf die Normierung die Losungen der Differentialglei-
chung (9.25) mit A = p, B = x. Der Zusatzbedingung entspricht C' reell.

Praparation der Zustinde. Die allgemeine Interpretation der Quantenmechanik auf
S. 75 setzt eine konkrete Zuordnung zwischen physikalischen Observablen und selbstad-
jungierten Operatoren voraus, wie sie in den vorangehenden Beispielen zum Ausdruck
kommt; grundsétzlich auch eine ebensolche fiir Ziistande. Letztere kann aber auf erstere
zuriickgefiithrt werden mittels der Vorschrift (im einfachsten Fall): Liefert die Messung von
A den einfachen Eigenwert A, so ist unmittelbar danach dessen Eigenvektor der Zustand
des Systems. (Dies ist konsistent mit (9.3).)

Dynamik. Die Bewegungsgleichung ist die Schrodinger-Gleichung in der allgemeinen

Form
d|v)
dt

geschrieben als gewohnliche Differentialgleichung fiir die vektorwertige Funktion ¢ +—
|¢) € H. Der Operator H heisst Hamiltonoperator.

in S ), (H = HY) (9.28)

Beispiele. 1. Ein Teilchen im Potential V' (z) (vgl. (8.4)):

p? ’ p,?
H=—4+V= £ V(7 2
2m 2m (7) (9-29)

mit x5, pp wie in (9.26). Die iiber die Vorschrift (9.26) erzielte Ubersetzung “Hamilton-
funktion — Hamiltonoperator” heisst kanonische Quantisierung.

2. N-Teilchensystem (8.13):

N =2
p' — —
H= 4V 9.30
; 2ml + (xlv ) :L‘N) ( )
auf L?(R3Y). Hier indiziert £k = 1,..., N die Teilchen, entsprechend wirkt p? = —h*A,,
auf die Variable 7}, € R? in (74, ..., Tn).

3. Ein Teilchen der Ladung e im elektromagnetischen Feld:

H— QL(];_ CA@ 1) +ep(@,t) auf L*(R?) (9.31)
m C

entsteht wie (9.29) und (9.30) durch kanonische Quantisierung der klassischen Hamil-
tonfunktion, wobei die elektromagnetischen Potentiale Ay(Z,t) und ¢(Z,t) wieder als
Multiplikationsoperatoren aufzufassen sind. Falls das dussere Feld von t abhéngt, ist das
System nicht autonom. Bekanntlich (vgl. Elektrodynamik) bleiben die elektromagneti-
schen Felder unveréndert unter Eichtransformationen

10 S S o o

gp—ﬂp’:(p———x, A—-A=A+Vy,

c ot
mit einer beliebigen Funktion x = x(&,t); nicht aber der Hamiltonoperator, H — H’,
noch der Zustand. Hingegen erfiillt

(@, 1) = XEey (i 1) (0.32)
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die Schrodinger-Gleichung mit Hamiltonoperator H'. Dies folgt aus

. 0 : 0
e—lex/hc(iha - 6('Dl)elex/hc _ lha — ey,

| o . (9.33)
e—l@X/hC(ﬁ_ _A/)elex/ﬁc =p—-A:
C &

wie in der klassischen Mechanik ist m@ = §'— (e/c)A eichinvariant.

Allgemein wird die Dynamik eines autonomen Systems (H in (9.28) unabhéngig von t)
beschrieben durch den Propagator (Losungsabbildung)

Ut):H—H., o b (9.34)

von (9.28), die den (beliebigen) Anfangszustand vy in den Zustand zur Zeit ¢ abbildet.
Die Operatoren U(t) bilden eine 1-parametrige Gruppe (U(0) =1, U(t)U(s) = U(t + s)),
die wegen

d i
%(@W&) = ﬁ[(H¢t|1pt> — <¢t|H’¢t>} —0

(benutze H = H*) unitér ist: (U(t)¢o|U(t)vo) = (Pe|tr) = (do|tho). Die Gruppe geniigt
der Differentialgleichung

dU (t
ih% =HU(t), (9.35)
deren Losung .
U(t) = e HU/N (9.36)

ist. Im Fall dimH < oo ist dies iiber die Exponentialreihe erklért; ansonsten und allge-
meiner iiber den Spektralsatz (9.18). Umgekehrt hat jede 1-parametrige unitidre Gruppe
U(t) eine selbstadjungierte Erzeugende (Satz von Stone).

Fiir nicht-autonome Systeme tritt anstelle von U(t) eine 2-parametrige unitére Schar
U(t,s) : s — 1y, die den (beliebigen) Zustand zur Zeit s in den Zustand zur Zeit ¢
abbildet. Entsprechend ist dann U(t,t) = 1, U(t,r)U(r,s) = U(t, s).

Bilder. Erwartungswerte verdndern sich im Laufe der Zeit geméss
(e M| Ale U ) = (o AT ) = (4), (9.37)

In der Schreibweise links findet wie in (9.34) eine zeitliche Entwicklung der Zusténde statt,
Y — e /M) (Schrodinger-Bild). In jener rechts findet wie in (8.26) eine der Obser-
vablen statt, A(t) = e¥/"Ae7it/" (Heisenberg-Bild) und die Bewegungsgleichung ist
(8.27).

Fiir die Erwartungswerte selbst gilt

d i
%<A>t = <7_i[H’A]>t :

Instruktiv ist das Beispiel (9.29) des Teilchens im Kraftfeld F(Z,t) = —VV (Z,1):

%@k% = %Gi[ﬁa,kat = %<pk>t '
o= (GIV.p), = ().
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Ist nun V(Z,t) ein Polynom in x vom Grad < 2 (Beispiele: freies Teilchen, homogenes
Feld, harmonischer Oszillator), so ist F(i,t) (affin) linear in & und deshalb (F,), =
Fi.({z)¢,t). Dann erfiillen die Erwartungswerte von Ort und Impuls exakt die klassischen
Bewegungsgleichungen! Né#herungsweise gilt dies, solange die Welle ¢(Z,t) in Gebieten
lokalisiert ist, in denen F(Z,¢) annihernd linear verliuft.

Die Aquivalenz der beiden Bilder ist aus (9.37) offensichtlich. Allgemeiner ist die Dar-
stellung eines quantenmechanischen Systems nur bis auf unitire Aquivalenz eindeutig:
Unter einer unitéren Abbildung U : % — H, bei der Zustéinde und Observablen gemiiss
v — U, A — UAU* transformieren, bleiben die physikalischen Aussagen dieselben.
Speziell entspricht (9.36) dem Ubergang vom Heisenberg- zum Schrédinger-Bild.

9.2 Das freie Teilchen

Die Schrodinger-Gleichung des freien Teilchens

Lo PP
lha—%

(mit ¢ (t) € L?(R3)) 16st man am einfachsten iiber Fouriertransformation, vgl. (9.21),

»(Z,0) b(@,1)
l]—' FlT

~ Multiplikation ~

w(p7 O) mit e*iﬁQt/th ( ? t)

d.h.:
B 1) = (2n) 2 [T G )y

— [ By [ BreFED—41 5 0 0.38
y (2m) e U(y,0) (9.38)

g(f_g7t)

mit k = p/h (Faltung). Mit

/ QI =0k g3, — / TEEY P ol

J/

v~

(jal=172 22 emitsmna)s?gs )

und dem bedingt konvergenten (Fresnel-)Integral

/ e ds = /met T (9.39)

o0

(Beweis s. Anhang E) findet man

m >3/2 (mz2

23T
_»’t _ 71ngnt( sy
9(@t) = e ohlt|
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Fiir integrable |¢(v, 0)| folgt damit aus (9.38)

(7, 1)] < sup|g(Z,1)] - / (7, 0)|d%y < const - [¢| 2
fiir alle 7: das Wellenpaket 1)(Z, t) zerfliesst. Dies ist ein weiteres Anzeichen, dass [1(Z, t)|*
nicht etwa als Massendichte eines ausgedehnten Teilchens, sondern (vgl. (8.14)) als Wahr-
scheinlichkeitsdichte fiir das Auffinden bei @ (zur Zeit t) eines punktférmigen Teilchens
aufzufassen ist.

Fiir grosse ¢ lisst sich (9.38) in fithrender Ordnung ausrechnen: mit v/it = o V|t] st

. mE2 3/2 :MZTY m2
V(@ 1) = () (2mh) / T G (7,0)dy
! 1+0(72/ht)
a2 3/2 ~
= B (TR 0) 4 0,
1

gleichméssig in Z, falls |72 (y,0)| integrabel ist. Darin kommt der Zusammenhang von
(9.38) zur klassischen freien Bewegung

. . p(0 . _
w0 =00+ 22 o) = p10)
zum Ausdruck: fiir letztere ist
(t) _
m—— —— p(0)
t t—o00
fiir erstere ist die Wahrscheinlichkeit, mZ/t in G C R? zu finden, gleich
W= / @0fds — [ 1EORE.
t—o0

d.h. fiir grosse t durch die Impulsverteilung im Anfangszustand gegeben.

9.3 Der harmonische Oszillator

Die klassische Hamiltonfunktion des 1-dimensionalen Oszillators

2
P 1 2

H=——+-
2m+2fx

vereinfacht sich nach der kanonischen Transformation

1

T — Wx ; p— (fm)1/4p
zu w
H = E(pQ + x2) )

wobei w = /f/m die Oszillatorfrequenz ist. Die Bahnen sind dann Kreise im Phasen-
raum:

x(t) +ip(t) = (x(0) +ip(0))e " . (9.40)
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Quantenmechanisch lautet der Hamiltonoperator nach kanonischer Quantisierung

d> hw, d?

H = 2( hzﬁ—l- ) 5 (—d—§2+§2)

bzgl. der dimensionslosen Variablen £ = z/ Vh (oder direkt ¢ = Vwmh='x bzgl. der
ersten Variablen x). Niitzlich erweisen sich die Operatoren (Dirac)

1 d

a= E(m +1ip) = 7(5 + dg) (Vernichtungsoperator) ,
a* = %(x —1ip) = 7(5 - _f) (Erzeugungsoperator) .
Damit ist
1.d
[a,a"] =2 §[d_§’§] =1,
2
N —aa%( 2—5—52—[6%75])7
—

H_MAN+?
Fiir die Eigenwerte £ von H gilt damit

E = ho(nt 7). (9.41)

wobei n ein Eigenwert von N ist. Wir zeigen gleich: dies sind genau die Zahlen
neN. (9.42)

Folglich ist Ey = hw/2 die Energie des Grundzustands n = 0 (Nullpunktsenergie).
Zunéchst ist n > 0, denn aus N |¢) = n|y) folgt

nl[Yl* = WIN[Y) = av|* > 0.

Fiir n = 0 gibt es einen Eigenvektor |¢y):

alg) =0 <= di; +&§o(§) = (9.43)

= Yo(§) = e E)2 ., (bis auf ein Vielfaches) .
Die Normierung, |[1o*> = [ [¢o(&)[*d¢ = 1, und die Wahl der Phase, ¢y(¢) > 0, machen

b eindeutig. Eigenvektoren |¢,) zun =1,2,... (N|¢,) = n|¢,), ||¢n||2 = 1) findet man
rekursiv dank

Na* =a*aa* =a*(a*a+1)=a"(N +1),
Na*|¢n—l> - a*(N + 1)|¢n 1> na |¢n 1> )
||a*|¢n—1>‘|2 = <¢n—1’&¢|¢n 1) = n(n_1[thn 1)

N+1
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als
N
’¢n> = %a W}n—l) - m( ) |77Z}0> . (944)

Die |¢,,)’s sind orthogonal, da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerte von N = N*.
Die entsprechenden Wellenfunktionen sind

(€t} = (€)= T (6 = Lyre-ee
neen N v/ 2nn! d& 17
EHn(ge*52/2

wobei H,(§) ein Polynom mit fithrendem Term (2£)" ist:

d \n d
H,(§) = 652/2( §— dE ) e 2 = e§2(—d—€)"e’52 : (Hermite Polynome) .
——

_652/2(%(3752/2

Die endlichen Linearkombination der |, )’s sind die Funktionen der Form e ¢*/2P(¢) (P
ein Polynom), und diese sind dicht in L?*(R): steht nimlich [¢) € L*(R) orthogonal auf
ihnen allen, so ist

fe) = [ (et
eine analytische Funktion mit

arf
dzn

- / €L (i) () = 0,

also f = 0, da f durch die Taylorreihe gegeben ist, und 1 = 0, da S 2p(€) die Fou-
riertransformierte von f ist. Insbesondere bilden die |¢,), (n € N) eine orthonormierte
Basis fiir L*(R) (Besetzungszahlbasis) und das Spektrum von H ist durch (9.41, 9.42)
ausgeschopft.

2=0

Verschiebungsoperatoren. Die Erzeugende der 1-parametrigen Gruppe der Transla-
tionen

U(s) : () = p(x — s)

1st

L dy L di i
- — i~ — h. — ips/h )
lhds - lhds Y, d U(s)=e
Analog ist €®*/" eine Translation um s im Impulsraum: |p) +— |p + s). Fiir a € C liisst
sich
Via) = e
wegen
1
aa* —aa = ——a(r —ip) — a(z +ip)] = iV2h|(Im o)z — (Rea)p]/h (9.45)

V2h

als Translation im Phasenraum um
(Az, Ap) = V2h(Rea,Im«a) , bzw. Ax +iAp = V2ha

auffassen. Eigenschaften:
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i) V(e) =V(a)" =V (-a),
ii) V(o) = e e aglal?/2,

i) aV(a) = V(a)(a + ).

(i) folgt aus (9.45); (ii) daraus, dass allgemein gilt

oXHY (XY X Y]/2 7

falls [[X,Y], X]| = [[X,Y],Y] = 0, wie wir nun zeigen. Zunéchst folgt

d

E(eitXYetX) = —e N[X, Y] = —-[X,Y],

also
e Yt =Y —t[X,Y]; (9.46)

damit ist

i (e—txet(x+y)e—tyet2 [X,Y]/Q)

dt

o XY ot (X+Y) o=tV (2 [X,Y]/2 + e—tXet(X-i-Y)e—tY(_Y + 11X, Y])et2[x,y]/2 =0, (9.47)

da (9.46) auch fir X + Y anstelle von X gilt. Damit ist die Klammer in (9.47) gleich 1
fiir t € R. Die Voraussetzung ist fiir

X =aa", Y = —aa, [X,Y] = —|af’la*, a] = |a|?
erfiillt. (iii) folgt aus (9.46) fir X = aa* —aa, Y =aund t = 1:

V(i) aV(a) =a—ala*,al =a+a.

Die kohérenten Zusténde sind definiert als
@) = V()[|0) =V()lo) , (€ C).
Wegen (iii), (9.43) ist
aler) = aV(@)|0) = V(a)(a + a)|0) = ala)
d.h. |@) ist ein Eigenvektor von a zum Eigenwert «.

Bemerkung. a* hat hingegen keine Eigenwerte: wére a*[¢)) = A|¢)), so

A(Wnlt) = (la*ss) = (o) = { Vil 20

Ist A =0, so folgt |¢)) = 0; ist A # 0, so (¢p|1p) = 0 und damit wieder [¢)) = 0.

Insbesondere kennzeichnet « den Erwartungswert von Ort x und Impuls p im Zustand
o)

({(2)a +i(p)a) = (a)a = o

g~
=t
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Kohérente Zustdnde haben eine klassische Dynamik:
e M) = o |ay) (9.48)

wobei a; = e die klassische Bahn (9.40) ist, die dem Phasenraumpunkt o := (z +
ip)/V2h entspringt. (Die Phase rechts in (9.48) konnte durch Verschiebung des Energie-
nullpunkts eliminiert werden.) Dies folgt mit (ii), (9.43) aus

@) = V(a)|0) = e lo1*/2¢207|0) = oI/ Z ijn> ’

n=0

e—th/h|1/}n> _ efiw(nJr%)tlwn) — e —( 71wt) |1/}n> .

9.4 Symmetrien und Erhaltungsséitze

Wir betrachten die durch H = H* (Hamiltonoperator) und A = A* (eine Observable)
erzeugten l-parametrigen unitidren Gruppen

|¢>

(1)) = e M ghg) - Losung von  ih—— = H|¢)) zum Anfangszustand [¢))

lp(N)) = e MAapg) - Losung von  ih—=t ](p) = Alp) zum Anfangszustand |)g) .

d\
Dann ist
COIARDY| _ = (ol [H, Albbo) = ~(ol 114, Hlo) = —loWIHIe(ON)]

Folgende Aussagen sind deshalb dquivalent:

a) A ist eine Erhaltungsgrosse, d.h. (¢(t)| Al (t)) ist fiir jeden Anfangszustand [i)g)

zeitlich konstant. Oder:
G/ Ao —iHE/h _ 4 .

b) [H,A] = 0;
c) (@(N)|H|e(N)) ist unabhéingig von A fiir jeden Anfangszustand |¢)), oder
eiA/\/hHefiA)\/h — H .

1AN/R

Man nennt dann e~ eine (1-parametrige) Symmetriegruppe von H.

Beispiel. Jede Drehung R € O(3) induziert im Raum L?(IR?) eine unitéire Transformation

UR): (&) — »(R™'7) . (9.49)

Es gilt U(1) = 1, U(R2)U(Ry) = U(R2Ry), d.h. R +— U(R) ist eine unitédre Darstel-
lung der Drehgruppe O(3). Die Drehungen R(A) um eine feste Achse €, (|e] = 1) mit
Drehwinkel A bilden eine 1-parametrige Untergruppe von SO(3) C O(3), und es ist

aR()\)x =eENT.



Die zugehorigen U(A\) = U(R(A)) bilden eine 1-parametrige unitére Gruppe. Ihre Erzeu-
gende A ergibt sich aus

L d ., O h O
A — _ s o — — ik — — — —». — i .
(AY)(Z) 1hd>\w(R( A)ZT) o lh&f (EANT)=¢- (TN : 83?) : (9.50)
d.h. es ist
A=¢é-(ZAp)=e- L = Drehimpulskomponente in Richtung der Drehachse e.

Somit ist e - L genau dann erhalten, wenn U(\) eine Symmetriegruppe von H ist. Fiir

4

H=— T
o + V(&)
findet man »
,1H _ p_ 5 .
U(R) U(R) o + V(RZ)

Somit ist e - L erhalten, wenn V(Z) rotationssymmetrisch um die Achse e ist. Bei voller
Rotationssymmetrie, d.h. falls V' = V (|Z|), sind alle Drehimpulskomponenten erhalten:

[H,L]=0. (9.51)
Ebenfalls erhalten ist dann L2 = L? + L2 + L2, d.h.
[H,L*|=0. (9.52)

Bemerkung. In Polarkoordinaten (7,6, ) wirkt R()A) : (7,0, ¢) — (1,0, ¢\) nicht auf
r. Wird ¢ = ¥(r,0,¢) in diesen dargestellt, so kann U(A) als unitdre Abbildung auf
L?(2), (2 = Einheitskugel) aufgefasst werden; entsprechend nach (9.50) die Erzeugenden
L;, (i =1,2,3), und damit L2, als selbst-adjungierte Operatoren darauf. Beispiel: e = es,
also 0\ =0, oy =90+ X

_h 0

Ly = — .
5T 1 0p
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10 Das Zweikorperproblem

10.1 Schwerpunkts- und Relativbewegung

Der Hamiltonoperator ist

- 9
Pi Y2

H = 2—W+2—%+V(|:€1—52|) auf L*(R%). (10.1)
Speziell beschreibt
Ze?

die Wechselwirkung eines Elektrons der Ladung —e mit einem Atomkern der Ladung Z -e
(Z = 1: Wasserstoff-Atom). Zunéchst bleiben wir aber bei einem allgemeinen Potential
V(r).

Nach klassischem Muster schreibt man H in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

> 1
X =i +mely),  T=3— 0 (10.3)

und den konjugierten Impulsen

P':_’1+_’27 ﬁ:m(

I

P Py
my mo

wobei M = mj + my und m = myms/M (reduzierte Masse). So wird

P ho o hD

H=— Z T P=—-——": = 10.4

i &’tk 7
denn es ist gleichgiiltig, ob die Quantisiecrung in den Koordinaten (Zy,#,) oder (X,Z)
erfolgt. Beschrinken wir uns auf Wellenfunktionen der Form

U(X) ()
(die L*(IR%) aufspannen), so ergeben sich zwei unabhéngige Schrodingergleichungen:

N ]32 ~9
T AL (p

L V(i) (105)

2m
Die erste beschreibt die freie Bewegung des Schwerpunkts (die wir nicht weiter betrach-
ten), die zweite die Relativbewegung: ein Zentralkraftproblem mit dem Hamiltonope-
rator o

H=2 4v(z) auf L2(R?). (10.6)

2m

Da H rotationssymmetrisch ist, gilt der Erhaltungssatz (9.51). Dadurch wird sich das
Problem weiter auf eine eindimensionale Schrodingergleichung fiir die radiale Bewegung
reduzieren lassen. Aus (9.52) folgt, dass H die Eigenrdume von L? in sich abbildet. Wir
untersuchen daher zuerst das Eigenwertproblem von Z2, dann jenes von H.
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Drehimpuls: Wir setzen L = hM, M = —i& A 8/97. Bs ist

M? = M} + Mj+ M = —

DO | —

3
> (@i — w;0,)
ij—=1

= — Z(l’z (%-:UZ- 8]' — T 8]1’]81)
i ~~ S~——
xzﬁj + 5ij Bi:cjaj + (1 — (5w)81
i,J

In Polarkoordinaten ist )" 2;0; = 2 - V = rd/dr, also

M? = —r2A — — Nr— = —r’A —
reA + (Tar) + (3 )rar r +rar2r,
oder | )
- 10.
A r@rQr r2 (10.7)

Die Eigenvektoren von M2 (als Operator auf L?(Q)) aufgefasst, vgl. Bemerkung auf S. 86),
sind die Kugelfunktionen Y; (Definition: s. Anhang B):

M?Y, =1(1+1)Y; .

Weiter gilt der Satz in Anhang B. Als Operator auf L2(Q) hat damit M? das rein diskrete
Spektrum der Eigenwerte (I + 1), (I =0,1,2,...), die (2] + 1)-fach entartet sind.

Hamiltonoperator: H lisst fiir jedes [ den Unterraum der Wellenfunktionen

(T) = ——=Yi(e) (10.8)

mit u € L*(0,00), d.h. [;* [u(r)|?dr < oo, invariant. (Beachte: [ |o(Z)[*d*z = [, |Yi(e)|?
dPe - [[7 Ju(r)|*dr, da d*z = r?*drd®e.) In jedem solchen Unterraum reduziert sich Hip =
E1) auf das “radiale Eigenwertproblem”

d? 1l +1)
<_W t— ”V(r))u =cu (10.9)
in L?(0, 00), wobei wir
2m 2m
V(r) = ﬁV(r) , €= ﬁE

gesetzt haben. Wir diskutieren das Verhalten der Losung bei » — 0 und » — oco. Dabei

nehmen wir an, dass V/(r) fiir r — oo verschwindet und fiir » — 0 weniger singulér ist als
1/r?.
Bei r — 0 reduziert sich (10.9) auf
(l+1
—u" + ( + ) uw=0
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mit der allgemeinen Losung
u(r) = ar'™ +bor .

Falls [ > 0, ist sie bei r = 0 quadratintegrierbar, nur falls b = 0. Auch fiir [ = 0 ist
die Losung 7! = 1 zu verwerfen: dann ist nach (10.8) ¥(%) = 1/r, also —Ay = 476
nicht quadratintegrierbar. Die verbleibende Losung ist bis auf die Konstante a bestimmt.
Damit hat (10.9) fiir jedes € nur eine einzige Losung u(e,r) ~ r'™1 (r — 0): die “reguliire
Losung”.

Bei r — oo reduziert sich (10.9) auf

"

mit der allgemeinen Losung

ae'*" + be T (k=)

Insbesondere ist zu erwarten, dass die regulidre Losung u(e, ) von (10.9) fiir r — oo die
asymptotische Form . ‘
u(e,r) = a(e)e™ + b(e)e (10.10)

besitzt.

Gebundene Zustinde entsprechen (normierbaren) Eigenzustinden, u(e,-) € L*(0,00).
Dann muss erstens € < 0: wir legen dann k fest durch

k =ik, K=+—>0, (10.11)

also eFF" = ¥ Zweitens muss b(e) = 0 sein: die Eigenwerte e ergeben sich als Null-

stellen der Funktion b(¢). Dann reduziert sich (10.10) auf

—RT

u(e,r) = a(e)e ™, (r — o00) .

10.2 Das Wasserstoff-Atom
Wir behandeln nun den Fall (10.2) des Coulombpotentials

v 2m 7 e*
Vr)=——, = :
(r)=—- V=
Die allgemeine Diskussion motiviert den Ansatz
u(r) =e"" Z et (10.12)
k=141

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert unter Benutzung von (10.11) die einfache

Rekursion
v — 2Kk

TR — k(1)
Falls die Rekursion nicht abbricht (d.h. alle ¢ # 0), so ist fiir k — oo

(k=1+1,14+2,..). (10.13)

2K (2K)"
1 also ¢, ~C o

Cr41 = Ck
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was auf
u(r) e " - Ce®r = (e

fithrt. Falls (10.13) hingegen abbricht, d.h. falls fiir ein n

Cnp # 0 s Cnt1 = 0 s
so ist die Losung eine Eigenfunktion. Die Bedingung dafiir ist
v
n= =, =l+1,1+2,...),
Fn = 5o (n=1+1,1+ )
d.h. 2 70212
1
B, = —— . g2 __m{Zze) 1 (10.14)

2m " 2h? n?’
(Schrodinger 1926). Dies ist die von Bohr im Rahmen der “alten Quantentheorie” her-
geleitete Formel (7.25) fiir die Energieniveaus. Das Schema der Eigenwerte stellen wir so
dar:

:1/16::... . e . - l
el & |

Die Eigenwerte sind aufgetragen in der Einheit 1Ry (Rydberg); die Zahlen in Klammern
sind die Vielfachheiten 21+ 1 der Eigenwerte zu gegebenem [, entsprechend der Dimension
des Raums der Kugelfunktionen zum Index [. Zu gegebenem n ist die Vielfachheit (oder
Entartung) von FE,, gleich

[y

n—

(20+1)=n*,

N
Il
=)

was mit (7.33) tibereinstimmt.

Fundamental ist die Existenz eines energetisch tiefsten Zustands (I = 0, n = 1): die
Energie des H-Atom ist nach unten beschrinkt und es ist damit stabil! Dies im Gegen-
satz zum klassischen H-Atom, wo das (beschleunigte) Elektron beliebig viel Energie durch
Ausstrahlung abgeben wiirde (vgl. Elektrodynamik). Die Wellenfunktion des Grundzu-
standes ist nach (10.12)

—K1T

u(r):e T, R1 =
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also (bis auf Normierung), da Y eine Konstante ist,

h2

N _ _
() =e ,a=—

Der Bohr-Radius a ist der Radius des Atoms in der Bohrschen Theorie. Durch (10.14)
sind alle Eigenwerte von H (vgl. (10.6, 10.2)) gefunden (ohne Beweis). Damit ist aber
(im Unterschied zum harmonischen Oszillator) noch nicht das gesamte Spektrum o(H)
ausgeschopft, welches (wie beim freien Teilchen) auch einen kontinuierlichen Anteil [0, co)
besitzt:

Um dies einzusehen, vgl. (9.9), konstruiere man sich zu jedem E > 0 und beliebig kleinem
e > 0 ein Zustand ¢ mit der Eigenschaft

I(H = E)¢f <e.

Idee: ein approximierter Eigenzustand des freien Teilchens, weit weg vom Kern.
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11 Néiherungsmethoden

11.1 Storung des Eigenwertproblems

H° = H" habe den vom Rest des Spektrums isolierten Eigenwert E°:

J(HO) ® ° ° °
EIO

Es sei M? der Eigenraum von H® zum Eigenwert E°, dim M° = n° < oo, und P° die
Projektion auf M°. Dann ist Q° = 1 — P° die Projektion auf M. MO und MO sind
invariant unter H°, und die Teile von H® in M° bzw. M 0% haben die Spektren {E°},
bzw. o(H°)\ {E}. Insbesondere existiert (E°— H)~! auf M, d.h. auch die reduzierte
Resolvente

RO _ (EO _ H(J)leO — QO(EO _ H(J)leO ) (11.1)

Wir untersuchen nun das Verhalten des Eigenwerts E° unter dem Einfluss einer Stérung
H® ~ H°4eH', (H' = 0 (11.2)

fiir kleine Werte des Stérparameters €. Das triviale Beispiel H? = E° - 1 zeigt schon, was
passieren kann: der Eigenwert E° spaltet auf in n° Eigenwerte

E,=E"+¢E], (k=1,...,n°%,

wobei die E} die Eigenwerte von H' sind. Im Allgemeinen nehmen wir an, dass E°
in n° Eigenwerte FEj(¢) mit Eigenvektoren () aufspaltet, und dass Ej(¢) und . (e)
Entwicklungen nach Potenzen von € besitzen. So setzen wir an:

(H'+eH'—E'—cE, —’E; — .. ) (V) +etp + i +...) =0, (k=1,...,n°%

und finden durch Koeffizientenvergleich:

(H* = E")yp =0, (11.3)
(H* — E°)p + (H' — Eg)yp =0, (11.4)
(H° — E°)vp + (H' — Eg) by, — B =0, (11.5)

Nullte Ordnung. Gl. (11.3) bedeutet nur

QY =0, (11.6)

dh. 2 € M° Weiter sind die ¢? in nullter Ordnung nicht bestimmt. Nur wenn E°
ein einfacher Eigenwert ist, ist 12 (bis auf Vielfache) dadurch bestimmt. Denn anson-
sten héngen sie tatséchlich von der Stérung ab: sie sind die Grenzwerte der gestorten
Eigenvektoren 1y (¢) fiir ¢ — 0.

Die 9 kiénnen somit innerhalb von M erst in héherer Ordnung bestimmt werden. Die
Reihe Fj(e) wird sich dann eindeutig ergeben, nicht aber ohne Weiteres die des Eigen-
vektors ¢4 (¢), denn dieser bleibt einer (mit Grenzwert ¢?) selbst nach Multiplikation mit
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einer beliebigen Reihe der Form 1 + cie + coe? + . ... Diese Freiheit wird beseitigt durch
die Normierung (¢9|vx(g)) = 1, d.h.

WOy =0,  (I1=1,2,..). (11.7)

Erste Ordnung. Wir operieren mit P° auf (11.4). Wegen P°(E° — H®) = 0 und (11.6)
ergibt sich
PYH*PY%)) = ElyY (k=1,...,n°. (11.8)

Die Eigenwertstorungen erster Ordung F;} sind die Eigenwerte des Operators P H! P? auf
MP°: ein n°-dimensionales Eigenwertproblem. Dieses bestimmt die 19 (bis auf Normie-
rung) soweit keine Entartungen auftreten. Praktisch wihlt man in M? eine orthonormierte
Basis {¢,} ungestorter Eigenvektoren. Dann ist der Operator P°H' P? dargestellt durch
die Matrix

(ool HY @), (ros=1,...,n°) .

Die E} sind die Eigenwerte dieser Matrix, die zugehérigen Eigenvektoren (Spaltenvekto-
ren) die Entwicklungskoeffizienten von ¢ in der Basis {¢,}. Im Spezialfall n® = 1 ist bei
Normierung ||4°]| = 1

E' = (y°|H'[y") (11.9)

die Eigenwertverschiebung 1. Ordnung. Wir operieren noch mit Q" auf (11.4) und
finden wegen Q%9 = 0:

(H — E°) Q) = —Q"H"){ ,
also
Q%) = ROH" ) . (11.10)
Im nicht entarteten Fall (n® = 1) folgt mit (11.7)
Yp = RVH™)) . (11.11)

Zweite Ordnung. Wir greifen einen n'-fachen Eigenwert E' von (11.8) heraus mit
Eigenvektoren 99, (k = 1,...n'), welche den zugehérigen Eigenraum M' C MY von
PYH'PY aufspannen (n' < n%). Es sei P! die Projektion auf M!, also P'4Q = 2;
P = P'P% PY(H° — E° = 0 und P'P°(H' — E')P" = 0. Operieren wir mit P! auf
(11.5) so ergibt sich damit:

By = P'(H' = EY), = P'P°(H' — E') (P + Q") ¢y
= PHH'Q"y

und aus (11.10):
P'H'R°H' P = By . (11.12)

Dies ist ein n'-dimensionales Eigenwertproblem zur Bestimmung der Eigenwertstorungen
E? und derjenigen 2, die in erster Ordnung noch unbestimmt geblieben sind. Im Fall
n' =1 ist ¥° schon durch (11.8) bestimmt, und fiir ||¢°|] =1 ist

E? = (W°|H' R H*|°) (11.13)
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die Eigenwertverschiebung 2. Ordnung. Wenn E° der tiefste Eigenwert von HY ist
(Grundzustand), so ist (E° — H%) < 0 auf M°", also R° < 0 und folglich auch E? < 0.
Das Auftreten der reduzierten Resolvente RY verunméglicht oft die exakte Auswertung
der Storungsformeln 2. Ordnung. Im Fall, dass H° nebst E° rein diskretes Spektrum
besitzt, mit Eigenwerte - # E° und normierten Eigenvektoren -, so ist

RO|<,0 thj_ w ‘90>

mit entsprechenden Ausdriicke fir (11.11, 11.13).

Beispiel: Stark-Effekt. Wir untersuchen die Storung des Niveaus n = 2 des Wasser-
stoffatoms

Hozﬁ_ej
2m T

durch ein homogenes elektrisches Feld (0,0, E):
H' = —eEux; .

Hier spielt E die Rolle des Storparameters. Die 4 Funktionen

w2lm(f) = U2lr(r>§/lm<f> ) (l:()ula m = —l,...,l) .

bilden eine orthonormierte Basis im Raum der Eigenfunktionen von H° zur Energie Ey =
—1/4Ry. Allgemein ist
(Unim|23|Ynrm) =0, (11.14)

falls m # m’, da M3 mit x3 vertauscht. Ebenso gilt (11.14) falls [ = I, da dann die beiden
Faktoren des Skalarprodukts ungleiche Paritit haben. Die 4 x 4-Matrix (Vopn| H*|¢opm)
hat also die sehr einfache Form:

haoo Y210 You1 Yai—1
oo | O € 0 0
Pa10
Po11
a1

e = —eE (1ogo|r3|th210) = —eE/ dr ugo (1) rug (1) /dQ Yoo cos(0)Y1o
0

N [ J/

(11.15)

o O M

0 0 0
0 0 0
0 0 0

—3v/3a0 1/V3
= 3eapF , (ap = Bohr-Radius) .

Diese Werte erhélt man durch Berechnung der normierten radialen Eigenfunktionen ugg(r)
und ug (r) unter Benutzung von (10.13). Ausgedriickt durch das Feld des Kerns

Epom = 5 = 5.14 - 10" Volt - m ™!
ap

im Abstand eines Bohr-Radius schreibt sich

E E  me? E
. Eponcaoe = 6 -6 Ry,
EBohr Bohr (0 EBohr 2h2 EBohr Y

e=3
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ist also praktisch sehr klein gegen die Bindungsenergie des H—Atoms. Aus der Losung
des Eigenwertproblems fiir die Matrix (11.15) ergibt sich folgendes Bild:

Aufspaltung:

* V11, Yo1-1

Eigenfunktionen nullter Ordnung:

—= (Y200 + V210)

1

\/ﬁ(w200 - %10)
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12 Drehimpuls und Spin

12.1 Symmetrien im Hilbertraum

Bevor wir zum eigentlichen Thema des Kapitels gelangen, soll der Zustandsbegriff und
insbesondere (9.3) nochmals erértert werden. Dem folgenden Satz gehen zwei Definitionen
voran.

Der Zustandsraum eines quantenmechanischen Systems ist ein Hilbertraum H iiber C.
Ein (reiner) Zustand ist ein Strahl: {\¢}, wobei ¢ € H, ||¢|| = 1 fest und A € C, |\ =1
beliebig ist, und umgekehrt. Eindeutig sind reine Zustdnde gegeben durch 1-dimensio-
nale orthogonale Projektoren Il auf H:

¢ = [¢)(]¢)
(bzw. II = |¢)(¢]). Sei II(#H) die Menge aller solcher Projektoren.

Definition. Eine Symmetrie (zwischen ‘H und #H') ist eine Abbildung S : II(H) —
II(H'), I — IT", derart dass
tr (I 11,) = tr (TT7115) . (12.1)

Durch Strahlen ausgedriickt:
[{Walw2)]” = [ [w5) [
d.h. invariant sind die Wahrscheinlichkeiten, deren Bedeutung aus (9.19) erhellt.

Definition. Ein antilinearer Operator A : H — H' ist eine Abbildung mit
Aln) + Xalia)) = MAJ1) + Ao Alba) . (N € C,|vhy) € H) .

Sein adjungierter Operator ist durch

(0lA™) = (lAg),  ([¥),]9) € H)

definiert (beachte den Unterschied zu (9.4). Eine antilineare Isometrie liegt vor, falls

(Ad|AY) = (¥]0) ,

d.h. A*A = 1. Ist ferner A invertierbar oder, dquivalent dazu, AA* = 1, so heisst A
antiunitar.

Es gelten die Regeln wie im linearen Fall. Beachte allerdings

(AA)" = AN = DA™ . (12.2)
Satz. (Wigner) Jede Symmetrie ist dargestellt als

S(I) = UTIU* (12.3)

(d.h. @' = U) mit U einer entweder linearen oder antilinearen Isometrie. U ist eindeutig
bis auf Multiplikation mit einer Phase ¢ € C, |¢| = 1.
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Beweis. s. Anhang D.
Bemerkung. Ist die Symmetrie umkehrbar, so ist U unitdr oder antiunitér.

Diskrete Symmetrien. Wir betrachten zunichst ein klassisches Teilchen im Raum
(oder stillschweigend mehrere), bei dem dynamischer und kinematischer Impuls {iberein-
stimmen: p'= mz. Die diskreten Symmetrien Raumspiegelung P und Zeitumkehr T
sind

P:(Z,p) — (-%,—p),
T:(Z,p)— (&,-p) .

Sollen P, T auch Symmetrien im Sinne obiger quantenmechanischer Definition sein, so ist
von den Operatoren Up, Ur aus Gl. (12.3)

UpxUp = —x; , UppiUp = —p; ,
UrziUr = x; UrpiUr = —p;
zu verlangen. Insbesondere ist Up|p;, z;)Up = [pi, z;], Uslpi, x;]Ur = —[pi, x;]. Vergleich
mit [p;, z;] = —ihd;; zeigt, dass Up linear und U antilinear sein muss.

Fiir eine Symmetrie S mit S? = 1 folgt aus (12.3) fiir das entsprechende U
U?=c

mit |¢| = 1. Im linearen Fall kann durch Wahl der (unbestimmten) Phase von U ¢ = 1
erreicht werden. Im antilinearen bringt dies nichts; hingegen folgt aus U?U = UU?, dass

c=c. Also
Ut = 1, (linear),
+1, (antilinear),

wobei das Vorzeichen eindeutig durch S bestimmt ist. Insbesondere folgt aus P? = T% = 1
Uz =1, Uz =cr==1.

Fiir ein Teilchen im R3 ohne weitere Freiheitsgrade (Spin), also H = L?(R3?), erfiillen die
Abbildungen

UpY)(&) = —p(=2),  (Ur)(T) = ()
alle obigen Vorgaben und zwar mit ¢ = +1. Allgemein ist S eine Symmetrie des
Hamiltonoperators H, falls fiir das entsprechende U gilt

. —iHt/h T (linear)
Ue = ¢(t) 3 ’ 12.4
() eHHYIT (antilinear), (12.4)
mit |e(t)| = 1. Im Fall $% =1 folgt daraus
c(t) =1, (12.5)

(s. unten). Aquivalent zu (12.4) ist dann, und zwar in beiden Féllen,

[UvH] =0,
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wie man durch Ableitung nach t sieht.

Beweis von (12.5). Im linearen Fall folgt aus (Ue /") U = U(e 'H*/"/) und (12.4), dass
c(t) = ¢(t), also ¢(t) = +1 und ¢(t) = 1 aus ¢(0) = 1 und Stetigkeit. Im antilinearen Fall
multipliziere man (12.4) mit (U*)% da (U*)? = £1 kann dies links von links und rechts
von rechts geschehen: U*e /" = ¢(t)e"/"U*. Das Adjungierte davon (beachte (12.2))

ist (12.4) mit ¢(t) — ¢(t). Es folgt ¢(t) = 1 wie vorher.

Auch fiir Systeme, bei welchen Z, p keine Observablen sind, ist die Zeitumkehr antilinear.
Denn t — —t als Symmetrie des Hamiltonoperators bedeutet hier sinngeméss Upe ™t/ =
eZeM/heilt/hi] . Wire Uy linear, so wiirde folgen

Us(H + &)Ur = —(H + &)

und insbesondere miisste das Spektrum bei geeigneter Verschiebung des Energienullpunkts
symmetrisch bzgl. A — —X\ sein. Diese an sich schon restriktive Bedingung steht im Wi-
derspruch zum Spektrum typischer Hamiltonoperatoren, welches nach unten beschréinkt,
nach oben aber unbeschrankt ist.

Kontinuierliche Symmetrien. Sei GG eine zusammenhédngende Lie-Gruppe. Eine pro-
jektive Darstellung von G in H ist eine (umkehrbare) Symmetrie S, : II(H) — II(#H)
fiir g € G mit

Sy 0 Sh=Sgn , S,(II) stetig in g. (12.6)
Nach dem Satz entspricht der Symmetrie S, eine (bis auf eine Phase eindeutigen) Abbil-
dung U, : H — H mit

Sy(IT) = U,IIU;
und (12.6) bedeutet
UgUh - w(ga h)Ugh

mit w(g,h) € U(l) = {2z € C||2| =1}. (9 — U, heisst ebenfalls projektive Darstellung

von G). Insbesondere ist U, unitér (und nicht antiunitér), da jedes ¢ € G von der Form
g = h? ist. Durch Betrachtung von U;U,U, folgt

w(f; 9)w(fg,h) = w(f, gh)w(g, h) (12.7)

und speziell w(g,e) = w(e,g) = w(e,e), (e: Einheit in G). Die Phase w(g, h) ist nicht
eindeutig: Unter der “Eichtransformation” U, — A(g)U, mit A\(g) € U(1) geht sie iiber in
die dquivalente Phase

w'(g,h) = w(g, IA(GIA(R)A(gh) ™. (12.8)
Insbesondere ist U, dquivalent zu einer (iiblichen) Darstellung, falls w'(g, h) = 1 erzielt
werden kann.

Satz. Betrachte die Listen von zusammenhingenden Lie-Gruppen:

(i) SO(n), Euklidische Bewegungsgruppe, A(4) (Lorentz-Gruppe), P(4) (inhomogene Lo-
rentz-Gruppe); )
(ii) R (bzgl. +), SU(n), Spin(n) (n > 2), universelle Uberlagerungsgruppen aus (i).

In einer geniigend kleinen Umgebung von e € G kann w(g, h) = 1 gew#hlt werden. Fiir
die einfach zusammenhingenden unter ihnen (Liste (ii)) gilt dies global. Dann ist
jede projektive Darstellung von G zu einer (iiblichen) unitiaren Darstellung dquivalent.
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Nicht in die Liste aufgenommen werden diirfen R™ (n > 2), sowie die Galilei-Gruppe.

12.2 Drehungen

Unter einer Drehung R € SO(3), ¥ — RZ eines quantenmechanischen Systems dndern
sich seine Zusténde ¢ € H gemdss ¢ — U(R)1, wobei U(R) eine unitire Darstellung
von SO(3) ist, d.h.

U:S0(3) — Z(H) = {lineare Abbildungen H — H} ,
R— U(R) (12.9)

ein Homomorphismus ist,
URNU(Ry) =U(RRy), UQ1)=1,
der unitér ist: U(R)™' = U(R)*.
Beispiel. Vgl. (9.49):
H=L*R?), (U(R))Z) =R 'T). (12.10)

Bemerkung. Nach dem vorigen Abschnitt erfordert die Quantenmechanik bloss, dass
die Darstellung der SO(3) eine projektive ist. Wir iibersehen dies zunéchst, kommen aber
spater auf Seite 108 darauf zuriick.

Infinitesimale Drehungen sind Elemente €2 des Tangentialraums an SO(3) im Punkt

1,
d
Q= —R(t
dt ®) =0
wobei t — R(t) eine differenzierbare Kurve in SO(3) durch R(0) = 1 ist. Mit €; und

sind dann auch

(12.11)

d
1€ + afly = %Rl(alt)}b(aﬁt) o’ (1,0 € R)
d
ROLZR ' = ERRl(t)R’l : (R €S0(3)), (12.12)
=0
d
Q1, Qo] = — Ry ()R (8) !
1, 0] dtRl( )Ry (t) o
infinitesimale Drehungen: Diese bilden mit der Klammer [-, -] die Lie-Algebra so(3) von

SO(3). Wegen
RT(H)R(t) =1 = Q'+a=0,
0T +0=0 N (em)T<th> — T+t _ g

besteht so(3) aus allen antisymmetrischen 3 x 3-Matrizen. Jede solche Matrix ist von der
Form

0 —Ws3 [0%)
Q((Ij) = Ws 0 —Wwi )
—W9 w1 0

d.h.
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&l

ST =D AT (12.13)

mit & = (wy, ws, ws) € R3. So ist dimg so(3) = 3, z.B. mit Basisvektoren
Q; = Q(>é) , (i=1,2,3),

wobei {¢;} die Standardbasis fiir R? ist. Fiir & = we, (Je| = 1) ist @ = R(e,wt) die
Drehung um Achse e und Winkel wt. Es gilt:

RUG R = Q(RS) (R €S0(3)) ,
also [Q(dy), Q(da)] = Q(&d) A Wy) und insbesondere
[, Q] = Q3 (und zyklisch). (12.14)

Jeder unitdren Darstellung (12.9) der SO(3) auf H entspricht nun eine Darstellung der
s0(3): ;

UuQ) = dtU(R(t)) o (12.15)
mit , R(t) wie in (12.11). (1. Genau: falls dim H < oo; ansonsten ist U(S2) ein
unbeschrénkter Operator mit ¢» € D(U(2)) genau dann, falls U(R(t))y differenzierbar
ist. 2. U(R) ist eindeutig durch © bestimmt, obschon es R(t) in (12.11) nicht ist.) Die

Abbildung Q2 +— U(£?) ist ndmlich ein Homomorphismus der so(3):

U(Oqu -+ OéQQQ) = 011U<91) + OégU(QQ) , (Oél, Qo € R) ,

U101, ]) = [0, U(0,)], 0
wobei letzteres aus
URQR™Y) =URUQU(R) ™, (R € SO(3))
folgt. Dass die Darstellung unitér ist, bedeutet nun
UQ) =-U(Q)
Fiir jedes & € R? definieren wir den selbstadjungierten Drehimpulsoperator
M (@) = iU(Q(d)) , (12.17)
also ,
M(&) = Mw; ,
i=1
wobei die Vertauschungsrelationen der M; = M (e;)
[M;, Ms| = iM; (und zyklisch) (12.18)

lauten.
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12.3 Irreduzible Darstellungen

Eine Darstellung auf H heisst irreduzibel, falls {0}, H ihre einzigen invarianten Teil-
rdume sind. Jede Darstellung zerféllt in eine direkte Summe irreduzibler, sodass es geniigt,
letztere zu klassifizieren. Wir tun dies fiir so(3), denn damit erfasst man wegen (12.15)
auch die von SO(3). Ferner setzen wir dim’H < oo voraus (was fiir die Anwendungen
geniigt), nicht aber, dass die Darstellung unitar ist (M; = M}, i = 1,2,3). Sei

M:t - M1 :l: 1M2 5
(Auf- und Absteigeoperatoren), sodann (12.18) gleichbedeutend ist mit
(M3, My| = +M, , [My, M_] =2Mj . (12.19)

Sei 1 ein Eigenvektor von Mj:
Mzp =z
fiir ein z € C. Damit ist auch z 4+ 1 ein Eigenwert, sofern M1 # 0:
MsMytp = My Mz + [Ms, My]op = (z £ 1) Myt .

Da dimH < oo, kann dieses Argument nicht beliebig wiederholt werden: Es gibt einen
Eigenwert j € C mit Eigenvektor v;, derart dass

Msy; = jiy M,vy;=0.
Wir setzen induktiv
Mty = Yy (12.20)
fiir m = 4,7 —1,...; somit ist
M3, = mab,, . (12.21)

Auch diese Folge muss abbrechen, d.h. es gibt ein k£ € N, sodass

Vik#0, M9 p=0. (12.22)

Falls
Mithm = pimtm1 (12.23)

(was fiir m = j zutrifft mit p; = 0), so gilt auch

Mythm1 = My M_thy, = [My, M_|¢y, + M_M_ 1y,

Es folgt induktiv
pm = (7 +1) —m(m+1) = (G —m)(j+1+m).

Die Bedingung (12.22) besagt ;_;—1 = 0, also 2j = k:

3
1,2, 12.24
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Jeder irreduziblen Darstellung entspricht damit ein solches j. Umgekehrt verifiziert man,
dass Ms, My, durch (12.20, 12.21, 12.23) auf Basisvektoren 1, ...,1_; definiert, (12.19)
erfiillen und somit eine Darstellung D; der so(3) liefern. Darin ist

M? = M?+ M2 + M2 = My M+ + Ms(Ms T 1)

ein Vielfaches der 1: B
M) =jGG+1y, (YeD), (12.25)
denn dies gilt, fiir ¢ = ¢; und M? vertauscht mit M;, (i = 1,2,3, 4, —).

Satz. Die endllich dimensionalen irreduziblen Darstellungen D;, der so(3), s. (12.14)
sind parametrisiert durch (12.24) mit dimD; = 2j + 1. Es gilt (12.25).

Ist die Darstellung unitér, d.h. M; = M}, (i = 1,2,3), und damit M} = M, so ist eine
orthonormierte Basis (Normalbasis)

{15, m) ‘Zn:fj
fir D; durch
.d) = iliom) = M 1)
gegeben. Diesbeziiglich ist
M2j,m) = j(j + 1)lj,m)
Ms|j, m) = ml|j,m) (12.26)
Mlj,m) =/j(G+1) —m(m+1)[j,m=+1) .

J

Fiihrt man umgekehrt ein Skalarprodukt ein, indem man die Basis {|j,m)};,__; als or-

thonormiert erkldrt, so ist die Darstellung D; unitér.
Beispiele. 1. Die 1-dim. Darstellung Dy ist trivial: M; = 0.

2. Die fundamentale Darstellung ist auf H = R? (besser: C?) mit U(R) = R, bzw.
U(Q) = Q. Sie ist irreduzibel, hat Dimension 3 und ist somit isomorph zu D;. Dasselbe
gilt fiir die adjungierte Darstellung auf H = so(3) (besser: die Komplexifizierung so(3)c)
mit, s. (12.12, 12.15),

U(R)Q - RQR_l 5 U(Ql)QQ — [Ql, Qg] .

Fiir spiteren Gebrauch sei hier die Normalbasis {|1,m)}! _  der Darstellung D; auf C*
angegeben:

L) = —(erties) . [L0) 1-1) =~z er—ies)(= L 1)) . (12.27)

1) = —(ey+ieg) ,0) = —e3 ,—1) = ———(e;—iep) (= —|1,1)) . .
Jp et 3 g e

Es ist ndmlich M;Z = ie; AZ, also Mo = i(e; £iey) AZ. Offenbar geniigt der erste Vektor
(1,1]1,1) = 1 und M,|1,1) = 0, und die restlichen beiden folgen durch Anwendung von
M_. Damit ist (12.26) erfiillt.

3. Der Raum )Y, der Kugelfunktionen zum Index [ = 0,1,2,... (s. Anhang B) trigt die
Darstellung D;, da M? = I(l + 1) und dim ), = 2] + 1.
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Bemerkungen. 1. Fiir jede Darstellung D;, die aus SO(3) stammt, ist j ganzzahlig,
dh. j =0,1,2,..., denn wegen U(R(es,p)) = e M und R(es,27) = 1 ist |j,m) =
e 2™Mm i m), also m € Z.

2. Es gibt keine oo-dimensionale unitére irreduzible Darstellungen der so(3), wohl aber
nicht unitére.

12.4 Einschub: Zusammengesetzte Quantensysteme

Wie baut man zwei Teilsysteme zu einem Gesamtsystem zusammen? Beispiel: der Hil-
bertraum L?(R®) der 2-Teilchen-Wellenfunktionen (7, #;) wird aufgespannt durch die
(Tensor)produkte:

YW@ (T) = (W @ @) (&1, 7o)
von 1-Teilchen Wellenfunktionen 1 € L2(R3). Allgemein: der Hilbertraum des Gesamt-
system ist das Tensorprodukt der Hilbertraume der Teilsysteme:
H=HDHD. (12.28)
Die Definition davon ist durch folgenden Satz gegeben:

Satz. Das Tensorprodukt H" @ H? zweier Vektorrdaume, H®, (i = 1,2), und eine
Abbildung ® : H® x H® — HWD @ HP sind (bis auf Isomorphie) durch folgende
Eigenschaft bestimmt: Zu jeder Bilinearform b : H() x H® — C gibt es genau eine
Linearform [ : HY @ H®) — C mit

@) =b,v®), @ en),  dh

Sind H® Hilbertraume, so auch XY @ ), und zwar mit Skalarprodukt bestimmt durch

Die konkrete Herstellung des Tensorprodukts ist: Sind {67(7? " (n; = dimH®), Basen
fir ™, so ist die Produktbasis
1 2)n1,m
{el) @ @y na

ma Jmi,ma=1
eine fir HY @ H.

Eine Motivation des Postulats (12.28) ist: Der Raum der Zustinde des zusammengesetz-
ten Systems enthélt solche die durch Angabe der Zusténde der Teilsysteme gegeben sind,
M @ ) sowie auch deren linearen Superpositionen. Man beachte den Unterschied
zu klassischen Systemen, wo es beim kartesischen Produkt €2; x Qs der Zustandsrdaume
der Teilsysteme bleibt. Der Unterschied ist weniger eklatant, wenn auf der klassischen
Seite nicht Zusténde, sondern Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber diesen herangezogen
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werden. Solche Verteilungen werden ebenfalls iiber das Tensorprodukt aus denjenigen der
Teilsystemen erzeugt: M (€25 x Qo) = M (1) ® M(§22), wobei M (Q2) der Raum der Masse
iiber 2 bezeichnet. (Diese Tatsache widerspiegelt sich in der Méglichkeit von Korrelatio-
nen zwischen den Teilsystemen.) In Anbetracht der probabilistischen Interpretation der
Quantemechanik ist letzterer Vergleich eher berechtigt.

12.5 Addition von Drehimpulsen

Drehungen eines zusammengesetzten Systems sind durch die Tensorproduktdarstel-

Iun
© UR) =UYR) @UPR), (ReSO(3)) (12.29)

gegeben, wobei das Tensorprodukt von Operatoren A® auf H®, (i = 1,2), erklart ist
durch
(A(l) ® A(2)) (¢(1) ® w@)) = AWy @ 4@y

auf HY @ HP. Aus (12.15) folgt fiir die Drehimpulsoperatoren (12.17)
My=MY@1+10M?, (i=1,23), (12.30)

und dies soll auch die Definition des Produkts zweier Darstellungen der so(3) sein, die
nicht notwendigerweise von SO(3) stammen.

Das Produkt von zwei irreduziblen Darstellungen D; zerféllt geméss der Clebsch-Gor-
dan Reihe
Dj, @ Dj, = Djitjy @ Djitj1 @+ @ Dyjy—jo - (12.31)

Beweis. Die Vektoren der Produktbasis sind Eigenvektoren von Mj, vgl. (12.26, 12.30),

Ms|j1,m1) @ |ja, ma) = (mq + ma2)|j1, m1) @ |j2, ma) .

Aus der Figur ersiecht man: Die Vielfachheiten des Eigenwertes m = my + my ist

fir m = ji + j 1
fir m:]1+32—1 : 2

fir m = |j; — Ja © 2min(j, j2) + 1
fir m=|j1 —j2] =1 : 2min(jy,52) +1
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falls m > 0 und gleich unter m — —m. Daraus folgt: Keine irreduzible Darstellung
Dj; mit j > j1 + jo kommt in D; ® D;, vor; Dj 4, kommt einmal vor und enthilt je
einen Eigenvektor mit Eigenwert mlt m = —j,...,J. Der verbleibende Eigenvektor mit

= J1 + j2 — 1 bedingt eine Darstellung D;, ;,_1, und so weiter bis Dj;, _j,|. a

Bemerkung. Im Fall j; = j, = j kann man auf D; ® D; die Vertauschung Fj) :
Y1 @ g — Py ® 1y definieren. Dann ist Dy; in (12.31) symmetrisch unter Vertauschung
(Pagyy = 4 fiir ¢ € Dy;) und D,y antisymmetrisch; und so alternierend weiter. Dies
folgt aus obigem Beweis, denn |j, j) ®|7, j) € Ds; ist symmetrisch und dasselbe gilt fiir alle
weiteren Vektoren in Dsj;, da [Py, M_] = 0. Fiir festes m zerlege man den Eigenraum
M3 = ma in den symmetrischen und antisymmetrischen Unterraum. Die Figur zeigt:
Bei m ~ m — 1 wachsen die Dimensionen der beiden Unterrdume alternierend (bis zu
= 0). Die Behauptung folgt induktiv.

Belsplel Es ist D1 ® Dy = D, @ Dy mit Tensorproduktbasis {13,313, =30, 1 — 3,30, | —
= ——)} Basmvektoren fur die Teildarstellung D; (Triplettzustinde) sind |27 2) =11,1),
da M2 > 2) (% + %) %, l) sowie die weiteren durch M_ erzeugten Vektoren:
1,1) =13.3)
1

fir die Teildarstellung D, (Singlett) einer zu (12.32) orthogonaler Vektor |0,0) mit
M;]0,0) = 0:

1
E(%,—%) —1=5%)- (12.33)

Die Symmetrieeigenschaften von Triplett— und Singlettzustédnden sind evident.

|070> -

12.6 Die quantenmechanische Drehgruppe SU(2)
SU(2) ist die Gruppe der komplexen 2 x 2-Matrizen V' mit

ViV =1, detV =1.

Infinitesimale Elemente
av(t)
dt  li=o
(V(t) differenzierbar, V' (0) = 1) sind komplexe Matrizen mit

A= (12.34)
A"+ A=0, trA=0,
(verwende logdet V' (t) = tr log V'(¢)). Sie bilden die Lie-Algebra su(2), versechen mit
[Ab AQ] - A1A2 - AZAI )
vgl. (12.12). Wieder enthélt sie ndmlich mit A auch

A =VAV*, (VeSu®). (12.35)
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Die Elemente A € su(2) sind von der Form

. . .3
. o1 as a1 — 1G9 __iz o
A= A@) = 2(a1+ia2 —as )_ 2,1%&]
]:

(@ = (ay,as,a3) € R?) mit Pauli-Matrizen

0 1 0 —i 10
0'1—(1 O>, O'Q—(i Ol), O'3—<O _1> . (1236)

Insbesondere ist dimg su(2) = 3 und eine Basis ist

Qu
ol

D | =

.0j
A = —i-2

7 E? (j:17273)

Die Matrizen (12.36) erfiillen
0i0; = 51]]1 -+ igijko'k
(€123 = +1 und ¢;j; total antisymmetrisch), d.h.

—, —,

(G-@)(G b) = (@ -b)1+iG- (@AD). (12.37)

Damit ist .
[A(d), A(b)] = A(@AD), (12.38)

bzw.

[Ay, As] = As (und zyklisch).
Die Lie-Algebren su(2) und so(3), s. (12.14), sind isomorph iiber
R :su(2) —so(3), A(D) — Q&) , (12.39)
d.h. A; — Q;,(j =1,2,3). Die Abbildung R : A — 2 ist durch
[A, A(a)] = A(Qa) (12.40)

charakterisiert, wie man mit A = A(J), Q@ = Q(J) aus (12.13, 12.38) sieht. Die irredu-
ziblen Darstellungen der su(2) sind damit die D; aus dem Satz auf Seite 102.

Jede Darstellung U(V') der SU(2) liefert eine der su(2) durch, vgl. (12.15, 12.16),

U(A) = %U(V(t)) . (12.41)

mit A, V(¢) wie in (12.34). Diese bestimmt U(V') wegen
U(eAt) _ eU(A)t ]
Beispiele. 1. Die fundamentale Darstellung der SU(2) ist auf H = C? mit U(V) =V,
bzw. U(A) = A. Sie ist irreduzibel, hat Dimension 2 und ist somit isomorph zu D 1
2. Die adjungierte Darstellung der SU(2) auf H = su(2) (oder H = su(2)c) ist, s. (12.35),

UV)A=VAV !, (V € SU(2)) .
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Als Darstellung der su(2), U(A)B = [A, B, ist sie wegen (12.38) isomorph zur fundamen-
talen Darstellung D; der so(3). Insbesondere hat sie Dimension 3.

Im Unterschied zum Fall von SO(3) gilt hier auch die Umkehrung von (12.41):

Satz. Jeder Darstellung D;, (j = 0, 2
Dabei gilt

.), der su(2) entspricht eine, U;, der SU(2).

7 27 7 A
U;j(=V) = (=1)*U;(V) . (12.42)
Beweis: induktiv nach j. Die Behauptung gilt fiir j = 0, % Gilt sie fiir j, so ist

UWV) = U;j(V) ® V eine Darstellung auf D; ® D1 = D; 1 & Dy, s. (12.31), mit
U(=V) = (=1)**'U(V). Dies gilt auch fiir die irreduzible Teildarstellung D, L O
Notation. Die entsprechenden Darstellungsmatrizen bzgl. der Normalbasis bezeichnen

wir mit Uﬁ{?m(V):

V)|jm) = Z U(] V)|gm') | (V € SU(2)) (12.43)

m/'=—j
(Normalform der Darstellung).

Nach dem Satz ldsst sich die Darstellung (12.39) zu einer von SU(2) heben. So erscheint
SO(3) als Darstellung der SU(2):

R:SU2) —>S0(B), Ve R=R(V) (12.44)

mit
V =M@t R = SO (12.45)
Die Abbildung ist charakterisiert durch

VA@V = A(Ra) , (12.46)

denn infinitesimal ist dies (12.40), vgl. Bsp. 2. Der Homomorphismus (12.44) ist surjektiv
(da jedes R € SO(3) von der Form (12.45) ist), nicht aber injektiv, da

R(V)=R(-V), (12.47)
s. (12.46); ja es ist VAV ™! = A fiir alle A € su(2) genau dann, wenn V' = +1. Also:
SO(3) = SU(2)/{£1}. (12.48)

Die Zuordnung (12.44) kann anhand zweier Vollkugeln der Radien 27 und 7 veranschau-
licht werden:

R € 50(3)




e Durch R = R(e,) = %) ist jede Drehung eindeutig durch einen Punkt ey
der Vollkugel vom Radius 7, {ep | l[e] = 1,0 < ¢ < 7}, gegeben, bis auf die
Identifikation der Diametralpunkte (+e, 7) wegen

R(e,p) = R(—e, 2w — ¢)

fir ¢ = 7. Insbesondere ist SO(3) nicht einfach zusammenhéngend. Eine zwei-
mal durchlaufene, nicht zusammenziehbare Schleife wird es aber. (Genauer: die 1.
Homotopiegruppe ist 7 (SO(3)) = Z mod 2.)

e Wegen (7 - e)? = 1 fiir |e| = 1 ist durch Summation der Exponentialreihe

ed(e9) — gm2(F)p ]lcosg —i(7-e) sing ;

damit ist jedes V = 4@ € SU(2) eindeutig durch einen Punkt ep der Vollkugel
vom Radius 27 gegeben, bis auf die Identifikation aller Punkte des Randes wegen
e?m) — 1. Insbesondere ist SU(2) einfach zusammenhingend.

Bemerkung. Mit (12.47, 12.42) liefert jede Darstellung D; mit j halbzahlig, d.h. j =
1/2,3/2,..., eine projektive Darstellung der SO(3). Umgekehrt sind die D,’s alle solche
Darstellungen der SO(3), denn sie stiften ebensolche der SU(2), also nach dem Satz auf
Seite 98 Darstellungen im engeren Sinn.

12.7 Der Spin des Elektrons

In einer Theorie ohne Spin wire ein Atom mit festem Kern (bei # = 0) und N Elektronen
in einem dusseren homogenen Magnetfeld (in 3-Richtung B = Bes) beschrieben durch

=y L= () A@)) +V(@,... 7).,  A@)=(Brz).  (12.49)

Hier ist m die Masse eines Elektrons und V' das Coulomb-Potential der Wechselwirkung
der Elektronen zum Kern sowie untereinander. Es ist rotationssymmetrisch:
V(RZy,... R¥y) =V (&,...2N), (R €S0O(3)) .
Behélt man nur die in B linearen Glieder, so ist
(5 (e/)A) =5 — (e/O)F- A+ A- ) + (e/0 A2 = — (e/0)B - (T A J) + O(BY),
dap-A= (1/2)eikpiBjrr = (1/2)eijuBjrip = A - 7, und folglich

h
H = Hy+ pupBMs; , (up = ;i = Bohrsches Magneton) , (12.50)
me

wobei Hy das ungestorte Atom beschreibt und
N
> EAp;=L=hM (12.51)
i=1

108



der Gesamtdrehimpuls ist. Im Unterschied zu H ist Hj invariant unter Drehungen

Sei Fy ein endlich entarteter Eigenwert von Hy. Der zugehorige Eigenraum ist eben-
falls invariant unter Uy und trégt somit eine Darstellung der SO(3). In der Regel ist
diese irreduzibel, denn die Wechselwirkungen zwischen den Elektronen heben allfillige
Entartungen zwischen verschiedenen Darstellungen auf vgl. Abschnitt 11.1. Jeder sol-
che “einfache Term” FEy von Hj trigt eine Drehimpulsquantenzahl j = 0,1,... und die
natiirliche Vielfachheit 25 + 1. Diese Entartung kann erst durch eine nicht rotationssym-
metrische Storung des Hamiltonoperators aufgehoben werden, wie z.B. jene in (12.50). In
diesem Fall ist

Hijym) = (Ey+ psBm)ljsm) ,  (m=j,...—j), (12.52)

wobei |7, m) die durch D; gestiftete Basis des Eigenraums von Ej ist. Demnach wire die
Aufspaltung AFE,, = ugBm proportional zu B und ansonsten universell, d.h. unabhéngig

von N und Ej.
}2]' +1

ohne Stoérung mit Storung

Aus der Beobachtung der Spektren (Zeeman-Effekt) findet man hingegen

e 25 + 1 gerade, also j halbganz, fiir N ungerade;

e die Aufspaltung ist nicht universell.

Die theoretische Mdéglichkeit, dass die Drehimpulsquantenzahl j eines Systems halbzahlig
ist, wird offenbar durch das Elektron verwirklicht. Zu ihrer Implementierung soll der
Hilbertraum eines einzelnen Elektrons nicht L?(R?), sondern (Pauli 1927)

H = L2(R3) ® C2
sein. Darauf wirkt V' € SU(2) geméss
UV)=U(R(V)) @V,

wobei Up(R) die Darstellung von R € SO(3), s. (12.10), in der Theorie ohne Spin ist
und R(V) der Abbildung (12.44) entspricht. Der Freiheitsgrad mit Hilbertraum C? und
Darstellung D% heisst Spin

S =hM (12.53)
des Elektrons. In der (fundamentalen) Darstellung D, ist M; = iU (A;) gegeben durch

Mj:%.
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Damit ist

0 1 00
v=(aa) = (Vo)

und die Basis (12.26) ist gerade die Standardbasis fiir C?,

= (o )=l Bep=(0)=1-es a2

Spin nach oben, bzw. unten beziiglich der Quantisierungsrichtung e;. Eigenbasen fiir M,
bzw. My sind

R AR S0
w0 e ()

Der Gesamtdrehimpuls des Elektrons ist nun, vgl. (12.30),

5

N |=

J=L®1+103, (12.55)

wobei L = & A p neu als Bahndrehimpuls bezeichnet wird.

Fiir die Zustéinde ¢ € L?(R3) @ C? gibt es verschiedene Schreibweisen. In der Spinor-
schreibweise wird ¢ : R® — C2, 7 — (Z) aufgefasst als 2-komponentige Wellenfunktion
von 7 mit dem Skalarprodukt

<w@:/fwwaw@%y

In der Basis (12.54) wird man also ¢ (%) darstellen durch den Spaltenvektor

= [ Y=12(@) - 11 11
w@= (LD ) b 00 = @l )+ o@D

auf den die Spinoperatoren in offensichtlicher Weise wirken. Alternativ ldsst sich 1 auf-
fassen als komplexe Funktion von zwei Variablen 7, s:

YR x {-1/2,1/2} = C, (Z,8) = (T, ), (12.56)
mit dem Skalarprodukt
o) = 3 [ @TEe(@s) .
s=+1/2

Der Zusammenhang mit der Spinorschreibweise ist ¥(Z, s) = 1,(Z), und die Bedeutung
der Spinvariablen s erhellt aus

(Siﬂp)(:a 5) = FLS@/)(ZE, 3) :

Zur Beschreibung der Zustéinde mehrerer Elektronen wird sich diese zweite Form besser
eignen.
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12.8 Einschub: Gemischte Zustiande

Ein Stern-Gerlach Analysator lenkt durch Te
ein inhomogenes Magnetfeld B (neutrale) @
Spin %—Teﬂchen je nach Wert von S - e unter- N
schiedlich ab; er bildet zusammen mit dem Wy B
Schirm die Messapparatur fiir diese Obser-

vable. Thre Spektraldarstellung ist

\

Schirm

/

S-e==d-e=—=-P, —

Do | St
=)
Do | St

mit
P. =|+e){+e| = Pi =P}, (12.57)
g-eltey==|te). (12.58)

Teilchen im Zustand [¢) treten nach der Wahrscheinlichkeitsinterpretation auf Seite 75
an je einer den beiden Stellen des Schirms mit Wahrscheinlichkeiten

ws = (Y| Pelth) = |(£e[)|” (12.59)
auf. Dasselbe Ergebnis (fiir dieses Experiment) wiirde ein Strahl liefern, in dem Teilchen
mit Zustinden | 4+ e) und | — e) in den Anteilen w, bzw. w_ vorhanden wéren. Es wire

aber falsch, eine solche statistische Mischung mit irgend einem (reinen) Zustand [¢)) zu
identifizieren, denn andere Experimente vermogen sie zu unterscheiden. Beispiel: Besteht

die Mischung je zur Hélfte aus Zustédnden | + e3) und | — e3), so betragen die beiden
Wahrscheinlichkeiten
1 1 1 1
Wy = §|<ie|es>|2 + 5 l(Fel = e3)]* = SlEelte) =5,

unabhéngig von der Richtung e des Analysators. Fiir jeden reinen Zustand [¢) ist aber
(12.59) von e abhéngig.

Statistische Mischungen, die der klassischen Vorstellung von Wahrscheinlichkeit als un-
vollsténdige Information iiber den reinen Zustand des Einzelfalls entsprechen, gibt es
offenbar auch in der Quantenmechanik (gemischte Zusténde). Sie sind gegeben durch
Dichtematrizen, d.h. durch Operatoren P : H — H mit

P=P">0, (12.60)
trP=1. (12.61)

Bei derer Spektraldarstellung

P = " wilen) (sl

gilt wegen (12.60, 12.61)

was ihre Interpretation stiftet: P ist eine Mischung der reinen Zustinden |¢y) mit Wahr-
scheinlichkeiten wy. Reine Zustédnde entsprechen dem Spezialfall, wo ein wy = 1 ist und
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die restlichen = 0 sind, d.h. wo P = P? ein Projektor ist (der wegen (12.61) 1-dimensional
ist). Der Erwartungswert der Observablen A im gemischten Zustand P ist

(A) =tr PA = Zwktrﬂ%)(%M) = Zwk<¢k|A|Sﬂk> )

d.h. gleich dem gewichteten Mittelwert der Erwartungswerte von A in den beteiligten

reinen Zustdnden |¢g). Gemischte Zustdnde konnen “konvex kombiniert” werden: mit
P, (i =1,2), ist
P = U)1P1 -+ w2P2 (1262)

(w; > 0,w; + we = 1) auch einer, vgl. (12.60, 12.61). Falls Systeme in den Zusténden P,
vorliegen, so prapariert man P dadurch, dass man zufillig mit Wahrscheinlichkeiten w;
eines aus der beiden Sorten wahlt.

Sie nun H = C?, wie im Fall eines Spins % Der reelle Vektorraum
{komplexe 2 x 2-Matrizen P | P = P*}
ist 4-dimensional. Eine beziiglich des Skalarprodukts
(P, P,) = %tr (PP)

orthonormierte Basis ist

10 0 1 0 —i 10
"OE]':<0 1)’ ”1:(1 o)’ “2:(1 o)’ “3:(0 —1)'

Damit ist
1< 1
P=: ;pm =5l +7"5) (12.63)
mit

Satz. Die Menge der gemischten Zustinden P iiber H = C? entspricht der Vollkugel
{peR?||p] <1} (Bloch-Kugel) mittels

P= %(Hﬁ-&). (12.65)
Dabei gilt
e Der konvexen Kombination (12.62) entspricht
p'= wip1 + waps . (12.66)

e Die reinen Zustinde P = |¢)(p| bilden die Kugelflache {p'| [p] = 1}.

e Zwei reine Zustinde |¢;), (i = 1,2), sind orthogonal genau dann, falls py, ps Dia-
metralpunkte sind.
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Beweis. Wegen (p-7)? = p?, s. (12.37), und tr (p'- &) = 0 sind die beiden Eigenwerte
von p- & gleich +[p], die von P also 3(py =+ |p]). Die Bedingungen (12.60, 12.61) bedeuten
somit po = 1 und 3(1+(p]) > 0, d.h. (12.65) mit [p] < 1. Gleichung (12.66) ist klar. Rein
ist der Zustand, falls £(1£[p]) = 0,1, d.h. falls |p] = 1. Falls zwei davon orthogonal sind,
so bilden sie eine orthonormierte Basis:

1= [p){p1] + [p2){pa| = PL + P .

Mit tro; =0, (i = 1,2,3), und (12.64) folgt 0 = py + po. O

Bemerkung. Im Fall eines Spins % sind die Zustande | £ e), wo der Spin bzgl. e nach
oben bzw. unten zeigt, vgl. (12.58), identisch mit den reinen Zusténden (12.65) mit
p = te:

|4 e)(de| = %(1 te-d). (12.67)

Beide Seiten sind namlich gleich den spektralen Projektoren Py, s. (12.57), von & - e.
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13

Zuriick zu den Grundlagen

13.1

Das EPR-Paradoxon

(Einstein, Podolsky, Rosen, Phys. Rev. 47 (1935), 77)

Die Quantenmechanik liefert nur ausnahmsweise sichere Aussagen (d.h. solche mit Wahr-
scheinlichkeit 1) fiir das Eintreffen eines Ereignisses, wie z.B. einen bestimmten Messwert
einer Observablen. Ist dies {iberwindbar?

In dieser Stossrichtung formulierten EPR die Frage: “Can quantum-mechanical descripti-
on of physical reality be considered complete?” Im Folgenden ist (i, ii) ihre Prézisierung
der Frage, (iii) die Antwort (nein) und (iv) die Begriindung;:

(i)

(i)

(iv)

Ein (hinreichendes) Kriterium fiir ein Element physikalischer Wirklichkeit ist:
“If, without in any way disturbing a system, we can predict with certainty (i.e.,
with probability equal to unity) the value of a physical quantity, then there exists
an element of physical reality corresponding to this physical quantity.” Der
Begriff ist unabhéngig von einer bestimmten Theorie und die Voraussage kann z.B.
durch Erfahrung geschehen.

Ein (notwendiges) Kriterium, damit eine physikalische Theorie vollstindig (com-
plete) ist, lautet: “Every element of physical reality must have a counterpart in the
physical theory.”

“While we have thus shown that the wave function does not provide a complete
description of the physical reality, we left open the question of whether or not such
a description exists. We believe, however, that such a theory is possible.”

(Variante von Bohm) Zwei Spin -Teilchen, (1) und (2), befinden sich zusammen
im Spin 0-Zustand

1
0,0) = E(\esa —e3) — | —es,e3)), (13.1)

der sich nach (12.33) bzgl. aller Quantisierungsrichtungen gleich schreibt (EPR--
Paar). (Ein solcher Zustand ist eine der Zerfallsmoglichkeiten des Pions, 7 — e~ et
in ein Elektron und ein Positron.) Die Teilchen laufen danach frei auseinander, was
ihren Spinzustand (13.1) nicht #ndert. Je eine Spinkomponente Sj(i), (7 =1,2,3),
der beiden Teilchen, (i = 1,2), wird dann gemessen. Die beiden Messungen sei-
en raumartig getrennte Ereignisse, sodass nach der SRT eine kausale Beinflussung
ausgeschlossen ist. Die Messung von S](l) und S](-Q) (gleiche Richtung j) ergibt ent-

weder (h/2, —h/2) oder (—h/2,h/2), je mit Wahrscheinlichkeit 1/2. Also kann S\"

vorher: nachher:
1)
SJ'1 o
[ X < ... 7'/53'2 )
)
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vorausgesagt werden, ohne das Teilchen (1) zu stéren, ndmlich durch Messung von
sz). Nach (i, ii) hat Sfl) einen bestimmten Wert, der zwar ohne Messung von 552)
niemandem bekannt ist. Ebenso fiir Sél) und Sél). Nach der QM hat eine Obser-
vable im Zustand [¢) nur dann einen bestimmten Wert, wenn [¢) ein Eigenvektor
davon ist, vgl. (9.23). Ein gemeinsamer Eigenvektor fiir S](.U, (j = 1,2,3), ist aber

wegen [S%l), Sél)] = ihSél) unmoglich!

Bohr (Phys. Rev. 48 (1935) 696) raumt zwar ein, dass “there is no question of a mechani-
cal disturbance of the system under investigation”. Jede der drei Spinkomponenenten S J(.l)
kann nicht, sondern kénnte bloss vorausgesagt werden. Die blosse Moglichkeit (i) einer
Vorhersage reicht ihm zur Begriindung eines Elements physikalischer Wirklichkeit nicht
aus: “There is essentially the question of an influence on the very conditions which define
the possible types of predictions regarding the future behavior of the system. Since these
conditions constitute an inherent element of the description of any phenomenon to which
the term “physical reality” can be properly attached, we see that the argumentation of the
mentioned authors does not justify their conclusion that quantum-mechanical description
is essentially incomplete.” Einstein liess sich umgekehrt davon nicht {iberzeugen.

Eine im Sinne von EPR vollstédndige (und erhoffte) Theorie wiirde sich rechtfertigen, falls
ihre Voraussagen

(a) die der QM reproduzieren, oder
(b) sofern sie von denen der QM abweichen, durch das Experiment bestétigt werden.

In den néchsten beiden Abschnitten werden wir sehen, dass beides im Wesentlichen nicht
zutrifft.

13.2 Verborgene Variablen

Eine Theorie “verborgener Variablen” ist eine, wo in jedem Zustand des Systems (reiner
Zustand) die Werte aller Observablen festgelegt sind; es ist aber zuléssig, dass der einzelne
Zustand nicht bekannt ist (oder es gar nicht sein kann), sondern bloss eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung (gemischter Zustand). Die QM ist keine solche Theorie, da der Zustand
|1} nur die Verteilung der Werte einer Observablen bei Messung bestimmt. Kann die QM
durch eine Theorie verborgener Variablen reproduziert werden? Diese Frage kann auf
mindestens zwei Arten prézisiert werden. Zunéchst die schwéchere Auslegung:

(V-) Es gibt einen Raum 2 (Wahrscheinlichkeitsraum; w € € ist die verborgene Variable)
und zwei Abbildungen:

Zustande 1) > Wabhrscheinlichkeitsverteilungen dpy(w) auf €, (13.2)
Observablen A = A* > Funktionen A(w) auf 2 (13.3)

(A(w) ist der Wert von A in w), sodass die quantenmechanischen Wahrscheinlichkeiten
fir die Messwerte wiedergegeben werden: Ist A =" a,P; ihre Spektralzerlegung, so gilt

(WIPIY) = po(fw € Q| Aw) = a}) . (13.4)
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Insbesondere ist der Erwartungswert von A

(I Alp) = / Aw)dpy(w) (13.5)

Beispiel. (Bell 1964) Verborgene Variablen fiir ein Spin %, H=C%
Q={w=(¥)N v eC |vl=1x1e[-11]},
dopw) = D aufw= (9}, ).

Fiir die Observablen & - e, ([e| = 1), sei

1, falls A€ [~(e]5-eu), 1],

(7 ¢)(w) :{ 1, falls A€ [—1, —(|F - ev) . (13.6)
Damit ist -
poll €91 (3-e)(w) = 41)) = -2 T

in Ubereinstimmung mit (¢|Py|w), s. (12.67). (Ahnliche Beispiele gibt es auch fiir
dimH > 2.) In Zustdnden w = (|¢), A) mit

A > max(—(Y|7 - e[)), —(]7 - (—e)[Y))) = || - e|4))]|

gilt sowohl (7 - e)(w) = +1 wie auch (7 - (—e))(w) = +1. Dies ist unbefriedigend, denn
letzteres ist physikalisch dasselbe wie (¢ - e)(w) = —1, was mit ersterem inkompatibel ist.
Anders gesagt: Der Stern-Gerlach Analysator auf Seite 111 bestimmt nicht nur den Wert
der Observablen & - e, sondern auch der Ereignisse Py = | £ e)(%e|, ja nach (9.13) jeder
Observablen, die bzgl. | £ e) diagonal ist. Wir verschérfen deshalb (V-) zu

(V+) Sei © und (13.2) wie vorher. Statt (13.3) sei eine Abbildung
Projektoren P = P? = P* —> Teilmengen P C €2 (13.7)

gegeben, sodass

(W[Pl) = pu(P) (13.8)
ZB- =1 — {P,} ist eine Partition von € . (13.9)

Bemerkungen. 1. Dies impliziert (V-): Falls A = ), a;P; (Spektralzerlegung), folgen
(13.4, 13.5) mit
Alw) = Zaixpi (w) (13.10)

(xp: charakteristische Funktion von P C Q).
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2. Mit f(A) =>_, f(a;)P; folgt aus (13.10)
FA) (W) = f(AWw)) - (13.11)
3. Gilt [Ay, As] =0, so folgt
(A1As)(w) = Ay (w)Az(w) . (13.12)

Dies, weil Ay, Ay bzgl. einer selben orthonormierten Basis diagonal sind, und damit von
der Form A; = fi(A), (i = 1,2), fiir einen geeigneten Operator A = A* mit derselben
Eigenschaft.

Beispiel (Fortsetzung). Sei S eine “Kugelhélfte”, d.h. fiir jedes e, (Je| = 1), sei entweder
e € S oder —e € S. Die Abbildung (13.7) sei 0 — @, 1 — Q und, fir 1-dimensionale
Projektoren P = P(e) = (1 + 5 -¢)/2, vgl. (13.6),

p_ JEWld-el¥) 1], (c€9),
(=1, {¢[a - e[¥)) , (—e€S).
Gleichung (13.8) ist erfiillt. Die nicht trivialen Zerlegungen > . P, = 1 sind die in zwei

1-dimensionalen Projektoren, P(e) + P(—e) = 1, (e € S). Die entsprechenden Intervalle
[—(¥]G-elv), 1], [-1, (¥|d - (—e)|¢)) erfiillen (13.9). Somit ist (V+) fiir ein Spin 3 moglich.

Das letzte Argument beruht darauf, dass es fiir dim’H = 2 zu jeder Richtung nur eine
orthogonale gibt.

Satz. (Kochen, Specker 1967) Sei dim’H > 3. Dann ist (V+) nicht moglich. (Es geniigt,
die Abbildung (13.7) fiir endlich viele, geeignete P’s zu postulieren.)

Beweis. (nach Mermin 1990, fiir dim# = 8 und somit auch fiir dimH > 8). Sei
H = C* ® C? @ C* der Hilbertraum dreier Spin 3. Betrachte die selbstadjungierten
Operatoren

0’1(1):0‘2®]l®], 0'2(2):][®0'1®]l, 0'2(3):][®]I®O'Z, (121,2,3>,

die Produkte

Q= 05 )aé ) (3) , Q2 = Uél) § )aé ) , Q3 = aél)aé )o—f”) , (13.13)
sowie das Produkt davon ,
Q1Q2Q3 —01 0'§2)0§3) . (1314)
Es gilt
0D, 0) =0,  (i#3]). (13.15)
[Qi, Q] =0; (13.16)

so ist z.B. @Q1Q2 = ail)agl)af)aiz)(ag?’))? = (—1)? aé) (1) Paé = (Q2Q1, woraus auch
(13.14) folgt. Was folgt daraus fir die verborgenen Varlablen‘7 Da die Faktoren in (13.13)
kommutieren, ist nach (13.12)

Q1(w) = oY (w)os? (W)ol (w) | (13.17)
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usw.; da die in Q1Q2Q3 ebenfalls, folgt
(@1Q2Q5)(w) = Q1(w)Q2(w)Qs(w) = 01" (W)t ()0 (w) = ({0 PolV)(w) , (13.18)

wobei (o3 (w))? = (06{")2(w) = I(w) = 1, s. (13.11, 13.8), verwendet wurde. Da
10Q2Q3 # 0 gibt es Zusténde [¢) mit (]|Q10Q2Q3|1) # 0. Nach (13.14) ist

(¥]Q1Q2Qs]v) = — (W0 o PalP|y) | (13.19)
nach (13.5, 13.18) aber auch

(W|Q1QaQsv) = +(W|otVoP o)
Widerspruch! O

In der QM kommutieren Observablen A, B, die verschiedenen Teilsystemen entsprechen,
womit AB auch selbstadjungiert ist: (AB)* = B*A* = BA = AB. Im Rahmen von (V-)
stellen wir fiir solche Félle die Lokalitatshypothese:

(L) Gehoren die Observablen auch noch zu raumartig getrennten Messungen, so ist
(AB)(w) = A(w)B(w) . (13.20)
Bemerkungen. 1. Im Rahmen von (V+) ist (L) wegen (13.12) von selbst erfiillt.

2. (L) ist naheliegend, wenn der Zustand w eines zusammengesetzten Systems durch die
seiner Teile gegeben sein soll, w = (wy, ws).

Satz. (Bell 1964) Die QM ist unvereinbar mit (V-, L).

Beweis. Wir betrachten drei Teilchen im Spinzustand
1
= —(leg) D le3) Qleg) — | —e3) Q| —e3) Q| —e3)).
) = 5 (lea) © lex) @ fes) = | —€3) | = ) @ | = es)

die anfénglich rdumlich zusammen, spéter aber entfernt sind, wie bei EPR. Die Messungen
je einer Spinkomponente der 3 Teilchen kénnen dann raumartig getrennt sein. Es ist:

denn wegen 0| £ e3) = | F e3), 02| £ e3) = £i| Fe3) ist z.B.
Qi £es)@|tes) @[ Ees) = (F) Fes) @ Fes) @] Fes) .

Auf der Seite der verborgenen Variablen gilt weiterhin (13.17), nun wegen (L). Nach (13.4)
ist 0;(w) = £1, (py-fast sicher), also gilt anstelle von (13.18) immerhin noch

Q1(w)Q2(w)Qs(w) = (01?0 (w) .

Aus (13.21, 13.4) folgt Q;(w) = 1 fast sicher. Damit ist (¢|o{”o{?o®|1p) = 1 nach (13.5),
aber auch = —1: Widerspruch. O
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13.3 Die Bellsche Ungleichung

Die Bellsche Ungleichung bezieht sich nicht auf die QM, sondern gilt fiir beliebige lokale
Theorien verborgener Variablen: Zusténde (bzw. Observablen) sind Wahrscheinlichkeits-
masse dp(-) (bzw. Funktionen A(+)) auf Q 3 w; Erwartungswerte sind durch

(A), = / A(w)dp(w)

gegeben. (Ubereinstimmung mit der QM, s. (13.5), wird hier nicht verlangt). Ferner
soll Lokalitdt gelten: entsprechen A, B raumartig getrennten Messungen, so soll fiir AB
(“zuerst B, dann A messen”) (13.20) gelten.

Satz. (Bell 1964, Clauser et al. 1969) Seien A, A’ von B wie von B’ raumartig getrennt,
alle mit Werten +1. Dann gilt

(AB) + (A'B) + (AB') — (A'B'Y| < 2. (13.22)

Beweis. Es ist

—2 < (Aw) + A'(w)B(w) + (A(w) = A(w))B'(w) < 2,

und zwar ist der Ausdruck = £2; denn

A(w) = A'(w) — Aw)+ Aw)=+2, Aw)—A4(w)=0,

Alw) = —A'(w) — Alw)+ A(w)=0, Aw) — A(w) = £2.
Bildungs des Mittelwerts liefert (13.22) O
Die Messung der Spinkomponente S; = ’—;’aﬁ in Richtung 7, (|77] = 1), eines Spin %—

Teilchens ergibt stets
aﬁ(w) =41.

Bei zwei Teilchen, 1,2, sollen, raumartig getrennt, die Komponenten

A= a(}) A = o—(j) B = a@ B = 0(2)
oo 7’

ny ne 2

gemessen werden (vgl. Fig. Seite 114). Bezeichnen wir die Korrelationen mit

C(it, i) = (04 - o),

so folgt aus (13.22)
|C(7i1, Ma) + C(1y, 712) + C(7iy, 1) — C(1y, 7y)| < 2. (13.23)

Diese Vorhersage soll nun mit der QM verglichen werden, wo ag) = &% . 1. Der Zustand
|4 sei das EPR Paar (13.1), fiir welches

(@0 +5@) - dy) =0, (@dV-dv)=0, (TR
gelten. Damit ist

C(iy, iiz) = (G - 70) (3P - i) [0y = —(] (31 - 73 ) (1) - iip) [o0) = —iiy - s -

(. /
n'g

iy -iig 14+ig (D (71 Afia)
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Die Ungleichung (13.23), die nun

|Ti1 - Mg + 10y - Ty + Tiy - Ty — 10y - Tiy| < 2 (13.24)
(alle |7;] = |77;] = 1) lautet, ist aber verletzt: Fiir die
Vektoren der Figur ist 1
7
— — - - - -/ ™ \/§ ﬁg
ny-Nog =Ny -Na2 =11 9 = COS — = —,
4 2 /4[4
;o 3T V2
1+ Tly = COS — = ——— /4
1 2 4 2 )

i
die linke Seite in (13.24) also = 2v/2 > 2.

Dies beweist nocheinmal den Satz auf Seite 118: die QM kann nicht durch eine lokale
Theorie verborgener Variablen reproduziert werden.

Das Experiment von Aspect et al. (1982, anhand von Photonen statt Spin %—Teilchen)
bestétigt die Verletzung der Bellschen Ungleichung (13.23).

13.4 Quanten Teleportation
(Bennet et al. 1993)

Auf Seite 75 wurden die Wahrscheinlichkeiten verschiedener Ergebnisse einer Messung
geméss QM angegeben. Was aber ist der Zustand nach der Messung? Dazu das (umstrit-
tene) Postulat der “Reduktion des Wellenpakets” (s. Ubungen): Infolge einer Messung
mit Zerlegung 1 = ) . P geht der Zustand [¢)) = >, P|¢) iiber in Pi|) /|| F;[¢)| mit
Wahrscheinlichkeit (1| P;|1).

Alice und Bob besitzen je ein Spin %—Teilchen eines EPR Paars (Teilchen 1 und 2)

1
V) = E(’e& —e3) — | —eg,e3)) . (13.25)

Alice soll den unbekannten Zustand |¢) eines weiteren Spins (Teilchen 0) an Bob tibermit-
teln, und zwar unter Verwendung bloss klassischer Information, d.h. endlich vieler Bits.
Dies ist (scheinbar) unméglich: (a) Der Transport des Teilchens wiirde die Ubertragung
des Zustands |¢) (QM Information) beinhalten. (b) Alice ist es nicht moglich, |¢) zu
messen, sondern nur, ob das Teilchen | +e) oder | —e) ist. Das Erfassen dieser klassischer
Information wiirde |p) zerstoren.

Mit Hilfe von (13.25) kénnen Alice und Bob den Zustand des Teilchens 0 auf das Teilchen
2 iibertragen (Teleportation). Der Zustand aller drei Teilchen ist

918 1) = e (leses) © | —ex) — o —ex) @ )

Alice kann Messungen an ihren Teilchen 0 und 1 vornehmen, wie z.B. die mit Zerlegung

4 4
1=) B=) Rol,
i=1 i=1
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wobei P; = | ;) (x:| die Projektoren auf die orthonormierten Zustéinde

1

Ix1) = E(‘ei’n —e3) — | —e3,e3)) ,
1

IX2) = qug’ —e3) + | —es,e3))
1

|X3> = ﬁ(|e3,e3> — | —es3,—e3)),

Ix1) = i(|€3763> + | —e3, —e3))

3

sind. Die Zustdnde nach der Messung entnimmt man aus

Pile) ® [9) = 5) @ (—| — es){—esli) ~ les){esle))
Pale) ® ) = 5h) ® (| - es)(—esle) — les)esle)
Pile) @ [} = 2 1xs) © (| — esdlesle) + fes) (~esle))

Pile) @ [) = 51xa) © (| — es)leslie) — les) (—esle)

Alice iibermittelt das Ergebnis ¢ = 1,2,3,4 (2 Bits) an Bob. Je nach Ergebnis wendet
er folgende unitidre Operatoren auf sein Teilchen 2 an (realisierbar durch Spinprézession,
vgl. Ubungen) und erhélt dessen Zustand:

Alices Ergebnis | Bobs Operation | Zustand
1 I —|e)
2 03 —|e)
3 o )
4 02 —ifip)

In allen Féllen ist der Zustand |p) (Phase ohne Bedeutung) wiederhergestellt!

Quanten Teleportation ist mit Photonen experimentell realisiert worden (Zeilinger et al.

1997).
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Formelsammlung zur Vektoranalysis

(v: Vektorfeld; v: Skalarfeld)

- Vektoridentitaten:

rot ﬁfu =0
divrotv =0

rot rot v = V(div v) — A¥
(0- V)0 =V (0?/2) — T Arot v

- Produktregeln:

rot (7 A @) = (div )7 — (div &) + (& - V)T — (7 V)@
- Sétze
Jydividiz = [, v-do (Gauss)
Jgrotv-do= [,o U-ds (Stokes)
- Korollare:

I Vo d3z = Joy, vdo
Jrot G dse = [, do AT
Ji (uAv + Vu - Vo) dz = Jov uVo - dé
[ (uAv —vAu) &Pz = [, (uVv — vVu) - do
[g dGAYVu= [, uds
- Kettenregeln:
(P:R—R% 71:R*—5R)

122



A Anhang: Distributionen

Sei D = Cg°(R?) der Raum der beliebig oft differenzierbaren (komplexwertigen) Funktio-
nen auf R? mit kompaktem Triger. ¢ € D heisst Testfunktion.

Definition (Konvergenz in D). Seien ¢,, (n = 1,2,...),0 € D. ¢, 25 & bedeutet: es
gibt eine kompakte Menge K C R mit supp ¢, supp ¢ C K, sodass

Sup |07 D5 - 0 (pu() — ()] —3 0

fiir jede Wahl von my, ..., my.
Bemerkung. D ist vollstdndig, d.h. jede Cauchy-Folge in D hat einen Grenzwert in D.

Definition. Eine Distribution (oder verallgemeinerte Funktion) F ist ein stetiges li-
neares Funktional iiber D

F:D—C, o — F(p),
F(Mpr+Xap2) = A F(p1) + XaF(p2) (M eC,p;€D),
F(en) — Flyp) falls @, — ¢ .

D' :={F | F ist eine Distribution} ist der topologische Dualraum von D.

Definition (Konvergenz in D’).

F, 25 F,
falls F,,(¢) = F(p) fiir jedes ¢ € D.
Bemerkung. D’ ist vollstindig.

Beispiele:
1) Sei f:R? — C lokal integrierbar. Zugehorige Distribution:

Fy(e) = [ da fa)ota)
Fy € D', denn
Fol < ([ o1l swle)]

falls suppp € K.

2) (Delta-Distribution)
3(p) == ¢(0) -
d € D', denn [§(p)| < sup, |¢(x)|. Es gibt aber keine (lokal integrierbare) Funktion
f, so dass § = Fy. Ansonsten, wihle r > 0 beliebig klein und ¢ € C§°(R?) mit
1] < 1,4(0) =1 und suppv C B, = {z| |z] < r}. Setze dann

plr) = Y(x)p(r) + (1 —P(@))p(z) ,

(.

— 1 () —: a(a)



sodass supp @1 C B, und ¢9(0) = 0. Dann wire 0(¢) = 0(¢1) + 0(p2) mit (¢2) =0
und

sl = ol < ([ i@ ) s ot

r
J/

50
rl0

also 0 = 0, was aber nicht zutrifft. Trotzdem schreibt man

im Wissen, dass es §(z) als Funktion gar nicht gibt.

3) Sei f, lokal integrierbar mit [ f,(z)dx =1, [ |fu(z)|dz < C, supp f, C By,. Dann
ist
Fr, 2506

Fiir jedes ¢ € D ist namlich
Fy. () — 6(p) = / 0z () o) — 0(0) = / de (1) (p(z) — (0)) |
Iy () — ()] < ( / dwlfn(x)l) sup [p(@) — o(0)] .

meBl/n

N J/
' S

e

<C —0

4) Sei f:R"™ — C stetig differenzierbar. Zu 0;f gehort die Distribution
Fas(p) = [ del@uf(a)e(o) = - [ daf@ip(o) = ~Fy(oie)
nach partieller Integration in z;. Dies veranlasst uns zur

Definition (Ableitung einer Distribution). Fiir F' € D’ ist 0,F erkldrt durch

(O F)(p) := —F(ip) -

Bemerkung. 0;,F € D', denn trivialerweise
on—op = Oipn—rOip .

F hat Ableitungen aller Ordnungen.

4) (nochmals): 0,Fy = Fy, ;. Deshalb werden f und Fy identifiziert.

5) (0i0)(v) = —0(0ip) = —(0i¢)(0).
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6) (d = 1) Die Heaviside-Funktion ist definiert als

und es entspricht ihr die Distribution 6(¢) = [;° dx ¢(x). Es gilt
=9,
denn (@) = —0(¢') = — [, da ¢'(x) = p(0) = 6(p).
1 J—
4r|z|

(s. (1.11)) und als Ubung das E-Feld eines Dipols:

—0(7)

1 1\ 3F-DF-7% 1
p ( |f|> PP @p'
f(@

aufzufassen ist.

Fiir weitergehende Fragen (Fouriertransformation, Faltung, usw.) sind z.T. andere Test-

funktionenrdume, bzw. Distributionenraume besser geeignet (z.B. die Schwartzschen Réau-
me S, bzw. §’). Wir verweisen auf die
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- L. Schwartz, Théorie des distributions I, 11
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- R.O. Richtmyer, Principles of advanced mathematical physics I
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B Anhang: Tensorkalkiil

Vektoren

V reeller Vektorraum mit dimV' = n. In einer Basis ey,...e, fiir V hat jeder Vektor
a € V die Entwicklung
a=a'e,, (B.1)

(Summenkonvention: iiber jeden oben und unten stehenden gleichen Index wird von 1 bis
n summiert). Bei einer Basistransformation

E/J' e Auuey (BQ)
transformieren Vektorkomponenten linear:
al = A',a”

wobei wegen
— U= g _ vV v
ate, =AN' )\, a"e, = a’e,

gelten muss
AN =6,7 (B.3)

d.h. die Matrix (A,") ist die transponierte Inverse der Matrix (A*,), was wir allein durch
die verschiedene Stellung der Indizes zum Ausdruck bringen.

Linearformen

V* = Dualraum von V: seine Elemente sind reelle lineare Funktionen f : V — R, a
f(a) (Linearformen). Wir schreiben

fla) =:{f, ) (B4)
und bemerken, dass diese Klammer bilinear in f € V* und a € V ist. Aus (B.1) folgt
(f,a) = {f,eu) . (B.5)
f
=1,

Die zu ey, . ..e, duale Basis e!,...e" fiir V* ist erklirt durch
(e" a)y = a" . (B.6)
Dann ist
= Jue",
denn es ist
(fue",a) = fua" = (f,a).

Speziell gilt
(! e,) =", .

Bei einer Basistransformation (B.2) gilt nach (B.5, B.6)

Fo=NSf, @t =N (B.7)
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Die Elemente von V', bzw. V* nennt man auch kontravariante, bzw. kovariante Vek-
toren (im Vergleich zum Transformationsgesetz (B.2)). Wegen (B.4) ist V' = V** mittels
ar (-, a).

Tensoren

Ein Tensor T" vom Typ (;), T € ®1V, ist eine Multilinearform in ¢ Variablen aus V* und
p Variablen aus V. Zum Beispiel ist T € ®]V eine Bilinearform T'(f,a) der Variablen
feV undaeV.

In einer Basis ist
T(f,a) =T(fue" a"e,) =T(e" e,) fua” (B.8)
—.TH

und daraus folgt mit (B.2, B.7) das fiir Tensorkomponenten charakteristische Transfor-

mationsgesetz B
T", = TsA" A, (B.9)

kontravariant im ersten Index und kovariant im zweiten. Speziell hat der Tensor (B.4)
in jeder Basis die Komponenten 6*,: (B.9) reduziert sich in diesem Fall auf (B.3). Wir
bemerken: @)V =R, @V =V* @V =V* =V.

Operationen auf Tensoren:

i) Produkt: Fir 7€ @71V, S € @2V ist das Tensorprodukt T® S € ®glli?,22V definiert
durch

(T ® S)(fﬂ)’ s 7f(f11+¢J2); a1y, - - - 7a(P1+p2))
= T(f(l)v cee 7fq1; A1)y - - - 7a(p1)) S(f(q1+1)a S f(q1+q2); Apy 41y - - - 7a(p1+p2)) .
e Beispiel: Fir T e @1V, S e @)V =V* R=T® S ist

R(f,a,b) =T(f,a)S(b) =T",5, f.a"b7 . (B.10)
Rty

e Beispiel: In ®]V ist eine Basis gegeben durch e, ®@e”. Aus (B.8) und (e,®¢")(f,a) =
fua” folgt ndmlich

T=T'e,®e" .
Damit ist ®] V = V ® V* := {Linearkombinationen von Tensorprodukten aus V
und V*}.
Allgemein:
RV =V®..0VaV'®...V* . (B.11)
q—‘I’Ilal p—mal

ii) Spur: Fiir Tensoren vom Typ (1) ist die Spur von T

trT :=T(e' e,) =T",,
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wobei e, e/ ein beliebiges duales Basispaar ist. Beliebig ist es, weil
T, =T s A" AP =T, .
8
dar

Allgemein definiert man
tr: @1V — @IV,

indem tr wie oben auf den je letzten Faktor V', bzw. V* in (B.11) wirkt.

e Beispiel: S =trT, T € ®?V hat die Komponenten

St =T,

e Beispiel: Jeder Tensor T*, definiert durch
bt =T*,a"

(Spur eines Tensorprodukts) eine lineare Abbildung 7' : V' — V| a +— b, und umge-
kehrt: Jede solche Abbildung T" definiert einen Tensor

T(f7 (Z) = <f7 TCL> = T“l/ f#ay

mit den Komponenten 7%, = (e#,Te,). Analog kann man z.B. einen Tensor T,

auffassen als lineare Abbildung
b, = T,a"

von V nach V*.

Antisymmetrische Tensoren

Eine spezielle Rolle spielen die antisymmetrischen Tensoren aus ®2V =V'® .-V
————

p—mal
T(a@y), - - - Axp))) = senm - T(aqy, - - - ag))

fiir jede Permutation = von {1,...p} : m € S,. Dabei ist sgn m ihre Paritdt. Man schreibt
AP V* fiir den Unterraum solcher Tensoren.

Jeder Tensor vom Typ (2) kann antisymmetrisiert werden durch die Operation A:

1
(AT)(aq), - ap) = o > senw T(agq)), - > Anir)

T mEeS)

Es gilt A% = A.

iii) Ausseres Produkt: fiir 7 € AP V* S € A V*ist TAS € A" V* definiert
durch
(p1 +p2)!

TANS =
p1!ps!

AT®S).
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Eigenschaften:

TANS = (=1)PP2SAT,

+ po + p3)!
p1p2p3)A

(
TANSANR) = (TNS)AR=
( ) ( ) D1!p2!ps!

(T®S®R)

Komponenten: Fiir '€ A" V* ist beziiglich einer Basis e# von V*
T = Tul...upeul®"'®eup =AT
= Tppop, A" @ - @ e)

1
— TNl-nﬂp H eFt A - A\ etr

= T

bei Beschrankung der Summe
ey €N Nel? ( ) .

auf g < ... <,
Damit ist

p
n n!
dim A\ V* = -
/\ <p) pl(n —p)!

und insbesondere = 0 fiir p > n.
Metrik

Wir riisten V' mit einem Skalarprodukt aus
(a,b) :  symmetrische, nicht ausgeartete Bilinearform auf V.
Nicht ausgeartet heisst, dass nur der Nullvektor auf allen Vektoren orthogonal steht:
(a,b)=0, VbeV = a=0.
In Komponenten schreiben wir fiir diesen metrischen Tensor
(@h) = gua't',

Gw = Guu s det (gu) # 0.

iv) Rauf- und Runterziehen der Indizes: Durch das Skalarprodukt definiert jeder
Vektor a € V eine Linearform ga € V*:

(ga,b) := (a,b) , VbeV

Die Abbildung g : V — V* a — ga ist ein Isomorphismus, denn aus ga = 0 folgt
(a,b) = 0 fiir alle b € V, also a = 0. In Komponenten ist

(ga), b" = g, a"b"

also
(9a)y = g a” (B.12)
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(Runterziehen des Index). Fiir g7!: V* — V gilt umgekehrt

(97" f.0) = (f.b),
(g ') = g™

(Raufzichen des Index), wenn wir mit (¢"”) die (ebenfalls symmetrische) Inverse der
Matrix (g,,) bezeichnen. Diese Isomorphismen lassen sich auf Tensoren iibertragen, so
das Runterziehen:

gV — @IV, T+—s gT ,

D) (fay,- - fa-viaqys - apry) = T(fay, - fa-n,9am3iae); - apen)
(gT)m---ltqq gylaTﬂl---qula (B13)

Vi...Vp+1 V2...Vp+1

Wir identifizieren nun V* mit V', indem wir ga = a setzen und einfach von ‘Vektoren’
sprechen. So lautet (B.12)

a, = Gua”
und wir nennen a* bzw. a, die kontravarianten bzw. kovarianten Komponenten von a. Es

ist dann
— B, "
a=a'e, = a,et,

wobei die duale Basis {e*} zu {e,} bestimmt ist durch
(e*,e,) =", .
Analog identifiziert man alle ®? V' mit dem selben p + ¢. Beispiel: p + ¢ = 3.
T(a,b,c) =T,,,a"b"c” =T, ;a,b"c” =T a,b,c, .

Insbesondere folgt aus (B.13), dass

v

guy - gu,u - 5u
in jeder Basis. Hingegen kann man die Basis kartesisch wéhlen, d.h.
Guv = (S,uu )

nur im Fall einer positiv—definiten Metrik. Dann entféllt der Unterschied zwischen kova-
rianten und kontravarianten Komponenten und man kann alle Indizes unten schreiben.

Volumenelement

Die Metrik auf V' = V* {ibertréagt sich auf ®2V mittels

1 p
(a) @ -+ ® ag), bay @ -~ @ b))y = — | [ (a b)) (B.14)

und Bilinearitét. Sie bleibt dabei nicht ausgeartet. Insbesondere ist sie auf A” V* definiert.
Wegen dim A" V* =1 gibt es bis auf das Vorzeichen genau ein Q € A" V* mit

(©2,9),, = Signatur von (-,-), auf \"V* = +1.

130



Q) heisst das Volumenelement zur Metrik g. Beziiglich einer Basis e* fiir V* ist

Q= :I:‘g‘l/z 1 '/\ena
wobel
g = det (g;w) ) Guv = (e;u 61,) .
In der Tat ist
(,9), = lgl(e"A---Ae" et A Ae™),

_ 7r(z
= |g E sgn | | (¢',e = |g|det (¢"") =sgng .

TES) g—!

In Komponenten:
1/2
Qm...un = :|:|g| / Eptnpin

1...n
S =SSR )

v) Hodge’sche *—Operation: Eine Abbildung

wobel

ist definiert durch

fir alle S € \"7" V*.
Eigenschaften: (ohne Beweis)
(T, S)ap = (1P T, %8),
xxT = sgng-(=1)POP T
(T, *T2)n—p = sgng- (11, T2)y

Einen expliziten Ausdruck fiir *7" bekommen wir aus

n! 1
o () ((,—1®
(*T, S)n_yp SICR—] (T®S,Q), = o <tr (g7 T)®Q), S) e

wobei (p) fir ‘p—fach’ steht. Dies folgt aus der Normierung (B.14) und aus (a,b) =

(g7 a,b) = tr(g 'a®b). Also ist
T = — tr®) ((g_l(p>T) ® Q)

und in Komponenten



Tensorfelder im R"

In R" beniitzen wir affine Koordinaten x = (z', ..., 2™) bestimmt bis auf linear inhomo-

gene Transformationen
T=Ar+a, T = ANt 4+ at . (B.15)

Ein Tensorfeld ist gegeben durch seine Komponenten, z.B. T#,(z!, ..., 2") falls vom Typ

(i), mit dem Transformationsgesetz

T",(T) = T%(x) A", AP =T (A1 (T — a)) A", A7 . (B.16)
Algebraische Operationen (i-v) sind punktweise auf Tensorfeldern ausfithrbar.

vi) Differentiation: Aus T%,(z) entsteht durch

0
TH,  (x) = 5

T, (z) (B.17)

ein neues Tensorfeld. Zum Beweis bemerken wir, dass nach (B.15)

wobei die zweite Beziehung durch Vergleich von
ozt dx”
Oxv 0x°
folgt. Somit transformieren die Differentialoperatoren

9, = 2

T O

=", mit A, A" =",

wie kovariante Vektorkomponenten
= 0 00
mOoTt T 0Tt O

Daraus folgt das Transformationsverhalten von (B.17)

= A0, .

T, o(T) = A0, (T5(2) Ao A = T (2) AP APALT

rsichtlich ist auch, dass 7%, , beziiglich nicht affinen Koordinatentransformationen kein
Ersichtlich ist auch, dass 7", , beziiglich nicht affinen Koordinatentransf ti kei
Tensor ist.)

e Beispiel: f, = Gradient eines Skalarfeldes (kovariantes Vektorfeld) und j* , = Di-
vergenz eines kontravarianten Vektorfeldes (Spur des Tensorfeldes j* ).

Eine ortsunabhingige Metrik im R™ ist gegeben durch den metrischen Tensor g,, (un-
abhéngig von z). Dann kommutiert 9, mit dem Rauf- und Runterziehen der Indizes. Wir
setzen noch

0
ot :.=—=g¢"0,.
0z,
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Invariant ist der Laplace-Operator (bzgl. der Metrik g, ):

A =0"9, = g"',0, .

Bemerkung. Ein koordinaterfreier Zugang zu Tensorfeldern ist iiber den Begriff eines
affinen Raumes E (iiber V') moglich. Dies ist eine Menge versehen mit einer Abbildung
ExE — V, (r,7") — r'—r, welche folgende Eigenschaften geniesst: (i) (r" —7')+ (' —r) =
r” —r; (i) zu gegebenen r € E, v € V gibt es genau ein v’ € E mit 7' — r = v (notiert als
r=r+v).

Ein Koordinatensystem K in E ist gegeben durch Auszeichnung eines Punkts o € E
(Ursprung) und einer Basis {e,} fiir V. Uber r = o+ a*¢, ist eine Koordinatenabbildung
E — R, r— z= (2 ...,2") erklirt. Bei Wechsel des Koordinatensystem, bestimmt

durch (B.2) und 0 — 0 = a’g,,, transformieren die Koordinaten geméss (B.15).

Ein Tensorfeld auf E ist eine Abbildung 7": E — ®4V, r + T,.. Bzgl. K sind ihm (z.B. fiir
p = q = 1) die Komponenten T*,(x) := T, (e, e,) zugeordnet. Deren Transformations-
verhalten ist (B.16). Die Ableitung 07T ist ein Tensorfeld vom Typ (pil) koordinatenfrei
definiert (im Bsp.) durch

(OT),(f,0,0) = =Tl ,0)

Y

’)\:O

d.h. (B.17) in Komponenten. Die Uberpriifung ihres Transformationsverhaltens eriibrigt
sich nun aber.
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C Anhang: Selbstadjungierte Operatoren

1. Grundlagen

e Hilbertraum # iiber C mit Skalarprodukt (-,-); Norm |ju|| := (u, u)'/2.
Konvergenzbegriffe in H:

— Normkonvergenz:
Uy, — U, d.h. ||Ju, —ul| —— 0.
n—o0
— schwache Konvergenz:
Up U, d.h. (v,u,) — (v,u), (Vv eH).
n—oo
Es gilt:
Uy —>u,  |un| = ||ull = Up, — U . (C.1)

e Beschriankte Operatoren, B € L(H):

B:H—H, u+— Bu , linear

mit [|Bul| < Cllul| fir ein C' > 0; || B|| := kleinstes solches C.
Konvergenzbegriffe in L(H):

— Normkonvergenz:
B, — B, d.h. ||Bn—B||m>0.

— starke Konvergenz:

B, > B, d.h. B,u— Bu, (Vu € H) .
— schwache Konvergenz:

B, > B, dh. B,u = Bu, (VueH).
Es gilt, s. (C.1):

B, = B, ||Buu| — |Bu| (Yu€H) = B, > B. (C.2)

e Satz von Riesz: Sei D C H ein dichter Teilraum, d.h. D = H (D: Normabschluss von
D). Zu jeder beschrénkten Linearform [ auf D,

l:D—C, v l(v), linear
L) < Cllo]l,

gehort ein eindeutiges u € ‘H, sodass
l(v) = (u,v) . (C.3)
Anwendung: Ebenso gehort zu jeder Sesquilinearform b auf D,

linear in v

b:DxD—C, (u,v) = b(u’ U) ’ antilinear in

[b(u, v)| < Cllullfjvfl
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ein eindeutiges B € L(H), sodass
b(u,v) = (u, Bv) . (C4)

Bemerkungen. 1) b, und somit B, ist durch b(u,u) tiber die Polarisationsidentitét
bestimmt:

3
1 —k -k -k

b(u,v) = 1 ,;_0 17"b(u +1"v,u +1"v) . (C.5)
2) Ist b(u,u) > 0, (Vu € H), so gilt die Cauchy Ungleichung

|b(w, v)|* < bu,u) - b(v,v) .

2. Unbeschrinkte Operatoren

Definition. Ein Operator A auf H ist eine lineare Abbildung
HDODA) — RACH, u— Au

T T

Teilraum Teilraum
Definitionsbereich Wertebereich
von A (domain) von A (range)

Regeln.

A=B : D(A)=D(B)und Au = Bu, (Yu € D(A))
ACB : DA cD®B) 7 7 ”
(B heisst Fortsetzung von A)
DA+ B) = D(A)ND(B)und (A+ B)u = Au+ Bu
D(AB) = {u€ D(B)|Bue€ D(A)} und (AB)u = A(Bu)
A!existiert A ist injektiv, D(A™') = R(A), R(A™!) = D(A)

Der Nullraum von A ist N(A) = {u € D(A) | Au = 0}.
A injektiv < N(A) = {0} .
Definition. Sei A ein Operator. Falls

un € D(A)
Uy, — 0 = 0v=0, (C.6)
Au,, — v

so heisst A abschliessbar; dann ist der Abschluss A (O A) definiert durch
u, € D(A)

Uy —> U =: wu€ D(A), Au=vuv, (C.7)
Au,, — v
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wobei (C.6) die Eindeutigkeit von v in (C.7) sichert. A heisst abgeschlossen, falls A = A,
d.h. falls die linke Seite von (C.7) u € D(A), Au = v impliziert.

Lemma 1. Sei A~' € L(H) (d.h. A: D(A) — H ist injektiv und surjektiv, ferner A~!
beschrinkt). Dann ist A = A.

Beweis. Aus u, € D(A), u, — u, Au,, — v folgt u,, - A~ v = u. O

Definition. Die Resolventenmenge p(A) von A ist
p(A) ={zeC|(z—A)" € LH)}, (C.8)

dh. z € p(A) gdf N(z — A) = {0}, R(z — A) = H und die Resolvente (z — A)~!
beschréankt ist.

Falls es ein solches z gibt, ist nach dem Lemma z — A und somit auch A abgeschlossen.

Das Spektrum von A ist
o(4) = C\ p(A) . (C.9)

p(A) ist eine offene Menge (ohne Beweis), o(A) also eine abgeschlossene.
Fiir 21,29 € Cist

(1 =A) = (= A = (- 2)(n - A) (- A,
insbesondere kommutieren die Resolventen von A.

Definition. Sei A ein dicht definierter Operator, d.h. D(A) = H. Die Adjungierte
A* von A ist dann wie folgt definiert: v € D(A*), falls

|(u, Av)| < Clvf|, (Vv e D(A)) ;
dann ist die Linearform v +— (u, Av) auf D(A) beschrankt, nach (C.3) also
(u, Av) = (w,v)
fiir ein durch u eindeutig bestimmtes w € H:
Au=w.

Offensichtlich ist A* ein linearer Operator auf H.

Bemerkung. Fiir A, B € L(H) gilt: A* € L(H) mit [[A*]] = ||A]; (MA)* = AA¥,
(A€ QC); (A+ B)* = A* + B*; (AB)* = B*A*; A*™ = A.

Allgemein gilt fiir ein dicht definierter Operator A:

Lemma 2. i) A* ist abgeschlossen.

ii) A* ist dicht definiert gdf A abschliessbar ist; dann ist A™ = A.
iii) N(A*) = R(A)*L.

w) Falls A=Y € L(H), so auch (A*)™! € L(H) mit (A*)~! = (A71)*.
v) Ist A abgeschlossen, so gilt p(A*) = p(A) (k omplea:e Konjugation).
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Beweis. Nur iii): Fiir u € D(A*) ist
(u, Av) = (A*u,v) , (Vv € D(A)) . (C.10)

Dies verschwindet, falls u € N(A*), also u € R(A)*. Umgekehrt folgt daraus u € D(A*),
dann u € N(A*) aus (C.10). O

Definition. Sei A dicht definiert.

a) A heisst symmetrisch, falls
(u, Av) = (Au,v) , (Vu,v € D(A)) ,
oder, je gleichbedeutend,
(u, Au) e R, (Vu € D(A)) , (C.11)

s. (C.5), bzw.
AcC A (C.12)

b) A heisst selbstadjungiert, falls
A=A".

Die Unterscheidung zwischen a), b) entféllt fiir beschrénkte Operatoren (also itberhaupt,
falls dim H < 00), ist aber fiir dim H = oo echt, selbst fiir abgeschlossene A.

Als Vorbereitung fiir ein Beispiel benotigen wir:
Lemma 3. Fiir € L*0,1] sei dip/dz als Distribution definiert,

ay
dx

Falls dip/dx € L?[0,1], so ist v(x) stetig (d.h. 1 kann dann als stetige Funktion gewdhlt
werden). Gilt auch dp/dx € L*[0,1], so

[ (et + v %) o = viwpeto)]

0

[v] = —w[j—Z} . (Yo eCP0,1)).

Beweisskizze i) Ist di/dx = 0, so ist 1(x) konstant.

b(x) == [ % da’ ist wohldefiniert (da [} |24|da’ < ([ |9 2da’)V2( [y 1da')/?) und
stetlg7 ferner als Distribution di) /dx = dip/dz.
i), ii) zusammen: ¢ = ¥ + konst. O

Beispiel. Sei H = L?[0,1].
a) Die Operatoren p, p sind dicht definiert als

d d
D) = (weH| T e}, ju=-ig

D(p) = {4 eD®@) [¢(0)=0=91)},  pp=p.
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Offenbar ist

P&ED.
Behauptung. i) p ist abgeschlossen; ii) p* = p. Also ist p abgeschlossen (s. Lemma 2i))
und symmetrisch, da

pPCh=p=p
(s. Lemma 2ii)), nicht aber selbstadjungiert.

Beweis. i) aus ¢, € D(p), ¥, — ¥, pib, — ¢ folgt fiir jede Testfunktion v € C§°(0, 1)
di,, dv dv

— SN——
o o] = —vulgE] ~4[)
also —idy/dz = ¢ € L*[0,1] und damit v € D(p), py = .
ii) ¢ € D(p*) bedeutet
((pv. )l < Cllell, (Ve D®)) (C.13)
und insbesondere p
ZERl < Cllol, (e, 1), (C.14)

also dp/dx € L*(0,1), s. (C.3), d.h. ¢ € D(p). Zudem ist fiir v» € D(p)

0.9)~ o) = 1 (%wmwx)fi—j) da
D)) — B(0)p(0)

Hier ist (¢, po)|/[[¢]l (< [lpell) beschrénkt, nicht aber ¢(0)/[lfl, #(1)/[|¢], die un-
abhéngig voneinander durch Wahl von 1 gross gemacht werden kénnen. Also gilt (C.13)

gdf p(0) =0 = (1), d.h. falls ¢ € D(p); dann ist auch p*p = pp = py.
b) Sei @ € C mit |a| = 1 fest gewihlt und p, dicht definiert durch

D(pa) ={v € D(p) [ (1) = ap(0)},  path =PV .
Ebenfalls ist p, C p.
Behauptung. p}, = p,.

Beweis. ¢ € D(p,) impliziert wie in (C.14) ¢ € D(p), ferner fiir ¢» € D(p,)

(Path, ) — (¢, Bp) = ¥(0)(ap(1) — ¢(0)) = a(0)(p(1) — ap(0)) -

Nun ist ¢ € D(pf) dquivalent zu ¢ € D(p), ¢(1) = ap(0), also zu ¢ € D(p,); dann ist
auch pLo = pp = pap.

Satz 3. Sei A ein symmetrischer Operator. Dann sind dquivalent:

a) A*=A
b) o(A) ist reell
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¢) R(z— A) ="H fir alle z mit Imz # 0 (oder, dquivalent, fir z = +i)
d) A ist abgeschlossen und N(z — A*) = {0} fir alle z mit Imz # 0 (oder z = +i).

Beweis. Wegen (C.11) ist fiir u € D(A)
[ 2 [Jul]® = [Im (u, (z = A)u)| < [[ullll(z — A)u]l ,
also
Iz = Aull = I zflull,  (Vu € D(A)) . (C.15)
Insbesondere ist N(z — A) = {0} fir Im z # 0.

i) Wére R(z — A) = H fiir ein Im 2z # 0, so wére nach (C.15) z € p(A); nach Lemma 1
z — A und damit A abgeschlossen.

ii) Wére A abgeschlossen, so wire es R(z — A), (Imz # 0), auch. Denn: (z — A)u, — v
mit u,, € D(A) impliziert nach (C.15), dass u,, Cauchy ist, also u,, — u, und wir schliessen
ue D(A), (z— A)u =v.

Daraus, aus Lemma 2iii) und aus M++ = M folgt (c) < (d). Die restlichen Aquivalenzen
beweisen wir iiber (a) = (c/d, “alle”) = (b) = (¢/d,*“ £i”) = (a). Die Implikation (c)
= (b) folgt aus (i), (b) = (c) aus der Definition von o(A).

(a) = (d): A ist abgeschlossen nach Lemma 2i). Zudem ist N(z — A*) = N(z—A) = {0},
(Im z # 0) nach (C.15).

(c und d) = (a): Wegen (C.12) geniigt es, D(A*) C D(A) zu zeigen. Sei u € D(A*).
Wegen (c) gibt esv € D(A), sodass (i—A*)u = (i—A)v = (i—A*)v, also (i—A*)(u—v) = 0;
wegen (d) ist u = v € D(A). O

\_/\_/

3. Projektionswertige Masse

Definition. Fin projektionswertiges Mass (P-Mass) E auf R ist ein *~-Homomorphis-
mus C3°(R) = L(H), f— E(f), d.h.

E(af +Bg) = aE(f)+BE(g),  (2,f€C), (C.16)
E(fg) = E(f)E(g) , (C.17)
E(f)" = E(f) . (C.18)
Ist zudem
{E(f)u] feCFR), ueH} (C.19)

dicht in H, so ist E ein Spektralmass.

Wir werden E auf sukzessiv grossere Funktionenklassen fortsetzen, die schliesslich die
charakteristischen Funktionen x,; gewisser Mengen M C R umfassen. Dann wird E); :=
E(xum) ein orthogonaler Projektor, vgl. (C.17, C.18), sein mit

EMIEM2 - 0 9 _Evj\Jluj\42 — .E’]\j1 + EM2 5 (Ml ﬂ M2 - @) . (C.QO)

Dies erkliart den Namen “P-Mass”. Da die Fortsetzungen eindeutig sein werden, nennen
wir sie immer noch F.
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Sei
Co(R)={f:R— C| f stetig mit lim f(z)=0}.

|z|—o00

Beachte, dass C(R) der Abschluss von C§°(R) in der Norm
[flloo = sup{z € R [ |f(x)[}

ist.
Lemma 4. Sei £ : Cg°(R) — L(H) ein P-Mass. Dann gilt
IE < [1flls - (C.21)

FEs hat deshalb eine eindeutige, stetige Fortsetzung zu E : Coo(R) — L(H). Diese erfiillt
wieder (C.16-C.18, C.21), sowie

E(f)=0,  (f=0). (C.22)

Beweis. (C.21): Wegen E(af) = aFE(f) gentigt es zu zeigen, dass ||[E(f)|| < 1 fiir
|fllo < 1. Dannist g = f1/1 —|f]? € C§°(R), also

0< E(g) E(g) = E(lgI*) = E(If") — E(If") ,
E(f1") = E(1f1") = E(f*)E(f*) > 0.
Mit || B]| = supyy =1 (v, Bu) fiir B > 0 folgt

IE(IfI)) = IE(fIDI (C.23)
und mit | B*B| = || B|? auch noch
IE(fID = IES) BN = I1EWDI,
IE(AIDIN = IEAADIZ = 1EWDI,
sodass | E(f)|| < 1 nach (C.23).
(C.22): Fiir f > 0, f € Cu(R) ist auch v/F € Cx(R), also E(f) = E(V/T)*E(/T) = 0.0
Borel-Funktionen auf R. Fiir beliebige Funktionen f : R — C schreiben wir

lim f,(x) = f(x) (C.24)

fiir den punktweisen Limes. Falls f,, beschrinkte Funktionen sind mit sup,, || f.|| < C <
00, so schreiben wir statt (C.24) auch

p—lim f.(z) = f(z),

n—o0

(dann ist || f]le < C).

Definition. Die Klasse B(R) der Borel-Funktionen auf R ist die kleinste Funktionenklasse
F mit den Eigenschaften
(a) Cx(R) C F,

(b) Aus f, € F und f, — f folgt f € F. (C.25)

140



Ersetzt man f, — f durch f, & f, so erhilt man die Klasse der beschrinkten Borel-
Funktionen B¥(R) = {f € B(R) | || f|loc < 00}.

Lemma 5. Jede konstante Funktion f(x) = c gehirt zu B = B(R), B*(R). Mit f,g sind
auch f+ g, fg und f in B: B ist eine Funktionenalgebra mit Finselement und komplezer
Konjugation.

Beweis. Nur fg € B: Sei g € C(R) fest. Die Klasse F aller f mit fg € B erfiillt
(C.25), umfasst also B. Nun sei f € B fest. Die Klasse F aller g mit fg € B erfiillt wieder
(C.25), also ist fg € B fir f, g € B.

Definition. M C R heisst Borel-Menge, falls y,; € B(R).

Lemma 6. Borel-Mengen sind

— das Komplement jeder Borel-Menge.

— die Vereinigung und der Durchschnitt abzdhlbar vieler Borelmengen.
— jede offene und jede abgeschlossene Menge.

(ohne Beweis).

Integrale. Ein Integral auf R ist ein positives lineares Funktional C,(R) — C:

I(f)=0, (f=0).

Satz 7. Jedes Integral I mit
I(F) < 1l (C.26)

hat eindeutige (lineare, positive) Fortsetzungen auf
(i) I : B*(R) — C mit der Figenschaft (C.26) und
I(fa) = 1) (fa = f), (C.27)

sowie weitergehend auf

(ii) ® alle g € B(R), g > 0, wobei 0 < I(g) < o0,
e alle f € B(R) mit I(|f]) < oo, wobei I(f) € C mit der Eigenschaft (dominierte
Konvergenz)

I(fn) = I(f) , (C.28)
falls f, — f mit |f| < g, I(g) < .
Dies ist der Satz von Riesz-Markov. Man schreibt auch

1(f) = / SN (N | (C.29)

wobei u das entsprechende Borel-Mass ist: (M) = I(xar), (M Borel-Menge).

Satz 8. Jedes P-Mass E : Coo(R) — L(H) hat eine eindeutige Fortsetzung E : B>®(R) —
L(H) mit (C.16-C.18, C.21, C.22) und

E(fa) > E(f).  (fa™ ). (C.30)

141



Beweis. Eindeutigkeit: Seien Ej, E, solche Fortsetzungen mit F = {f € B>*(R) |
Ei(f) = Ey(f)}. Da F (C.25) erfiillt, ist F = B>*(R).

Existenz: Fiir jedes u € H ist
Lu(f) = (u, E(f)u) (C.31)
ein Integral mit |I,(f)| < |lul|*||f]ls, das nach Satz 7 eine Fortsetzung auf f € B*(R)

hat. Die Sesquilinearform

3

by) = 3 S L), (F € BX(R)), (C.32)

k=0

erfilllt by(u,v) = (u, E(f)v) fir f € Cx(R), s. (C.5). Die Klasse aller f € B>*(R), fiir
welche by eine beschriankte Sesquilinearform (mit Norm || f|~) ist, erfiillt (C.25) wegen
(C.27). Somit ist E(f) € L(H) durch (u, E(f)v) = bs(u,v) definiert fiir alle f € B>*(R),
vgl. (C.4). Ferner ist nach (C.27)

(u, E(fa)v) = (w, B(fv),  (fa ™ f). (C.33)

d.h. E(f,) = E(f). Damit zeigt man die Eigenschaften (C.16-C.18), etwa (C.17) nach
dem Muster des Beweises von Lemma 5. Aus (C.33) folgt deshalb

IE(fa)oll* = (v, E(Ifal*)v) = (v, E(Lf ")) = [ E(f)v]*
mit (C.2), also E(f,) = E(f). O

Korollar. Durch Ey = E(xu) ist fir jede Borel-Menge M C R ein Projektor Ey =
E3, = E3%; erklirt mit den Eigenschaften (C.20). Ausserdem gilt fiir jede Folge M, von
Borel-Mengen

EMlﬁMQﬂ... = S_T}l—{lgo EM1ﬂM2..‘ﬂMn )
Ewmuonpu.. = s=Hm Eagon,. o, - (C.34)
Bemerkung. In der Schreibweise (C.29) lautet (C.31) = [ f(N)dpy () mit g, (M)

= (u, Epyu). Man schreibt deshalb auch

= /f(/\)dE()\) . (C.35)
Definition. Der Trager supp E eines P-Masses FE ist
x € supp F & FE)y # 0 fiir jede offene Menge M > x .

Lemma 9. supp E ist abgeschlossen und

Jo R (C.36)
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Fiir jede stetige, beschrinkte Funktion f ist
IE(N) = sup [f(z)]. (C.37)

xesupp B

Beweis. x ¢ supp E gdf Ej; = 0 fiir eine offene Umgebung M > z. Damit ist R\ supp E
offen und Ex = 0 fiir jede kompakte Menge K C R\supp E. Wegen R\supp £ = |7 | K,,
mit K, = {z € R| |z| < n,dist(z,supp F) > 1/n} folgt (C.36) aus (C.34).

Sel x = Xsupp - Nach (C.36) ist E(1 — x) = 0, also

IECHT = IECAI < sup [x(@)f(z)] = sup |f(z)] (C.38)

xesupp B

fiir alle f € B*(R), s. (C.21). Ist f stetig und ¢ < sup,cqpp g |f(7)|, so enthélt M = {z |
|f(z)] > ¢} auch ein A € supp E. Da M offen ist, ist Ey; # 0, also gibt es ein u € H,
(llu|l = 1), mit u = Epu. Fiir dieses ist

IE(F)ull® = (u, E(f*xar)u) > ¢*(u, E(xar)u) = ¢*|lull*
also ¢ < [|[E(f)||, womit die zu (C.38) umgekehrte Ungleichung auch gilt. O

Im Anschluss an Satz 8 erlaubt die Zusatzeigenschaft (C.19) eines Spektralmasses eine
weitere Formulierung:

Lemma 10. Der Teilraum (C.19) ist dicht in ‘H genau dann, falls E(1) = 1, (d.h.
Er =1).

Beweis. Wegen E(f)u = E(1)E(f)u ist der Teilraum nicht dicht, falls £(1) # 1. Sei
umgekehrt F(1) = 1. Da die Funktion f = 1 der p-Limes einer Folge f,, € C{°(R) ist,
folgt aus (C.30), dass u = E(1)u = lim,, E(f,)u, fiir alle u € H. O

Schliesslich erweitern wir ein P-Mass auf unbeschréinkte Funktionen f, um den Preis, dass
E(f) es auch sein darf.

Satz 11. Jedes P-Mass E hat eine eindeutige Fortsetzung
E : B(R) — {dicht definierte, abgeschlossene Operatoren auf H}

mat
Dy:=D(E(f)) > Dy,  (If[<9)

und
E(fo)u — E(f)u, (ue Dy), (C.39)

falls f, = f, |fa] < g. Diese erfiillt
E(af +Bg) D aE(f) + BE(g)
(mit =, falls f oder g € B*(R)),
E(fg) > E(f)E(9g) (C.40)
(mit =, falls g € B¥(R)), sowie (C.18, C.22).
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Beweis. (nur Konstruktion von E(f)). Fiir festes u € H ist

L(f) = (u, E(f)u)
ein Integral fir f € B>*(R) im Sinn von Satz 7, Teil (i). Es gilt

L(f1*) = (u, E(f) E(f)u) = [ E(f)ul® (C.41)
nach der Dreiecksungleichung fiir || E(f)ul|| also
Lowrso([F)2 < |l L(F )2+ 1BILAFAY2 . (a8 €C). (C.42)

Auch ist
L sn(£19) = |E(F)(w— EQu)|? =0. (C.43)

Fir f € B(R) setzen wir dann mit Teil (ii) des Satzes
Dy :={ueH|L(f) < oo}

und behaupten: Dy ist (a) ein Teilraum, der (b) dicht in H liegt. Sei dazu f, = fxaq,,
O = { | |f(2)] < n}, also f, € BX(R). Wegen f, — f, | o] < |f]| folgt mit (C.28)

L(|fal®) = L(If) , (C.44)

sodass (C.42, C.43) auch fiir f € B(R) gelten. Insbesondere ist (a) gezeigt. Zum Beweis
von (b): fir n > m ist f,xq,, = fm; damit ist

I, o[ fal?) = | E(f) E(xa, )ull® = 1E(fu)ull®

unabhéngig von n, nach (C.44) also Eq,,u € Dy. Da Eq u —— E(1)u und da u —

m—00

E(1)u € Dy, s. (C.43), folgt (b). Nun kénnen wir eine Sesquilinearform bs(u,v) wie in
(C.32) definieren, diesmal fiir f € B(R) und u, v € Dy. Fir f € B®(R) ist

by(u,v) = (u, E(f)v) (C.45)

mit, s. (C.41),
by (w, 0)] < Nulll ECF)oll = [lullL(1F17)"2 (C.46)

Wegen (C.28) mit | f,| < 1+4|f]? ist L yino(fn) = Lugiro(f) und damit by, (u, v) — by (u,v),
sodass (C.46) auch fiir f € B(R), u,v € Dy gilt. Nach (C.3) definiert dann (C.32) E(f)v
fir v e Dy = D(E(f)). O

4. Selbstadjungierte Operatoren, Spektralmasse und 1l-parametrige unitire
Gruppen

Satz (von Neumann, 1930). Fir jedes Spektralmass E auf R ist

A=E®Gd), (d: A= A), (C.47)

A:/)\dEA,
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selbstadjungiert. Umgekehrt hat jeder Operator A = A* eine Spektraldarstellung (C.47),
wobei das Spektralmass E durch A eindeutig bestimmit ist.

Korollar. supp F = o(A).

Bemerkung. Fir A = A* stimmt somit (9.9) mit der allgemeinen Definition (C.9) des
Spektrums iiberein, vgl. auch (9.22).

Wichtig fiir den unten dargelegten Beweis des Spektralsatzes ist
Definition. Eine 1-parametrige unitdre Gruppe ist eine Abbildung

U:R— L(H), t— Ul(t)

mit den Eigenschaften

Uty ' =ut), (C.48)
U)=1, (C.49)
Ult+s)=U(t) U(s), (C.50)
s—lim U(t) =1 (C.51)

Bemerkung. Es folgt

s—lim U(t) = Ul(ty) , U(-t)=U(@t)".

t—to
Definition. Die Erzeugende A von U ist

d
Av = —i—U(t)v

|
o = —ilim ;(U(t) — v, (C.52)

wobei v € D(A), falls der Limes existiert.

Es ist evident, dass A mindestens symmetrisch ist:

0 = il (W), Ut))

it = (Au,v) — (u,Av) ,  (u,v € D(A)). (C.53)

t=0

Es gilt aber mehr:

Satz 12. Die Erzeugende A einer 1-parametrigen unitdren Gruppe U ist selbstadjungiert.
Umgekehrt ist jeder Operator A = A* eine Erzeugende (C.52), wobei U durch A eindeutig
bestimmt ist.

Zum Beweis der Sitze betrachten wir die beiden Zuordnungen in je nur einer Richtung,
sowie eine weitere zwischen 1-parametrigen unitdren Gruppen und Spektralmasse:

A

v\
c) L

U

145



Lemma 13.

a) Sei E ein Spektralmass und E — A durch (C.47) gegeben. Dann ist A = A*.

b) Sei A = A*. Dann ist A die Erzeugende (C.52) einer eindeutig bestimmten 1-
parametrigen unitiren Gruppe, notiert A — U.

c) Sei U eine 1-parametrige unitire Gruppe. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes
Spektralmass E (notiert U — E) mit

U(t) = E(e"™) . (C.54)

Die drei Abbildungen sind injektiv.

Beweis der Sitze. Es geniigt zu zeigen, dass die Zusammensetzung der Abbildungen (a,
b, ¢) die Identitdt ergibt. Da sie injektiv sind, reicht es, bei einem beliebigen Vertex, z.B.
A, zu beginnen. Nach Konstruktion von (b, c) ist

eit)\ -1

1 it o
AU——I%I_I)%;(E(G )—])U——l%l_l}%E( Jv
mit v € D(A) gdf der Limes existiert. Fiir v € D(E(N)) (= D(E(|A])) folgt mit (C.39)

wegen

eit>\ -1

eit>\ -1
— A,
t t—0

' < Al

dass die rechte Seite gleich F(\)v ist, also A D E(\). Zusammen mit der adjungierten
Beziehung, A = A* C E(\)" = E()), folgt A = E()). O
Beweis von a). Sei A := E(\).

A* = A: folgt aus E(f)" = E(f) fir f € B(R), s. Satz 11. E ~ A injektiv: Aus
(z=XN(z—=-XN"1=1, (Imz # 0, € R) folgt mit (C.40) und Lemma 10

(z = EQ)E((z =N =E(z = NE((z—\)"") =1,
E((z= Nz - EW)C1,

also
(z — A)*1 =FE((z— )\)*1) ) (C.55)

Wegen (C.16, C.17) ist dann E(f) fiir alle f der Form
fA) = Zai(z’i — A", (Imz; #0,a; € C,n; =1,2,...),
i=1

durch A bestimmt. Diese f’s liegen nach dem Satz von Weierstrass dicht in C(R) bzgl.
der || f|leo-Norm. Damit ist das Spektralmass F durch A bestimmt. O

Beweis des Korollars. Nach (C.55, C.37) ist

I(z=A) = sup [z—z",  (Imz#0).

rEsupp F
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Diese Norm divergiert genau dann, wenn dist(z,0(A)) — 0, die rechte Seite, wenn

dist(z,supp £) — 0.

g

Beweis von b). Nach Definition (C.52) ist A durch U bestimmt, d.h. A — U injektiv.

Die Konstruktion von U bei gegebenem A = A* besteht aus folgenden Schritten.

i) Approximation von A durch Af € L(H).

ii) Definition: U(+£t) = s—lim,, eHATE fijy ¢ > 0.
iii) U(t) ist eine 1-parametrige unitdre Gruppe.
iv) Die Erzeugende von U (t) ist A.

i) Wir setzen, s. Satz 3,
At =inA(A+in) P =in+n*(A+in)"t € L(H)
und behaupten
lim Afv = Av, (Vv e D(A)) .
n—oo

Wegen ATv = in(A +in)~' Av geniigt es, dass

lim in(A+in) 'u=u, (Vu € H) .

n—oo
Wegen |[[in(A +in)~t| < 1 geniigt es, dies fiir u € D(A) zu zeigen:
u=(A+in) (A +in)u =in(A+in)tu + (A +in) ' Au

wobei der letzte Term fiir n — oo verschwindet.

[e.e]
ATt L. +4\k
ii) et=) " 7 (i45)
k=0
ist analytisch in ¢ mit
d . i
_elAj;t _ iA:elAZt )

dt

Fir ¢t > 0 erfillt

. + . 2 . 71 _
ij(t) — elAnt _ eltn (A+in) e tn

(C.49-C.51) sowie
||U1j<t>|| < et||n2(A—i-in)—1||e—m < elhe=tn — 1

Da die A,’s miteinander kommutieren, ist

Un0=Ur ) = [ asiwie— Ui

t
~ / dsU (£ — $)UE () (A — Ay)
0
und somit
(U (&) = U ()]l < [¢]][(Am = An)v]| -
Mit (C.57) ist U,S(t)v Cauchy, also existiert

Ut)yv:= lim US(t)v, (t>0),

n—o0
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zunéchst fiir v € D(A), gleichmiéssig in beschrénkten ¢-Intervallen. Da D(A) dicht ist und
wegen (C.58) gilt dasselbe fiir v € H. Analog definieren wir A" durch Ersetzung i — —i
in (C.56) und

Un(—t) = et U(—t) i=s—lim U, (1)

n—oo

fir t > 0. Damit ist U(t) € L(H), (t € R) mit |U(t)| < 1.

iii) Eigenschaften (C.49-C.51) gehen von UZX(t) auf U(t) iiber, (C.50) allerdings nur fiir ¢,
s mit selbem Vorzeichen. Ist ihr Vorzeichen verschieden, so geniigt der Spezialfall t = —s,

UU(—t)=U(-t)U(t) =1 : (C.60)
Sei namlich z.B. s > ¢t > 0. Dann folgt aus U(s) = U(s —t)U(t) = U(t)U(s — t), dass
Us)U(—-t)=U(s—t), U(=t)U(s) =U(s—t) .
Gl. (C.60) folgt aus

UHOUF (1)~ 1= [ dsU )7 (o) AT - A7)
(U (U (=) — o]l < 1l (AF = AT

und (C.57). Wegen (C.60) existiert U(¢)™' und |U(t)v] < [jv]] < |[U()v]|. Damit ist
U(t) unitér.

iv) Es ist
t
Ut —v= i/ dsU,f(s)A,v , (t>0).

0
Daraus, aus (C.57, C.59) und aus analogen Gleichungen fiir ¢ < 0 folgt

U(t)v—v—i/otdsU(s)Av, (t e R)

fir v € D(A). Damit existiert

1 :

11_1}1% ;(U(t) —1)v =1Av, (ve D(A)),
also A C B, wobei B die Erzeugende von U ist. Nach (C.53) ist B C B*, also auch
ADB,dh B=A. O

Beweis von ¢). Wieder bestimmt (C.54) U eindeutig aus E. Konstruktion von E:

i) Definition von E(f) fur f € C3°(R).
ii) Eigenschaften (C.16-C.19).
iii) GL (C.54).

) B(P)= [afo) U (e cr®). (C.61)

wobel die Fouriertransformierte



fiir [t| — oo rascher als jede Inverse Potenz von t abfillt. Damit ist (C.61) als starker
Limes von Riemann-Summen wohldefiniert und E(f ) ceH.

ii) Evident sind (C.16, C.18), letzteres wegen U (t)* =
(©.17) fla)go) = [ dudsf(tg(s)e = u/ﬁ&{/m#t—s
also
B(fo) = [ ar( [ asite~s)ats))ue
— [ aasfoa(U(e+5) = E(DEL)

wegen (C.50).

(C.19): Zu zeigen ist w = 0, falls w L E(f)u fiir alle f € C§°(R), u € H. Insbesondere
ist dann

0 = (w, E(f)w) = / dtf () (w, U(tyw)

Da (w,U(t)w) stetig in t ist, folgt (w,U(t)w) = 0 fir alle ¢t € R, also auch fiir ¢t = 0:
lw]|* = 0.

iii) Fiir f € C°(R) ist
o fa) = [dsfe)e0tr = [[dsfs e
also fiir alle w € H
EE)E(f = [ dsf(s = 0U(s)u
= U() [ asf(U(shu = U B

Wegen (C.19) folgt nun (C.54). O
Beispiel. Auf H = L?(R) ist die Translation um ¢ definiert als

U)Y) (@) =z —1). (C.62)
U(t) ist eine 1-parametrige unitidre Gruppe mit Erzeugenden —p, wobei
d
~en|Fermy,  w--ig.

Wir vergleichen dies mit Bsp. a) auf S. 137. Dass dort p, p nicht selbstadjungiert sind,
steht nun im Zusammenhang damit, dass x — = —t das Intervall [0, 1] 3 z nicht bewahrt,
also (C.62) keine 1-parametrige unitédre Gruppe mehr definiert. Dies ist wieder der Fall,
falls [0, 1] “zum Kreis geschlossen” wird: Sei o € C mit |a| =1 und

(Ua()p)(@) = o ((z — 1)), (teR),
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wobei A = [A] + (\) in ganzer Teil und Rest zerlegt wurde. Fiir 0 < ¢ < 1 und ¢(x) stetig
ist es (Uy(t)1)(x) auch, ausser allenfalls bei z = t:

Ua®)¥)(t=) =a (1), (Uat)¥)(t+) = ¥(0) .

Insbesondere ist U,(t)y € D(p) gdf ¢» € D(p) und (1) = arp(0), also » € D(p,) aus
Bsp. b), S. 138. Man schliesst, dass —p,, die Erzeugende von U, ist.
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D Anhang: Kugelfunktionen

Gesucht ist ein “natiirliches” vollstindiges Funktionensystem auf der Einheitskugel S? =
{eeR e =1}.

Motivation. Die analoge Frage fiir den Einheitskreis S = {€' € R? | |e] = 1} = {(z1, z2)
€ R? | oy +izy = € 0 € R mod 27} hat eine von den Fourierreihen her wohlbekannte
Antwort:

f@=e"  (nez).

Die Funktionen f, sind die Einschrinkung auf S* folgender Polynome auf R?

(1 +ize)”  , m>0
Up(T1,29) = ¢ 1 , n=0
(1 —izg)™ , n<O0.

Beachte, dass u,, ein homogenes, harmonisches Polynom vom Grad |n| ist, und dass

(1) = ,(6).
Im Falle der Einheitskugel 2 = S? setzen wir deshalb:

Definition. Y; : Q@ — C ist eine Kugelfunktion zum Index [ = 0,1,2,..., falls Y, die
Einschréinkung auf 2 eines homogenen, harmonischen (Aw; = 0) Polynoms vu; : R3 — C
ist:

w(ré) = r'Yi(e) . (D.1)

Satz.

a) M2V, = I(1+ 1)V},

b) (Yi,Yy) =0 firl # 1.

¢) Die Y; (zu festem 1) bilden einen (21 + 1)-dimensionalen Unterraum Y, C L*(12).
d) Diese Unterriume spannen L*(Q) auf:

Beweis. a) Aus

102 1 -,
AB=lon M
vgl. (10.7), folgt mit (D.1)
10 LAWY -2 2
0= Ay <;wr—ﬁM )rYl—r ((l+1)— MY,

b) Eigenvektoren selbstadjungierter Operatoren zu verschiedenen Eigenwerten sind ortho-
gonal: 1(I +1)(Y,Yy) = (M?Y;,Yy) = (Y, M2?Yy) =TI + 1)(Y, Yr).
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¢) Sei H; der Raum aller homogenen Polynome

7\ mi ,.m2 . m3
Pl(x) - E Cmimoms L1 To 1'3
m; EN
mi1+ma+mz=l

vom Grad [. Die Anzahl der Koeflizienten ist
dmH, =(0+1)+1l+{-1)+...+1.

Offenbar A : H, — H; 5. Der Raum K; der homogenen, harmonischen Polynome von
Grad [, d.h. K; = Ker A, hat also die Dimension

dim K, > dim Hy — dim Hy_p = (1 +1) + 1 =20+ 1. (D.2)
Andererseits ist nach (b) und r! = (#2)*rl=2k
Hor'VoV.o...) (D.3)

mit Dimensionen

lelHl Z dlmKl + dil’IlKl,Q + ...

> (I+)+1l+(-1)+...+1=dim H, .
Es folgt, dass in (D.2, D.3) Gleichheit gilt.

d) Nach (D.3) (mit =) sind die endlichen Linearkombinationen von Kugelfunktionen iden-
tisch mit den Einschrinkungen von Polynomen auf €2. Nach dem Weierstrassschen Appro-

ximationssatz approximieren diese die stetigen Funktionen auf €2 gleichméssig. Letztere
sind dicht in L*(9). O

Der Raum ) tragt nach Beispiel 3 auf S. 102 eine irreduzible Darstellung D;. Er kann
somit mit einer orthonormierten Basis Yy, (6, ) = (0, p|l,m), (m = —I,..., ) ausgeriistet
werden, die die Gleichungen (12.26), und insbesondere

MBYEW - mY;m ; (D4)

erfiillt; durch diese ist die Basis bis auf eine Phase bestimmt. Da Yy(0,0) # 0, kann diese
konventionsweise durch

Y10(0,0) >0 (D.5)

festgelegt werden. Aus (D.4) und M; = —i0/0¢p folgt, dass Yjo(0, ¢) (bis auf Vielfache) die
einzige Funkton in ) ist, die invariant unter Drehungen um die 3-Achse, d.h. unabhéngig
von ¢, ist.

Die expliziten Ausdriicke der Y}, (6, ¢) bendtigen wir nicht. Im Folgenden erlautert ist
der Bezug zu den Legendre—Polynomen.

Definition. Die Legendre-Polynome



(1 =0,1,2,...) sind definiert durch die erzeugende Funktion

gt ) = m Zt R, (H<1). (D.6)

d.h.
1(8 ) 1
Iot" 1 —2tu+ 12|,

Bemerkungen: 1. Pj(u) ist ein (reelles) Polynom in u, da Radikand = 1 bei ¢t = 0.
2. Aus g(—t,—u) = g(t,u) folgt

By(u) =

Py(—u) = (=1)'P(u) . (D.7)
3. Aus g(t,1) = (1 — )71 = D72, t folgt
P(1)=1. (D.8)
e Bezug auf Yg:
Pi(cos0) = aYio(0, ¢) (D.9)
mit
41
| = 01 . (DlO)

Denn: Nach (D.7) enthélt P, fiir [ gerade (ungerade) nur Monome gerader (ungerader)
Ordung. Damit ist

xr
MR() 0P =at el +ad) (D.11)

ein Polynom in (x1, x9, x3) und zwar offensichtlich ein homogenes vom Grad /. Harmonisch
ist es auch, denn

oo

1 1
>R = -
— r V1 =2txs + 212 |tT — €3

ist es fur |#] < 1 bei |¢t|] < 1. Schliesslich ist (D.11) invariant unter Drehungen um die
3-Achse. Zusammen: Die Einschrinkung Fj(cosf) auf r = 1 erfiillt (D.9) aufgrund der
Definition von Yjq, wobei ¢; noch zu bestimmen bleibt.

e Orthogonalitét:

1
2
Py (w)P(uw)du = o D.12
| PR = 5= (D.12)
Denn: Fiir I’ # [ folgt dies mit v = cos @ aus

1 T _ o

/ Pr(u)Py(w)du = ciep / Yoo (0, 0) Yio (6, ) sin 0df = C;i Yio(@) Yio(€)d2e (D.13)
-1 0 ™ Ja

und aus (b) des Satzes. Fir I’ = [: Einerseits ist

1 1
t 1 u=1
t t,u)?du = ———du=—=log(l — 2t t?
/_1 g(t,u)*du /_11—2tu+t2 u 5 og( U+ )’u:,l

1o (1=t 14t

2 B2 Bi-t
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andererseits

1 00 1
t/ g(t,u)*du = Zt2l+1 / Pi(u)*du .
-1 1=0 -1
Vergleich und Ableitung nach ¢ liefern
- d. 1+t 2 =
(20 + 1)¢* P ®du = —1 = =2) t*

und so (D.12). Nun folgt Gl. (D.10) aus (D.12, D.13) und aus (D.5, D.8).

e Expliziter Ausdruck:
1 d

211 dul ("
Denn: Fiir kleine ¢ und |u| < 1 liegen die Nullstellen z; und zp von z + 2%+ 24 (2ut —t?) /4
in der Ndhe von z = 0, bzw. 2z = —1. So kann die erzeugende Funktion als

Pi(u) = )

(tu) 1 dz 1 dz
u) = — —
A 21 Ji=1 2%+ 2+ (2ut — t2)/4 2mi J=1 (2 = 21) (2 — 22)

|z
geschrieben werden: Die Contour umschliesst nur z;, und der Ausdruck ist gleich

1 1

21— 2 V1—=2tu+12

Mit der Variablensubstitution z = —wt /2 wird

(. u) 1 dw 1 ]{ dw 1
u) = — =— :
A 21 Jip=r w—u+ (t/2)(1—w?) 27 Jyyor w—u 1 — %((102:1))

Fiir kleine ¢ und |u| < 1 ist der Betrag des letzten Terms nahe |tw/2| = 1/2, also

1 dw & t/2 w —1)
t = — .
o) = 5 7{” s

=0

Der [-te Term entspricht einem Pol bei w = u der Ordnung [ + 1, also

001 dl 2 ! OOl l
Zz_(_) v ACE Z 2lz'dl“ -

=u
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E Anhang: Die Methode der stationidren Phase

Als Vorbereitung liefern wir die Berechnung des Fresnel-Integrals (9.39)
/ e dr = /w et/ (E.1)

Beweis.
Imz
70:T€<0,\/§a)>—>226%7',
Yo " mixz€(0,a)—z=x,
v :t€(0,1) = z=a(l+it).

7 a Rez

Einerseits ist

2 i \/ﬁa 2

— pus —i

/ezdz:e4/ e '"Tdr,
Y0 0

innerhalb von v, 4+ 2 — 7o analytisch ist,

. _ 52
andererseits, da e™*

a 1
_ 52 _ .2 2 . 20142 42
/ezdz:/ ezdz:/e‘”dx—i-l/ dt ge=@” (1=1)+2ita”
Y0 T1+72 0 0 o
—_—

f(ast)
a—r oo ﬁ/Q

lait)] = { < O(1—t3)712,

—— 0 punktweise .

a—r 00

wobel

Das letzte Integral verschwindet fiir @ — oo (dominierte Konvergenz). Also

/ e dr = 2/ ¢ dr = me A
0

—00

Wir untersuchen nun die Asymptotik von Integralen des Typs
T2 )
f6 = [ doglape®
1

fiir t — oo. Zuerst sei h'(x) # 0 im ganzen Intervall z; < z < x5. Dann erhélt man durch
partielle Integration:

1 [* d .
f(t) _ _/ dx g(l‘) _elth(x)

it R (zx)dx

LD g "2 [ aa( A o~ o0
1 | _ L[ (4 ith(e) _ O(4-1)

@) |, i, x(dxh’(m)>e ()




Nehmen wir an, A'(z) besitze eine einzige, einfache Nullstelle im Integrationsgebiet:
b (29) =0; h'(wo) # 0
mit zg € (21, x2). Nach dem oben Gesagten ist nun
zote
f(t) = / dx g(z)e™® + O@t™1)
zo—e

fiir beliebiges ¢ > 0. Im so verkleinerten Integrationsgebiet setzen wir s = x — xg und
entwickeln

g(x) = g(xo) + sg'(xo) + ..., h(z) = h(xo) + %h"(mo) +...

und finden:

. 82, . 82
f(t) = e‘th(“)g(xo)/ ds et T (@0) 4 elth(“)g’(:co)/ ds set T (@0) +Oo(t™) . (E.2)
—e —c

N S/

=0

3 &€

Im ersten Term beniitzen wir 7 = s(t|h”(z0)|/2)/? als neue Integrationsvariable. Fiir
t — oo gehen dann die Grenzen — 400 und es entsteht das Fresnel-Integral (E.1) mit
+ =sgnh”(zp). Resultat: fiir £ — oo ist

27 1/2 iTsgn h' (x ith(z —
ft) = (m) o1 M) g (1) M) 1 O(H70/2)

(Eine Abschétzung des Fehlerterms zeigt, dass er relativ zum fithrenden klein ist, sofern
t> (|g"[|n"| + |g'||W"])|R"]72]g|~' mit Auswertung bei z = x(). Analoge, n-dimensionale
Integrale

£ = [ @ gl

behandelt man ebenfalls, indem man die Phase um jeden stationdren Punkt x,
Oh/0z;(xy) = 0, quadratisch approximiert:

h(x) = h(zo) + E Z SiS; aai(:vo) +....

.Z’ial'j

Die symmetrische Matrix 0%h(z¢) = (0°h/0x;0x;)(xo) kann auf Hauptachsenform ge-
bracht werden und das (E.2) entsprechende Integral faktorisiert. Resultat:

2w n/2

f(t) = (7)

\det a?h(ajo)|—1/2ei§sgn82h(x0) -g(azo)eith(“) + O(t_(n/2+1)) : (E3)

wobei sgn A = (# positive —# negative) Eigenwerte von A.
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F Anhang: Symmetrien in der Quantenmechanik

Es soll hier der Satz von Wigner auf S. 96 wiederholt und bewiesen werden.

Satz. Sei II(H) die Menge der 1-dimensionalen orthogonale Projektoren. Jede Abbildung
S I(H) — II(H') mit
tr (I 11,) = tr (TT}115) . (F.1)

ist dargestellt als
S(IT) = UTIU™ (F.2)

mit U einer linearen oder antilinearen Isometrie H — H’. Die Alternative ist eindeutig
und U selbst ist es bis auf Multiplikation mit einer Phase ¢ € C, |¢| = 1.

Als Vorbemerkung zum Beweis sei bemerkt, dass eine Isometrie von selbst linear oder
antilinear ist. Besser: falls U : H — H',a +— o' = U(a)

b
(d,b) = {(“’ ) (F.3)
erfiillt, so gilt
)\ /
@+ =d +V, (ha) = {a (F.4)
Dann ist ndmlich fir alle ¢ = U(¢), a1, as

' (a a)) — (¢17a1+a2) = (¢17a1)+(¢17a2)
¥ (n + az)) {(a1+a2,¢)=(a1,¢)+(a2,¢)
= (¢'.a}) + (¢, a3) = (¢, a; + a3)

und somit auch fiir ¢’ in der abgeschlossenen linearen Hiille von {U(¢)|¢ € H}. Es folgt
die erste Gleichung (F.4). Die zweite folgt analog.

Der folgende Beweis (Hunziker) des Satzes beruht auf vier elementaren Lemmas:

Lemma 1. i) Die Abbildung S : II(#H) — II(#H') besitzt sowohl eine lineare wie auch eine
antilineare Erweiterung S : [II(H)] — [II(H')] auf die C-lineare Hiille [II(#)]. Sie erfiillen

trS(A)*S(B) =4 =~ (F.5)

{tr A*B (linear)
tr A*B (antilinear).
Fir A= A*, B = B*, [A, B] =0 gilt ferner
S(A)S(B) = S(AB) (F.6)
ii) [II(H)] = {Operatoren H — H’' von endlichem Rang}.
Beweis. i) Die Identitét

(SR (AL = SRR

J

und (F.1) zeigen:
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e Die Definition O
SO ML) =) AL

ist wohldefiniert, denn mit (A =0 < tr A*A =0), I =1L, IT, = I}, \; = \; (baw.
Ai = \;) folgt
)

o Gl (F.5) gilt.

e Unter der zusétzlichen Voraussetzung kénnen A, B gemeinsam diagonalisiert wer-
den, also II; = TI;. Dann ist ILII; = 0;511; und ebenso IIIT; = §;;11%, da Il = 0 <
tr (TIIT) = 0.

ii) Es ist |a)(a| € [II(#)]. Operatoren vom Rang 1 sind von der Form |a)(b| und damit
L3
ja) (bl = 5 > i¥la +i*b)(a + 0] € [TI(H)] .

k=0

0

Korollar. Fiir jene der beiden Abbildungen, deren (Anti-)Linearitdt mit derjenigen von
U aus dem Satz iibereinstimmt, gilt

S(A) = UAU* .

Lemma 2. Sei M C H, dim M < oo. Dann gibt es M’ C H,dim M’ = dim M mit
R(l)c M = RM')c M.
(Notationen: R(II) Wertebereich (Bild) von IT; M’ = S(M)).

Beweis. P, := S(Py) ist nach (F.6) ein Projektor derselben Dimension wie Py (tr P =
dim R(P)). Setze M" = R(P},). Die Behauptung folgt aus (F.6) und

U
Lemma 3. Die Behauptung (F.2), und somit auch das Korollar, gelten fiir dim H = 2.

Beweis. Durch Einfithrung von orthonormierten Basen in H# und S(#H) C H' konnen wir
annehmen H = S(H) = C% Dann ist

[I(H)={ll==(1+¢-7)| e 5%}

1
2
und S stiftet eine Abbildung S : S* — S? €+ €’ mit (wegen (F.1))

= /

-/
2 =2¢€1 €2,

Dl

e -
d.h. eine Abbildung S € O(3). Wir unterscheiden:
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i) det S = +1: Nach (4.12) ist
Se-g=U(-a)U",
d.h. S(IT) = UIIU* mit U € SU(2) (unitérer Fall).

ii) det S = —1: Angesichts von i) geniigt es, eine einzige Drehung mit det S = —1 zu
betrachten:
Sg: (61, —€9, 63).

Volr {a (i=1.3)

Dann ist

—0; , (Z = 2)
fiir die antiunitére Abbildung U/ (?) _ (%1

2

). Also S(IT) = UTIU*. O

22
Bemerkung. S, nicht aber det .S, hingt von obiger Basiswahl ab.

Im allgemeinen Fall sei M C H ein beliebiger Teilraum mit dim M = 2 und sei S' [ M die
Einschrankung von S auf II(M).

Lemma 4. det(S | M) ist unabhéngig von M (Bezeichnung: sgn S).

Beweis. Wegen (F.1) ist
tr (I} — I15)% = tr (Il — I1y)*

und somit ist S : II(H) — II(H) stetig. Fiir eine stetige Familie M (¢) von Teilrdumen
konnen die Basen in M (t) und S(M(t)) stetig gewéhlt werden. Damit ist det S(M(t))
stetig und folglich konstant. O

Beweis des Satzes. Sei M C H, dim M = 2 beliebig und U(M) : M — H' der (anti)-
lineare Operator aus Lemma 3. Wiéhle ein festes Il € TI(H) und feste e € R(IIy),
e’ € R(II})) mit ||e]| = ||¢]| = 1. Dann ist fiir jedes M > e

U (M)e = U(M)Iye = U(M)e
und wir legen die Phase von U(M) fest durch
U(Me=¢". (F.7)
Konstruktion von U : H — H":
ad=U(a) :=U(M)a, (aeH),

wobei M > e,a. (M, und damit o/, ist eindeutig, falls a,e linear unabhéngig sind;
andernfalls ist es o’ wegen (F.7) trotzdem). Zu zeigen bleibt die Alternative (F.3), und
zwar je nach sgn S. Betrachte dazu die Erweiterung aus dem Korollar fiir M > e, a:

S(le)(al) = U(M)le)(a|lU(M)" = [e')(d']
und ebenso fiir a ~ b. Dann ist einerseits
tr S(le)(b])*S(le)(al) = tr () {0'])*|e")(a| = tx (|b")(e'|e"){d’]) = (a', V),
was andererseits nach (F.5) im linearen Fall auch gleich
tr (le)(b))*|e){al = (a,b)

ist, und = (b, a) im antilinearen. O
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