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Ubung 1. Das Jaynes-Cummings-Modell

Die Wechselwirkung eines Atoms mit dem quantisierten Strahlungsfeld kann beschrieben werden
durch den Hamilton-Operator

H=Hg+ Hg , Hg = Har + Hgr
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Hsp =) hwpap ag,,
kA

wo H 47 der Hamiltonoperator des ungestorten Atoms mit N Elektronen und Hgg der des freien
Strahlungsfeldes ist. Bei letzterem wurde die divergente Nullpunktsenergie weggelassen. Hy be-
schreibt die Kopplung der beiden Systeme. Nutzen wir die Dipolndhrung mit dem Dipolmoment
—er des Atoms und betrachten linear polarisierte Strahlung, ldsst sich Hg schreiben als
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Hg =— \/ﬁz wr (m‘eE,,\aE,A"“ m CEAY

Die Behandlung der Ubergangsraten verwendete ein Quantisierungsvolumen als Hilfsmittel, des-
sen Volumen sehr grofl gew#hlt wurde. Der spontane Zerfall eines angeregten Atoms ist irre-
versibel im Einklang mit der Tatsache, dass das ausgesandte Photon ins rdumlich Unendliche
entweicht. Eine andere Physik eroffnet sich, falls das Volumen einer realen Kavitét entspricht,
deren Abmessungen mit der Wellenléinge jenes Photons vergleichbar sind. Das Interesse gilt ei-
nem Ubergang zwischen zwei atomaren Zustinden |g) und |a) mit Bohrscher Frequenz wp; die
Kavitét besitze eine einzige Mode (E, A) , deren Frequenz w nahe bei wy liegt. Unter Beibehaltung
dieser beiden Zusténden und dieser einen Mode alleine wird aus (2)

1
Hap = 57&4}003 , Hsp = hwa'a Hy = h(a+a")(goy +go_), (3)
auf C? ® H. Dabei beziehen sich
1 0 0 1 0 0
03_<0_1>7 U+_<0 0)7 G—_<1 0) (4)
auf die Basis |a) = (}), |g) = ({) fiir C?; ferner sind a, a' Vernichtungs- und Erzeugungsopera-

toren auf H, dem Hilbertraum eines harmonischen Oszillators aufgespannt durch die Zusténde
|n) bestimmter Photonenzahl n = 0,1, ....

(a) Fiihre die Kopplung g € C auf Grossen in (2) zuriick. Zeige, dass g > 0 erzielt werden kann
durch Wahl der relativen Phase zwischen |a) und |g).



Lésung. Mit |g), |a) € C? und |p), |¢) € H folgt aus Gl. (2) unter Beibehaltung der ausgezeichneten Mode
(k. )

(a® ol Hiclg®) = 12 (¢ A(0) ) al [Har, 7] ]g) = ie,/%wmmmgw e \iwa —wy)alflg) , (L1)

nach (3) hingegen
(0 ® ¢|Hilg ® ¥) = hg(pla+a'|y) . (L2)

Der Vergleich liefert (w = wg, a = ag ,, wo = wa — wWy)
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Die Matrixelemente (@ ® p|Hg|a ® 1) verschwinden in beiden Féllen. Unter der Ersetzung |g) — €'?|g),

|a) — |a) ist g — ge'?, wodurch g > 0 erzielt werden kann.

Aufgrund der Diskussionen in der Vorlesung kénnen wir die Physik von Har und Hgr als
gut verstanden betrachten und uns auf die von Hgx konzentrieren. Dazu berechne zunéchst
H K (t) im Wechselwirkungsbild von Hg und zeige damit, dass a'oy und ao_ zu Termen
fithren, die rasch oszillieren verglichen mit jenen, die von acy und afo_ stammen. Sie diirfen
vernachlédssigt werden (Approximation der rotierenden Welle).

Hinweis. |w — wo| € w,wp.

Losung. Im Wechselwirkungsbild ist ein Operator B dargestellt durch B(t) = elHat/NBe=tHat/h nghe-
sondere ist

a(t) = e sFt/hgo=ilspt/h _ o—iwt, , &T(t) =e“ial | (L.4)

~ iHATt/ﬁo_ _(t) — efiu.)oto__ ,

O'+(t) —e —iH apt/h — iwgt
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und damit

Hi(t) = hgle “'a+ e“'a) (o) +e 7005 ) (L.5)
— hg(efi(w7w0)tao_+ + efi(wﬁ»wo)tao_i + ei(uj+wo)tai‘o_+ + ei(“’ﬂ”(’)taTa,) )

Die Vorfaktoren von ao_ und a'o oszillieren rascher als die anderen, vgl. den Hinweis; folglich tragen diese

Terme weniger zum Propagator 0(t) =1-ip* fot dty f[}((h) +... bei, und diirfen vernachléssigt werden. Die

Néherung entspricht der Approximation der rotierenden Welle fiir den Fall, dass das Feld quantenmechanisch

statt klassisch ist.

Wir konnen daher in (3) die entsprechenden Terme vernachlissigen und gelangen so zu dem
Hamilton-Operator des Jaynes-Cummings-Modells:

1
H= §m003 + hwa'a + hglaoy +ao_) . (5)

Berechne seine Eigenwerte.

Hinweis. 03/2+ a'a ist eine Symmetrie. Wieso? Wie vereinfacht sich H auf den Figenrdumen des
Symmetrieoperators?

Losung. Bei Anwendung von H geht eine Anderung des Eigenwerts von o3 von —1 nach +1 einher mit
einer von a'a um —1 bzw. umgekehrt. Damit ist M := 03/2+ ata erhalten. Oder priziser:

[H, M] = hglaoy +a'o—, M], (L.6)
[a04, M) = Sfo, 03] + [a,alaloy. = aoy —acy =0,

[afo_,M]=0.



Wir diagonalisieren zuerst M. Da a'aln) = n|n), 03/2|g) = —1/2|g) und o3/2[a) = 1/2|a), sind m — % die
Eigenwerte von M mit m = 0,1, ... und den Eigenvektoren

l9,0) , (m=0) (L.7)
la,m —1),|g,m) , (m=1,2,..).
Der Eigenraum fiir mm = 0 ist eindimensional und H,—o = —hwo/2. Die Eigenrdume fiir m > 0 sind

zweidimensional und H reduziert sich dort auf
1
_ swo +w(m —1) gv/m _ 1 A wo—w 2g/m
Hpso h( g/ —%wo—i—wm hw [ m 5 1+2 29y —(wo — w) . (L.8)
Die Spur der letzten Matrix in der Summe verschwindet. Da die Spur auch die Summe ihrer Eigenwerte A

ist, sind diese entgegengesetzt gleich und die Determinante der Matrix —ﬁ((wo —w)? + 4¢*m) damit gleich

1
—)2. Die Eigenwerte von H,,~o sind daher

EE = hw(m — %) + g\/(wo —w)? +4g°m . (L.9)

Ubung 2. Quanten-Dot in der elektromagnetischen Strahlung

Einen Quanten-Dot kann man als Elektronensystem in einem dreidimensionalen harmonischen
Oszillator modellieren. Jeder Zustand kann dann als Tensorprodukt von drei Zusténden des
eindimensionalen harmonischen Oszillators geschrieben werden: |ng, ny,n.) = |ng) ® |ny) @ |n.).
Da die Gesamtenergie €, = hwg(n + 3/2) nur von der Summe der drei Quantenzahlen n =
ng+ny+n. abhéngt, sind die angeregten Zusténde, d.h. n > 0, entartet. Betrachte das System im
Grundzustand |0, 0, 0) unter Wirkung der polarisierten, monochromatische, elektromagnetischen
Strahlung (nicht quantisiert)

A7 t) = —= |A@e®iot 4 gremem | it £ = (0,0,k). (6)
Die Ubergangswahrscheinlichkeit des Systems in den angeregten Zustand [Ny, My, Mz) ist durch

die Goldene Regel gegeben als

27 e? 5 o
FO—)(nz,ny,nz) = %5(6n — €0 — M)LTCQ|A’2|<TLZ’ nyvnzb(_k) ’ é’|07 07 O>|21 (7)

wobei j(E) die paramagnetische Stromdichte im Impulsraum ist, d.h.

5o N 1 5o o
](—k‘) — /dsTem'Tj(F) — 5 [:zezk-r+ezk~r:1] ) (8)

Seien a;-r und a; die Auf- bzw. Absteigeoperatoren der Zusténde |n;). Bestimme die Matrixele-

mente (ng, ny, n.|7(k)-€l0,0,0) durch Substitution von 7" = 2wzm (az+al, ay —i—a;g, a.+al) und
P=—i hwgm (ay — al, ay — aL, a, — al). Betrachte die Fille von linear polarisierter, € = (1,0, 0),

und zirkulér polarisierter, & = (1, +i,0)/v/2, Strahlung. Gib die totale Absorbtionsrate als Funk-
tion von w an:

To—x(@) =Y Totnmym.)- 9)

N, Ny, Nz

Hinweis. Benutze die Baker-Hausdorff Beziehung:

eATB = eAeBe—3lABl  yenn [A,B] e C. (10)



Loésung. Wir miissen also zunéchst berechnen
o 1 S iR ik o
M = (re,my, e (=) - €00,0,0) = (o mymel 5 [ 5™ T+ e 72 5] [0,0,0), (L.10)

mit £ = (0,0,k) und fiir die gegebenen Polarisationen, fiir die alle gilt €+ k = 0. Definieren wir ¢, = —iw%

und kK =1 h

k und driicken r und p, wie in der Aufgabe angegeben, durch die Auf- und Absteigeoperatoren

2wgm
aus, erhalten wir %ﬁ = cpejla; — a;(-) (Summe iiber j implizit), so wie ik - ¥ = r(a. + al). Mit letzterem, der
Baker-Hausdorff Beziehung und [a},a,] = —1 erhalten wir

TS T 2
P = graz ghaz i /2 (L.11)

Da [a;, a;} = 0 fiir ¢ # j, kommutieren die beiden Faktoren in der Klammer in (L.10) und wir erhalten

T 2 2 T
M = {ng,ny,n|cpe;(a; — a})emzemzen /2|0:070> = cpe” /2<”xvny|ej(aj - a;)|0:0><n2|emzemz‘0>

= —cpe" ¥ (na,nyle;al]0,0) (nz[e"*210) = —cpe™ *(na, my lejaf|0, 0) (nz| (kal)™ /n.1|0) (L.12)
= —cpe”2/2<nz, ny|eja;f|0,0> K" /vl

wo wir im ersten Schritt die Unabhéngigkeit der beiden Teile und im zweiten die Reihenentwicklung der Exponenti-
alfunktion so wie a|0) = 0 verwendet haben. Da (ng,ny, n:|ni, ny,n,) = 0, falls mindestens ein n; # n;, konnten
wir im dritten Schritt ¢! durch (kal)™= /n.! ersetzen und im letzten Schritt (n|(a")"|0) = (n|v/n!|n) = v/n!
nutzen.

Das Resultat von (ng, ny|eja;r-\07 0) héngt von der Polarisation ab. Fiir lineare Polarisiation, € = (1,0, 0), erhalten

—

wir wegen der Orthogonalitdt der Zustédnde, dn,10n,0. Fiir zirkuldre Polarisation, & = (l,ii,O)/ﬂ, dagegen
(6n410n,0 £ 96n,00n,1)/v2. In beiden Fillen ist n, 4+ n, = 1 und any \(nx,ny\eja;|070>|2 =1.

In (7) kénnen wir das Argument der §-Funktion €, — €0 — hw = hwa((nz + ny + n- + 3/2) — 3/2 — w/wq) daher
ersetzen durch hwg(n. + 1 — w/wq). Setzen wir unsere Resultate in (7) ein und ersetzen vermoge der §-Funktion
auflerhalb dieser n, durch w/wg — 1 und nuten k = w/¢, erhalten wird

TWq €

2 g2 1 hw? O\ wa ! w
o 2 k 2wgm —
To—x(w) T5e2 |Al%e d nE hwdé(nz +1—w/wq) (2wd c2> /1" (wd) , (L.13)

wo I' (ohne Index) die Gammafunktion ist, welche fiir positive natiirliche Zahlen I'(n) = (n — 1)! ist.



