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Ubung 1. Eichtransformation und ED

In dieser Ubung sollen Grundlagen der ED wiederholt werden, sowie auf deren Anwendung auf
die QM eingegangen werden.
Wir kénnen die Maxwell-Gleichungen klassisch zunéchst wie folgt schreiben:

(a)

V- E(7t) = Amp(7, t) (1)
V- B(Ft) = (2)
V x B(F 1) = —%@E(F, ) (3)
V x B(7,t) = ~0,E(7,t) + 415(7?, t) (4)

Schreibe diese Gleichungen mit Hilfe einer Fourier-Transformation um fiir E (k, t) und B(k, ).
Dann betrachte separat die Komponenten der £ und B Felder parallel und orthogonal zu
k.

Losung: Nach einer Fourier-Transformation erhalten wir

ik - B(k,t) =0
ik x B(R,t) = —0,B(Fk,1) (L.3)
C
ik x Bl,t) = Lo, B 6 + 5% 0 (L.4)
C

Die ersten 2 Gleichungen beschreiben also die Komponenten parallel zu E, die letzten 2 die Transversalkom-

ponenten.

Als néichstes fithren wir nun die Potentiale A und ¢ ein. Diese hdngen mit den beobachtbaren
Feldern wie folgt zusammen:

—

B(7 1) = —Vo(F.1) — %8,5,4(77‘, ) (5)
B(7,t) = V x A(7,1) (6)

Leite von den obigen Gleichungen ausgehend die im Skript angegebene Form der inhomo-
genen Maxwell-Gleichungen her.

Lésung: Durch direktes Einsetzen ergibt sich:

—VRG(F, 1) — %aﬁ A7) = dmp(i,t) (L.5)
= N 1 S 1, -, A,
T x (¥ x A(7,0) = c0(=Fo(7.0) — 20, A(7,0) + (7, 0) (L6)
Die zweite Gleichung lésst sich umschreiben als
oo o . 1.2, . 1 9PAF L) Am-,
V(V . A(’I’, t)) -V A(’f’, t) + E&V(}S(r,t) + ET = ?](7‘71‘) (L?)

Dies entspricht den Gleichungen im Skript.



()

Indem du die Gleichungen fiir den reziproken Raum umschreibst, zeige explizit die Wirkung
von Eichtransformationen auf die einzelnen Komponenten von A(k,t), E(k,t) und B(k,t):

— —

A7 t) = A7 t) = A(F,t) + V(7 1) (7)
" " L 1 "
¢(rvt) — ¢/(Tat) - ¢(T7t> - EatX(rvt) (8)
Lésung: Im reziproken Raum haben wir:
A(
(

kt) — Ak t) = A(k,t) + ikx(k,t) (L.8)
Ft) = ' (F,0) = oK, 1) - ox(F,0) (L.9)

Es verdndern sich also nur ¢ und die longitudinalen Komponenten von A unter den FEichtransformationen;
A | bleibt invariant.
Fiir die Felder ergibt sich:

—

- . 1. ==
E(k,t) = —ikop(k,t) — E@A(k,t) (L.10)

B(k,t) = ik x A(k,t) (L.11)
Man sieht also sofort, dass die transversalen Felder E L und B nur von den invarianten Komponenten A n

abhéngen. Fiir E} 16schen sich die jeweiligen Anderungen durch ¢ und fYH gegenseitig aus.

Inwiefern lassen sich durch geeignete Wahl der Eichung Probleme vereinfachen?
Oftmals niitzlich ist die Coulomb-Eichung, in der V- A = 0. Warum wird diese auch ’trans-
versale Eichung’ genannt?

Loésung: In der Coulomb-Eichung gilt: .
ik-A=0 (L.12)

und somit wird die Longitudinalkomponente ffH gleich 0 gesetzt. Damit besteht A also nur noch aus einer
Transversalkomponente - deshalb wird die Eichung auch transversale Eichung genannt.
Durch eine solche Eichung vereinfachen sich die Gleichungen fiir £} und ¢:

E\(k,t) = —ikop(K,t) (L.13)

Zusammen mit der ersten Maxwell Gleichung ergibt sich in dieser Eichung also:

By (R 1) = ~dm oo, 1 (L.14)
O(F,0) = 5 p(F, 1) (L.15)

Damit enspricht insbesondere das Potential ¢ mit dem Ausdruck aus der Elektrostatik iiberein fiir die gleich-
zeitige Ladungsverteilung p.

Neben der Coulomb-Eichung findet auch z.B. die so genannte Lorenz-Eichung hiufig Anwendung - in dieser
verschwindet die Lénge des Vierervektors A = (¢, /Y) Sie hat den Vorteil der Invarianz unter Lorentz-

Transformationen.



Ubung 2. Elektromagnetische Strahlung

In dieser Ubung betrachten wir nun die Wechselwirkung zwischen Materie und einem elektro-
magnetischen Strahlungsfeld. Dazu bendtigen wir als erstes den Hamilton-Operator fiir unser
System:

2
H= % (?v - iA(r,t)) +ep(r,t) + Ur) ()

(a) Zeige explizit, dass sich unter Eichtransformationen (siehe oben) die Losung 1 der zeitabhéingigen
Schrédingergleichung transformiert wie e?eX(™)/hcy),

Losung: Nach einer Eichtransformation erhalten wir den neuen Hamilton-Operator:
2

= L (hg _ep /
H = 5 (iv cA (r,t)) +ed' (r,t) + U(r) (L.16)
1 h e e 2 e
= — (fv - -A- 7vx) +ep— —dix + U(r) (L.17)
2m \ ¢ c c c

Damit erhalten wir die neue Schrodingergleichung
ihdpy’ = H'y' (L.18)

iex(Mt)/heq einsetzen, erhalten wir also

Wenn wir fiir 9" den Ausdruck e

oL Ny = | (%V ~cA- %(Vx)) +ep— S(00) + U)Xy
- {an (v + Car+ oy - Goa) - Eady) - 257 - Sa)t )

e — = (D) + U(r) | X0 ey

Insbesondere sehen wir nun, dass der Teil der Ableitung nach der Zeit auf der linken Seite, der auf e**X(7:)/he

iex(7,t)/he

wirkt, mit dem Term — < (d:x)e 1 auf der rechten Seite tibereinstimmt. Ausserdem sehen wir, dass auf

€
c
der rechten Seite alle Terme, die durch die Eichtransformation entstanden sind, mit den jeweiligen Ableitun-

iex(T)/he qurch V oder V2 ausgeglichen werden. Unter der Annahme, dass ¢ die Schrodingergleichung

iex(7,t)/he

gen von e

fir H 16st, konnen wir also verifizieren, dass e 1 die neue Schrédingergleichung 16st.

(b) Fiir Observablen fordern wir nun, dass ihr Erwartungswert eichinvariant sein soll. Formell
bedeutet das also, dass

©) = [ drv©)0u(r) = [ dbrpme X IEOENE Dy ), (10)

wobei O" den eichtransformierten Operator bezeichnet.
Analysiere nun die Wirkung der Eichtransformationen auf den Erwartungswert des quan-
tenmechanischen Impulses p.

Lésung: Der Erwartungswert des Impulses ist

) =" [ e ) 9u0) (L.19)
Nach der Eichtransformation fiir ) erhalten wir also (wobei wir benutzen, dass p' = p = %V):
) = [ a0 (o) (L.20)
-1 / P (r)eXE DIy (Xm0 /ey () (L.21)
— )+ [ dru e T ) (L:22)

Diese Grosse ist also offensichtlich nicht eichinvariant.



()

Welche linear von p abhéngige Grosse hat einen eichinvarianten Erwartungswert? Was be-
deutet das also fiir Observablen, die von p abhingen?

Losung: Wenn wir anstelle von p den Erwartungswert des Operators p — €A betrachten, so finden wir,
dass durch die Eichtransformation von A genau der durch (p)’ entstandene Term ausgeglichen wird. Damit
haben wir also ((p — £A)) = ((p — <A)")".

Wir haben also gefunden, dass der Erwartungswert des Impulsoperators unter Eichtransformationen nicht
invariant ist. Das bedeutet, dass tatséchliche physikalische Observablen nur Funktionen von (p — £A), also
von Kombinationen von Impuls und Vektorpotential A sein konnen (insbesondere ist der Impuls selbst keine

observable Grosse). Dieses Prinzip wird auch “Prinzip der minimalen Kopplung” genannt.

Berechne das klassische Limit der Bewegungsgleichungen fiir die Bewegung im homogenen

Magnetfeld B (wobei ¢ = 0, U(r) = 0), indem du die Hamiltongleichungen fiir Erwartungs-
d(r)

werte aufstellst. Vergleiche dabei m=j* mit (p). Was fillt auf?

Loésung: Die Hamiltongleichungen fiir die Erwartungswerte lauten:

mdg? = {lps, H) (L.23)
= 5 (Ip 0= £A)7) (L.24)
- ﬁ <[p (p - SA)} (p— %A) +(p— %A) “[pi, (p— EA)]> (L.25)
und
i = ) w29
- % <[m (p - %A)QD (L.27)
- % <[m (P %A)] (- SA) +(p - EA) [, (p — EA)]> (L.28)
- % <pi - SAZ'> : (L.29)

da [xi,Aj] =0 und [:vi,pj] = zhém
Es fallt nun auf, dass der Erwartungswert der Ortsédnderung nicht durch den Erwartungswert des Impuls-
operators gegeben ist. Statt dessen, in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der letzten Teilaufgabe, ist das

analog zum klassischen Impuls hier gegeben durch (p — £A).

Da wir klassisch Operatoren mit ihren Erwartungswerten gleichsetzen kénnen, fithren die
Bewegungsgleichungen fiir ein statisches B-Feld zum klassischen Ausdruck fiir die Lorentz-
kraft. Zeige dies.

Hinweise:  Nutze

()= &) ()

Losung: Nehmen wir die Hamiltongleichung fiir p; aus der letzten Teilaufgabe:

""‘dgf) = (s H) (L.30)
= g (e = A (= SA) 4 (0= A) [ (0~ CA)) (L3D)
—;Zj<<gz.(piA)>+<(piA).ngi>> (L.32)



Wenn wir nun klassisch Operatoren durch ihre Erwartungswerte ersetzen (und insbesondere (p — £A) durch

m (X)), so erhalten wir
d2Ii €dAi _E@Ax

- = L.
m dt? + c dt c 0x; (L.33)
Mit dem Ausdruck aus dem Hinweis kénnen wir nun schreiben:
d?z; e,. OA e,.
mos = E(X oz, X VA;) = E(X x (V x A)); (L.34)
Dies ist der klassische Ausdruck fiir die Lorentz-Kraft.
Das klassische Analogon zum Hamilton-Operator wird, da m% = <(p - < )>, zu
H= %ka (L.35)

Dieser enthélt wie erwartet nur die kinetische Energie des Teilchens (die Lorentz-Kraft verrichtet keine Arbeit

auf ein klassisches Teilchen).



