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Ubung 1. Bornsche Niherung fiir das Yukawa-Potential

p2

Untersuche die Streuung eines massiven skalaren Teilchens mit Hyo = 5 an einem Yukawa-
Potential —
o
Vi) =22 0. (1)
T

(a) Welche Symmetrie besitzt das Potential? Féllt es in grofer Entfernung des Streuzentrums
schnell genug ab, um die in der Vorlesung diskutierten Methoden nutzen zu kénnen?

Losung: Das Potential ist rotationssymmetrisch. Da fiir g > 0, lim, oo re” #" /7 = 0, erfiillt es die Glei-

chung (1.1.1) des Skriptes, welche unter anderem fiir die dortige Gleichung (1.1.16) vorausgesetzt wird.

(b) Zeige: In der Bornschen N#herung ist der differentielle Wirkungsquerschnitt

do  (2mWp)? 1 @
o\ n? |2k2(1 — cos 6) + p?|?’

wo 0 der Streuwinkel und k der Betrag des einlaufenden Impulses k sind.

Hinweise: ~ Welcher Zusammenhang besteht zwischen g—g und der Streuamplitude f(l_c'7 E’)? Durch
welchen Ausdruck ist f(k, k') in der Bornschen Niherung gegeben? Wie verhilt sich |K'| zu |k|?

Welche Koordinaten bieten sich fiir die Integration an?

Losung: Wegen (1.3.56) gilt 92 = |f(K,k")|?. Daher wollen wir nun f(k, k') bestimmen, welches nach
(1.5.3) gegeben ist durch

gy m 3 11 —ik' " 1oy kT
fk, k") = i /d z'e V(z")e . (L.1)
Da die Streuung elastisch ist, gilt |&'| = |k|. Mit ¢ = |g] = |k — k| und zu Polarkoordinaten iibergehend
finden wir
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h (k, k') = _1 B FRE b d¢/ drrz/dcose”e"qcose £
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0 irq ig \p—iq p+ig) pP4gq
wo wir fiir das Integral im vorletzten Schritt
/ojir e HTEI = /oslr eromkio — L i L (L.3)
0 0 —pEig o pFiq
benutzt haben. Mit § = Z(k’, k) kénnen wir schreiben
q*=(k— k) =|k[*(1 — 2cos0 +1) = 2k*(1 — cos §) = 4k>sin® £ . (L.4)
Daher ist omVi )
Ry = TR0 L.5
fk, ) h?  p?+ 2k2(1 — cos6) (L.5)
und damit
do _ 4m®Vg§ 1 (L.6)
dQ A% (u2 +2k2(1 —cosf))?’ '

was zu zeigen war.

(c) Von Gleichung (2) ausgehend bestimme den total Wirkungsquerschnitt

a:/dajg. (3)



Lésung: Wir miissen also (2) iiber die Winkel integrieren. Das ¢-Integral ist trivial und ergibt 27. Wegen

+1
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/1d$(ax+b) a(ax—l—b) _1 a (aer 7(1+b) b2 — g2 ( 7)

erhalten wir fiir das cos(6)-Integral

(H2+2k2)22_(2k2)2 = u4+fu2k2' Daher ist der totale Wirkungsquerschnitt:

> Am2VE o 2 o 16mm?Vy
ot p2(p? +4k?)  hip?(p? + 4k2)

(L.8)

(d) Héangen die Ergebnisse der beiden letzten Teilaufgaben von dem Vorzeichen von Vj ab, d.h.

unterscheiden sich die Wirkungsquerschnitte in der Bornschen Nidherung zwischen anziehen-
dem und abstoflendem Potential?
Welches bekannte Potential erhélt man als Grenzfall des Yukawa-Potentials fir p — 07
Welcher differentielle Wirkungsquerschnitt ergibt sich in diesem Fall? Erfiillt das betrachte-
te Potential die in Teil (a) diskutierten Kriterien? Falls nicht, wie &uflert sich dies hinsichtlich
des naiven Resultats fiir den totalen Wirkungsquerschnitt?

Hinweise:  Nutze (2). Nimmt der totale Wirkungsquerschnitt einen physikalisch sinnvollen Wert
an?

Lésung: Da sowohl (2) als damit auch (L.8) nur quadratisch von Vj abhéngen, wirkt sich das Vorzeichen
des Potentials nicht auf unsere Ergebnisse aus. Im Grenzfall © — 0 ergibt sich das Coulomb-Potential (oder,
je nach Wahl von Vjp, ein anderes antilinear zu r abfallendes Potential). Der differentielle Wirkungsquerschnitt

ergibt sich als
do  (2mVo)\? 1 (Mo’ 1 (L.9)
dQ — \ h2 4k4(1 —cos0)2 ~ \ A2 4k4sin*(6/2) ’

welcher fiir geeignetes Vo der Rutherfordschen Formel entspricht. Da das Potential im Unendlichen nicht

schneller als 1/r abfillt, erfiillt es Gleichung (1.1.1) nicht, welche aber eine Annahme in der Berechnung von
f (l;, /;') war. Deshalb konnen wir diesem naiven Resultat nur eingeschriankt trauen und erhalten in der Tat

fiir den hier divergenten totalen Wirkungsquerschnitt offensichtlich kein physikalisch sinnvolles Resultat.

Ubung 2. Resonanzen bei niedrigen Energien und die Breit- Wigner-Formel

In dieser Aufgabe betrachten wir die Streuung an einem allgemeinen rotationssymmetrischen
Potential V(Z) = V(r), welches aulerhalb des Radius R (0 < R < oo) verschwindet. Wie aus
der Vorlesung bekannt, fiihrt der Separationsansatz (Z) = R(r) - Yim (6, ¢) mit den Kugel-
flichenfunktionen Y; ,,, (6, ¢) fiir den Radialteil R;(r) auf die gewohnliche Differentialgleichung

I(l+1

(o2 + X o)) it = R, @)
mit
2 V2mE
o(r) = ELZV(T), k= Tm (5)

Da wir hier nur an Streuzustéinden interessiert sind, liegen die Energien E im positiven, kon-
tinuierlichen Spektrum. Auflerhalb der Reichweite des Potentials, d.h. fiir r > R, fiithrt die
Partialwellenentwicklung auf die Wellenfunktionen

Ry (k,r) = % (h;“(kr) + e2i5l<k>h,(k;r)) : (6)

mit den Hankelfunktionen hy(x) = ji(x) + iny(z). Fiir r < R sei RS (k,r) die entsprechende
Wellenfunktion, fiir die wir

a; == Oy log Ry

(7)

r=R



definieren. Das Ziel der Ubung ist, das Verhalten der partiellen Wirkungsquerschnitte o;(E) in
der Nihe der zugehorigen Maxima E, (der Resonanzenergien) fiir den Fall der Niedrigenergie-
streuung (kR < 1) zu bestimmen.

(a)

Zeige mit Hilfe der Stetigkeitsbedingung der Gesamtwellenfunktion, dass

kOzn(z) — aymy(x)
kOzji(x) — apji(x)

cot ; =
z=kR

Losung: Die Stetigkeit der Wellenfunktion und ihrer ersten Ableitung implizieren

Or log Rl> |T:R = 0, log Rl<| =, (L.10)

r=R

wobei die letzte Gleichung a; definiert. Den Ansatz (6) fiir die Wellenfunktion auBerhalb der Reichweite R
des Potentials einsetzend folgt

k[O:hi (x) + €™ Oyl (x)] kLt (2) (1 + €29 ™) + inj(2) (—1 + *%V))]

‘z—kR

ap = hi () + e2i00F) by () = 51(@) (1 + 2R + iny (z)(—1 + e2idulk)) n
_ klji(w) cos &ilk) = ni(w)sindik)] | _ klji(w) cot &) — nf(w)] L)
jl (JJ) COos 5[(16) - nl(;r) sin 51(/6) jl (w) cot 5l(k) - nl(x) ’ '
z=kR z=kR
wo der Strich die Ableitung nach « = kr symbolisiert. Dies nach cot §(k) auflssend erhalten wir
kOzny(z) — ayny ()
cot 0y (k) = - - L.12
(k) kOuji(x) — cugi(e) | (L-12)

Damit beeinflusst das Potential V' (r) die Phasenverschiebung 6;(k) nur durch die logarithmische Ableitung
oy der Radialteile der Wellenfunktionen an der Stelle R.

Driicke den totalen Wirkungsquerschnitt o; der I-ten Partialwelle

4

=z (2+1) sin? g, (9)

a1
als Funktion von cot §; aus. Zeige das dieser maximiert wird, wenn
l+1+o(E)R=0. (10)

Die zugehorigen Energieeigenwerte E, sind die Resonanzenergien im Niederenergiebereich.

Hinweis:  Nutze die asympotischen Ausdriicke der vorherigen Serie

l
. x @2 -nn
jl(.f)wm, ’I’Ll(ﬂf)w—w, furx—>0, (11)
mit (2L DN :=1-3-5-...- (20 £1).
Loésung: Gleichung (9) umschreibend erhalten wir
A sin? §; A 1
a= ﬁ(Zl + 1)sin2 8, +cos28; ﬁ(Zl +1) 14 cot?d; (L.13)

Wir betrachten nun (8) fiir kR < 1. Mit den asymptotischen Ausdriicken fiir die Bessel- und Neumannfunk-
tionen finden wir l (211

1 —1)!
(% + QZ)W @il -1Nl+14+ R

N 21 _
(% — @) @ity (kR [-aR

cot 0; (k) ~ (L.14)



Setzt man dies in (L.13) ein, erhilt man

—1
dr L+ DN — D I+ 1+aR]?
~—20+1)(1 L.1

o~ gz (2041 ( + { (kR I— R (L.15)

Nun unterscheiden wir zwei Fille: Falls (I +1 4 oy R)/(I — oy R) nicht verschwindet, dann ist
-2
o1 ~ AT R2(20 + 1) (kR)" {(2[—% - 1)!!%] . (L.16)
—o

Da dies proportional zu (kR)‘“ abfillt, ist der partielle Wirkungsquerschnitt bei niedrigen Energien in die-
sem Fall eine monoton fallende Funktion der Quantenzahl [. Insbesondere wird das Maximum bei [ = 0
angenommen. Daher kann man in guter Ndherung schreiben

2

OzoR

o= 01~ oo = 4R’ (7) : (L.17)
150 1+ aoR

Gilt jedoch fiir eine Energie E, = hi*k2/2m (Resonanzenergie)
l+1+a(E)R=0, (L.18)

treffen die letzten Uberlegungen nicht zu, da dann wegen (L.14) cot &; verschwindet. In diesem Fall ist nach
(L.13) oy = 4m(21+1)/k? k™2 fiir allel. Da kR < 1, ist dies viel groBer als (I..17) und die Resonanzenergien

E, maximieren daher den partiellen Wirkungsquerschnitt o; fiir jeden Kanal I.

Zeige, dass nahe der Resonanzenergie E, = h?k2/2m die Breit-Wigner-Formel

47 (I'/2)? ,
F)~—(20+1 t
W)~ E A Vg ™
da;(E
I = 262 R [ ([0 - DP9,y ) (12)
den partiellen Wirkungsquerschnitt o;(E) approximiert.
Loésung: Die Taylor-Entwicklung um die Resonanzenergie E, ergibt
-~ dal(E)R _
L+ 1+ a(B)R A~ 0+ S ‘E:ET(E E,). (L.19)

Dies in (L.14) einsetzend finden wir

@+ nnher-nn dozl(E)R‘ B
cot 0y (k) = (hR)H AE |pos, (E—Ey) ) /(20+1)
2(E—E,)
- _ L.2
), (1.20)
wo wir im letzten Schritt in Ubereinstimmung mit (12) definiert haben
o 2k,£l+1R21 (L 21)

da; (E
[(2l - 1)”]2 dlé )|E:E,,,

Daher wird der Wirkungsquerschnitt des I-ten Kanals im Bereich der Resonanzenergie gut durch ein Lorentz-
Profil beschrieben

47 1 47 1
Ul_ﬁ(2l+1)cot25l+1Nﬁ(2l+1)w 1
T2 +
4n (T/2)?
=—(20+1 L.22

wobei der Parameter I" die Breite der Resonanz beschreibt. Dies ist die Breit-Wigner-Formel.



