1 Streutheorie

Die Streuung von Teilchen an Potentialen oder anderen Teilchen ist ein zentrales Thema
der Quantenphysik, das insbesondere auch fiir die Hochenergiephysik wichtig ist. Dort
werden die FEigenschaften der Elementarteilchen mit Hilfe von Streuprozessen untersucht.
Streuexperimente sind aber auch in der Festkorperphysik wichtig, da man damit zum
Beispiel die Energiespektren oder Materialstrukturen analysieren kann. In diesem Kapitel
werden wir uns auf elastische Streuprozesse beschranken, bei denen die Energie wéhrend
des Streuprozesses erhalten ist. Ein besondere Fall davon ist die Potentialstreuung.

1.1 Potentialstreuung

Wir untersuchen hier die Situation, in der ein Teilchen, dargestellt durch eine ebene Welle
(oder ein Wellenpaket), an einem Streuzentrum, dargestellt durch ein kurzreichweitiges
Potential, gestreut, d.h. aus seiner Bahn abgelenkt, wird. Ein ‘kurzreichweitiges’ Potential
ist durch die Bedingung charakterisiert, dass
lim [x|V(x)=0, (1.1.1)
|x|—00
d.h. dass es schneller als 1/r im Unendlichen abfillt. Hierbei wurde der Koordinatenur-
sprung als Zentrum des Potentials angenommen. Wir wollen weiterhin annehmen, dass
es einen charakteristischen Radius R gibt, der die ‘Reichweite’ des Potentials beschreibt.
Insbesondere kénnen wir also fiir » > R das Potential im wesentlichen vernachlissigen.
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Abbildung 1: Die einfallende Welle wird an dem Streuzentrum gestreut.

Fiir ein solches Potential wollen wir nun die zeit-unabhéngige Schrédingergleichung
l6sen, d.h. wir wollen die stationdre Wellenfunktion finden, die ein Teilchen in diesem
Streupotential beschreibt

(497 B 1) = V) (). (112)

Der Wellenvektor k ist ein Parameter, der die Richtung der einfallenden ebenen Welle
beschreibt. Er legt gleichzeitig die Energie Ey geméss
h2k?

by = — k=lk 1.1.
= K (113)



fest. Wir erwarten, dass wir fiir jeden Wellenvektor k eine Losung finden kénnen. Um
diese explizit zu finden, betrachten wir die Greensfunktion G(x, k), die durch

1 ,
(—vi + Ek) G(x, k) = 0¥ (x) (1.1.4)
2m
charakterisiert ist. Die tatséchliche Losung ist dann durch die Integralgleichung

be(x) = () + / dy Gx — y. k) V(y) vx(y) (1.15)

beschrieben, wobei ¢y (x) die Losung der homogenen Gleichung (1.1.2) ist, d.h. die ebene
Welle

Pr(x) = x> (1.1.6)

beschreibt. Diese Integralgleichung nennt man die Lippmann-Schwinger-Gleichung.
Es ist nicht schwer zu sehen, dass (1.1.5) zu (1.1.2) dquivalent ist: dazu wenden wir
den Differentialoperator auf der linken Seite von (1.1.2) auf die Lippmann-Schwinger-
Gleichung an:

(Evi+m) nin = (vi+B) o
+/d3y [(%Vi—FEk) Gx -y, k‘)} V(y) k(y) ,
= [#y 8-V ) =V ) (LD

was gerade mit (1.1.2) {ibereinstimmt.
Um diese Gleichung nun zu lésen, miissen wir zunédchst die Greensfunktion bestimmen.
Eine explizite Losung erhélt man durch Fouriertransformation. Dazu schreiben wir

b
(27)?

und wenden den Differentialoperator in der definierenden Gleichung der Greensfunktion
an:

G, k) = / PBq Cq, k) e (1.1.8)

1
(2m)?

Die letzte Gleichung gilt also, falls

2m

hQ h2q2 ~ . .
(%vi + Ek> G(x, k) = / d’q (—— + Ek) G(q, k) e > = 6B)(x) . (1.1.9)

~ 1 2m 1
Glqk)=——5=—F—— 1.1.10
(q7 ) Ek _ E;qQ hQ kQ _ q2 ( )
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ist. Damit erhalten wir also fir G(x, k)

G(x, k) . / g
X =
’ (2m)3 E — hQ
zqrcos@
= W dqq / cos@ —_—
m
= — d 1.1.11
2n2irn? J_ qqk —q2 ’ ( )
wobei r = |x|. Das letzte Integral konnen wir nun mit Hilfe des Residuensatzes losen.

Dabei ersetzen wir das reelle ¢-Integral durch ein Kontour-Integral; da r > 0 schliessen
wir das Kontour-Integral immer in der oberen Halbebene, da dort der Beitrag des grossen
Halbkreises exponentiell abfillt. Der Integrand von (1.1.11) besitzt Pole bei ¢ = +k.
Diese liegen gerade auf dem Integrationsweg, und ihre Behandlung wird durch die Rand-
bedingungen bestimmt: da wir fiir r — oo eine auslaufende Welle erhalten wollen, miissen
wir den Pol bei ¢ = +|k| mitnehmen, jenen bei ¢ = —|k| jedoch nicht. Deshalb wéhlen
wir den Integrationsweg -, geméiss

Abbildung 2: Integrationsweg in der kom-

iqi plexen g-Ebene. Durch einschliessen des
Poles bei ¢ = |k| = +v2mE/h garantie-

r ren wir die Asymptotik einer auslaufen-

@ den Welle o expli(qr — Et/n)]. Der Pol
bei ¢ = —|k| = —v2mE/h erzeugt eine

ﬂ)ﬁﬁ einlaufende Welle o< exp|[—i(qr + Et/h)].

0 ar Die Wahl der Kontour wird also durch die
\2mE/p Randbedingung festgelegt.
und erhalten damit ,
G(x, k) = —— e (1.1.12)
Y omR? o

Diese Form kann nun in die Lippmann-Schwinger-Gleichung eingesetzt werden und wir
finden damit '
m elk‘x_yl

wk(x) — eik»x o 27Th2 d3y

V(y) vxly) - (1.1.13)

Natiirlich haben wir (1.1.5) immer noch nicht wirklich geldst, wir haben lediglich die Diffe-
rentialgleichung unter Beriicksichtigung der Randbedingungen in eine Integralgleichung
umgeschrieben. In der Praxis kann man diese Gleichung nur numerisch 16sen. Ausserdem
konnen wir allgemeine Schliisse iiber die Struktur des Streuvorgangs daraus ziehen.

x -yl

Die genaue Wellenfunktion in der Region des Streupotentials ist kompliziert und nicht
von unmittelbarem Interesse in einem Streuexperiment. Nach einem Streuprozess mochten
wir ndmlich das Teilchen in hinreichend grosser Entfernung vom Streuzentrum in einem
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Detektor beobachten, d.h. wir interessieren uns nur fiir die Wellenfunktion fiir einen Be-
reicht, wo |x| viel grosser als die Reichweite R des Potentials V (y) ist, welches wir uns
um den Koordinatenursprung zentriert denken. Daher konnen wir in (1.1.13) folgende
Néherung einfiihren:

k‘|x—y|:k;\/x2+y2—2x-yzk:r—k:§-y:kr—k’~y (1.1.14)
r

wobei k' = kX (y| < R). Daher gilt fiir [x| > R

Ur(x) = e + %krf(k, k'), (1.1.15)
wobei
fe k) = =5 o / d*ye YV (y)ily) (1.1.16)

nur von der Richtung von x abhéngt.

1.2 Wirkungsquerschnitt

Zur Interpretation dieses Resultats ist es illustrativ, die Wahrscheinlichkeitsstromdichte
fiir » > R zu analysieren. Wir erinnern uns daran, dass die Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte fiir die Wellenfunktion ¢ durch

. h * *
i=5 =WV =gV (1.2.1)

definiert ist. Nun enthélt die Wellenfunktion ¢ in (1.1.15) einen Anteil der einfallenden
und der gestreuten Welle. Die Stromdichten der beiden Terme in (1.1.15) separat haben
die Form

(1.2.2)

hk
Jein —
m
, Aol 5y _ hK (kK
= — =2 k, k')|? = —
Jstreu 2m@ 7"2 Zkvr|f< ) )| +O(T )

m 72

+0(r %), (1.2.3)

wobei |k| = |K'| und der O(r~3)-Term von der Ableitung von k’ nach x in f(k, k') her-
kommt. Die Streustromdichte ist vom Streuzentrum aus radial nach aussen gerichtet. Fiir
eine Kugel mit Radius » > R ums Zentrum gilt, dass der Streustrom durch ein Raum-
winkelelement df) fiir grosse r (fiir die wir nur den fithrenden Term betrachten miissen)
nicht von r abhéngt:

|jstreu| T2dQ = |jein| ’f(k’ k/)|2 df) . (124)
Daraus folgt
do , Streustrom durch df2 listreu| 7 N2
(kK = = =|f(k,k 1.2.
dQ( k) einfallende Stromdichte pro Fliche |Jein| £, K (1.2.5)



was den differentiellen Wirkungsquerschnitt des Streupotentials definiert. Dieses
Verhéltnis ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein mit Impuls k einfallendes Teilchen durch
das Potential in ein Raumwinkelelement df2 um die Richtung von k” abgelenkt wird. Der
totale Wirkungsquerschnitt ist das Winkelintegral von do /d$:

a:/mﬂﬂhyw, (1.2.6)

d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass das einfallende Teilchen iiberhaupt aus seiner Bewe-
gungsrichtung abgelenkt wird.

Abbildung 3: Wirkungsquerschnitt

Der ungestreute Anteil der Wellenfunktion ist nicht in f(k, k') enthalten. Falls die Wahr-
scheinlichkeit fiir alle Richtungen identisch ist, finden wir |f(k,k')|*> = o/4x. Fiir den
allgemeinen Fall bendtigen wir die Losung der Lippmann-Schwinger-Gleichung, um mit
(1.1.16) f(k,k’) ausdriicken zu kénnen.

1.3 Interlude: Kastenpotential

Die nétigen Techniken, die wir im weiteren brauchen, involvieren die sphéarischen Bessel-
und Neumannfunktionen, die wir am Beispiel des sphérisch symmetrischen Kastenpoten-
tials diskutieren. Das zugehorige Potential ist

Vo r<a
Wﬂz{ 0 r>aq. (1.3.1)

Die Schrodinger-Gleichung fiir die Radialkomponente der Wellenfunktion lautet
[ h2<d2 2d l(l+1)
_|_

dr?  rdr r2

) + V(r)] R(r) = ER(r) (1.3.2)

2m

wobei wir den Ansatz ¢ (x) = R(r)Yi,(0, ¢) gemacht haben. Da das Potential stiickweise
konstant ist, betrachten wir zunéchst die Losung in einem Intervall konstanten Potentials

mit £ > V und definieren
\2m(E =V
k= L ) (1.3.3)

h



Damit wird (1.3.2)

dr?  rdr r2

Nach Substitution von p = kr wird diese Gleichung
{ Z? 2d I(l+1)
_.I_

[ d? 2d I(l+1) + k’2:| R(r)=0. (1.34)

dp> " pdp PP

+ 1] R(p)=0. (1.3.5)

1.3.1 Sphéirische Besselfunktionen

Diese Differentialgleichung kann elementar gelost werden und fithrt auf die sphérische
Bessel-Funktionen. Wir betrachten zuerst den Fall [ =0

2

und erhalten zwei linear unabhéingige Losungen, eine bei p = 0 reguére Losung

sin p

Ry = : 1.3.7
p (1.3.7)
und eine bei p = 0 singuére Losung
Ry= -2 (1.3.8)
p

Fiir [ # 0 fithren wir entsprechend dem oben gefunden Verhalten bei kleinen Abstédnden
die Substitution

R =y (1.3.9)
ein, und erhalten aus (1.3.5) die Differentialgleichung
2(0+1
x| + ( )x;+x1:o. (1.3.10)

Wir versuchen nun, eine Rekursionsrelation fiir die Losung zu finden. Dazu differenzieren
wir die Differentialgleichung (1.3.10) nochmals,

" 2(l + ]‘) Z 2(l + 1)

/ r__
Xi T L, XT3 xi+x;=0. (1.3.11)

Nun definieren wir x = (1/p)x;, so dass px = x;. Damit wird (1.3.11) zu

g 2(1+1 , 2(l+1
(px)" + g(px) + {1 A p )] (px) =0 (1.3.12)
was nach Anwendung der Produktregel zu
2(0+2
X'+ ux’ +x=0 (1.3.13)
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fithrt. Das ist jedoch gerade die Differentialgleichung fiir [ + 1. Wir schliessen also, dass

1d
Xi+1 = —5XI 1.3.14
a=o (13.14)
und damit also
NEXAY (1.3.15)
X = o dp X0 - 9.

Wir fassen nun die Losungen in folgenden Definitionen zusammen: wir definieren die
sphérischen Bessel-Funktionen durch

= oy (L) e (1.3.16)
J =(— -—— 3.
: pdp) p
und die sphérischen Neumann-Funktionen durch
1d lcosp
!
n(p) =—(=p) | —— 1.3.17
0 =-o (35) (13,17

Der Faktor (—1) ist natiirlich Konvention. Die niedrigsten sphirischen Bessel-Funktionen
sind

sin p

i) = = (1.3.18)
. sinp — pcosp

R (13.19)
, 3 — p?)sinp — 3pcosp

j2(p) = ( ) : (1.3.20)

03
die niedrigsten sphérischen Neumann-Funktionen sind

coSs p

no(p) = — p (1.3.21)
coS p + psin
ni(p) = —% (1.3.22)
3 — p?)cosp+ 3psin
no(p) = —B=F) p?f’ pPERL. (1.3.23)
Fiir p — 0 verhalten sich diese Funktionen wie
P
i(p) = 1.3.24
o) =5 e (1.3.24)
und 1-3-5 (20l —1)
mip) =~ , (1.3.25)



wahrend das asymptotische Verhalten fiir p — oo durch

Jilp) = %sin(p —7l/2) (1.3.26)

und
nu(p) = —% cos(p — 7l/2) (1.3.27)

beschrieben ist. [Der fiir grosse p fithrende Term in (1.3.16) und (1.3.17) kommt davon,
dass die Ableitung immer auf den sin p bzw. cos p Term wirkt; dies fithrt dann direkt auf
(1.3.26) und (1.3.27).] Schliesslich definieren wir die sphérischen Hankelfunktionen
als Linearkombinationen dieser beiden Klassen von Funktionen

hl(l)(p) = 51(p) + iny(p) und hl@)(p) = hl(l)(p)* . (1.3.28)
Die Umkehrung ergibt

dilp) =Reh” . my(p) =Imh" (1.3.29)

Im Vergleich zu ebenen Wellen korrespondieren j;,n; und h; = hl(l) zu sin kx, cos kz und
e’**  Das asymptotische Verhalten ist durch

h(p) ~ —%e“f’—’”/” (1.3.30)

gegeben.

1.3.2 Gebundene Zustinde

Wenn die Energie im Intervall =V < E < 0 liegt, lautet die radiale Schrodingergleichung

¢ 2d _W+D ( 922)} R(r) =0, (1.3.31)

dr? = rdr r? —K

_Vv2mtE) o V2Im(-E) (1.3.32)

die Gleichung innerhalb bzw. ausserhalb des Kastens beschreibt. Die am Ursprung re-
gulére Losung ist

wobei

q

R(r) = Aj(qr) , 0<r<a. (1.3.33)

Wegen der Normierbarkeit der Wellenfunktion kommt ausserhalb des Topfes nur die fiir
r — oo exponentiell abfallende Losung in Frage

R(r) = Bhl(l)(im") : r>a. (1.3.34)
Die Stetigkeitsbedingungen ergeben

Aji(qa) = Bhy(ika) , Aqj/(qa) = Bik h(ika) . (1.3.35)
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Nach Division der beiden Gleichungen erhalten wir die logarithmischen Ableitungen

dlogj dlogh
g Sg‘” — 8 (1.3.36)
P qa dp iKa
Fiir [ = 0 lautet die Lésung
Asin(qr) firr <a
u(r) =rR(r) = { Be_ﬁg ) fir > a (1.3.37)

Die Stetigkeit von R(r) und R'(r) bedingt, dass auch u(r) und «'(r) stetig sind; damit
findet man sofort die Stetigkeitsbedingung

v2m|E| (1.3.38)

cot(qa) = e

Damit ein gebundener Zustand existiert, muss das Potential mindestens die Stérke
Vo> — — (1.3.39)
haben.

1.3.3 Streulsungen

Fir E > 0 ist die Wellenfunktion

| Agilgr) r<a
Ri(r) = { Bji(kr) + Cn(kr) r>a, (1.3.40)
wobei
E 2m(E + W,
po YZmE o y2emEA V) (1.3.41)
h h
Die Anschlussbedingung bei a lautet
' Bdj,/dp + Cdn,;/d
S|y [ i/ dp + Cidru/ p] (1.3.42)
Ji p=qa le + Cnl p=ka

Daraus findet man das Verhéltnis C'/B. Asymptotisch gilt

no= 2 () Gl ). s

Wir fithren fiir das Amplitudenverhéltnis die Notation

C
= = —tan (k) (1.3.44)
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ein. Dann ergibt sich fiir die asympototische Form von R;(r)

R(r) = ﬁi(lﬁ) % sin (kr — %T + 5l(k)) : (1.3.45)

Gegeniiber der freien Kugelwelle ohne Potential ist dies eine phasenverschobene Kugel-
welle. Fiir [ = 0 kann man die Phasenverschiebung 0y leicht berechnen: aus (1.3.42)
folgt

B cos(ka) + C'sin(ka) cos ka cos 6y — sin ka sin dy

t = k =k
acot(qa) Bsin(ka) — C cos(ka) sin ka cos &y + cos ka sin dy
= kecot(ka + dp) (1.3.46)
woraus folgt, dass
k
S = tan* (— tan(qa)) — ka . (1.3.47)
q

Damit erhédlt man die Phasenverschiebung als Funktion der Energie und der Stérke des
Potentials. Fiir negatives Potentials ist die Wellenzahl im Potential erhoht, und es gilt
do > 0. Fiir abstossendes Potential ist die Wellenzahl im Innern verringert, und es gilt
50 < 0.

1.3.4 Der Grenzfall der harten Kugel

Fiir den Fall der ‘harten Kugel” gilt Vo = —oo, und die Wellenfunktion verschwindet im
Innern der Kugel. Im Ausseren schreiben wir die Losung als

Ru(r) = %(h;‘(kr) + Si(k)ulhr)) (1.3.48)

wobei Sj(k) eine Konstante ist, die wir gleich bestimmen werden. Da der gesamte radiale
Wahrscheinlichkeitsstrom, gegeben durch

) = g | B0V 5 R = Rl 5B 0)

~ %im ~ 8im

h ohy oh
(G- n G- 1sp =0
(1.3.49)
verschwinden muss (es gibt keine Quelle oder Senke von Teilchen innerhalb einer beliebigen
Kugel mit Radius > a um das Zentrum), muss |S;(k)| = 1 sein. Daher ist S;(k) = €*? fiir
ein reelles 0. Unter Beniitzung von (1.3.30) finden wir, dass die asymptotische Form von

R; gerade
const

RZ(T) ~

T
in (kr =1+ ) 1.3.50
" sm( r—l3 + ( )
ist. Daher stimmt § gerade mit der Streuphase 0;(k) aus (1.3.45) iiberein

Si(k) = e2ak) (1.3.51)
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Si(k) wird S-Matrix-Element der [-ten Partialwelle genannt. Da das Teilchen nicht in die
Kugel eindringen kann, muss als Randbedingung R;(a) = 0 gelten. Das bedeutet, dass
die Streuphase die Gleichung

s _Dika) _ ji(ka) — in(ka)

= — = 1.3.52
hl(k’a) ]l(ka) + ZTL[(/{ICL) ( )
erfiillen muss. Durch etwas Umformen ergibt sich daraus
ji(ka)
tan o, = . 1.3.53
an o0 n(ka) ( )

Nun betrachten wir die Eigenschaften der Streuphasen fiir kleine Energien, ka < 1.
Die sphérischen Bessel- und von Neumann-Funktionen lassen sich fiir kleine Argumente
(z < 1) wie folgt entwickeln:

. ! (20— 1)
Ji(x) =~ @ on und  ny(z) ~ e (1.3.54)

wobei (2l + 1)l =1-3-5---(2l — 1) - (2l + 1). Damit ergibt sich

N (ka)?H+1
tan 0;(k) ~ R CEEN TR (1.3.55)

Die Streuphasen der hoheren Drehimpulse [ fiir niedrige Energien sind sehr stark unter-
driickt. Daher ist es ausreichend, im Niederenergiebereich nur [ = 0 (man nennt dies
‘s-Wellen-Streuung’) zu betrachten. In dieser N#herung gilt (siehe spéter, insbesondere
(1.4.13))

do N L sin®éy 6,

=K~ T A 2,
d.h. der differentielle Wirkungsquerschnitt ist winkelunabhéngig. Daraus folgt fiir den
totalen Wirkungsquerschnitt, o ~ 4mwa®. Dieser Wert ist 4x grosser als der klassische
Wirkungsquerschnitt ma?.

(1.3.56)

1.3.5 Ebene Wellen

Um die obige Rechnung im Rahmen der Streutheorie einer ebenen Welle zu interpre-
tieren benttigen wir auch noch die Entwicklung der ebenen Welle nach Kugelfunktio-
nen. Natiirlich kénnen die ebenen Wellen nach den sphérischen Losungen der freien
Schrodingergleichung entwickelt werden

) l

el = Z Z Clm(k) jl(kr> }/lm(ea ‘70) ) (1'3'57)

=0 m=—1
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wobei die Entwicklungskoeffizienten ¢, (k) zu bestimmen sind. Zuerst betrachten wir den
Fall, dass k|le,. Dann héngt die linke Seite nicht von ¢ ab, und daher kann rechts nur
der Term mit m = 0 beitragen,

eHreost N Ay ji(kr) Yio(6, )
=0

0 1/2
_ Z(Ql“) A ju(kr) P(cosB) (1.3.58)

4r
1=0

Nun beniitzen wir die Orthogonalitétsrelation fiir Legendre Polynome

1
20qy
/ldcosePl(cosﬁ)Pp(COSQ) = 2l(:l—l1 (1.3.59)
und erhalten, nach Multiplikation mit P(cos @) und Integration
. 1 2 [ ikrz
Agi(kr) = 5 (4m(21 4+ 1)) dz P(z)e™= . (1.3.60)
-1

Da A; von r unabhéngig ist, konnen wir zum Grenzfall kleiner r iibergehen, und den fiir
kr — 0 fithrenden Term ausrechnen. Auf der rechten Seite finden wir

/_1 dz P(2) " = /_ e P(2) { O L S L

, . Il (+1)

= (ikr)' (22—;;' /1 dzPy(2)Pi(2) + O((kr)™™)

—(22;[1!)! + O((kr)™1y .

Die linke Seite ist im Grenzfall kleiner kr gerade

2] l

= (ikr)'

woraus sich ergibt, dass
A =i (4r(20 4+ 1))* (1.3.62)
Damit erhélt man also die Entwicklung
ereos? =N il (2 + 1)jy(kr) Pi(cos ) . (1.3.63)
1=0

Fiir eine allgemeine Richtung beniitzt man das Additionstheorem fiir Kugelfunktionen
(siche Elektrodynamik)

l
4
Py(cos0) = 2l—7|il 3 Vi) Vi () (1.3.64)

m=—
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und findet damit z
e X =4 >y it (k) Vi ()" Vi () - (1.3.65)

=0 m=-1

1.4 Partialwellen-Entwicklung

Nach diesem Zwischenspiel kommen wir jetzt zu den sphérischen Streuproblemen zuriick.
Wir beschréanken uns nun auf den Fall, dass das Streupotential ein Zentralpotential um
den Koordinatenursprung ist, d.h. V(x) = V(r). Wegen dieser Rotationssymmetrie ist
f(k,k’) dann nur noch eine Funktion des Winkels 6 zwischen k und k', sowie eine Funktion
von |k| = k (dquivalent zur Energie %)

Wir betrachten nun die Schrédingergleichung (1.1.2) fiir das Zentralpotential V(r). Fiir
jedes k machen wir den Ansatz

UZ(T’)

B(x) = Ri(r)Yin(0,0) = “¥,,.(0,6) (L4.1)

Dies 16st (1.1.2), falls die radiale Funktion u;(r) die reduzierte Differentialgleichung

2
uy (r) — (h_T%H(T) — k2) w(r)=0 (1.4.2)
erfiillt, wobei das effektive Potential (wie in der Mechanik) durch
RA(1+1)
Ve (r) =V — 1.4.3
W) = V) + (143

gegeben ist. Falls V/(r) fiir kleine r nicht zu stark anwéchst, ist der dominante Term fur
kleines r der zweite Term in Vz. Dann folgt (wie schon fiir den Fall des Wasserstoffatoms),
dass w(r) oc P! fiir r — 0 (B oc 7). Fiir r — oo konnen wir das effektive Potential
vernachlédssigen und erhalten andererseits

u) (r) + Ky (r) =0, (1.4.4)

was durch .
w(r) = Asin (kr - §l + 5l(k‘)) fiir T — 00 (1.4.5)

gelost wird. Die ‘Streuphase’ §;(k) wird hierbei dadurch definiert, dass wir verlangen dass
0 (k) =0 falls V(r) = 0.

Die allgemeine y-unabhingige Losung der Schrodingergleichung ist nun eine Uberla-
gerung aller [-Komponenten

Y(x) = %ch w(r) P(cos®) , (1.4.6)
1=0
wobei
Py(cost) = ;: 7 Yio(0,9) . (1.4.7)
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Wir vergleichen nun diese Losung mit der ebenen Welle. Im rotationssymmetrischen Fall
kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass k parallel zur z-Achse

liegt. Dann gilt (siehe Kapitel 1.3.5)

o)

eths = Zz’l (20 + 1) 5i(kr) P(cos @) .

=0

Fiir grosse r haben wir die asymptotische Entwicklung

1 1 . , Lo
jl(kr) ~ k_ sin (kT o —l) ST (ezkre—zlﬂ'/Z o e—zk:rezlﬂ'/Z) ,

r

so dass wir die Gleichung (1.1.15) folgendermassen neu schreiben kénnen:

e—l

Y(x) ~ . (Zz e'™/2(21 + 1) Py(cos 0))

ik
| —ilm/2
+21k7“ <Z he (20 + 1) P(cos®) + 2ik f (k, 9)) :

Dies vergleichen wir nun mit der asymptotischen Form von (1.4.6),

'k

—ikr

P(x) =~ —62” (; e~ e P (cos 9)) iy <Zc e~ /2 Py (cos 9)) :

Koeffizientenvergleich ergibt nun, dass

-l
7 .
Cc = E(Ql + 1)€Z6l

und

62i51 -1

21

1 o A
=z Z (20 4+ 1)Py(cos ) , ai(k) = = ¢“sin g .
1=0

(1.4.8)

(1.4.9)

(1.4.10)

(1.4.11)

(1.4.12)

(1.4.13)

Die gesamte Information der Teilchenstreuung ist daher in den Streuphasen enthalten.

1.4.1 Optisches Theorem

Der totale Wirkungsquerschnitt in der Partialwellendarstellung hat die einfache Form

kQ

o(k) = 2m Z(2l+1)(2l +1)ajay /+1 dzP(z)"Py(z) = 4—7Ti 2[41) sin 51( ). (1.4.14)

1 k2
= 2(51711/<21 + 1)

L =0
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Wenn wir Vorwiértsstreuung betrachten, d.h. § = 0, dann finden wir folgende Beziehung
(P(cosf =1)=1):

Im( ) = %2 (2l +1) Im<al ) = %2 (20 + 1) sin® 5, (k) . (1.4.15)

Daraus ergibt sich das sogenannte optische Theorem,

4
o(k) = %Im( f(k,O)) . (1.4.16)
Diese Beziehung ist eine Konsequenz der Wahrscheinlichkeitserhaltung: der Imaginérteil
von f(k,0) entspricht der Reduktion der Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen ungestreut
geradeaus weiterfliegt. Dies ist jedoch gerade der totale Wirkungsquerschnitt.

1.5 Born’sche Niherung

Um die Streueigenschaften, insbesondere die Streuphasen, eines Potentials auszurechnen,
muss man die Lippmann-Schwinger Integralgleichung (1.1.13) 16sen. Formal kénnen wir
diese Gleichung als

Yk = ok + Ky (1.5.1)

schreiben, wobei K ein Operator ist, der auf den Zustand 1, wirkt. Nun kénnen wir diese
Gleichung als Iterationsgleichung betrachten:

U = ¢ + K (e + Kihy) = (1 + K+ K2+ K3 4 - K"y + K"y (15.2)

Da K proportional zum Streupotential V' ist, entspricht dies auch einer Entwicklung in
V. Fiir ein schwaches Potential konnen wir schon nach der ersten Potenz abbrechen und
erhalten entsprechend aus (1.1.16) durch Ersetzen von ¢y (x) durch exp(ik - x)

/d3ye_ik/'yV(y)eik'y S Vik—K) . (1.5.3)

2mh2

f(kv k/) =

2mh?

Die Grosse f(k,k’) ist also im wesentlichen die Fourier-Transformierte des Potentials.
Diese Approximation wird erste Born’sche Nidherung genannt. Da die Grosse des
Impulses fiir das Teilchen vor und nach der Streuung gleich gross ist, konnen wir f wieder
durch k£ = |k| = |k’| und den Ablenkwinkel 6 ausdriicken, denn

(k — k') = 2k*(1 — cosf) = (Qk; sin g)Q : (1.5.4)
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1.5.1 Beispiele

Als erstes Beispiel betrachten wir das sogenannte Yukawa-Potential, das die Wechsel-
wirkung durch massive Austauschteilchen beschreibt; es ist daher ein kurzreichweitiges
Zentralpotential:

—RKT

e ~ 41y
‘/ = :} ‘/ k _ k/ =
(r) = v r ( ) (k —k')2+ K2’

(1.5.5)

wobei k > 0. Der Parameter x~! = R beschreibt grossenordnungsmiéssig die Reichweite
des Potentials. Fiir diesen Fall folgt aus der Born’schen Néhreung fiir den differentiellen
Wirkungsquerschnitt

d 4 2 2
=2 = il % (1.5.6)
d?  (4k%sin® § + K2)2 0
Ein weiteres Beispiel ist die Kugel vom Radius b:
W/, r<b = B sinz — xcosx
V(r)= { 0. "o b = V(k,0) = 4W%T . (1.5.7)

Im Grenzfall von b — 0 mit V; = vb*> — dies ist das Delta-Potential V(x) = v (x)
— wird die Fouriertransformierte unabhéngig von k. Entsprechendes gilt daher natiirlich
auch fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt (in Born’scher Néherung).

1.5.2 Streuphasen in Born’scher Nidherung

Wir vergleichen nun (1.5.3) und (1.4.13),

m
f(k79> ~ _27'(}7,2

V ((2ksin6/2)?) = %Zeiéﬂ sin &y (20 + 1) Py(cos ) , (1.5.8)
l/

wobei wir beniitzt haben, dass im rotationssymmetrischen Fall (den wir hier betrachten)

V(k — k) nur eine Funktion von |k — k/|? = 2k?(1 — cos 6) ist. Nun multiplizieren wir auf
beiden Seiten mit P*(cosf) und integrieren tiber z = cos#. Dann findet man

mk [t < 2 X 6 o
i dzV(2k*(1 — 2))P(2)" = € sind; = 0; , (1.5.9)
-1

wobei die letzte Naherung fiir schwache Potentiale gilt, fiir die die Streuphasen klein
sind. [Hier haben wir wiederum beniitzt, dass die Legendre-Polynome die Orthogona-
litatsrelation

1
2
/_1 dzF(2)" Pi(2) = 57 0w

erfiillen.

20



Eine alternative Form der Born-Streuphase erhalten wir, indem wir (1.3.65) in (1.5.3)
verwenden:

m . ik
flek) = =5 [y v(yhekre vy
8mm 1 ) .
=-— Zzzl l/dr 25, (kr)ju (kr)V (r)
Lym U ym/

(1.5.10)
x / 09 Y7 () Vi () Vi () Vi ()

2m ‘
= Z(Ql + 1)P(cos 9)/dr 2V (r)ji(kr)? |
l
wobei wir verwenden, dass Y, (0 = 0,¢) = 3, 0FP(1)/ (20 +1)/47 und F,(1) = 1. Der
Vergleich mit (1.4.13) fithrt dann auf

2mk
h2

o~ — / drr? V(r) j1(kr)? . (1.5.11)
0
Man beachte, dass fiir niedrige Energien (k klein) die Streuphasen fiir grosse [ unterdriickt

werden, da j;(kr) oc (kr)!/(20 + )!! fir kR < 1 klein ist, wo das Potential den grossten
Beitrag liefert.

1.6 Coulomb-Streuung

Als letztes Beispiel studieren wird ein lang-reichweitiges Potential und analysieren die
Streuung am Coulombpotential, das offensichtlich die Bedingung (1.1.1) verletzt. Die
zugehorige Schrodingergleichung lautet

(-3 72- %) ot = Bt (161)

Die Losung dieser Gleichung ist etwas kompliziert und fithrt auf konfluent hypergeome-
trische Funktionen F;. Wir lassen hier diese Details aus (siche Ubungsaufgabe) und
geben einfach sofort das asymptotischen Verhalten der Wellenfunktion an, die wir wieder
in einen einlaufenden und gestreuten Teil aufspalten, 1, = ¢r, + 1 (die einlaufende Welle
kommt entlang der z-Achse),

2
—  pikztivin(k(r—2)) (1 _ _r 1.6.2
on(x) € ( ik(r — z)) ( )

eikr—i'yln(k(r—z)) 1"(1 + Z’Y)
ik(r—2z) T(—iy) ’

Ysk(x) (1.6.3)
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wobei v = —me?/h?k = —1/agk und ay der Bohr-Radius ist. Die Gamma-Funktion ist
hierbei durch

['(c) = /OOO dttte™ (1.6.4)

definiert, wobei ¢ eine komplexer Zahl ist. Man sieht leicht ein, dass I'(¢*) = I'(¢)* und
['(c+ 1) = cI'(¢). Die Langreichweitigkeit des Potentials modifiziert die asymptotische
Form nachhaltig. Wir schreiben nun r — z = r(1 — cos ) und erhalten somit

elkr—iv In(2kr)

Yo(x) = —————feou(k, ) . (1.6.5)

wobei

e—i'yln(sin29/2) F(l‘FZ')/) v ‘ 0 —1—ivy
oul(k,0) = —i = — 29 (gin? = . 1.6.6
Jeou(k:0) = =1 im0 Ta—iy) ~ 2k <Sm 2 (1.6:6)
~—_—
_ 20

Es ist wiederum méglich, die Wahrscheinlichkeitsstromdichte der gestreuten Wellenfunk-
tion zu berechnen. Die Radialkomponente hat fiir grosse r die Form

hk 5 hk
‘S - S = ou 9 2 ) 1.6.7
o = GO = o feou(0) (16.7)
woraus sich der differentielle Wirkungsquerschnitt wie zuvor ergibt

B et 1
~ 16E?sin*§

do
ol | foou(0)? (1.6.8)

Interessanterweise ist diese Form identisch mit dem klassischen Rutherford-Wirkungsquer-
schnitt. Der totale Wirkungsquerschnitt ist unendlich, da do/dQ) fiir Vorwértsstreuung
divergiert. Dies ist eine Konsequenz der Langreichweitigkeit. Selbst fiir sehr grosse Stos-
sparameter bewirkt das Coulomb-Potential noch Streuung, wenn auch mit sehr kleinen
Ablenkungswinkeln.
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