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Ubung 1. Additionstheorem fiir Kugelfunktionen.

Bei der Entwicklung der ebenen Welle nach Kugelfunktionen (Skript Kapitel 1.3.5.) wird das
Additionstheorem fiir Kugelfunktionen beniitzt. Im Skript wird nur der Fall k || e, betrachtet.
Fiir allgemeine Richtungen lautet das Additionstheorem
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wobei 6 der Winkel zwischen k und « ist. Damit findet man die Entwicklung
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Wir wollen nun das Additionstheorem fiir allgemeine Richtungen herleiten.

(a) Wir nehmen an, dass k im Raum fixiert ist. Dann ist P;(cos @) nur noch eine Funktion von
Qz, mit 0y als Parameter, und kann somit nach Kugelfunktionen entwickelt werden:
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Beim Vergleich der Entwicklung (3) mit dem Additionstheorem (1) sehen wir, dass nur
Terme I’ = | vorkommen. Begriinde dies.
Hinwers.

o Kugelfunktionen losen die Gleichung
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Fiir k || e, lost auch Pi(cos®) diese Gleichung. Begriinde dies.
Was passiert bei einer Rotation des Koordinatensystems zuriick zum urspringlichen k mit den
einzelnen Termen? Was bedeutet dies fiir Pi(cos®)?

(b) Berechne also
A () = A () = / Y7 (Q)P(cosh) dS. (6)
Hinweise.

e Entwickle Y (Qa) nach Y7, ,(Q) mit Qp = (0, ¢) und beniitze
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Yio(0,9) = Pi(cos ) (7)

um einen Term der gesuchten Form (6) zu finden.

e Betrachte 2?:1}/* (Qg) bei 6 =0.



Ubung 2. Streuung an der harten Kugel: Fortsetzung.

Die Streuung an der harten Kugel (Skript Kapitel 1.3.4.) entspricht der Streuung am Zentral-

potential
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0, r>a.

Die Streuphase ist gegeben durch
Ji(ka)

, 9)
ny(ka)
mit j7;(p) der sphérischen Bessel-Funktion und n;(p) der sphérischen Neumann-Funktion, welche
die linear unabhéngigen Losungen der Gleichung
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sind und definiert werden durch
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Fiir den Wirkungsquerschnitt gilt

41 & .
o(k) = = (21 + 1) sin® &; (k). (12)
1=0
In dieser Aufgabe wollen wir einige Schritte aus dem Skript genau nachrechnen und die Diskus-

sion auf den Hochenergiebereich ausdehnen.

(a) Zeige die folgenden Niherungen der spérischen Bessel- und Neumann-Funktionen:
Firp—0

! _
o) =gy o) = (13)
und fiir p — oo
Jilp) = ll)sin(p—ﬂl/2), ny(p) = —;COS(,O—ﬂ'l/Q). (14)

(b) Berechne den totalen Wirkungsquerschnitt fiir den Niederenergiebereich (ka < 1).
Hinweis.  Es ist ausreichend nur 1 = 0 (sogenannte s-Wellen-Streuung) zu betrachten. Wieso?

(c) Wir wollen auch den Wirkungsquerschnitt fiir den Hochenergiebereich (ka > 1) berechnen.
Die Summation iiber alle Drehimpulse in (12) ist nach oben beschrinkt durch | < ka,
da fiir fixes ka gilt, dass §;(ka) — 0 fiir [ 2 ka. Dies kann numerisch verifiziert werden.
Der Wirkungsquerschnitt kann abgeschitzt werden, indem man sin? §; in (12) durch seinen
Mittelwert 1/2 ersetzt und nur die hochste Ordnung behélt:
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Man kann jedoch nicht auf eine einfache Art beweisen, dass die Abschitzung des sin? so

gemacht werden darf. Verifiziere daher dieses Ergebnis numerisch.

(d) Vergleiche die Wirkungsquerschnitte aus (b) und (c¢) mit dem klassischen Resultat. Was
hétten wir erwartet?



