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Ubung 1. Das Jaynes-Cummings-Modell

Die Wechselwirkung eines Atoms mit dem quantisierten Strahlungsfeld kann beschrieben werden
durch den Hamilton-Operator
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wo H 47 der Hamiltonoperator des ungestorten Atoms mit N Elektronen und Hgg der des freien
Strahlungsfeldes ist. Bei letzterem wurde die divergente Nullpunktsenergie weggelassen. Hy be-
schreibt die Kopplung der beiden Systeme. Nutzen wir die Dipolndhrung mit dem Dipolmoment
—er des Atoms und betrachten linear polarisierte Strahlung, ldsst sich Hg schreiben als
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Die Behandlung der Ubergangsraten verwendete ein Quantisierungsvolumen als Hilfsmittel, des-
sen Volumen sehr grofl gew#hlt wurde. Der spontane Zerfall eines angeregten Atoms ist irre-
versibel im Einklang mit der Tatsache, dass das ausgesandte Photon ins rdumlich Unendliche
entweicht. Eine andere Physik eroffnet sich, falls das Volumen einer realen Kavitét entspricht,
deren Abmessungen mit der Wellenléinge jenes Photons vergleichbar sind. Das Interesse gilt ei-
nem Ubergang zwischen zwei atomaren Zustinden |g) und |a) mit Bohrscher Frequenz wp; die
Kavitét besitze eine einzige Mode (E, A) , deren Frequenz w nahe bei wy liegt. Unter Beibehaltung
dieser beiden Zusténden und dieser einen Mode alleine wird aus (2)
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Hap = 57&4}003 , Hsp = hwa'a Hy = h(a+a")(goy +go_), (3)
auf C? ® H. Dabei beziehen sich
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auf die Basis |a) = (}), |g) = ({) fiir C?; ferner sind a, a' Vernichtungs- und Erzeugungsopera-

toren auf H, dem Hilbertraum eines harmonischen Oszillators aufgespannt durch die Zusténde
|n) bestimmter Photonenzahl n = 0,1, ....

(a) Fiihre die Kopplung g € C auf Grossen in (2) zuriick. Zeige, dass g > 0 erzielt werden kann
durch Wahl der relativen Phase zwischen |a) und |g).



(b) Aufgrund der Diskussionen in der Vorlesung kénnen wir die Physik von Hap und Hgr als
gut verstanden betrachten und uns auf die von Hx konzentrieren. Dazu berechne zunéchst
Hp(t) im Wechselwirkungsbild von Hg und zeige damit, dass afo; und ao_ zu Termen
fithren, die rasch oszillieren verglichen mit jenen, die von aoy und afo_ stammen. Sie diirfen
vernachlédssigt werden (Approximation der rotierenden Welle).

Hinweis. |w— wo| € w,wp.

(c) Wir kénnen daher in (3) die entsprechenden Terme vernachléssigen und gelangen so zu dem
Hamilton-Operator des Jaynes-Cummings-Modells:
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H= 57&@03 + hwa'a + hglaoy +alo_) . (5)

Berechne seine Eigenwerte.

Hinweis. 03/2+ ala ist eine Symmetrie. Wieso? Wie vereinfacht sich H auf den Figenrdumen des
Symmetrieoperators?

Ubung 2. Quanten-Dot in der elektromagnetischen Strahlung

Einen Quanten-Dot kann man als Elektronensystem in einem dreidimensionalen harmonischen
Oszillator modellieren. Jeder Zustand kann dann als Tensorprodukt von drei Zusténden des
eindimensionalen harmonischen Oszillators geschrieben werden: |ng, ny,n.) = |ng) ® |ny) @ |n.).
Da die Gesamtenergie ¢, = fwg(n + 3/2) nur von der Summe der drei Quantenzahlen n =
ng+ny+n. abhingt, sind die angeregten Zusténde, d.h. n > 0, entartet. Betrachte das System im
Grundzustand |0, 0, 0) unter Wirkung der polarisierten, monochromatische, elektromagnetischen
Strahlung (nicht quantisiert)
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Die Ubergangswahrscheinlichkeit des Systems in den angeregten Zustand [Ny, My, Mz) ist durch
die Goldene Regel gegeben als
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Seien a;r und a; die Auf- bzw. Absteigeoperatoren der Zusténde |n;). Bestimme die Matrixele-

wobei j(E) die paramagnetische Stromdichte im Impulsraum ist, d.h.
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mente (ng, ny, n.|7(k)-l0,0,0) durch Substitution von 7" = szm (az+al, ay —i—aL, a.+al) und
ﬁ’: —i ﬁ“’gm (ay — al, Ay — az,, Gy — ai). Betrachte die Fille von linear polarisierter, € = (1,0, 0),

und zirkulér polarisierter, € = (1, +i,0)/v/2, Strahlung. Gib die totale Absorbtionsrate als Funk-
tion von w an:

F0_>X (UJ) - Z Poﬂ(nz,ny,nz) . (9)
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Hinweis. Benutze die Baker-Hausdorff Beziehung:

eATB = eAeBe3ABl  yenn [A,B] € C. (10)



