8 Pfadintegral Beschreibung

Zum Abschluss der Vorlesung wollen wir noch eine ein wenig andere Formulierung der
Quantenmechanik beschreiben, jene durch die sogenannten Pfadintegrale.

8.1 Der Phasenraum und die kanonische Quantisierung

Wir kénnen ein klassisches System im Phasenraum beschreiben, wo die Koordinaten die
verallgemeinerten Ortskoordinaten ¢* und Impulskoordinaten p; sind. Die Observablen
des Systems konnen durch Funktionen auf dem Phasenraum beschrieben werden. Dieser
Funktionenraum hat eine Poissonstruktur, die durch die Poissonklammern

gegeben ist. Insbesondere gilt

{d'.pi} =19 . (8.1.2)
Die Zeitentwicklung wird im Phasenraum durch die Differentialgleichung
: oF
F={FH}+— (8.1.3)
ot
beschreiben, wobei H die Hamiltonfunktion ist. Zum Beispiel ist also
) , OH oH
-7 — 1 H — '7: — i H = — - . 8.]..4
I O (814

In der kanonischen Quantisierung ersetzen wir nun die klassische Observable F' durch
den hermiteschen Operator F', wobei die Poissonklammer gerade durch den Kommutator
ersetzt wird

[F,G] = in{F,G} . (8.1.5)
Insbesondere erhalten wir also die Zeitentwicklung
d . i -~  OF
—F=-[H,F]+ — . 1.
b= Fl+— (8.1.6)

Das ist gerade die Zeitentwicklungsformel im Heisenberg Bild (siehe QMI).

In vielen Situationen interessiert uns die Zeitentwicklung von Erwartungswerten, also
(¥|O(t)|y) (wir lassen von nun an die Hiite wieder weg!). Diese konnen wir natiirlich
ebenso gut im Schrodingerbild berechnen, also durch

(WIO@)]) = (s(B)[Ols(t)) (8.1.7)

wobei |1)5(t)) der Zustand im Schrodingerbild ist. Seine Zeitentwicklung wird durch die
Schrédingergleichung beschrieben

o d
i 1,()) = HI.(0) (8.1.8)
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Falls der Hamiltonoperator nicht von der Zeit abhéngt, ist die Losung dieser Differential-
gleichung einfach

[0s(1)) = e My (0)) (8.1.9)
In der Koordinatenbeschreibung (Wellenmechanik) gilt also

wﬁmzmwm=/%mwwmmmww:/mmw%m%@w,

(8.1.10)
wobei wir die Vollstédndigkeitsrelation

1= [ dalan) (oo (8.1.11)
beniitzt haben und als Integralkern den Zeitentwicklungskern

K(t,q,q0) = (gle”"""|qo) (8.1.12)

eingefiithrt haben. Diese Grosse wird in der Pfadintegralbeschreibung der Quantenmecha-
nik eine wichtige Rolle spielen. Sie beschreibt gerade die Wahrscheinlichkeitsamplitude
fiir das Teilchen von gy zur Zeit 0 nach ¢ zur Zeit ¢t zu propagieren.

Der Zeitentwicklungskern erfiillt die (zeit-abhéngige) Schrodingergleichung

. d
zh%[((t, q,q) = HK(t,q,q) , (8.1.13)
wobei H auf ¢ wirkt. Weiterhin ist er durch seine Anfangsbedingung
lim K (2,9, 90) = 6(¢ — q0) (8.1.14)
charakterisiert. Fiir ein freies Teilchen in einer Dimension mit Hamiltonoperator
1 n? o d?
Hy=—p*'=——— 8.1.15
= om? 2m da? ( )

ist die durch (8.1.13) und (8.1.14) eindeutig bestimmte Losung einfach

m

1 2
—1 v . q—4q
Ko(t,q,q0) = (gle” ™ 0/Mq0) = (—27rz'ht> * exp (zm—( 2ht0) ) : (8.1.16)

[Zum Beispiel kann man das durch Einsetzen einer vollstindigen Impulsbasis berechnen;
dann findet man namlich

» 1 —
(gle™Mgo) = —— [ dp{alp) (ple™""""|qo)

1

— d 6—iqp/h e—itp2/2mh eipqo/h
2mh b

1 (- ) it m(q—q)\
~ o P <Zm 2ht /dp P " gmn \PT t ’

was nach Ausfithren des Gausschen Integrals gerade die obige Antwort ergibt.]
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8.2 Feynman-Kac Formel

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir nun die Pfadintegraldarstellung des Zeitentwick-
lungsintegralkerns beschreiben. Im Kontext der Quantenmechanik wurde diese Darstel-
lung von Richard Feynman entwickelt; die zu Grunde liegende Formel war schon zuvor
im Kontext der statistischen Physik von Marc Kac gefunden worden.

Der Ausgangspunkt ist die sogenannte Produktformel von Trotter. In ihrer einfachsten
Form (in der sie bereits von Lie bewiesen wurde), sagt sie, dass

eB = lim (eA/" eB/")n . (8.2.1)
n—oo
Zum Beweis definieren wir
A+ B A B
Sp, = exp [w] , T, = exp {—} exp [—} . (8.2.2)
n n n
Dann berechnen wir
|ett P — (eMmePmr| = | Sh - T (8.2.3)

”S:;L_I(Sn - Tn) + SZ_Q(S’H — Tn)Tn + e _|_ (Sn _ Tn)T;LZ—IH )

Da die Norm eines Produktes immer kleiner (oder gleich) der Produkte der Normen ist
gilt (nach Anwenden der Dreiecksungleichung, | X + Y| < |X| + [Y])

| exp(X)| < exp(]X]) . (8.2.4)
Nochmaliges Anwenden der Dreiecksungleichung fiihrt dann zu
1S, < eWAIFIBD/n = gl/n | 75| < eUAIFIBD/n = g1/ (8.2.5)
Einsetzen in (8.2.3) (nach Anwenden der Dreiecksungleichung) ergibt dann
1Se =T < na™ VS, — T, . (8.2.6)
Schliesslich folgt aus der Baker-Campbell-Hausdorff Formel, dass
A, B

S,—T, =—
2n?

+0(n7?), (8.2.7)

und die obige Produktformel folgt.

In der obigen Analyse haben wir angenommen, dass die Operatoren A und B be-
schriankt sind; fiir unbeschrénkte selbst-adjungierte Operatoren (so wie sie typischerweise
in der Quantenmechanik auftreten) gilt

e MATE) = Jim (e~UtA/m o mitB/m)" (8.2.8)
n—oo

wobei der Limes in der sogenannten starken Topologie gilt, d.h. auf allen Zustdnden im
Schnitt der Definitionsbereiche von A und B.

104



Mit diesen Vorbemerkungen sind wir nun in der Position, die Pfadintegraldarstellung
abzuleiten. Wir nehmen nun an, dass der Hamiltonoperator von der Form

H = Hy+ V(q) (8.2.9)

ist, wobei Hy der Hamiltonoperator des freien Teilchens ist, und V' (q) das Potential be-
schreibt. Dann setzen wir die Produktformel (8.2.1) (mit A = Hy/h und B = V/h) in die
Formel fiir den Zeitentwicklungskern ein
K<t7 q, qO) = <q’€*itH/h‘q0>
— Iim <q| (e—itHo/hne—itV/Fm)” |CJ0>

n—00
j=n—1
_ nh_{{.lo dgy - - dgn1 H <qj+1|efth0/hnefth/hn’qj> ’ (8210)
=0

wobei ¢ = ¢, und wir nach jeder Anwendung des Exponentials eine Zerlegung der Eins,

1= [ d lo) o (32.11)
eingesetzt haben. Da das Potential in der Ortsdarstellung diagonal wirkt, gilt nun
<qj+1 |€—’itH0/hne—itV/hn|qj> — e—itV(qj)/hn <q_j+1 |€—itH()/hn|qj> ) (8212)

Nun kénnen wir den Zeitentwicklungskern des freien Teilchens (8.1.16) einsetzen und
erhalten mit ¢/n = e

i n —itV/hn mn \ 3 € (m (qji1—q; 2
(g |e oMoV g ) = (2mm> oxp [g (5 (%) ~Vig) || - (8213)

Damit erhalten wir fiir den gesamten Zeitentwicklungskern die Feynman-Kac Formel

n n—1 2
. m 2 1€
K(t.q,q) = Jggo/dql e dgn (27Tm€> [ > ( (q]H L ) - V(Qj))]
Jj=

(8.2.14)

8.2.1 Die Interpretation als Pfadintegral

Das interessante an dieser Formel ist, dass sie eine Interpretation als Pfadintegral zulésst.
Um das zu verstehen, stellen wir uns vor, dass die Punkte ¢ = qq, q1, . . ., ¢, durch gerade
Linien miteinander verbunden sind, so dass wir eine stiickweise lineare Funktion erhalten
(sieche Abbildung 16). Wir teilen das Zeitinterval ¢ in n Teilintervalle der Lénge € = t/n
und identifizieren g, = ¢q(s = ke). Der Exponent von (8.2.14) kann dann als Riemannsche
Summe interpretiert werden, die im Limes € — 0 gerade zum Integral

5 ( (v —v<qj>> ~ [ [% () —v<q<s>>] (5.2.15)

Jj=0
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o 01 An
Abbildung 16: Interpretation als Pfadintegral.

konvergiert. Dieses Integral beschreibt genau die klassische Wirkung eines Teilchens (mit
Masse m), das sich auf diesem Pfad bewegt, denn der Integrand ist gerade die Lagrange-
funktion ,
: m (dgq
Llq(s),q(s)) = - | 7= ) —Vi(s)), (8.2.16)
2 \ds
deren Wirkung durch
S1
Sla(s)) = [ dsLials). () (8217
S0
gegeben ist. Die Integrationen dq; - - - dg, bedeuten einfach, dass wir iiber alle moglichen
(stiickweise linearen) Pfade integrieren, die g und ¢ miteinander verbinden. Im Limes
n — oo werden die verschiedenen stiickweise geraden Teile immer kiirzer, und wir konnen
jeden stetigen Pfad von ¢g nach ¢ auf diese Weise approximieren. Die obige Formel
summiert also iiber alle méglichen Pfade, die zur Zeit ¢ = 0 bei ¢y beginnen und zur Zeit
t g erreichen. Die verschiedenen Pfade werden dabei durch den Phasenfaktor

exp {@@} (8.2.18)

gewichtet. Formal schreibt man daher den Zeitentwicklungskern als

q(t)=q ,
K(t,q,9) =C / Dq eSl/m (8.2.19)
q(0)=qo
wobei C der formale Ausdruck
C =l ( )5 8.2.20
nl—g}o 2mihe ( )

ist. Hierbei steht C' - Dq gerade fiir den Limes des Integrals von (8.2.14) fiir n — oo. Da
das unendliche Produkt von Lebesque Massen [ [ dg; kein Mass ist, hat Dq keine direkte
mathematische Bedeutung, und man sollte diese Formel immer als durch (8.2.14) definiert
verstehen (so wie das Riemannsche Integral ja auch als Limes der Riemann’schen Sum-
me definiert ist). In vielen Féllen ist das Integral oft (formal) divergent; typischerweise
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wird jedoch das Konvergenzverhalten verbessert, wenn man Wick-rotiert und mit einer
Euklidischen Wirkung arbeitet.

Die wichtige Bedeutung der Pfadintegralformulierung besteht nicht so sehr darin, dass
sie eine effiziente Methode beschreibt, die Quantenmechanik tatséchlich zu 16sen. Viel-
mehr suggeriert sie eine Interpretation der Quantenmechanik als Summe iiber klassische
Trajektorien. Dies ist von konzeptionellem Interesse und ermoglicht einem oftmals, gu-
te quasiklassische Approximationen der Quantenmechanik zu finden. Ausserdem spielt
die Pfadintegralbeschreibung fiir die moderne Formulierung der Quantenfeldtheorie eine
wichtige Rolle.

Zum Beispiel kann man im Rahmen der Pfadintegralbeschreibung den klassischen
Limes der Quantenmechanik gut verstehen. Wie wir schon manchmal gesehen haben,
entspricht der klassische Limes dem formalen Limes 7 — 0. In diesem Limes oszilliert der
Integrand von (8.2.19) immer stérker; wie bei der tiblichen Methode der stationéren Phase
tragen dann tatsédchlich nur jene Pfade zum Pfadintegral bei, fiir die der Exponent stati-
ondr ist. Da der Exponent gerade die Wirkung beschreibt, tragen also nur die Extrema
der Wirkung zum Pfadintegral bei: das sind aber nach dem Extremalprinzip der Mecha-
nik gerade die klassischen Bahnen (also die Losungen der Euler-Lagrange Gleichung)! Im
klassischen Limes lokalisiert sich also das Pfadintegral gerade auf die klassischen Bahnen.

8.3 Der harmonische Oszillator

Zum Abschluss wollen wir noch ein einfaches Beispiel in diesem Rahmen berechnen, den
harmonischen Oszillator. Wir betrachten ein Teilchen mit Masse m in einem Oszillator
mit Kreisfrequenz w; die zugehorige Lagrangefunktion ist also

L(q,9) = % (¢* —w?q®) (8.3.1)

Auf einer stiickweise geraden Kurve ist dann die klassische Wirkung gerade

2

-1
[ Gjs1— qj)° — 6w2q]2 . (8.3.2)
7=0

Fiir das Folgende ist es bequem, die (n — 1)-dimensionalen Vektoren einzufiihren,

é: <QH717QH727-"7Q1> ) n= <Q7OJ"'7OJQO) . (833)

n—3
In dieser Notation kann man dann die Wirkung als

2
S(em) =5 |~ nm) +~(6,CE) ~ 2(Em) — e § (534

schreiben. Hierbei ist C' die quadratische (n — 1) x (n — 1) Matrix

C=A—¢ewl, |, (8.3.5)
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wobei die Matrix A ‘2’en auf der Diagonalen, und ‘—1’en auf den beiden Nebendiagonalen
hat. Die Matrix A hat eine einfache Interpretation: sie wirkt gerade wie die diskretisierte
zweite Ableitung auf dem Intervall.

Der Zeitentwicklungskern ist jetzt einfach das Gaussche Integral

K(t = Tim [ " Ve (55 ) G 3.
(tg.ao) =l [ Vg (2) eiscen, (5.3

wobei S(&,n) durch (8.3.4) definiert ist. Als Funktion der Integrationsvariablen besitzt
S(&,n) ein Extremum bei

0S
5§ ézgcl

Wir entwicklen die Wirkung um dieses Extremum und erhalten

=0 <= C&=n. (8.3.7)

m m _
S(&a+&m) = S(an) + 5,6, S€am) =5 ((mm) = (0,C7'n) —w*q5)
(8.3.8)
da die Extremalbedingung gerade die Terme linear in £ entfernt. Nun beniitzen wir die
wichtige Formel (eine einfache Verallgemeinerung der iiblichen Gausschen Integrations-
formel)
1 /2
/dpf e~ 2(6BE) — —(27T)p , (8.3.9)
det(B)
wobei B eine beliebige p x p Matrix mit positivem Realteil ist. Damit erhélt man fiir den
Zeitentwicklungskern

1 )
K(t,q,q0) = lim [ —~ eiSEam/n (8.3.10)

=0\ 2mih /e det(C)

Es bleibt, die Determinante von C', sowie das Matrixelement (1, C~'n) zu berechnen. Fiir
die Determinante von C' beobachten wir, dass C' die Form

pw —1 0 0 O
-1 u -1 0 0
0 -1 -1 0 ---
o 0 0 - =1 u

hat. Wir bezeichnen die Determinante einer solchen p x p Matrix durch d,. Entwickeln
nach der ersten Reihe fithrt auf die Rekursionsrelation

dp = [j,dp_l - dp_g . (8312)
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Ausserdem haben wir den Rekursionsanfang d; = p und dy = 1. Es ist nicht schwer, diese
Rekursion zu 16sen und man findet

0l
det(C) =d,—1 = % , wobei cos o = g . (8.3.13)
Nun entwicklen wir das Resultat fiir kleine ¢; da u = 2 — €2 w? gilt
cos—=1— 1(e w)? (8.3.14)
2 2
und daher ist
e =¥ L O(e%) . (8.3.15)

Fiir kleine € konnen wir also 8 durch 2e w ersetzen. Daher ist die Determinante von C fiir

kleine € einfach ' .
det(C) = SEW) gy Sf:’t +0(1) . (8.3.16)

sin(ew)

Die Determinante divergiert also fiir ¢ — 0; diese Divergenz wird aber durch den Faktor
von € in (8.3.10) entfernt.

Es bleibt das Matrixelement (1, C~'n) der klassischen Wirkung zu berechnen. Da nur
der erste und letzte Eintrag von 1 von Null verschieden sind, tragen nur die Eckelemente
von C~! bei, die wegen der iiblichen Inversenformel die Form

. dy o - 1
Ct= y Cee (8.3.17)
n—1 1 coo dy_g
haben. Das Verhéltnis der Determinanten d,,_; und d,,_» ist dabei
dy_
y 2 =1 — ewcot(wt) + O(e?) . (8.3.18)
n—1
Einsetzen dieser Identitdten in (8.3.10) fithrt dann schliesslich zu
mw imw 2q qo
K(t =/ — [ (¢* + @) cot(wt) — . 8.3.19
() = [ e | "2 (a7 + o) - 20| (s19)

Man rechnet leicht nach, dass diese Funktion die Schrodingergleichung (8.1.13) erfiillt.
Weiterhin sieht man direkt, dass fiir ¢ — 0 die obige Formel sich zum Zeitentwicklungs-
kern (8.1.16) der freien Theorie vereinfacht — dies impliziert daher sofort, dass (8.3.19)
die richige Deltafunktion-Anfangsbedingung (8.1.14) erfiillt. Unsere Rechnung (und ins-
besondere die Normierung — siehe die Fussnote in Kapitel 8.2.1) war also richtig!

Man beobachtet, dass der Zeitentwicklungskern nicht fiir alle ¢, gy und ¢ definiert
ist. Dieses Problem kann man aber durch Verschmieren mit einem Wellenpaket 16sen.
Insbesondere ist ja die Wellenfunktion zur Zeit t am Ort ¢ einfach

U(t,q) = /dQO K(t,4,490)Y0(0, q) . (8.3.20)

und fiir geeignete Anfangsbedingungen W ist das Integral konvergent.
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