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Ubung 4.1 Poisson Klammer

Sei (M?" w?) eine symplektische Mannigfaltigkeit (mit dim M = 2n, und w?, eine ge-
schlossene zwei-Form). Wir haben die Poisson Klammer zwischen zwei glatten Funktionen
(G,F : M — R) wie folgt definiert :

{F7 G} = _w(XF7 XG);
wobeil Xp das durch F' bestimmte Vektorfeld ist (bzw. X¢ durch G).

Zeige, dass fiir die Poisson Klammer die folgende Eigenschaften gelten :
a) Bilinearitét :

{C1F1+C2F2,G} :Cl{Fl,G}+C2{F2,G} VCl,CQ € R.

b) Antisymmetrie :

c) Produktregel :
{F,HG} = G{F,H} + H{F,G}.

d) Jacobi-Identitéat :
{F.{G,H}} +{G,{H,F}}+{H,{F,G}} =0.

e) Invarianz : Sei die Koordinatentransformation ¢ : (p,q) — (P,Q), die durch die
kanonische Abbildung ¢ erstellt wird. Dann gilt

{F7 G}pvq = {Fv G}P,Q = {F7 G}

f) In den lokalen Koordinaten (p, q) gilt :
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Hinweis: (Siehe Arnold’s Mathematical Methods of Classical Mechanics). Fiir alle
Tangentenvektoren zu M im Punkt x, & € T, M, verkniipfen wir eine eins-Form
w!(€) iiber T, M durch

we(n) = w?(n,€) Vn € T, M.
Man kann zeigen, dass die Abbildung J : T)M — T, M ein Isomorphismus ist. Sei
H eine Funktion iiber M. Also ist dH eine (eins-) Differentialform iiber M, und fiir

alle Punkte x € M gibt es einen durch H bestimmten Tangentenvektor zu M. Dann
bekommen wir das Vektorfeld JdH.



g) Fundamentale Poisson Klammer (mit den lokalen Koordinaten (p, q)) :

{@, 1} =0y, {qw,a} ={pe.2:} =0.

Ubung 4.2 Erhaltungsgrossen

Sei H die Hamilton Funktion eines mechanischen Systems mit Phasenraum (I',w) (sym-
plektische Mannigfaltigkeit), und sei {¢;}icr der von Xp erzeugte Fluss auf I'. Sei F' eine
Funktion auf I' und {ts}sc; der von Xp erzeugte Fluss auf T'.

a) Zeige, dass
¢ F
dt

b) Die Funktion F' ist eine Erhaltungsgrosse fiir {¢;}ic; wenn ¢;F = F, Vt € 1.
Zeige, dass dies gilt wenn {F, H} = 0. Zeige auch, dass in diesem Fall {1}, eine
einparametrige Gruppe von Symmetrien des Systems ist, d.h. H = H Vs € J.

(FH} =0 & (t=0)=0 VF.

Ubung 4.3 Das Kepler Problem

Wir betrachten ein abgeschlossenes System von zwei Massenpunkten, m; und ms, mit
Zentralkraften. Die Bewegungsgleichungen sind durch

miq, = Fio,
m2d2 = F217
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gegeben. Diese entsprechen einen 12—Dimensionen Phasenraum. Die dazugehorige Ha-
milton Funktion lautet :
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(Das System ist autonom, d.h. 9H/dt = 0.)
Wir fiithren jetzt Schwerpunkt- und Relativkoordinaten ein:

gy + Maq,

Q_ ) P:p1+p27

q=q —q p:m2p1_m1p2
! 20 my+mo

my1 + ma

(Diese Transformation ist kanonisch). Die Hamilton Funktion lautet nun :
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P
K(q7Q>p7 P) = W + Hrel(qap)a

mit M = mq + my und
2

H,a(p.q) = 2 + U(lq)),

2m
wobei m = mymsg/(my + msz) die so gennante reduzierte Masse ist.



Man zeigt leicht, dass die kanonischen Gleichungen zu K durch
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gegeben sind. Bemerke, dass die zwei ersten Gleichungen dem Schwerpunktssatz und dem
Impulssatz entsprechen.

Nun betrachten wir das Zentralfeldproblem, d.h. wir nehmen M > m an. Mit anderen
Worten beschrinken wir uns auf das System H = H,., = p*>/2m + U(r), d.h. den Mas-
senpunkt (mit Masse m) im Zentralfeld U(r) (r = |q|). Das ist das sogenannte Kepler
Problem. Der Phasenraum ist jetzt nur 6—dimensional. Wir wollen jetzt die Hamilton
Jacobi Methode.

Zuerst 16sen wir die Hamilton Jacobi Gleichung des Systems.

a)

c)

Driicke die Hamilton Funktion in sphérischen Koordinaten ¢ = (r, 6, ¢) aus. Dann
setze die folgende Variablen ein :

Dr =M1, Py = mr26 , Do = mr? sin? ng.ﬁ,

(p sind konjugierte Variable zu ¢ und (p,q) sind kanonische Koordinaten des Sy-
stems). Wie lautet die verkiirzte Hamilton-Jacobische Gleichung?

Hinweis: Man wihlt 9S(P) q)/0q' = p; (S, die erzeugende Funktion) und K (P©) =
P, = E (die gesamte Energie des Systems) mit den folgenden Konstanten der Be-
wegung P(O) = (Pl, Pg, Pg)(t = to)

Wir wollen diese Gleichung nach der erzeugenden Funktion S(P, ¢) integrieren. Dazu
setzt man den Separationsansatz ein :

S(T797¢) = ST(T) + 59(9) + S¢(¢)

(Die Variablen sind “separabel”). Gib p,, ps und p, als Funktionen von den Kon-
stanten Py = P, = E, P, = Py = \/(dSp/d0)? + (P»/sin0)?, Py = P, = dSs/d¢,
von ¢ = (r,60,¢) und von U(r). Dann gib einen Ausdruck fiir das gesamte Integral
S(E, Py, Py,1,0,¢) an (Integralform).

Gib den Ausdruck der iibrigen Variablen
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Q)= (t —to) + Q' = 8_B(P’ q),

an (QF = 0K (P©)/0P;, Q"0 = Q'(ty)).

Wir wollen jetzt die Winkel- und Wirkungsvariablen, (¢, I), einfithren. Dazu wird ei-
ne kanonische Transformation (¢,p) — (¢, I) bestimmt, die sich wie folgt anhand der
erzeugenden Funktion S(q,I) := S(q, P) konstruieren lésst :
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K(%ﬂ) = H(I),



wobel

d) Gib die Ausdriicke (Integrale) der Wirkungsvariablen des Systems an : I, Iy und

I, (als Funktionen von (r,8,¢), (E, Py, Py) und U(r)).

k
Wir betrachten nur £ < 0 (gebundene Bahnen) fiir das Kepler-Potential U(r) = ——
r
(k> 0).

e) Berechne die Integrale in d) (Wirkungsvariablen). Man erhalt

Iy = Py,
Iy = Py— Py,
k
I = _mr by

\/2m|E)|

Dann ist die Energie des Systems durch

mk?

E(I)=—
(1) 2(I, + Ip+ 1)%’

gegeben. Dies ist die neue Hamiltonfunktion E(I) = H(I) := K(P(I)).

e) Berechne die Frequenzen

oI,

und zeige, dass das dritte Keplersche Gesetz, T oc E=%/? o a®/? (a ist die grosse
Halbachse einer Ellipse), fir die Periode T' := 27 /w, gilt (w = w;).

f) Gib die Winkelvariablen an (Integralform). Driicke dazu S(g, P) als Funktion von
(r,0,¢) und (I, Iy, I5) aus (beniitze das Ergebnis von b) ). Berechne die Integrale
und zeige, dass die Umlaufbahnen Ellipsen sind.



