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Aufgabe 1.1 Diffusion und Drift im random hopping Modell

a) Die Auswahl der Hiipfrichtung bei der eindimensionalen Zufallsbewegung ist vergleichbar
mit dem Wurf einer Miinze bei jedem Schritt, wobei Kopf nach rechts und Zahl nach links
bedeutet. Die Position x, hat die Bedeutung einer Zufallsvariable, deren Verinderung
Tn = Tpt1 — Tn den Wert £1 annehmen kann, mit jeweiliger Wahrscheinlichkeit py =
pl[rn = £1], die zu Beginn gleich I" = 0.5 sein soll. Abb.1 zeigt typische random walks mit
xg = 0. Der Erwartungswert nach n Schritten ist:

(20) = n(+1 Py + (=1) - p_) = 0. (1)

In Ubereinstimmung finden wir in unserer Simulation, dass der nach n Schritten im Mittel
zuriickgelegte Weg (z,, — xg) = 0, d.h. ein Teilchen bewegt sich im Mittel nicht von seiner
Ausgangsposition weg. Beachte, dass in der Simulation iiber verschiedene runs gemittelt
wird. Die Verteilungsfunktion fiir die Position ist eine Normalverteilung, Abb.1 zeigt die
entsprechenden Histogramme fiir die verschiedenen runs.
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Abbildung 1: Random walks und die entsprechenden Positions-Histogramme.

b) Die Distanz nach m Schritten hat den Erwartungswert:

(rn(m)) = +7n) (2)

+ <Tn> =0, (3)

- xn> = <Tn+m—1 + rnym—2+ -

= <Tm+n—1> + <Tn+m—2> + -

(Trim

wobei verwendet wurde, dass es sich bei den einzelnen Schritten um unabhéngige Zu-
fallsereignisse handelt. Verteilungsfunktion P, (x) = P[r(m) = xz]: Die Wahrscheinlich-
keitsverteilung kann z.B. durch ein Galton’sches Brett dargestellt werden. Man findet die

Rekursionsrelation )
5 Prci(e = 1)+ P+ 1), ()

woraus als diskrete Verteilungsfunktion die Binomialverteilung

Pp(z) =

P, (z) =

1

om

(

m
Tt+m

)



deren Kontinuumslimes die Gauss’sche Normalverteilung

P,(z) = ! 6_% (6)

V2o

als Kontinuumslimes (Satz von DeMoivre-Laplace, Spezialfall des zentralen Grenzwertsat-
zes) mit o = 2 ergibt.

Der mittlere Abstand zur mittleren Position, d.h. die mittlere Abweichung vom Erwar-
tungswert der Position entspricht der statistischen Standardabweichung

0r(m) = v/ ((@n4m — 0 — (ra(m)))?). (7)

Fiir den von uns betrachteten Fall finden wir:

(5r(m))2 = <(xn+m - n Z T'ntj > (8)

7=0
m—
Tn+iTntj) Z Tn—&-zrn—w =m 9)

= dr(m) = vVm. (10)

Die Breite o der Normalverteilung in Gl. (6) ist proportional zu o x y/m, demnach zu
dr(m). Mit zunehmender Anzahl Schritte verbreitert sich also die Verteilungsfunktion.
Setzt man die Zahl der Schritte mit dem Verlauf einer entsprechenden Anzahl von Zeitin-
tervallen gleich, so erhélt man eine Verbreiterung linear in der Zeit, mit 02 = 2Dt, wobei
D ein Mass fiir die Verbreiterung ist und deshalb als Diffusionskonstante bezeichnet wird.

(m)

Die Teilchendichte am Ort ¢ zur Zeit m sei n;
gilt folgende diskrete Ratengleichung;:

. Fiir die Verénderung in einem Zeitschritt

ngmﬂ) - ngm) =T (nl(fl) + nETl)) - 2Fn§m). (11)
Mit
L T‘Z:Z, (12)
2
(m) o (m) | (m) 20"n
N —2n; T+n_y —  a 922 (13)
folgt die kontinuierliche Diffusionsgleichung
on 9’n a’l’
—=D—, D=—. 14
ot 0x?’ T (14)
Aus der Kontinuitédtsgleichung
on -
—=-V-J 15
En V-Jp (15)

folgt schliesslich das Fick’sche Gesetz fiir die Diffusionsstromdichte,
Jp = —DVn. (16)

Die Losung der Diffusionsgleichung zu einem gegebenen Anfangsprofil n(x,0) = ng(z)

kann mittels der Greensfunktion G(z,t) = \/ﬁexp (—f—th) gefunden werden als die

Konvolution

n(x,t) = /00 Gy — z,t)no(y)dy. (17)
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Abbildung 2: Losung der Diffusionsgleichung fiir stufenférmiges Anfangsprofil.

Fiir ein stufenférmiges Anfangsprofil ng(z) = 6(z) findet man die Losung

n(z,t) = <1 + Exf [Q\fotD /2. (18)

Abb.2 zeigt die Losung zu verschiedenen Zeiten.

e) Aus Gl (1) folgt direkt, dass

<xn> 7é 0 <:>p[rn = +1] 7é p[rn = _1]' (19)
Es sei nun p[r, = £1] = HET“’, mit w € (0,1). Der Erwartungswert nach n Schritten ist:
14w 1—-w
(n) = n(+1py + (1) -p) = n(+o — =) = (20)
Damit ist der Erwartungswert der Distanz nach m Schritten:
(rn(m)) = mw. (21)
Die Standardabweichung folgt aus
(6r(m))? = (@ntm — 0 — (ra(m)))?) = {(@nm — 2a)%) = (ra(m))? (22)
m—1 m—1
=D o)+ D (ratitarg) — (ra(m)*; (23)
i=0 4,j=05i#]
<T72L+z> = ]-7 (24)
14+w)? 1—w)? 14w 1—w
n+iTn+j) = - — —1)-2 2
Grirne) =41 | (F52) + (52) [+ 02 (S50) (50) e
= w? (26)
= or(m) = Vm +m(m — Dw? — m2w? = \/m(1 — w?). (27)

Ein numerisches Beispiel mit w = 0.01 ist in Abb. 3 dargestellt.

f) Mit 'y = liTw wird die diskrete Ratengleichung

nl(-mﬂ) - ngm) = F,ngfl) + F+n§T1) -y + F,)nl(.m) (28)
F + F, m m m
= =2 (nf +n{™) = (O4 + T )nf™ (29)
Py =T ) (m)
_Be T () (30)
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Abbildung 3: Random walk mit Drift aufgrund unterschiedlicher Hiipfwahrscheinlichkeiten, mit
mittlerer Position sowie Standardabweichung.

Der zweite Term auf der rechten Seite beschreibt den Beitrag des Driftstroms und hat den

Kontinuumslimes
on

%7

2
was einem Driftstrom Jg.p; = “*n entspricht.

ni+1_ni—1) - Twa



