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1. Entropie
Die Entropie eines gemischten Zustands P ist
S(P) = —ktr(PlogP) (1)
mit k der Boltzmann-Konstanten. Zeige folgende Eigenschaften:
i) S(P) > 0, und = 0 nur fiir reine Zustédnde P = |[¢)(¢)].

ii) S ist strikt konkav in P, d.h. die Entropie nimmt zu bei Mischung zweier Zusténde:
Fir P= AP, + (1 = \) P, 0 < XA <1 (P Zustidnde) gilt

S(P) = AS(Py) + (1 = \)S(Fz) (2)
mit “=" nur fiir A = 0,1 oder P, = P.

iii) Die relative Entropie zweier Zusténde ist S(P|P) := —ktr(P(log P —log P)). Zeige
S(P|P) > 0 mit “=" nur fir P = P.

iv) Trennungssatz: Sei P ein Zustand auf dem Hilbertraum H = H; ® Hs eines zusam-
mengesetzen Systems “1+2”. Die partiellen Spuren

Py =try, P, Py =try, P
(trp, P ist ein Operator auf H; definiert durch
tryg, (A - tryg, P) = tryem, ((A® 1)P)
fiir alle Operatoren A auf H;) sind Zusténde auf H; bzw. Hs. Es gilt
S(P) < S(Py) + S(Py)
mit “=" genau dann, falls P, und P, unkorreliert sind, d.h. falls P = P, ® P>.

Hinweis fir (ii-iv): Allgemein, fiir eine konvexe Funktion f : D — R und selbstadjungierte
Operatoren A, B mit Spektrum in D C R, gilt die Kleinsche Ungleichung;:

tr f(B) = tr(f(A) + f(4) - (B - A)) (3)
(falls f strikt konvex: “=" nur fiir B = A). Spezialisiere die Gleichung auf f(x) = = logx.

2. Das Gibbssche Variationsprinzip

i) Die mikrokanonische Gesamtheit ist der gemischte Zustand

(Za(E) = tr PA(E)) ,



wo Pa(E) der Projektor auf die Eigenvektoren des Hamiltonoperators H mit Eigenwerten
in [F, E+ A ist. Zeige, dass P unter allen Zustianden P mit

PPA(E)=P
die grosste Entropie hat.

ii) Zeige, dass die kanonische Gesamtheit

= L e PH = tre P

die grosste Entropie hat unter allen Zusténden P mit festem Erwartungswert (H) =

tr(HP).
Hinweis: Aufgabe 1(iii).
3. Golden-Thompson Ungleichung

Betrachte ein mechanisches System mit Hamiltonfunktion, bzw. -Operator
H:?%—V(f), (¥ € R")

sowohl klassisch als auch quantenmechanisch. Zeige, dass fiir die entsprechenden kanoni-
schen Zustandssummen gilt:

1
(2mh)™

2 ) .
tr(e ) < / d"zd"pe T V) (4)

(man nehme an, dass die rechte Seite endlich sei, z.B. V(Z) nach unten beschrinkt und
V(Z) — oo fiir |Z] — o0).

Hinwezise:
(1) Trotter-Produkt-Formel: A5 = limy ., (e%e%)N fir A= A*, B = B*.
(2) (Z]e 7 |7) = (2nh) ™ [dpe .
(3) t — e " ist eine konvexe Funktion.

Als Beispiel vergleiche die beiden Zustandssummen fiir den harmonischen Oszillator,
s. QMI, und verifiziere die Ungleichung (4) direkt.



