Quantenmechanik II. Musterlésung 7.
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1. Permutationssymmetrie von Bahn und Spin

i) Fiir alle N folgt aus Gleichung (7) der Ubung 6
P,s§=S, F,A=(sgno)A

und daraus

P, (F®S8)=(P,F)®(P,S)=(P,F)®S§,
P, (F® A) = (P,F)® (P,A) = (sgno)(P,F)® A.

Bosonen: Weiter folgt durch Mittelung iiber alle o, dass
S(FRS)=8SF®S§, S(FRA) =AF® A,

wobei die Ausdriicke genau fiir F = § bzw. F = A nicht verschwinden. Ebenso bei
vertauschten Faktoren in den Tensorprodukten. Daraus folgt (1) fiir N = 2, 3.

Fermionen: Ebenso
AFRS)=AF®S, AFRA) =SFe A,

wobei diesmal die Ausdriicke nur fiir F = A = 8T, bzw. F = § = A7 nicht verschwinden.
Analog folgt nun (2) fiir N = 2, 3.

ii) N = 2: Fir den Grundzustand gilt

Allg ) ®lg 1)) = %(Ig Nelgh —lglh®lg)
= lgg) ® 5111} ~ 111)) € S(&Hp) © A(&*Hs)

konsistent mit (2).

N = 3: Zunichst ist G|¢) = [¢) dquivalent zu (S + A)[¢) = 0, und nach Gleichung (8)
der Ubung 6 das wiederum zu

(1 -+ P(123) -+ P(132))’w> =0.

Man sieht sofort, dass die Zusténde [¢);) in (3) diese Bedingung erfiillen. Ferner ist

A(lg ) ®lg 1) ®@la 1)) = A(lgga) @ |T11))
(lgga) @ [111) — lgga) @ [L171) — lagg) @ [111)
— |gag) @ [111) + lagg) ® [111) + |gag) @ [111)) ,

=



und

[91)5 ® [0a)s — W) © Won)s = = (2lag) © 1111} — lagg) @ 111) ~ lagg) @ |1L1)

—2|gag) @ [TT1) + gag) ® [LT1) + |gag) @ [T1T)
—2[gga) @ [117) + 2|gga) @ [T1T)

+ lagg) @ [L11) — lagg) @ |TLT)

+ |gag) ® [111) — lgag) ® |111))

(lgga) @ [111) — lgga) @ [L11) — lagg) @ [111)
— lgag) @ [111) + lagg) @ [111) + |gag) @ [111)) ,

was dasselbe ist. Also: Fiir den Grundzustand gilt

D

Alg Y ®1g 1) ®a 1)) € G(® Hp) @ G(&"Hs) ,
was wiederum in Konsistenz ist mit (2).

Ubrigens triigt in diesem Fall (Hp = Hg = C?, N = 3) immer nur F = G zu (2) bei, da
A = 0 auf ®3C?: Es ist nicht moglich, 3 Teilchen auf verschiedene Zustinde zu verteilen,
wenn nur 2 zur Verfiigung stehen, wie bereits in Aufgabe 6.3 (iii) bemerkt.

2. Ist die (Anti-)Symmetrisierung des Zustands stets erforderlich?

i) Bosonen: Zunéchst gilt

ASY[ASY) = [A[(¥[S]0) -
Fiir beliebige Zustinde 1), |p;) € S(@NH,) gilt

(1 ® oISl © @) = 13 3 (1 @l Prler @ )

’ geSN
1
=N > (WlPoler) Y (8ol Polea)
’ 0'1651\71 O‘2€SN2
Ny Ny!
=3 (@bl @) (4)
Fiir die zweite Gleichheit haben wir benutzt, dass Permutationen o, welche {1,..., Ny}
und {N; + 1,..., N} vermischen, nicht zur Summe beitragen. Der zugehorige Term ver-

schwindet ndmlich wegen H; L Hs (das sieht man, wenn man zundchst Vektoren von der
Form |¢;1 ® ... ® ¢; n,) anstelle von [¢;), |¢;) betrachtet). Es verbleiben die Permutatio-
nen o = (01,03) € Sy, X Sy, C Sn; dabei ist By, [1;) = [¢).

Gleichung (4) setzt sich nun auf beliebige Zustinde in S(®"MH;) @ S(®"H,) fort und
zeigt die Behauptung fiir |A\|> = N!/N{!Ny!.

ii) Fermionen: Der selbe Schluss folgt fiir AA mittels sgno = (sgnoy)(sgnoz) und P,,
= (sgnoy)[i).
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