Quantenmechanik II. Musterlésung 9.

FS 11

1. Weisser Zwerg, Teil 2

i) Ein quantenmechanischer Einteilchen-Zustand erfiillt die Unschérferelation Az;Ap; 2
h, (i = 1,2,3), d.h. er beansprucht grob gesprochen eine Zelle vom Volumen /2 im klas-
sischen Phasenraum. Er, und damit die Zelle, kann nach dem Pauli-Prinzip héchstens
einmal besetzt werden. Platz im Volumen R?® mit Impuls < pr haben somit ungefihr
N = R3p%/h3 Teilchen, d.h.
' A N1/3
Pr = R

(hier steht = fiir Gleichheit bis auf dimensionslose Faktoren). Die kinetische Energie ist

K2 N'2/3
R2
die potentielle (mit M = moN/z und z = 1)

T = Ne( + m202)1/2 —mc?] | (7)

. (moN)?
V=-G .
R
Mit
ar h?eN®/3 v mgN?
dR (thz/g + m202R2)1/2R2 ’ dR R?

ist T+ V minimal, also dT/dR = —dV/dR, dort, wo

(h2N2/3 i m202R2)1/2 - he
GmZN1/3 -~

a) Fiir kleine N (und damit M) steht links mcR, also

h? hS
5 oder MR? =
Gmgm

NY3R = = .
G3mim3

b) Mit wachsendem N nimmt R in (8) ab, und zwar bis nach R = 0 (Kollaps) wenn AN'/3

gleich der rechten Seite wird. Dies geschieht fiir

. ‘ (hc)3/2
M, =mqN = —~— .
G3/2m3

Bemerkung: Fur kleine M (R gross) ist der erste Term unter der Wurzel (7) klein ge-
gen m%c? (— nicht-relativistischer Fall); umgekehrt fir M — M, (R klein) (— ultra-
relativistischer Fall).

ii) Es sei an die Reskalierung




erinnert. Der Radius » = R entspricht dem Verschwinden der Teilchendichte, n(r =
R) = 0, und damit pp(R) = 0, z.0(§) = 1, vgl. (2). Also ist £ = & und (3) folgt. Die
Massendichte p = p(r) ist

mo mo 1 5 mg(mez)? ( , 1 )3/2

P= 7" " 730" T 7 3 22

Mit 72dr = A\3¢2d¢ und Az, = K~ wird

4w mg (me)?
K3 Z 3m2h3

wobel
&1
1

3/2 &1
1= [ae(eer-5)" —evie| —-gvie
0 C
unter Verwendung der Differentialgleichung (1). Der Vorfaktor von I entspricht den rest-
lichen Faktoren in (4).

1 d 2 d F 3

und aus (&) = 2,1 wird p(&;) = 0. Somit wird £ unabhiingig von z. und aus (3, 4) folgt
R— 0, M — M,.

Quantitativ: Sei A die Anzahl Nukleonen eines Kerns und my deren Masse, also my/Z =
(A/Z)my. Einsetzen der Naturkonstanten und von (5) liefert

5.84
(A/2)?

M, = (A/Z)7?-11.609 - 10" kg = My .

Fiir C, O ist A/Z = 2, also M, = 1.43M,. Fiir relativistische Werte z. = 1 ist & von der
Grossenordnung 1, vgl. (5), und K ! setzt nach (3) die Léingenskala des Sterns:

K1'=78-10°(4/Z) " m,
was mit dem Erdradius vergleichbar ist (ein Zwerg).

iv) Die linke Seite von (1) wird
1 d /s df
2 1 @ (.00]
Teerge (5 d§) 7
die rechte

3/2 o, _—
RGN

2 () = 1) = 2% (e + (e — 1)
und fiir z. — 1 entsteht (6). Zudem wird ¢'(&) = f'(&).

Die Differentialgleichung ist mitsamt Randbedingung f’(0) = 0 invariant unter f(§) —
a’ f(a&): Einsetzen liefert links Faktoren a* - a* und rechts (a*)3/? = a%. Insbesondere ist

F&) =& fle/&),



wobei fy die Losung mit fo(1) = 1 ist, denn beide Seiten erfiillen nebst der Differential-
gleichung auch die selben zwei Randbedingungen f/(0) = 0, f(&;) = 0. Es folgt

f'(&) = &7 f(1)
und aus (3, 4) fir z. — 1

YT (37r>1/2.(hc/G)3/2

unter Verwendung von & - &2|¢/(&)| = | f5(1)]. Quantitativ fiir A/Z = 2:

MR® =1.34-10"kgm® = 2.0- 10 °My R | (M < M,) .

2. Zu den Hund’schen Regeln
Die Konfiguration entspricht N = 2 Elektronen in der Schale [ = 2, s = 1/2. Die Entar-

tung ist (s. Aufgabe 6.2)
2020+ 1)\ (10
()= () =

Die Darstellung der SO(3) auf den Bahnzusténden zerfillt geméss
Dy @Dy =Dy® D1 ®Dy®Ds® Dy =@, Dy,
jene der SU(2) auf den Spinzustidnden geméss
D1j2 ® D1js = Do ® D1 = ®sDs -

Wie aus der Herleitung der Clebsch-Gordan-Reihe ersichtlich, ist die irreduzible Dar-
stellung mit L = [ + [, bzw. S = s + s symmetrisch unter Vertauschung der Teilchen.

Die (Anti-)Symmetrie der restlichen Darstellungen ist dann alternierend bei absteigenden
L, S. Tnsbesondere ist sie (—1)%.

Antisymmetrische Gesamtzusténde (Pauli-Prinzip!) ergeben sich somit aus folgenden Dy ®
Dsi
(D1@D3) @D ® (D@D ®Dy) @Dy =*P&°Fo'Se' Do 'G

Multiplett des Grundzustands nach Hund’schen Regeln:
1. Regel: 3P oder *F;
2. Regel: 3F.

Bei Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung ist nur noch die Summe J =1L+ S eine
Symmetrie. Zerlegung:

P =D30D,=D:0D:0D,="F 0’0 °F, .

Die Schale ist weniger als halb gefiillt. Term des Grundzustands:
3. Regel: 3 F.



