Quantenmechanik II. Musterlésung 3.
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1. Ammoniak-Maser

i) Nach der Einleitung der Aufgabe ist die ungestorte Energie Hy (bis auf eine un-
wesentliche additive Konstante) gleich

g 9
Hyla) = §|@> : Holg) = —§!9> ,

also Hy = (¢/2)03. Die Energie eines Dipols d im elektrischen Feld ist —d- E, also Hy|+) =
FOE|£). Somit ist

1 1
Hya) = E(Hllﬂ + H|=)) = E(—5E|+> +0E[=)) = —0Elg)
und analog Hi|g) = —dF|a), d.h. H; = —0FEoy, wie in (1). Dort ist die Bedeutung von F

—

dieselbe wie hier, die von E aber eine andere.

ii) Nach Gleichung (1) ist der Hamiltonoperator
H(t)=—-6E({t)-7,

wobel

E(t) = ——&; +

1)
255 5 (@1 cos(wt) + sin(wt)) .

Er ist somit formal identisch mit dem aus Aufgabe 2.3 (iv) unter der Identifikation

€ E vh
Bo==g5. Bi=g. =0 w=e
und folglich
€ oF
UJO:—’}/B():%, wlz—vBlz—?.

Auch der Anfangszustand hier, |a), entspricht dem dort, |€3), da beide durch (§) € C?
gegeben sind.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit P, nach |g) erreicht den Wert 1 nur bei Resonanz w = wy,
und auch dies nur fiir |wo|t/2 = (n+ )7, (n=1,2,...), d.h. fiir

to 2n + 1)71' .

:5_E(

2. Der quantenmechanische Kreisel
i) Wegen Ly = (Ly + L), Ly = (L — L_) gilt

1 1
Li= (A + L2+ LLo+ L Ly),  Ly=—S(L4 + L2 — Ly L — L Ly)



und somit 1
L+ L5 = 5(L+L_ +L_L,)

fiir die Summe. Diese ist aber auch gleich L? — L2, so dass

1 1 - 1 1 -
Ly = (L + L)+ (L= Ly), L= —5(LL + L)+ (L = L5) .
So wird aus (2)
[*—I2 Li+ 12
H = (a1 + a) 5 2t (- a2)+T +agls (4)

wobei L2|l,m) = (I + 1)|I,m) in Einheiten von h%. Aus (7.26) folgt, dass alle L2|l,m) in
dem von
|L,m —2), |l,m), |l,m+2)

aufgespannten Teilraum liegen. Dasselbe gilt dann fiir H|l, m), sodass
(L,m'|H|l,m) 20 = m—m'=0,£2. (5)

Speziell fiir [ = 2, wo iibrigens (I + 1) = 6, sind dann die Teilrdiume H’, H", die durch
|—2), |0}, |2), bzw. |—1), |1) aufgespannt werden, invariant unter H.

ii) Man tiberpriift L. U = UL_ und L3U = —ULj auf den Basisvektoren |m) anhand
von (7.26). Dann gilt auch L_U = UL, (denn U? = 1) und man erkennt, dass der
Kommutator [L2,U] verschwindet; ebenso [L%, U] = 0. Mit (4) folgt schliesslich, dass
auch [H,U] = 0.

Ihre Definition in Teilaufgabe i) zeigt direkt, dass die Teilrdume H’, H” invariant sind
unter U. Wir kénnen jeden der Teilrdume daher in Eigenrdume von U zerlegen. Teilraum

H'
0.4) = o)
2.4) = —=(12) + |-2)
1

2-) = 5502 - |-2) }H/

sind Eigenvektoren von U und spannen je die Eigenrdume H/,, H' zu den Eigenwerten
+1 auf. Analog fiir Teilraum H":

M,

Lot = ) +|-1) b

5

1) = 500 - 1) }H

Alle diese Teilrdume sind auch unter H invariant: Aus [H, U] = 0 folgt némlich fir jeden
U-Eigenvektor |u) € H',, dass

UH|u) = HU|u) = £H|u) ,



d.h. H|u) € H'_, und analog fiir H’}.

iii) Ergebnis ii) zeigt, dass H beziiglich der Zerlegung D, = H/, & H" & H'| & H" block-
diagonal ist. Die letzten drei Teilriume sind eindimensional, so dass wir sofort die drei
Eigenwerte

<2)_|H|27_> ) <17+|H|1)+> ) <17_|H|17_>

erhalten. Wir berechnen den ersten Eigenwert explizit unter Benutzung von (5, 4), [H, U]
= 0, und geben die anderen lediglich an:

(2, —|H12,~) = o (@IHR) - @IH-2) - (-2H2)+ (-20H]-2) )

N J/

=0 =0 —(2]UHU|2)=(2| H|2)
= (2|H|2) = a1 + as + 4as ,
(1, +[H[1,+) = 4a1 + az +as ,
(1, =|H|1,—) = a; + 4as + a3 .

Es verbleibt, die zwei Eigenwerte der Einschrankung von H auf H/_ zu berechnen, z.B.
als Eigenwerte der Abbildungsmatrix

(<07+|H|o,+> (O,+|H|2,+>) _ (0| H|0) e 2 (0|12 ]2)
(2,+[H[0,+) (2,+H|2,+) age 2-(0] L2 |2) (2| H|2)
( 3(&1 + CLQ) \/§(a1 — &2) ) .

\/g(al — CLQ) a; + as + 4&3

S

Die Losung der quadratischen Gleichung

0= ()\ - 3(@1 + CL2>> ()\ - (a1 “+ as + 4@3)) - 3(@1 - a2)2
=\ —4(ay + ag + az)\ + 12(ayay + ajas + azas)

fithrt auf das in der Aufgabenstellung angegebene Ergebnis (3).

iv) Fiir a; = as = a und a3 = b lauten die Eigenwerte aus H/,

2a + 4b ,

2(2a +b) £2vVa® + b —2a :{
6a

und die anderen
2a +4b , S5a+0, S5a+0 .

Andererseits ist der Hamiltonoperator in diesem Spezialfall einfach
H=a(L?+ L} +bL? = a(L? — L3) + bL} = al® + (b—a)L} .
Er ist schon diagonal in der Basis |m) (m = —2,...,2),
Hlm) = (6a + (b —a)m?) |m) ,

wir erhalten also genau die Eigenwerte oben mit den selben Vielfachheiten.



