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1. Entropie

Sei f(z) = zlogx, (x > 0). Die Funktion f ist konvex, f(z) <0 fir 0 <z <1lund =0
nur fiir x =0, 1. Zudem ist f'(z) =1+ logz.

i) Ein gemischter Zustand ist von der Form P = Y, w;|v;) (] mit (;]¢;) = &5, w; > 0,
>, w; = 1 und folglich w; < 1. Die Behauptung folgt aus S(P) = — >, w;log w; und der
Vorbemerkung.

ii) Eine Anwendung von (3) ist (0 < A < 1)

tr f(ABy + (1 = A)By) < At f(By) + (1 — \) tr f(Bs) (5)
(falls f strikt konvex: “=" nur A = 0,1 oder By = By). Mit A = AB; + (1 — \) B, ist
nédmlich
Ble—<1—)\)(BQ—Bl), BQZA+)\(BQ—81),
also

tr f(Br) = tr f(A) = (1 = A) tr[f"(A) (B2 — B)] ,
tr f(Bs) > tr f(A) + Atr[f'(A)(B2 — B1)] .

Die gewichtete Summe davon ist (5). Der Spezialfall f(z) = xlogx ist (2).
iii) Fiir den selben Fall halten wir noch (3) fest (A, B > 0):

tr(Blog B) > tr(Blog A+ B — A) (6)
(= nur fir B = A). Fiir A= P, B = P folgt wegen tr P = tr P.

tr Plog P > tr Plog P (7)
(= nur fiir P = P).
iv) Aus (7) folgt
tr94, 014, (P log P) > tryg, 910, (Plog(Py @ Py)) = try, (P log Py) + tryy, (P log Py) .
(log P1) ® 1+ 1 ® (log P»)

Bemerkung zum Hinweis. Sei {1;} eine o.n. Eigenbasis fiir B, B|y;) = b;|1;). Dann gilt
fiir ¢ mit ||¢] =1

(W|f(B Zlcﬂ Fo;) > f Zrcﬂ b;) = f((¥|BY)), (8)

da 37 [¢j|* = 1 fiir ¢; = (1h;[¢h). Durch nochmalige Anwendung der Konvexitit ist
FURIBY)) = f((L1AY)) + f/((L]AY)) - (L[(B = A))



und fiir einen Eigenvektor ¢ von A ist die rechte Seite gleich

(WIf(A) + F(A) - (B = A)y) - (9)
Summation von (8, 9) iiber eine Eigenbasis von A liefert (3).
2. Das Gibbssche Variationsprinzip
i) Aus (7) folgt
tr(Plog P) > tr(Plog P) = tr(plog PA(E)) — (logZa(E)) tr P = —log ¥a(E) ,

wobei Gleichheit genau im Fall P = P gilt. Die letzte Gleichung folgt aus Pa(F) log Pa(F)
=0, denn . )
tr(Plog Pa(E)) = tr(PPa(E)log PA(E)) =0 ;

sie gilt so {ibrigens auch fiir P anstelle von P. Also ist tr(Plog P) > tr(Plog P), bzw.
S(P) < S(P).

i) Ist P ein weiterer Zustand mit dem selben Energiemittelwert (H) = tr(PH) = tr(PH),
so ist wiederum nach (7)

tr(Plog P) > tr(PlogP)

= tr(P(—BH —log Z)) = tr(P(—3H —log Z))
= tr(PlogP),

d.h. seine Entropie ist kleiner: S(P) < S(P).
3. Golden-Thompson Ungleichung

Am einfachsten rechnet man in der Ortsbasis (wir lassen Vektorpfeile weg):
P2 2 N
tre_ﬁ(7+v) = /d:cl <$1\e_ ( +V)|:L'1> = hm /d:vl x1|[ ’**e’%v} |z1)

wobei wir die Trotter-Produkt-Formel benutzt haben. Durch Einfiigen von 1 =
[ dxj|x;)(x;| zwischen allen Faktoren ist dies gleich

2 2
lim [ dxy...dxy <x1|e_ﬁ76_ﬁ |x) <I2|6_W76_%V|$3> o (znle T WY |2y |
N—oo

Mit der Konvention zy,1; = x; und mit e~ NV|a:> — e V@ |x) bekommen wir also

(P2 V) N 8 p2 B Vv
tre VeV = lim [ day .. odey [ [(@]e 87 |z )em w V@)
N—o0 J J
J=1

Aus der Konvexitit von e~ folgt nun

N
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so dass

trefﬂ( < lim —Z/dm Sdxy H $J|e N7 |$ 1) e —AVia)

N—oo N
2
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wobei im letzten Schritt Hinweis (4) benutzt wurde.

Fiir einen harmonischen Oszillator mit Hamiltonian H = 2p + £ x gilt

1
t —Bhw(n+1/2)
e Ze 281nh(ﬁhw/2)
und ) .
dx d - — [d ﬁ‘”Q“Q/z/d QL p—
omh | T =g | e pe Bhw

Die Behauptung ist in diesem Fall direkt aus sinhz > z, (x > 0) ersichtlich.
Bemerkungen zu den Hinweisen. (1) Fiir Matrizen A, B folgt der Hinweis aus ||e

e/meB/n|| = O(n=2), das seinerseits aus

t
e(A+B)te—Bte—At -1 +/ ds e(A+B)s(<4€_BS _ e_BSA)e_AS — 14+ O(t2) 7 (t N O)
0
O(s)

folgt. (2) folgt aus (z|p) = (27h) /el

(A+B)/n _



