Quantenmechanik II. Musterlésung 5.
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1. Goldene Regel und Bornsche Niherung
i) In (5.13) ist V = 2mh 2V, vgl. (4.9), also

12 I
fB(k, éj = —4_h_7/;1 d3y e—lk(e—eo).yv(y_,) _
v

so folgt (1) aus do/d2 = | fg(k,€)|>.

i) Aus (Z]k) = CelF7 folgt
(K |k) = /d% (K|7)(Z]k) = |0\2/d3xe =K% — (2m)3|C 25 (K — k)

und, zusammen mit der Forderung, C' = (2r)~%2 (bis auf eine Phase). Es ist plk) = hk|k)
und Hy = p?/2m, also E(k) = h?k*/2m. Die Zustandsdichte (3) ist mit d*k = k*dkde

/{72
de/ dk k*5( AQ — AQT
/eem B) = 0050 = 2%

mit zuletzt k so, dass F(k) = E. Ferner ist

= (k|H,|ko) = (27)* / BB e EF)TY (7) = (27) 3V (K — ko) .

In der Goldenen Regel ist k bei derselben Energie auszuwerten wie die von Eg, also k = k.
Somit ist

2T _6 9
D=7 2m) V@ - Ak

Die Stromdichte (2.15) ist im einfallenden Zustand |ko)

hkq
— (2m) 3250
j=(2m)
Man schliesst p r
T _ 234 21T (|2

wie in (1).

iii) Die Normierung erfordert hier C? = |A|~!. Die Quantisierung ergibt einen Quanten-
zustand pro Zelle vom Volumen (27)3|A|~! im k-Raum. Somit ist
Al

p(E)AE = 2n)? Ak K AQ
s

also A




wobei k wieder so ist, dass F(k) = E. Ferner ist

1 R 1 A~ = -
M:—/d%eﬂ(’f—’fo)'mv;z ~ __V(ik—k
mit £ = ko und
B 1 hko
N

Sei a = (27)3|A|~!. Dann dndern sich die Gréssen von (ii) nach (iii) geméss p ~ a™'p,
M ~s aM, T ~ a 'a’l' = al', j ~ aj. Der differentielle Wirkungsquerschnitt bleibt so
der selbe.

2. Das Jaynes-Cummings-Modell, Teil 1

i) Aus GL (5) folgt unter Beibehaltung der ausgezeichneten Mode «

1 h - —
la®@plHilg®¥) = =4/ 5——{laa + ag|1))Aa(0) - iwo(a| Dlg) ;

nach (6) hingegen
(a @ ¢lHilg® ) = hg{pla+a’[¢) .
Der Vergleich liefert (w = wy, a = a4)
. Wo
g=—i——
ey 2hw,
Matrixelemente (a ® ¢|H;|a ® 1) verschwinden in beiden Fillen. Unter der Ersetzung
lg) ~ €'?|g), |a) ~ |a) ist g ~ ge'¥, wodurch g > 0 erzielt werden kann.

Aa0) - (al Dlg) -

ii) Im Wechselwirkungsbild ist ein Operator B dargestellt durch B(t) = eiflot/hBe=iHot/h,
Insbesondere ist

&(t) _ eiHstrt/hae—iHstrt/h _ efiwta ’ a* (t) _ eiwta* :

5_+<t) — eiHatt/hO_+e—iHatt/h — eiw0t0_+ 7 6'_ (t) — e—iwoto__ ,
und damit
H;(t) = hg(e “'a 4 e“ta*)(e“to, 4 e “0lo )

_ hg(efi(wﬂ.uo)taa,+ + e*i(“”“”o)taa, + ei(w+w0)ta*o_+ + ei(wfwo)ta*o_i) )
Die Vorfaktoren von ac_ und a*o, oszillieren rascher als die anderen, vgl. den Hinweis;
folglich tragen diese Terme weniger zum Propagator U(t) = 1 — ik~ [} dt; Hy(t1) + ...
bei, und diirfen vernachlassigt werden. Die Nédherung entspricht der Approximation der

rotierenden Welle aus Aufgabe 3.1 fiir den Fall, dass das Feld quantenmechanisch statt
klassisch ist.

iii) Bei Anwendung von H geht eine Anderung des Eigenwerts von o3 von —1 nach +1
einher mit einer von a*a um —1; bzw. umgekehrt. Damit ist N := 03/2 + a*a erhalten.
Oder préziser:

[H, N| = hglac, + a*o_, N],
lacy, N] = g[a+703] +[a,a%d]oy = aoy —aoy =0,
[a*o_,N]=0.



Wir diagonalisieren zuerst N: Eigenwerte sind n + %, (n =—1,0,...) mit Eigenvektoren

|g7 0> ) (n = —1)
’a7n>7‘g>n+1>7 (nZO,l,...),
wobei a*a|n) = n|n). Auf diesen Eigenrdumen reduziert sich H auf —hwgy/2, (n = —1),

bzw.

1
5wo +wn gvn+1 _ 1 h wo—w  2g9vn+1
h( gvVn+1 —lwo+wn+1) huo(n+5)1 + 2\ 29vn+1 —(wg—w) (®)

2
(n =0,1,...). Da die letzte Matrix spurlos ist, sind ihre Eigenwerte +\ und ihre Deter-
minante somit gleich —\2. Insgesamt ist

Ey =hw(n+ %) ig\/(wo—w)2+4(n+1)g2 :



