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1. Entropie

Sei f(x) = x log x, (x ≥ 0). Die Funktion f ist konvex, f(x) ≤ 0 für 0 ≤ x ≤ 1 und = 0
nur für x = 0, 1. Zudem ist f ′(x) = 1 + log x.

i) Ein gemischter Zustand ist von der Form P =
∑

iwi|ψi〉〈ψi| mit 〈ψi|ψj〉 = δij, wi ≥ 0,
∑

iwi = 1 und folglich wi ≤ 1. Die Behauptung folgt aus S(P ) = −
∑

iwi logwi und der
Vorbemerkung.

ii) Eine Anwendung von (3) ist (0 ≤ λ ≤ 1)

tr f(λB1 + (1 − λ)B2) ≤ λ tr f(B1) + (1 − λ) tr f(B2) (5)

(falls f strikt konvex: “=” nur λ = 0, 1 oder B1 = B2). Mit A = λB1 + (1 − λ)B2 ist
nämlich

B1 = A− (1 − λ)(B2 −B1) , B2 = A+ λ(B2 −B1) ,

also

tr f(B1) ≥ tr f(A) − (1 − λ) tr[f ′(A)(B2 −B1)] ,

tr f(B2) ≥ tr f(A) + λ tr[f ′(A)(B2 −B1)] .

Die gewichtete Summe davon ist (5). Der Spezialfall f(x) = x log x ist (2).

iii) Für den selben Fall halten wir noch (3) fest (A,B ≥ 0):

tr(B logB) ≥ tr(B logA+B − A) (6)

(= nur für B = A). Für A = P , B = P̃ folgt wegen tr P̃ = trP .

tr P̃ log P̃ ≥ tr P̃ logP (7)

(= nur für P̃ = P ).

iv) Aus (7) folgt

trH1⊗H2
(P logP ) ≥ trH1⊗H2

(P log(P1 ⊗ P2)
︸ ︷︷ ︸

(logP1) ⊗ 1+ 1⊗ (logP2)

) = trH1
(P1 logP1) + trH2

(P2 logP2) .

Bemerkung zum Hinweis. Sei {ψj} eine o.n. Eigenbasis für B, B|ψj〉 = bj|ψj〉. Dann gilt
für ψ mit ‖ψ‖ = 1

〈ψ|f(B)ψ〉 =
∑

j

|cj|
2f(bj) ≥ f

(∑

j

|cj|
2bj

)
= f(〈ψ|Bψ〉) , (8)

da
∑

j |cj|
2 = 1 für cj = 〈ψj|ψ〉. Durch nochmalige Anwendung der Konvexität ist

f(〈ψ|Bψ〉) ≥ f(〈ψ|Aψ〉) + f ′(〈ψ|Aψ〉) · 〈ψ|(B − A)ψ〉



und für einen Eigenvektor ψ von A ist die rechte Seite gleich

〈ψ|[f(A) + f ′(A) · (B − A)]ψ〉 . (9)

Summation von (8, 9) über eine Eigenbasis von A liefert (3).

2. Das Gibbssche Variationsprinzip

i) Aus (7) folgt

tr(P̃ log P̃ ) ≥ tr(P̃ logP ) = tr
(
P̃ logP∆(E)

)
−

(
log Σ∆(E)

)
tr P̃ = − log Σ∆(E) ,

wobei Gleichheit genau im Fall P̃ = P gilt. Die letzte Gleichung folgt aus P∆(E) logP∆(E)
= 0, denn

tr
(
P̃ logP∆(E)

)
= tr

(
P̃P∆(E) logP∆(E)

)
= 0 ;

sie gilt so übrigens auch für P anstelle von P̃ . Also ist tr(P̃ log P̃ ) ≥ tr(P logP ), bzw.
S(P̃ ) ≤ S(P ).

ii) Ist P̃ ein weiterer Zustand mit dem selben Energiemittelwert 〈H〉 = tr(P̃H) = tr(PH),
so ist wiederum nach (7)

tr(P̃ log P̃ ) ≥ tr(P̃ logP )

= tr(P̃ (−βH − logZ)) = tr(P (−βH − logZ))

= tr(P logP ) ,

d.h. seine Entropie ist kleiner: S(P̃ ) ≤ S(P ).

3. Golden-Thompson Ungleichung

Am einfachsten rechnet man in der Ortsbasis (wir lassen Vektorpfeile weg):

tr e−β
(

p2

2
+V

)

=

∫

dx1 〈x1|e
−β

(
p2

2
+V

)

|x1〉 = lim
N→∞

∫

dx1 〈x1|
[

e−
β

N

p2

2 e−
β

N
V
]N

|x1〉 ,

wobei wir die Trotter-Produkt-Formel benutzt haben. Durch Einfügen von 1 =
∫
dxj |xj〉〈xj| zwischen allen Faktoren ist dies gleich

lim
N→∞

∫

dx1 . . . dxN 〈x1|e
−

β

N

p2

2 e−
β

N
V |x2〉 〈x2|e

−
β

N

p2

2 e−
β

N
V |x3〉 . . . 〈xN |e

−
β

N

p2

2 e−
β

N
V |x1〉 .

Mit der Konvention xN+1 = x1 und mit e−
β

N
V |x〉 = e−

β

N
V (x)|x〉 bekommen wir also

tr e−β
(

p2

2
+V

)

= lim
N→∞

∫

dx1 . . . dxN

N∏

j=1

〈xj|e
−

β

N

p2

2 |xj+1〉e
−

β

N
V (xj+1) .

Aus der Konvexität von e−t folgt nun

N∏

j=1

e−
β

N
V (xj+1) = e−

1

N

PN
j=1

βV (xj+1) ≤
1

N

N∑

j=1

e−βV (xj+1) ,



so dass

tr e−β
(

p2

2
+V

)

≤ lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

∫

dx1 . . . dxN

N∏

j=1

〈xj|e
−

β

N

p2

2 |xj+1〉 e−βV (xk)

= lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

∫

dxk 〈xk|e
−β p2

2 |xk〉e
−βV (xk) =

∫

dx 〈x|e−β p2

2 |x〉 e−βV (x)

=
1

(2π~)n

∫

dx dp e−β
(

p2

2
+V (x)

)

,

wobei im letzten Schritt Hinweis (4) benutzt wurde.

Für einen harmonischen Oszillator mit Hamiltonian H = 1
2
p2 + ω2

2
x2 gilt

tr e−βH =
∞∑

n=0

e−β~ω(n+1/2) =
1

2 sinh(β~ω/2)
,

und
1

2π~

∫

dx dp e−βH =
1

2π~

∫

dxe−βω2x2/2

∫

dp e−βp2/2 =
1

β~ω
.

Die Behauptung ist in diesem Fall direkt aus sinhx ≥ x, (x ≥ 0) ersichtlich.

Bemerkungen zu den Hinweisen. (1) Für Matrizen A, B folgt der Hinweis aus ‖e(A+B)/n−
eA/neB/n‖ = O(n−2), das seinerseits aus

e(A+B)te−Bte−At = 1 +

∫ t

0

ds e(A+B)s(Ae−Bs − e−BsA
︸ ︷︷ ︸

O(s)

)e−As = 1 +O(t2) , (t→ 0)

folgt. (2) folgt aus 〈x|p〉 = (2π~)−n/2eipx.


