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1. Permutationssymmetrie von Bahn und Spin

i) Für alle N folgt aus Gleichung (7) der Übung 6

PσS = S, PσA = (sgnσ)A

und daraus

Pσ(F ⊗ S) = (PσF) ⊗ (PσS) = (PσF) ⊗ S ,

Pσ(F ⊗A) = (PσF) ⊗ (PσA) = (sgnσ)(PσF) ⊗A .

Bosonen: Weiter folgt durch Mittelung über alle σ, dass

S(F ⊗ S) = SF ⊗ S , S(F ⊗A) = AF ⊗A ,

wobei die Ausdrücke genau für F = S bzw. F = A nicht verschwinden. Ebenso bei
vertauschten Faktoren in den Tensorprodukten. Daraus folgt (1) für N = 2, 3.

Fermionen: Ebenso

A(F ⊗ S) = AF ⊗ S , A(F ⊗A) = SF ⊗A ,

wobei diesmal die Ausdrücke nur für F = A = ST , bzw. F = S = AT nicht verschwinden.
Analog folgt nun (2) für N = 2, 3.

ii) N = 2: Für den Grundzustand gilt

A(|g ↑〉 ⊗ |g ↓〉) =
1

2
(|g ↑〉 ⊗ |g ↓〉 − |g ↓〉 ⊗ |g ↑〉)

= |gg〉 ⊗
1

2
(|↑↓〉 − |↓↑〉) ∈ S(⊗2HB) ⊗A(⊗2HS) ,

konsistent mit (2).

N = 3: Zunächst ist G|ψ〉 = |ψ〉 äquivalent zu (S + A)|ψ〉 = 0, und nach Gleichung (8)
der Übung 6 das wiederum zu

(1 + P(123) + P(132))|ψ〉 = 0 .

Man sieht sofort, dass die Zustände |ψi〉 in (3) diese Bedingung erfüllen. Ferner ist

A(|g ↑〉 ⊗ |g ↓〉 ⊗ |a ↑〉) = A(|gga〉 ⊗ |↑↓↑〉)

=
1

6

(

|gga〉 ⊗ |↑↓↑〉 − |gga〉 ⊗ |↓↑↑〉 − |agg〉 ⊗ |↑↓↑〉

− |gag〉 ⊗ |↑↑↓〉 + |agg〉 ⊗ |↑↑↓〉 + |gag〉 ⊗ |↓↑↑〉
)

,



und

|ψ1〉B ⊗ |ψ2〉S − |ψ2〉B ⊗ |ψ1〉S =
1

12

(

2|agg〉 ⊗ |↑↑↓〉 − |agg〉 ⊗ |↓↑↑〉 − |agg〉 ⊗ |↑↓↑〉

− 2|gag〉 ⊗ |↑↑↓〉 + |gag〉 ⊗ |↓↑↑〉 + |gag〉 ⊗ |↑↓↑〉

− 2|gga〉 ⊗ |↓↑↑〉 + 2|gga〉 ⊗ |↑↓↑〉

+ |agg〉 ⊗ |↓↑↑〉 − |agg〉 ⊗ |↑↓↑〉

+ |gag〉 ⊗ |↓↑↑〉 − |gag〉 ⊗ |↑↓↑〉
)

=
1

6

(

|gga〉 ⊗ |↑↓↑〉 − |gga〉 ⊗ |↓↑↑〉 − |agg〉 ⊗ |↑↓↑〉

− |gag〉 ⊗ |↑↑↓〉 + |agg〉 ⊗ |↑↑↓〉 + |gag〉 ⊗ |↓↑↑〉
)

,

was dasselbe ist. Also: Für den Grundzustand gilt

A(|g ↑〉 ⊗ |g ↓〉 ⊗ |a ↑〉) ∈ G(⊗3HB) ⊗ G(⊗3HS) ,

was wiederum in Konsistenz ist mit (2).

Übrigens trägt in diesem Fall (HB = HS = C
2, N = 3) immer nur F = G zu (2) bei, da

A = 0 auf ⊗3
C

2: Es ist nicht möglich, 3 Teilchen auf verschiedene Zustände zu verteilen,
wenn nur 2 zur Verfügung stehen, wie bereits in Aufgabe 6.3 (iii) bemerkt.

2. Ist die (Anti-)Symmetrisierung des Zustands stets erforderlich?

i) Bosonen: Zunächst gilt

〈λSψ|λSψ〉 = |λ|2〈ψ|S|ψ〉 .

Für beliebige Zustände |ψi〉, |ϕi〉 ∈ S(⊗NiHi) gilt

〈ψ1 ⊗ ψ2|S|ϕ1 ⊗ ϕ2〉 =
1

N !

∑

σ∈SN

〈ψ1 ⊗ ψ2|Pσ|ϕ1 ⊗ ϕ2〉

=
1

N !

∑

σ1∈SN1

〈ψ1|Pσ1
|ϕ1〉

∑

σ2∈SN2

〈ψ2|Pσ2
|ϕ2〉

=
N1!N2!

N !
〈ψ1 ⊗ ψ2|ϕ1 ⊗ ϕ2〉 : (4)

Für die zweite Gleichheit haben wir benutzt, dass Permutationen σ, welche {1, . . . , N1}
und {N1 + 1, . . . , N} vermischen, nicht zur Summe beitragen. Der zugehörige Term ver-
schwindet nämlich wegen H1 ⊥ H2 (das sieht man, wenn man zunächst Vektoren von der
Form |φi,1 ⊗ . . .⊗ φi,Ni

〉 anstelle von |ψi〉, |ϕi〉 betrachtet). Es verbleiben die Permutatio-
nen σ = (σ1, σ2) ∈ SN1

× SN2
⊂ SN ; dabei ist Pσi

|ψi〉 = |ψi〉.

Gleichung (4) setzt sich nun auf beliebige Zustände in S(⊗N1H1) ⊗ S(⊗N2H2) fort und
zeigt die Behauptung für |λ|2 = N !/N1!N2!.

ii) Fermionen: Der selbe Schluss folgt für λA mittels sgnσ = (sgnσ1)(sgnσ2) und Pσi
|ψi〉

= (sgnσi)|ψi〉.


