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1. Bindung durch schwache Potentiale

i) Es gilt (¢|H|) < 0 fiir ein ¢ € L*(R™) zu zeigen; auf dessen Normierung kommt es
nicht an. Fiir den Variationsansatz ist

¥l - 81w} = [ Fu@P ds = 12 Ful,
WIVI) = [ 1ol /DPY (@) s = [OFT +o(1), (1),
wobei V := [ V(%) < 0d"x. Zusammen

(WIH|p) = "2 [[Vol* + AV [¢h(0)* + (1), (I — o0). (8)

Es geniigt, dass rechts die beiden expliziten Terme zusammen < —c¢ < 0 sind, fiir ein
o und grosse [. Fiir n = 1 trifft dies fiir jedes ¢y (mit ||Vibo|| < 00) zu. Fiir n = 2, wo
["~2 = 1, kommt es auf ¢y an. Eine Skalierung von 1), wie sie im Ansatz bereits inbegriffen
ist, hilft nicht, da unter ihr sich keiner der beiden Terme éndert. Der vorgeschlagene Ansatz
liefert hingegen

x

bo0) =1, Voo(@) = f(al)elF !

7]
||6¢0||2 =g /(f’(|f|6))2|f|25_2d2x = 27‘(‘62/0 o) r* = tar < 27re/0 f'(s)*sds

nach Substitution r = s/, dr = 71557 'ds und s?>~1/¢s¥/71 = 5. Fiir ¢ klein genug
tiberwiegt die potentielle Energie in (8).
i)

1

n—2\2 o

Unter den Annahmen iiber V' steht rechts eine positive Funktion, falls A > 0 klein ist.

2. Niederenergetische Streuung und Streulinge

i) Wir folgen dem Ubungsblatt. Losungen u der freien radialen Schrodinger-Gleichung zur
Energie 1,
I(l+1
L +2 )

p

u—u=0, 9)
haben die Asymptotik
u(p) = acos(p — I /2) + Bsin(p — In/2) + O(p™),  (p— o0),

und sind durch «, § eindeutig bestimmt. Somit ist j = Im hy, denn fiir beide Losungen
ist a =0, =1, vgl. (5.20). Fiir 7, = Re hy ist im Ubrigen o = 1, § = 0.



Fir p — 0 ist

ulp) =ap” + 0", (p—0),
ausser fiir die reguldre Losung
alp) =ap™ + 0™ (p—0),

vgl.S. 43. Fiir die Wronski-Determinante von 7;, n; ist

W(p) = (sinwcos’x — coswsin'z)|,_, ;.o + O(p™) — -1, (p— 00),
c

W(p) = ca (P (=0)p" =+ 1)p'p™") + O(p) = =2+ Daa,  (p—0).

Da W konstant ist, folgt der zweite Teil von (4). Die Konstanz selbst folgt aus W’ =
uyuly — ufus und aus (9).

Fiir r > Ry ist w(k = 0,r) Losung der freien Schrodinger-Gleichung zur Energie Null,
also von der Form (6). Wire b, = 0, so wiire dies die Energie eines gebundenen Zustandes
(zumindest fiir [ # 0), entgegen der Annahme. Einerseits folgt aus (5) und b = 7, + ij;,
dass (7) gilt mit
Al = Cl(emél - 1) s Bl = 101(62161 + 1)
und insbesondere )
Al S11 51

= = tand; .
B, cosd; :

Andererseits folgt aus wu;(k,r) — w(k = 0,r), (k — 0), und (6)

a; =

— i ! — I+1
@7 D)o imARET b= fin Bi(k)E

Zusammen erhalt man

ay 1 . —
— = ——— lim(tan §(k)) k=" .
NCESE tim(tan &1 (k)

Dies verlangt 6;(k) — 0, (k — 0), und zwar

MOE Z—j(zz + 1R (10)

Gl. (2) folgt nun aus (5.14) und der Gl. vor (5.22).

ii) Fiir [ = 0 ist Folgendes aus (9) ersichtlich: ho(p) = €¥ (exakt!), also jo(p) = sinp,
no(p) = cos p und damit cq = 1. So liefern (3, 10) a = —ag/by. Gl. (6) ist

u(r) = up(k =0,7) = ag +bor, W (r)=by;

()

Fiir eine harte Kugel vom Radius Ry ist u(r) = r — Ry, (r > Ry), die regulidre Losung,
und somit a = R.

damit ist




iii) Mit der ersten Greenschen Identitéit, bzw. mit div(¥Ve) = |V|? + A ist

/ (V@) + ¥ (7))@ ) d* = / DAY + V)P + / V- ds

<R <R =R

Der erste Integrand rechts verschwindet. Fiir r > Ry ist



