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Aufgabe 8.1 Das H;-Problem: Eigenwertgleichung

Der Hamilton-Operator fiir ein Elektron in der Born-Oppenheimer-Approximation des H;' -
Molekiils ist

2m drr|x — Xq|  Aw|x — Xo|

He = He (X1, X2) = —

Ziel dieser Aufgabe ist es zu verstehen, wie man das Schrédingersche Eigenwertproblem Hgyp =
E1 exakt 16st. Dazu schreiben wir das Eigenwertproblem in elliptischen Koordinaten (A, p, ¢).
Diese Koordinaten sind definiert durch A := (|Jz — Xi| + |z — X2|)/R und p := (Jx — X1| — |z —
Xs|)/R, mit R = |X; — X3| dem Abstand zwischen den Kernen, und ¢ dem Rotationswinkel
um die Kernachse. Zuerst driicken wir die kartesischen Koordinaten (x,y, z) durch (A, u, ¢) aus.
Dazu wéhlen wir z entlang der Kernachse, sodass die Kerne bei z = j:g zu liegen kommen.
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wobei A € [1,00), p € [=1,1] und ¢ € [0,27). Die Mengen {\ = const} sind Ellipsoide, die
Mengen {u = const} sind Hyperboloide, deren Schnittmengen Kreise sind.

ii. In beliebigen krummlinigen Koordinaten (¢!, ¢?,¢®) ist das Quadrat des infinitesimalen

Linienelements gegeben durch o
ds* = gi;dg'dg’
wobei dies die Metrik g;; in diesen Koordinaten definiert. In kartesischen Koordinaten ist
ds? = da? 4+ dy? + dz3, also 9ij = 0ij.
Zeige, dass mit (¢', ¢, ¢®) = (\, i, ¢) die Metrik durch
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und g;; = 0,7 # j, gegeben ist. Insbesondere sind elliptische Koordinaten orthogonal. Zeige
weiter, dass fiir das infinitesimale Volumenelement dV = /| det(g)|d¢'d¢*dq® = dadydz
gilt.

iii. Der Laplace-Beltrami-Operator A ist in beliebigen krummlinigen Koordinaten durch
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definiert, wobei |g| = | det(g;;)| und g% die inverse Metrik zu g;; ist, d.h. g¥ g = 0%, = S



Zeige, dass der Laplace-Beltrami-Operator in elliptischen Koordinaten durch
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iv. Zeige, dass das Schrodingersche Eigenwertproblem in elliptischen Koordinaten durch
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gegeben ist. Um diese partielle Differentialgleichung zu 16sen, machen wir den Ansatz
YA, i, @) = L(A)M (u1)e™=?, wobei m, ganzzahlig ist. Separiere die Variablen und zeige,
dass die Funktionen L(\) und M (u) die folgenden gewohnlichen Differentialgleichungen

erfiillen:
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gegeben ist.
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wobei A eine Separationskonstante ist. Diese beiden Gleichungen kénnen nun durch einen
Potenzreihenansatz gelost werden. Es folgt, wie man erwartet, dass diese Gleichungen fiir
gegebenes R und m, nur dann eigentliche Lésungen besitzen, falls F¥ und A gewisse diskrete
Werte annehmen. Insbesondere sind alle Eigenenergien negativ.

Aufgabe 8.2 Das H;r -Problem: Integration in elliptischen Koordinaten

In der Vorlseung wurde fiir die Grundzustandswellenfunktion des Elektrons der Ansatz ¢4 (z) =
Cy (11 (z) £ ha(z)) gemacht (Gln. 8.148fF), wobei () = (ma?)~2exp(—|z — X4|/a), i = 1,2.
Zeige, dass
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mit R = |X; — X3|, indem du elliptische Koordinaten benutzt.

Aufgabe 8.3 Das H; -Problem: Vibrationen und Rotationen

Fiir das H; -Molekiil betrachten wir die Ansatzwellenfunktion ¥ (z, X1, Xs) = ¢4 (z, X1.X2)d(X1, X2),
wobei 14 (z, X1, X2) in Gleichung (8.148) definiert ist, d.h., das Elektron sei in seinem Grund-
zustand. Die Born-Oppenheimer-Gleichung lautet dann, in grober Ndherung,
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mit R = |X; — Xs| und
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Separiere Schwerpunkts- und Relativbewegung, und erkliare wie du approximativ das Vibrations-
und Rotationsspektrum bestimmst. Dazu benutze man einen sphérisch symmetrischen Ansatz
in der Born-Oppenheimer-Gleichung fiir die Relativbewegung.



