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QM I WS 04/05


Serie 10
Abgabe: Mittwoch/Donnerstag, 26/27. 01. 2005


Aufgabe 10.1 Projektive Darstellungen


Eine Darstellung einer Gruppe G auf einem Vektorraum V ist ein Homomorphismus von
G in den Ring der regulären linearen Transformationen von V . Eine projektive Darstellung
von G auf V ist ein solcher Homomorphismus bis auf einen Phasenfaktor.


U(g1)U(g2) = ω(g1, g2) U(g1g2) (1)


wobei g1, g2 ∈ G, ω(g1, g2) ∈ C, |ω(g1, g2)| = 1. Wenn G eine Symmetriegruppe eines quan-
temechanischen Systems ist, so wird G auf dessen Hilbertraum H i.A. projektiv dargestellt.
Die Transformationen U(g) von H sind unitär, wenn G eine zusammenhängende Gruppe ist.
Im Folgenden betrachten wir lediglich additive (Abelsche) Gruppen: g1g2 = g2g1 ≡ g1 + g2.


a) Zeige, dass


ω(g1, g2 + g3) ω(g2, g3) = ω(g1, g2)ω(g1 + g2, g3) ∀ g1, g2, g3 ∈ G (2)


gilt (Hinweis: nutze die Assoziativität der Gruppe G). Zeige, dass ω(g1, 0) = ω(0, g2)
∀ g1, g2 ∈ G.


Wir führen eine Eichtransformation U(g) → U ′(g) = φ(g)U(g) aus, wobei φ(g) ∈ C


und |φ(g)| = 1. Finde eine Ausdruck für ω′.


b) Zeige, dass


ωφ(g1, g2) := φ(g1+g2)
φ(g1)φ(g2)


(3)


(wobei φ(g) ∈ C und |φ(g)| = 1) (2) erfüllt. In diesem Fall nennt man ω trivial.


Zeige, dass für ω = ωφ, U ′(g) := φ(g)U(g) eine Darstellung für G ist (d.h. ω′ = 1).


c) Es sei G = R (mit g1 +g2 ≡ x+y). Wegen a) können wir ω(g, 0) = 1 wählen. Warum?


Zeige, dass, wenn ω von der Form (3) ist, φ


∂yω(x, y)|y=0 = φ′(x)
φ(x)


= ∂x ln φ(x) (4)


erfüllen muss mit φ(0) = 1 und φ′(0) = 0.


Beweise, dass ω(x, y) = ωφ(x, y) ∀x, y ∈ R, wobei φ eine eindeutige Lösung von (4)
ist. Das heisst, dass ω immer trivial ist. (Hinweis: differenziere (2) bei z = 0).


d) Sei nun G = R2 (mit g1 + g2 ≡ x + y). Zeige, dass nicht triviale ω existieren.


Aufgabe 10.2 SU(2) und SO(3)


Es sei R der Homomorphismus SU(2) → SO(3), definiert durch (A ∈ SU(2), x ∈ R3)


R̂(A)x = Ax̂A† (5)


wobei x̂ =
∑3


i=1 xjσj =


(
x3 x1 − ix2


x1 + ix2 −x3


)
und σj die Pauli Matrizen sind.


a) Zeige, dass jede Matrix in SU(2) in der Form A =
�


cos θ
2
−in̂ sin θ


2
= e−i θ


2
bn geschrieben


werden kann, wobei n = (n1, n2, n3) ∈ R3 mit |n| = 1.







b) Zeige exemplarisch für n = (1, 0, 0) = e1, dass


R


(
cos θ


2
−i sin θ


2


−i sin θ
2


cos θ
2


)
= R(e1, θ) (6)


wobei R(e1, θ) ∈ SO(3) eine Drehung um e1 mit dem Winkel θ ist.


c) Zeige allgemein, dass R(A) ≡ R(n, θ) eine Drehung zum Winkel θ mit Drehachse n
ist, d.h.


R(n, θ)x = x cos θ + (1 − cos θ)(n, x)n + n ∧ x sin θ (7)


und das Matrixelement R(n, θ)ij durch R(n, θ)ij = 1
2
tr(σiAσjA


†) gegeben ist. Zeige,
dass R(A) surjektiv aber nicht injektiv ist.


d) Zeige, dass das Haar-Mass von SU(2) mit dem Mass der Einheitssphäre S3 übereinstimmt,
d.h.


dA =
1


π2
δ(x2 − 1)d4x , (8)


wobei hier A =
�
x0 − i


∑3
i=1 xiσi, mit


∑3
µ=0 x2


µ = 1, und drücke d4x in sphärischen
Koordinaten aus.


Aufgabe 10.3 Komposition zweier Spins


Der Spin-Operator ~S erfüllt [Si, Sj] = i~εijkSk. Da S3 und ~S2 kommutieren, können wir eine
gemeinsame Eigenbasis wählen:


S3|s, m〉 = ~m|s, m〉
~S2|s, m〉 = ~2s(s + 1)|s, m〉


s = n
2
, n ∈ N, m = −s,−s + 1, .., s − 1, s (9)


S±|s, m〉 = ~
√


s(s + 1) − m(m ± 1)|s, m ± 1〉 S± = S1 ± iS2 (10)


Jetzt betrachten wir ein System mit zwei Spins s1 = s2 = 1/2 in H ⊗ H (wobei H der
Einteilchen Hilbertraum ist). Mit Hilfe des Tensorprodukts definieren wir den totalen Spin
~J = ~S(1)⊗


�
+


�
⊗ ~S(2). Zur Vereinfachung verwenden wir ~S(1) ≡ ~S(1)⊗


�
und ~S(2) ≡


�
⊗ ~S(2).


a) Zeige, dass [Ji, Jj] = i~εijkJk.


b) Eine Eigenbasis kann aus Eigenvektoren von S
(1)
3 , S


(2)
3 ( |s1, m1〉 ⊗ |s2, m2〉) oder von


( ~J)2,J3 (|j, m〉). Schreibe |j, m〉 als Linearkombination der |s1, m1〉 ⊗ |s2, m2〉.


c) Finde die Eigenwerte von


H = −J ~S(1) · ~S(2) + ~h · (~S(1) + ~S(2)) (11)


wobei ~h = (0, 0, h). (Hinweis: drücke ~S(1) · ~S(2) durch ~S2 und (~S(i))2 aus)
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Musterlösung


Aufgabe 10.1 Projective representations


U(g1)U(g2) = ω(g1, g2) U(g1g2) . (1)


a) -By associativity property


U(g1)U(g2)U(g3) = U(g1) [U(g2)U(g3)] = [U(g1)U(g2)] U(g3)


Applying (1) we get immediately


ω(g1, g2 + g3) ω(g2, g3) = ω(g1, g2)ω(g1 + g2, g3) ∀ g1, g2, g3 ∈ G . (2)


In particular g2 = 0 implies ω(g1, g3) ω(0, g3) = ω(g1, 0)ω(g1, g3). The factor ω(g1, g3)
can be taken out (as it is a phase) so


ω(0, g3) = ω(g1, 0) ∀ g1, g3 ∈ G (3)


-We perform the gauge transformation U ′(g) = φ(g)U(g). Then


U ′(g1)U
′(g2) = φ(g1)φ(g2)U(g1)U(g2) = φ(g1)φ(g2)ω(g1, g2)U(g1+g2) = φ(g1)φ(g2)


φ(g1+g2)
ω(g1, g2)U


′(g1+g2)


⇒ ω′(g1, g2) = φ(g1)φ(g2)
φ(g1+g2)


ω(g1, g2) (4)


b) -ωφ satisfies (2) as φ(g1+g2+g3)
φ(g1)φ(g2+g3)


φ(g2+g3)
φ(g2)φ(g3)


= φ(g1+g2)
φ(g1)φ(g2)


φ(g1+g2+g3)
φ(g1+g2)φ(g3)


-After performing the gauge transformation U ′(g) = φ(g)U(g), we have from (4)


ω′(g1, g2) = φ(g1)φ(g2)
φ(g1+g2)


ωφ(g1, g2) = 1.


c) Let G = R (with g1 + g2 ≡ x + y). In this case (2) becomes


ω(x, y + z) ω(y, z) = ω(x, y)ω(x + y, z) ∀ x, y, z ∈ R (5)


After the global gauge transformation φ(x) = ω(0, 0)−1 we have ω′(0, 0) = ω′(x, 0) = 1.
So we can directly take ω(0, 0) = 1. We want to prove that for any ω(x, y) (differen-
tiable in x, y ∈ R) there is a function φ(x) such that


ω(x, y) = ωφ(x, y) = φ(x+y)
φ(x)φ(y)


(6)


- If ω is of the form (6), then from ω(0, 0) = 1, φ must satisfy φ(0) = 1. Moreover
φ(x)eiαx gives the same ωφ ∀α ∈ R. As φ(x) = eif(x), we can choose α so that φ′(0) = 0.
Differentiating (6) in y we have


∂yω(x, y) = ∂yφ(x+y)
φ(x)φ(y)


− φ(x+y)
φ(x)φ(y)


∂yφ(y)
φ(y)


At y = 0 this equation reduces to


∂yω(x, y)|y=0 = ∂xφ(x)
φ(x)


= ∂x ln φ(x) (7)







where we applied φ(0) = 1, φ′(0) = 0.


-Now, for a general ω (that is not of the form (6)) we define φ as the solution to (7)
with initial conditions φ(0) = 1.


By differentiating (5) in z


∂zω(x, y + z) ω(y, z) + ω(x, y + z) ∂zω(y, z) = ω(x, y)∂zω(x + y, z)


At z = 0: ∂yω(x, y) ω(y, 0) + ω(x, y) ∂zω(y, 0)|z=0 = ω(x, y)∂zω(x + y, z)z=0


using (7) and ω(y, 0) = 1 we get


∂y ln ω(x, y) = ∂y [ln φ(x + y) − ln φ(y)] = ∂y ln
[


φ(x+y)
φ(x)φ(y)


]
(8)


where we used ∂y ln φ(x) = 0. Solving the equation we have


ln ω(x, y) = ln
[


φ(x+y)
φ(x)φ(y)


]
+ F (x)


At y = 0 both logarithms vanish so F (x) = 0.


d) Let G = R2, so g1 + g2 ≡ x + y with x = (x1, x2). In general


U(x) = ei(x1T1+x2T2) (9)


where T1, T2 are the generators of the Lie algebra. Now let us assume


[T1, T2] = ia
�


(10)


where
�


is the identity and a ∈ R. Then we can apply (see Exercise 9.1) eAeB =


eA+Be
1
2
[A,B]:


U(x)U(y) = ei(x1T1+x2T2)ei(y1T1+y2T2) = eia
1
2
(x2y1−x1y2)U(x + y) (11)


Then ω(x, y) = eia
1
2
(x2y1−x1y2). For a 6= 0 this cannot be written as (6) (it is not


symmetric under exchange of x and y). A pair of generators satisfying a 6= 0 is x̂, p̂
acting on L2(R).


eix1x̂f(x) = eix1xf(x), eix2p̂f(x) = ex2~∂xf(x) (12)


and [x̂, p̂] = i~.


Aufgabe 10.2 SU(2) und SO(3)


Es sei R der Homomorphismus SU(2) → SO(3), definiert durch (A ∈ SU(2), x ∈ R3)


R̂(A)x = Ax̂A†, wobei x̂ =
∑3


i=1 xjσj =


(
x3 x1 − ix2


x1 + ix2 −x3


)
σj sind die Pauli Matrizen.


a) Jede Matrix in SU(2) kann in der Form


A =


(
α β


−β∗ α∗


)
mit α, β ∈ C, |α|2 + |β|2 = 1 (13)


geschrieben werden. Wir können α = x0−ix3, β = −x2−ix1 schreiben, mit xi ∈ R und∑3
i=0 x2


i = 1. Definiere x0 = cos θ
2
, mit θ ∈ [0, 2π], wobei sin2 θ


2
=


∑3
i=1 x2


i . Definiere
ni wie xi = ni sin


θ
2
, i = 1, 2, 3, mit n = (n1, n2, n3), |n| = 1. Es folgt, dass


A =


(
x0 − ix3 −x2 − ix1


x2 − ix1 x0 + ix3


)
= x0


� − i
∑


i


xiσi = cos θ
2


� − in̂ sin θ
2


(14)


Aus Ausgabe 8, 2e: cos θ
2


� − in̂ sin θ
2


= e−i
θ
2


n̂.







b) Für n = (1, 0, 0) gilt A = cos θ
2


� − iσ1 sin θ
2
. Mit σiσj = δij + iεijk σk


Aê1A
∗ = Aσ1A


∗ = ê1


Aê2A
∗ = Aσ2A


∗ = [cos θ
2


� − iσ1 sin θ
2
] σ2 [cos θ


2


�
+ iσ1 sin θ


2
]


= σ2 + i sin θ
2
[cos θ


2


� − iσ1 sin θ
2
][σ2, σ1] = σ2 + sin θ


2
[cos θ


2


� − iσ1 sin θ
2
]2σ3


= σ2


(
1 − 2 sin2 θ


2


)
+ σ32 sin θ


2
cos θ


2
= σ2 cos θ + σ3 sin θ


Aê3A
∗ = Aσ3A


∗ = [cos θ
2


� − iσ1 sin θ
2
] σ3 [cos θ


2


�
+ iσ1 sin θ


2
]


= σ3 + i sin θ
2
[cos θ


2


� − iσ1 sin θ
2
][σ3, σ1] = σ3 − sin θ


2
[cos θ


2


� − iσ1 sin θ
2
]2σ2


= σ3


(
1 − 2 sin2 θ


2


)
− σ22 sin θ


2
cos θ


2
= σ3 cos θ − σ2 sin θ


⇒
∑


i


[R(A)x]iσi = Ax̂A∗ = x1σ1 + (x2 cos θ − x3 sin θ)σ2 + (x2 sin θ + x3 cos θ)σ3


⇒ R(A)x =






1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ










x1


x2


x3



 (15)


was in der Tat einer Rotation um e1 entspricht.


c) Im allgemeinen:


Ax̂A∗ = [cos θ
2


� − in̂ sin θ
2
] x̂ [cos θ


2


�
+ in̂ sin θ


2
]


= cos2 θ
2
x̂ − i[n̂, x̂] sin θ


2
cos θ


2
+ n̂x̂n̂ sin2 θ


2


= cos2 θ
2
x̂ + 2n̂ ∧ x sin θ


2
cos θ


2
+ [2(n, x)n̂ − x̂] sin2 θ


2


= x̂ cos θ + n̂ ∧ x sin θ + (n, x)n̂(1 − cos θ)


= R̂(n, θ)x ⇒ R(A) = R(n, θ) (16)


mit


x̂ŷ =


3∑


i=1


xiyjσiσj =


3∑


i=1


xiyj[δij + iεijkσk] = (x, y)
�


+ ix̂ ∧ y


[n̂, x̂] = n̂x̂ − x̂n̂ = 2in̂ ∧ x


n̂x̂n̂ = [(n, x) + in̂ ∧ x]n̂ = (n, x)n̂ + i(n ∧ x, n) − ̂(n ∧ x) ∧ n = 2(n, x)n̂ − x̂


wobei (n ∧ x) ∧ n = x − (n, x)n und (n ∧ x, n) = 0 verwendet worden ist.


Schliesslich, mit Trσiσj = 2δij,


(̂Rx) =
∑


i


(Rx)iσi ⇒ (Rx)i = 1
2
Tr(̂Rx)σi = 1


2
TrAx̂A∗σi


⇒ (Rx)i =
∑


j


Rijxj = 1
2
TrAx̂A∗σi =


∑


j


xj
1
2
TrAσjA


∗σi ⇒ Rij = 1
2
TrσiAσjA


∗


R(A) = R(−A) ⇒ R(A) nicht injektiv. Mit (14) ∀R∃A so dass R(A) = R, also R(A)
surjektiv.


d) Die SU(2)-Matrix A kann als


A =
�
x0 − i


3∑


i=1


xiσi (17)







mit xµ ∈ R und
∑3


µ=0 x2
µ = 1 geschrieben werden, was uns an die Einheitssphäre in 4


Dimensionen erinnert:


S3 = {x = (x0, ~x) ∈ R4|x2 = x2
0 + ~x2 = 1} (18)


Wir suchen das Haar-Mass DA von SU(2) via
∫


SU(2)


DA = 1 . (19)


Die Oberfläche von S3 ist gegeben durch
∫


dx0d~x δ(x2 − 1) =
OS3


2
, (20)


was am Schluss kurz gezeigt wird.


Wir setzen einen “naiven” Ansatz für das Haar-Mass nun an durch


DA =
2


OS3


dx0d~x δ(x2 − 1) . (21)


Um zu überprüfen, ob es sich tatsächlich um das Haar-Mass handelt, müssen wir die
Invarianz unter Multiplikation zeigen


D(AB) = DA ∀B ∈ SU(2) (22)


Mit (17) sehen wir, dass A′ = AB eine Abbildung R : S3 → S3 definiert durch
R(x) = x′. Dies kann zu einer linearen Transformation auf � 4 erweitert werden, die
die Norm erhält. Solch eine lineare Transformation hat Jacobi-Determinante eins, also


D(AB) =
2


OS3


d(Rx)0d ~Rx δ((Rx)2 − 1) =
2


OS3


dx0d~x δ(x2 − 1) = DA . (23)


Wir werden diesen Ausdruck in sphärische Koordinaten transformieren.


Wir schreiben ~x = r~n mit |n|2 = 1, und dx1dx2dx3 = r2dr sin ωdωdφ ≡ r2drdΩ(~n),
mit r = 0..∞, ω = 0..π, φ = 0..2π and ~n = ~n(ω, φ).


∫
DA =


2


OS3


∫
dx0r


2drdΩ(~n)δ(x2
0 + r2 − 1) . (24)


Wir berechnen
∫ ∞


0


r2drδ(x2
0 + r2 − 1) =


∫ ∞


0


r2dr
δ(r − x̃)


2x̃
=


x̃2


2x̃
=


1


2


√
1 − x2


0 , (25)


da


δ(f(x)) =
δ(x − x̃)


|f ′(x̃)| , (26)


mit f(x̃) = 0 ⇒ x̃ =
√


1 − x2
0. Wir erhalten:


∫
DA =


2


2OS3


∫
dx0dΩ(~n)


√
1 − x2


0 . (27)


Um abzuschliessen, ersetzen wir x0 = − cos θ
2
, θ = 0..2π (x0 = −1..1), womit


dx0 =
1


2
sin


θ


2
dθ und


√
1 − x2


0 = sin
θ


2
(28)







⇒ ∫
DA =


2


4OS3


∫
dθdΩ(~n)


(
sin


θ


2


)2


. (29)


also


DA =
1


2OS3


dθdΩ(~n)


(
sin


θ


2


)2


. (30)


Nun müssen wir diesen Ausdruck testen: Ist
∫


DA = 1?


∫
DA =


1


2OS3


∫
dθdΩ(~n)


(
sin


θ


2


)2


=
1


2OS3


∫
dθ(4π)


(
sin


θ


2


)2


(31)


=
2π


OS3


∫ 2π


0


dθ


(
1


2
− 1


2
cos θ


)
=


2π


OS3


π =
2π2


2π2
= 1 . (32)


Die Oberfläche von S3:
∫


dx0d~x δ(x2 − 1) =


∫
r3drdΩ(~n)


δ(r − 1)


2
=


1


2


∫
dΩ(~n) =


1


2
OS3 (33)


Aufgabe 10.3 Komposition zweier Spins


a) Mit [S
(1)
i , S


(2)
j ] = 0 ∀i, j


[Ji, Jj] = [S
(1)
i + S


(2)
i , S


(1)
j + S


(2)
j ]


= [S
(1)
i , S


(1)
j ] + [S


(2)
i , S


(2)
j ] = i~εijk[S


(1)
k + S


(2)
k ] = i~εijkJk


b) Wir haben zwei Vektorbasen:


- Eigenvektoren von S
(1)
3 , S


(2)
3 :


{|m1, m2〉 ≡ |s1, m1〉 ⊗ |s2, m2〉} = (| + +〉, | + −〉, | − +〉, | − −〉)


wobei | + +〉 = |1/2, 1/2〉 u.s.w.


- Eigenvektoren von ~J2, J3: {|j, m〉}.
Da 0 = 〈m1, m2|J3 − S


(1)
3 − S


(2)
3 |j, m〉 = (m − m1 − m2)〈m1, m2|j, m〉, können wir


〈m1, m2|j, m〉 6= 0 nurdann haben, falls m = m1 + m2. Mit J3 = S
(1)
3 + S


(2)
3 :


J3| + +〉 = | + +〉 ⇒ m = 1


J3| + −〉 = J3| − +〉 = 0 ⇒ m = 0


J3| − −〉 = −| − −〉 ⇒ m = −1


j = mmax ⇒ j = 0, 1 .


Folglich gehen nur folgende Möglichkeiten:j = 0, m = 0 or j = 1, m = 1, 0,−1


j = 1, m = −1 : |1,−1〉 = | − −〉, j = 1, m = 1 : |1, 1〉 = | + +〉


Für m = 0 müssen wir Linearkombinationen von | + −〉 und | − +〉 nutzen, um |1, 0〉
und |0, 0〉 zu konstruieren. Wir benutzen J+ = S


(1)
+ + S


(2)
+ .


J+|1,−1〉 = ~
√


2|1, 0〉
S


(1)
+ | − −〉 = ~| + −〉


S
(2)
+ | − −〉 = ~| − +〉







⇒ |1, 0〉 = 1√
2
(| + −〉 + | − +〉) (34)







|0, 0〉 = c1| + −〉 + c2| − +〉 (35)


0 = 〈1, 0|0, 0〉 = c1 + c2 ⇒ c2 = −c1


1 = 〈0, 0|0, 0〉 = c2
1 + c2


2 = 2c2
1 ⇒ c1 = 1√


2


}
⇒ |0, 0〉 = 1√


2
(| + −〉 − | − +〉)


(36)


⇒


|0, 0〉 = 1√
2
(| + −〉 − | − +〉)


|1, 1〉 = | + +〉
|1, 0〉 = 1√


2
(| + −〉 + | − +〉)


|1,−1〉 = | − −〉


(37)


c) Mit 2~S(1) · ~S(2) = ~J2 − (~S(1))2 − (~S(2))2 und (~S(1))2 = (~S(2))2 = ~2 3
4
(


� ⊗ �
)


H = −J ~S(1)·~S(2)+h(S
(1)
3 +S


(2)
3 ) = −J


2
~J2+hJ3+


J
2


[
(~S(1))2 + (~S(2))2


]
= −J


2
~J2+hJ3+J~2 3


4
.


Man erkennt, dass H diagonal in der Basis |j, m〉 ist:


E = J~2 3
4


+ Ẽ Ẽ =


{
0


−J~2 + h~m m = −1, 0, 1
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QM I WS 04/05


Serie 6
Abgabe: Donnerstag, 9. 12. 2004


Aufgabe 6.1 Leitfähigkeit eines Drahtes


Gegeben sei ein kreisförmiger Draht D mit Umfang L in der xy-Ebene. Senkrecht zu D
befinde sich ein Magnetfeld ~B = 2π Φ δ(x)δ(y)~ez.


a) Zeigen Sie, dass das zugehörige Vektorpotential in der Coulomb-Eichung ~A =
Φ


%
· ~eϕ


(mit % =
√


x2 + y2) lautet, und finden Sie das Vektorpotential am Ort von D.


b) Leiten Sie daraus den Hamilton-Operator H und die zeitunabhängige Schrödinger-
Gleichung (SG) mit periodischen Randbedingungen für ein nichtrelativistisches Teil-
chen im Draht her. Zeigen Sie, dass H mit dem Impulsoperator kommutiert. Machen
Sie für Ψ(x) den Ansatz einer Fourier-Reihe und bestimmen Sie die möglichen Energie-
Eigenwerte E(k). Zeigen Sie, dass das Spektrum periodisch in Φ ist mit der Periode
~/e (Flussquantum). Zeichnen Sie E(k) als Funktion von k für Φ = 0.


c) Betrachten Sie nun den Fall (spinloser) Fermionen im Draht. Gemäß des Pauli-Prinzips
kann jeder Zustand mit 0 oder 1 Teilchen besetzt werden. Machen Sie für die Häufigkeiten
H(0) und H(1) den Boltzmann-Ansatz


H(0) ∝ 1 , H(1) ∝ e−(E−µ)/kBT , µ: chem. Potential. (1)


Bestimmen Sie hieraus durch Normierung die Wahrscheinlichkeit P (1) dafür, dass ein
Zustand besetzt ist (Fermi-Verteilung).


Bei T = 0 entspricht µ der Fermi-Energie EF . Zeichnen Sie P (1) für T = 0.


d) Sei nun T = 0 und Φ = 0. Bestimmen Sie aus der Teilchendichte %T im Draht die
Fermi-Energie EF . Betrachten Sie einen festen, besetzten Zustand und berechnen Sie
seinen Beitrag zur Stromdichte. Bestimmen Sie daraus den Gesamtstrom.


e) Es sei nun immer noch T = 0, aber Φ sei nun langsam zeitveränderlich: Φ werde
adiabatisch eingeschaltet von 0 bis zum Wert ~/e. Zeichnen Sie für die neue Situation
wieder E(k), und bestimmen Sie wieder den Gesamtstrom I. Berechnen Sie die Diffe-
renz ∆E = ER−EL der Energien der Teilchen, die sich nach rechts bzw. links bewegen,
und daraus die Spannung V . Der Leitwert G ergibt sich schließlich aus G = I/V .


Aufgabe 6.2 Morse-Potential


Für das eindimensionale Potential


V (x) = V0 (e
−2 x


x0 − 2 e
−


x
x0 ) mit x0 , V0 > 0 (2)


soll die zeitunabhängige SG H Ψ(x) = E Ψ(x) gelöst werden.


a) Skizzieren Sie V (x). Für welche Werte von E hat man demnach gebundene (ungebun-
dene) Zustände?







b) Im Folgenden sei E < 0. Stellen Sie die zeitunabhängige SG auf und ersetzen Sie


V0 =
~


2k2
0


2m
, E = −


~
2ε2


2mx2
0


mit k0 , ε > 0. (3)


Schreiben Sie dann die DGL um auf die Variable y = 2x0k0e
−


x
x0 , y ∈ [0, +∞).


Ergebnis:


[


∂2
y +


1


y
∂y −


1


4
+


x0k0


y
−


ε2


y2


]


χ(y) = 0 , wobei χ(y) = Ψ(x). (4)


c) Wie lauten ausgehend von Glg. (4) die asymptotischen DGLen für y → 0 bzw. y → ∞?
Finden Sie deren Lösungen und begründen Sie den Ansatz χ(y) = yε


·e−
y


2 ·ϕ(y). Setzen
Sie diesen Ansatz in (4) ein und leiten Sie eine DGL für ϕ(y) her.
Ergebnis:


[


y ∂2
y + (2ε + 1 − y) ∂y + n


]


ϕ(y) = 0 , wobei n = x0k0 − ε −
1


2
. (5)


d) Lösen Sie Glg. (5) durch einen Potenzreihenansatz für ϕ(y) mit ϕ(0) = 1. Begründen
Sie, dass diese Potenzreihe abbrechen muss, und finden Sie dadurch die möglichen
Energie-Eigenwerte En und Eigenfunktionen ϕn(y). Bestimmen Sie die Anzahl der
diskreten Energie-Zustände in Abhängigkeit von x0 und k0.
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Serie 6


Musterlösung


Aufgabe 6.1 Leitfähigkeit eines Drahtes


a) Sei ~A =
Φ


%
· ~eϕ. Mit der Rotation in Zylinder-Koordinaten,


rot ~A = ~e%


[


1


%
∂ϕAz − ∂zAϕ


]


+ ~eϕ [∂zA% − ∂%Az] + ~ez


[


1


%
{∂%(%Aϕ) − ∂ϕA%}


]


, (1)


Findet man ~B = rot ~A = 0 für % > 0. Konsistenzcheck für Punkte auf der z-Achse:


Zu zeigen: rot


[


Φ


%
· ~eϕ


]


= 2π Φ δ(x)δ(y)~ez. Hierzu integriere man diese Gleichung über


eine horizontale Kreisfläche mit beliebigem Radius b > 0. Die rechte Seite der Glei-
chung ergibt dann unabhängig von b den Wert 2π Φ. Linkerhand wende man den Satz
von Stokes an. Diese Seite ergibt dann unabhängig von b ebenfalls den Wert 2π Φ.


Der Beweis von div ~A = 0 (Coulomb-Eichung) geht analog.


Vektorpotential am Ort von D: ~A =
2π Φ


L
· ~eϕ. Das Vektorpotential ist also entlang


des Drahtes konstant und parallel dazu.


b) Nach Teil a) können wir das Problem umschreiben in das eines nichtrelativistischen
Teichens in einer Dimension mit konstantem Vektorpotential und periodischen Rand-
bedingungen. Deshalb:


H =
(p − eA)2


2m
=


1


2m


[


−i~ ∂x − e
2π Φ


L


]2


(2)


Da A konstant ist, zeigt man leicht, dass [p, H ] = [−i~ ∂x, H ] = 0.


Um die zeitunabh. SG H Ψ(x) = E Ψ(x) zu lösen, macht man für Ψ(x) den
Ansatz einer Fourier-Reihe mit Periode L:


Ψ(x) =


∞
∑


k=−∞
ak ei( 2π


L
kx) (3)


Setzt man dies in die SG ein und benutzt die lineare Unabhängigkeit der ei( 2π
L


kx),
erhält man als mögliche Energie-Eigenwerte


E(k) =
2π2


mL2
[~ k − e Φ]2 , k ∈


�
(4)


Aus dieser Gleichung sieht man, dass das
Spektrum periodisch in Φ ist: Eine Erhöhung
von Φ um den Wert ~/e entspricht der Ver-
schiebung von k um 1. Da k aber alle gan-
zen Zahlen durchläuft, ändert sich dadurch
das Spektrum nicht. Nebenstehende Zeich-
nung zeigt E(k) für Φ = 0.


-5-4-3-2-1 1 2 3 4 5
k


E@kD







c) Die Wahrscheinlichkeit P (1) dafür, dass ein Zustand besetzt ist (Fermi-Verteilung),
ergibt sich aus


P (1) =
H(1)


H(1) + H(0)
=


1


e(E−µ)/kBT + 1
(5)


Bei T = 0 entspricht µ der Fermi-Energie EF .
P (1) ist für T = 0 gerade eine θ-Funktion mit
Sprung bei EF : P (1)|T=0 = θ(EF − E).


EF
E


1
P@1D


d) Sei nun T = 0 und Φ = 0. Im Draht sind NT = %T · L Teilchen vorhanden, die bei
T = 0 die Konfiguration mit der kleinstmöglichen Gesamtenergie einnehmen. Da nach
dem Pauli-Prinzip jeder Zustand nur maximal ein Mal besetzt werden darf, wird bei
T = 0 gerade der sog. Fermi-See von unten aufgefüllt: Alle Zustände mit E < EF sind
besetzt, alle anderen sind leer (sh. Zeichnung).


Fermi-Energie: EF =
2π2


~
2 k2


F


mL2
mit


2 kF+1 = NT ⇔ kF =
NT − 1


2


(∗)
≈


NT


2
=


%T · L


2
(6)


Also: EF =
π2


~
2%2


T


2m
. Hierbei wurde bei (∗)


die 1 gegenüber der großen Zahl NT ver-
nachlässigt. -kF .. -2-1 1 2 .. kF


k


EF


E@kD


Nun betrachten wir einen festen, besetzten Zustand Ψ(x) = 1√
L


ei( 2π
L


kx) und berechnen
seinen Beitrag zur Stromdichte:


j(x) =
~


2mi
[Ψ∗∂xΨ − Ψ∂xΨ


∗] =
2π~


mL2
· k. (7)


Unter der Annahme, dass Zustände mit gleichem |k| gleich beitragen, ist der Gesamt-
strom also Null.


e)


Wird nun Φ langam erhöht bis zum Wert ei-
nes Flussquantums, so verschieben sich die
Zustände um eine Einheit gemäß nebenste-
hender Zeichnung.


-kF -1-kF .. .. -2 -1 1 2 .. kF -1 kF
k


E@kD


Der hieraus resultierende Netto-Strom ist


jnet(x) =
2π~


mL2
· [(−kF − 1) + (−kF )] ≈ −


4π~


mL2
· kF = I/e . (8)







Die Energie-Differenz zwischen den beiden Seiten lautet


∆E = ER − EL =
2π2


~
2


mL2


[


(kF − 1)2 − (−kF − 1)2
]


= −
8π2


~
2


mL2
· kF = e V. (9)


Hieraus erhält man nun leicht den Leitwert G = I/V = e2/h.


Aufgabe 6.2 Morse-Potential


a)


-x0 ln2
x


-V0


VHxL Das Potential V (x) hat V (0) = −V0 als Mini-
mum und x = −x0 ln 2 als Nullstelle. Weiter-
hin ist


V (x) → 0 für x → +∞ (10)


V (x) → +∞ für x → −∞ (11)


Die Zustände sind also


ungebunden für E > 0, (12)


gebunden für −V0 < E < 0. (13)


b) Zeitunabhängige SG:
[


−
~


2


2m
∂2


x + V0 (e
−2 x


x0 − 2 e
− x


x0 ) − E


]


Ψ(x) = 0 (14)


Sei nun V0 =
~


2k2
0


2m
, E = −


~
2ε2


2mx2
0


. Einsetzen ergibt:


[


− ∂2
x + k2


0 (e
−2 x


x0 − 2 e
− x


x0 ) +
ε2


x2
0


]


Ψ(x) = 0 (15)


Sei nun Ψ(x) = χ(y) mit y = 2x0k0e
− x


x0 . Aus y ∈ [0, +∞) folgt k0 > 0 , und man hat
die Zusammenhänge x → +∞ ⇔ y → 0+ und x → −∞ ⇔ y → +∞. Weiterhin gilt
(Kettenregel):


∂x Ψ(x) = −
y


x0
∂y χ(y) , (16)


∂2
x Ψ(x) =


y2


x2
0


∂2
y χ(y) +


y


x2
0


∂y χ(y) . (17)


Einsetzen in Glg. (15) liefert
[


∂2
y +


1


y
∂y −


1


4
+


x0k0


y
−


ε2


y2


]


χ(y) = 0 (18)


c) Asymptotische Gleichung für y → +∞:


[


∂2
y −


1


4


]


χ(y) = 0. Lösungen sind χ(y) ∝ e∓
y


2 .


Asymptotische Gleichung für y → 0:


[


∂2
y +


1


y
∂y −


ε2


y2


]


χ(y) = 0. Lösungen sind


χ(y) ∝ y±ε.
Da Ψ(x) für |x| → ∞ nicht divergieren darf (sonst ist Ψ(x) nicht mehr quadratinte-
grabel), kommen nur die jeweils oberen Vorzeichen und ε > 0 in Frage.
Die Lösungen der asymptotischen DGLn begründen den Ansatz χ(y) = yε · e−


y


2 ·ϕ(y).
Setzt man diesen Ansatz in (18) ein und wendet sauber die Produktregel an, ergibt
sich:


[


y ∂2
y + (2ε + 1 − y) ∂y + n


]


ϕ(y) = 0 , wobei n = x0k0 − ε −
1


2
. (19)







d) Die DGL (19) ist eine konfluente hypergeometrische DGL der Form


[


y ∂2
y + (γ − y) ∂y − α


]


ϕ(y) = 0 , mit α = −n und γ = 2ε + 1. (20)


Diese wird durch die konfluente hypergeometrische Funktion gelöst, ϕ(y) =1F1(α; γ; y),
deren Potenzreihendarstellung es zu finden gilt. Wir machen den Ansatz


ϕ(y) =


∞
∑


k=0


ak yk mit a0 = 1. Dies liefert (21)


a1 =
α


γ
a0 ; ak+1 =


(α + k)


(γ + k) (k + 1)
ak für k ≥ 1. (22)


Die explizite Darstellung für die ak’s ist ak =
1


k!


k−1
∏


i=0


α + i


γ + i
für k ≥ 1. Hieraus und


aus (22) kann man das aymptotische Verhalten der ak’s für k → ∞ ablesen:


ak+1
k→∞
=


1


k
ak ⇒ ϕ(y)


k→∞
→


∑ 1


k!
yk → ey (23)


Da dann aber χ(y) nicht mehr beschränkt wäre, muss die Potenzreihe abbrechen! Man
braucht also


(α + k)


(γ + k) (k + 1)
!
= 0 ⇔


(−n + k)


(2ε + 1 + k) (k + 1)
!
= 0 , (24)


das heißt n ganzzahlig ≥ 0. Dann ist


n = 0 : ϕ0(y) = 1 (25)


n = 1 : ϕ1(y) = 1 −
1


2ε + 1
· y usw. (26)


allgemein : ϕn(y) =1F1(−n; 2ε + 1; y) = n! ·
Γ(2ε + 1)


Γ(2ε + 1 + n)
· L2ε


n (y) (27)


L2ε
n (y) ist hierbei das verallgemeinerte Laguerre-Polynom, und ε = x0 k0 − n −


1


2
(sh. (19)) ist auch noch von n abhängig. Eine zweite, linear unabhängige Lösung
zu (19) lautet


ϕ(y) = y−2ε ·1F1(−n − 2ε; 1 − 2ε; y) . (28)


Diese lässt aber wiederum χ(y) und somit Ψ(x) nicht beschränkt.
Die Energie-Eigenwerte En lauten


En = −
~


2


2mx2
0


ε2 (19)
= −


~
2


2mx2
0


(


x0 k0 − n −
1


2


)2


= −V0


[


1 −
n + 1


2


x0 k0


]2


(29)


Aus der Bedingung ε > 0 (oder unabhängig davon aus En > −V0) folgt n < x0 k0 −
1
2
.


Hieraus kann man die Anzahl der Zustände ermitteln. Für x0 k0 < 1
2


gibt es somit
keine Lösung!


Allgemein gilt: In D = 1 hat jedes attraktive Potential mit V (x → ±∞) → 0,
V (0) < 0, mindestens einen gebundenen Zustand. Das Morse-Potential hat jedoch
V (x → −∞) → +∞ und damit muss x0 k0 > 1


2
gelten, damit ein gebundener Zustand


existiert.
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Serie 9
Abgabe: Mittwoch/Donnerstag, 19./20. 1. 2005


Aufgabe 9.1 Kohärente Zustände


Wir betrachten den eindimensionalen harmonischen Oszillator und suchen nach Zuständen,
die Eigenvektoren des Vernichtungsoperators sind. Es stellt sich heraus, dass die Erwar-
tungswerte für diese Zustände möglichst nahe an den klassischen Voraussagen liegen.


a) Konstruieren Sie aus der Eigenwertgleichung


a|α〉 = α |α〉 mit α ∈
�


(1)


die kohärenten Zustände |α〉 als Funktion der bekannten stationären Zustände |n〉.
Zeigen Sie dann, dass |α〉 = eαa†


−α∗a |0〉 gilt, wobei |0〉 der Grundzustand des HO ist.


Hinweis: Es gilt eA+B = eA eB e−
1


2
[A,B], falls [A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0.


b) Berechnen Sie die Erwartungswerte 〈x〉α, 〈x2〉α, 〈p〉α und 〈p2〉α und zeigen Sie, dass
die Heisenberg’sche Unschärfe minimal ist:


∆xα ∆pα =
~


2
. (2)


c) Berechnen Sie die Ortswellenfunktion ψα(x) = 〈x|α〉. Zeigen Sie die Beziehung


|ψα(x)|2 = |ϕ̃0(x− 〈x〉α)|2. (3)


Hierbei ist ϕ̃0(x) die Ortswellenfunktion des Grundzustandes.


d) Wie lautet die Zeitentwicklung von |α〉? Wie lauten somit Gln. (2) und (3) für beliebige
Zeiten t?


Aufgabe 9.2 Drehungen und Drehimpuls


Wir betrachten Drehungen im � 3 um eine Achse ~n mit |~n| = 1 und Drehwinkel φ, wobei
der Ortsvektor ~r übergeführt wird in den Vektor ~r ′.


a) Sei φ zunächst infinitesimal. Der Drehimpulsoperator ~L ist dann definiert durch


ψ(~r ′) ≡ ψ(~r) +
i


~
φ


(


~n · ~L
)


ψ(~r) + O(φ2) (4)


Leiten Sie daraus die Formel für den Drehimpulsoperator ~L her.


b) Berechnen Sie die Ausdrücke für Lx, Ly und Lz sowie für L± = Lx ± i Ly und für
~L2 = L2


x + L2
y + L2


z in Kugelkoordinaten. Zeigen Sie, dass in Kugelkoordinaten gilt:


∆ = ∂2
r +


2


r
∂r −


1


~2 r2
~L2 (5)


c) Zeigen Zie, dass für die aus der Elektrodynamik bekannten Kugelflächenfunktionen
Y m


l (θ, ϕ) folgendes gilt:


Lz Y
m
l (θ, ϕ) = m~Y m


l (θ, ϕ) und ~L2 Y m
l (θ, ϕ) = ~


2 l (l + 1) Y m
l (θ, ϕ) (6)


Hinweis: Zeigen Sie die Relation für ~L2 zunächst für Y l
l . Zeigen Sie dann


L− Y
m
l = ~


√


l(l + 1) −m(m− 1)Y m−1
l sowie [L−, ~L


2] = 0. Folgern Sie hieraus die
allgemeine Relation.
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Serie 9


Musterlösung


Aufgabe 9.1 Kohärente Zustände


Vorbemerkungen: Wir starten mit H =
p2


2m
+
mω2


2
x2 und führen die Operatoren


a :=
1√
2


[√
mω


~
x+


i√
mω~


p


]


x =


√


~


mω


a+ a†√
2


(1)


⇔


a† :=
1√
2


[√
mω


~
x− i√


mω~
p


]


p =
√
mω~


a− a†√
2i


(2)


ein. Mit Hilfe des Kommutators [x, p] = i~ kann man leicht die wichtige Beziehung


[a, a†] = 1 (3)


zeigen. Umschreiben von H auf a und a† liefert H = ~ω


(


a† a+
1


2


)


. Die Eigenzustände von


H bezeichnen wir mit |n〉. Sie erfüllen


H|n〉 = ~ω


(


n+
1


2


)


|n〉; a|n〉 =
√
n |n− 1〉; a†|n〉 =


√
n + 1 |n+ 1〉 (4)


und bilden eine Basis des Zustandsraums.


a) Wir setzen den Ansatz |α〉 =
∑∞


n=0 cn |n〉 in die Eigenwertgleichung ein:


a|α〉 =


∞∑


n=1


cn
√
n |n− 1〉 =


∞∑


n=0


cn+1


√
n + 1 |n〉 !


=


∞∑


n=0


α cn |n〉. (5)


Also: cn+1 =
α√
n+ 1


cn oder nach vollst. Induktion cn =
αn


√
n!
c0. Den Koeffizienten c0


bestimmen wir aus der Bedingung, dass die |α〉 normiert sind:


〈α|α〉 = |c0|2
∞∑


n,m=0


(α∗)m


√
m!


αn


√
n!


〈m|n〉
︸ ︷︷ ︸


=δmn


= |c0|2
∞∑


n=0


(|α|2)n


n!
= |c0|2 e|α|


2 !
= 1. (6)


Wählen wir c0 reell und positiv, ergibt sich schliesslich


|α〉 = e−
1
2
|α|2


∞∑


n=0


αn


√
n!


|n〉. (7)


Dies formen wir weiter um. Aus |n〉 =
a†√
n
|n− 1〉 folgt über Induktion |n〉 =


(
a†


)n


√
n!


|0〉.
Einsetzen in (7) liefert


|α〉 = e−
1
2
|α|2


∞∑


n=0


αn
(
a†


)n


n!
|0〉 = e−


1
2
|α|2eα a† |0〉. (8)


Nun ist [a, a†] = 1, so dass a und a† beide mit ihrem Kommutator vertauschen und wir
die Formel im Hinweis für A = α a† und B = −α∗ a anwenden können. Wir betrachten:


eαa†−α∗a |0〉 Hinw.
= e−


1
2
|α|2eα a†


e−α∗a|0〉
︸ ︷︷ ︸


=|0〉


= e−
1
2
|α|2eα a†|0〉 (8)


= |α〉. (9)







b) Für die Erwartungswerte drücken wir x und p durch a und a† aus und benutzen
a|α〉 = α |α〉 sowie 〈α| a† = 〈α|α∗ und [a, a†] = 1:


x =


√


~


mω


a+ a†√
2


; p =
√
mω~


a− a†√
2i


x2 =
~


2mω


[


a2 +
(
a†


)2
+ 1 + 2a†a


]


; p2 = −mω~


2


[


a2 +
(
a†


)2 − 1 − 2a†a
]


〈x〉α = 〈α|x|α〉 =


√


~


mω


α+ α∗
√


2
; 〈p〉α = 〈α|p|α〉 =


√
mω~


α− α∗
√


2i


〈x2〉α =
~


2mω


[
(α + α∗)2 + 1


]
; 〈p2〉α = −mω~


2


[
(α− α∗)2 − 1


]


∆xα =


√


〈x2〉α − (〈x〉α)2 =


√


~


2mω
; ∆pα =


√


〈p2〉α − (〈p〉α)2 =


√


mω~


2
(10)


Und somit ∆xα · ∆pα =
~


2
.


c) Ortswellenfunktion:


ψα(x) = 〈x|α〉 = 〈x|eαa†−α∗a |0〉 = 〈x|e(α−α∗)
√


mω
2~


x−(α+α∗) i√
2mω~


p|0〉 (11)


Wegen [x, p] = i~ vertauschen auch x und p mit ihrem Kommutator, und wir können
die Formel aus dem Hinweis für A = (α− α∗)


√
mω
2~
x und B = − (α + α∗) i√


2mω~
p


anwenden. Damit wird


ψα(x) = e
(α∗)2−α2


4 〈x|e(α−α∗)
√


mω
2~


x e
−(α+α∗) i√


2mω~
p|0〉


= e
(α∗)2−α2


4 e(α−α∗)
√


mω
2~


x〈x|e−(α+α∗) i√
2mω~


p|0〉


= e
(α∗)2−α2


4 e(α−α∗)
√


mω
2~


xe−(α+α∗)
√


~


2mω
∂x 〈x|0〉


︸ ︷︷ ︸


=ϕ̃0(x)


(12)


Nun ist aber ed·∂x gerade der Verschiebeoperator: φ(x + d) = ed·∂xφ(x), so dass


ψα(x) = e
(α∗)2−α2


4 e(α−α∗)
√


mω
2~


xϕ̃0(x− (α + α∗)


√


~


2mω
)


= e
(α∗)2−α2


4 e
i〈p〉α x


~ ϕ̃0(x− 〈x〉α) (13)


Da die ersten beiden Exponentialfunktionen lediglich Phasenfaktoren sind, erhalten
wir


|ψα(x)|2 = |ϕ̃0(x− 〈x〉α)|2. (14)


Ausgeschrieben lautet ϕ̃0(x) =
(mω


π ~


) 1
4
e−


mω
2 ~


x2


=
(mω


π ~


) 1
4
e−


1
4 [


x
∆xα


]
2


, und somit ist


|ψα(x)|2 ein Gauß’sches Wellenpaket:


|ψα(x)|2 =
(mω


π ~


) 1
2
e−


1
2 [


x−〈x〉α
∆xα


]
2


. (15)


d) Zeitentwicklung:


|α(t)〉 = e−
1
2
|α|2


∞∑


n=0


αn


√
n!
e−iEn t/~|n〉 En=~ω(n+1/2)


= e−
i
2
ωte−


1
2
|α|2


∞∑


n=0


(αe−iωt)
n


√
n!


|n〉


= e−
i
2
ωt|α e−iωt〉 (16)







Auch nach der Zeit t erhalten wir also (bis auf eine Phase) wieder einen kohärenten
Zustand. Das α verändert sich gemäss α(t) = α e−iωt.


Hieraus sieht man sofort, dass ∆xα · ∆pα = ~


2
für alle Zeiten gilt, und dass


|ψα(x, t)|2 = |ψα(t)(x)|2 =
(mω


π ~


) 1
2
e
− 1


2


»


x−〈x〉α(t)
∆xα


–2


= |ϕ̃0(x− 〈x〉α(t))|2. (17)


Dies ist zu allen Zeiten ein Gauß’sches Wellenpaket, das seine Form zeitlich nicht
ändert. Es bleibt zu jedem Zeitpunkt minimal.


Aufgabe 9.2 Periodisches Potential


Aufgabe 9.3 Drehungen und Drehimpuls


a) Bei einer Drehung um die Achse ~n (|~n| = 1) mit dem Drehwinkel φ gilt:


~r ′ = ~r · cosφ+ (1 − cosφ)(~n · ~r)~n+ sinφ ~n× ~r. (18)


Für infinitesimale φ linearisieren wir dies und erhalten


~r ′ = ~r + φ ~n× ~r + O(φ2). (19)


Für die Wellenfunktion ψ benutzen wir die bekannte Taylorentwicklung


ψ(~r + ~δ) = ψ(~r) + (~δ · ∇)ψ(~r) + O(δ2) (20)


und erhalten


ψ(~r ′) = ψ(~r + φ ~n× ~r) = ψ(~r) + φ[~n× ~r] · ∇ψ(~r) + O(φ2)


= ψ(~r) +
i


~
φ εijk nj rk pi ψ(~r) = ψ(~r) +


i


~
φnj εjki rk pi ψ(~r)


= ψ(~r) +
i


~
φ~n · [~r × ~p]ψ(~r) + O(δ2). (21)


Es gilt somit wie erwartet für den Drehimpulsoperator ~L = ~r × ~p. Gleichung (21) ist
der Anfang einer Exponentialreihe, und für endliche Drehungen gilt:


ψ(~r ′) = exp


[
i


~


~L · ~nφ
]


ψ(~r). (22)


b) In kartesischen Koordinaten gilt:


Lx = y pz − z py = −i~ (y ∂z − z ∂y) (23)


Ly = z px − x pz = −i~ (z ∂x − x ∂z) (24)


Lz = x py − y px = −i~ (x ∂y − y ∂x) (25)


Umrechnen der Koordinaten liefert:


x = r sin θ cosϕ r =
√


x2 + y2 + z2


y = r sin θ sinϕ ⇒ θ = arccos
z


√


x2 + y2 + z2


z = r cos θ ϕ = arctan
y


x
. (26)







Somit kann man die Ableitungen umrechnen:


∂x =


(
∂r


∂x


)


· ∂r +


(
∂θ


∂x


)


· ∂θ +


(
∂ϕ


∂x


)


· ∂ϕ (27)


und analog für ∂y und ∂z. Man erhält:


∂x = sin θ cosϕ∂r +
cos θ cosϕ


r
∂θ −


sinϕ


r sin θ
∂ϕ (28)


∂y = sin θ sinϕ∂r +
cos θ sinϕ


r
∂θ +


cosϕ


r sin θ
∂ϕ (29)


∂z = cos θ ∂r −
sin θ


r
∂θ (30)


und schliesslich


Lx = i~ (sinϕ∂θ +
cosϕ


tan θ
∂ϕ) (31)


Ly = i~ (− cosϕ∂θ +
sinϕ


tan θ
∂ϕ) (32)


Lz = −i~ ∂ϕ. (33)


Alle Terme mit r fallen heraus, so dass der Drehimpulsoperator nur eine Funktion der
Winkel ist. Es folgt sofort


L± = Lx ± i Ly = ~ e±iϕ


[


±∂θ +
i


tan θ
∂ϕ


]


. (34)


Die Berechnung von L2
x und L2


y erfordert etwas Vorsicht (Produktregel!):


L2
x = −~


2
[


sinϕ∂θ +
cosϕ


tan θ
∂ϕ


] [


sinϕ∂θ +
cosϕ


tan θ
∂ϕ


]


= −~
2


[


sin2 ϕ∂2
θ +


cos2 ϕ


tan θ
∂θ


+
cos2 ϕ


tan2 θ
∂2


ϕ + 2
sinϕ cosϕ


tan θ
∂θ ∂ϕ − sinϕ cosϕ


(
1


tan2 θ
+


1


sin2 θ


)


∂ϕ


]


(35)


L2
y = −~


2


[


− cosϕ∂θ +
sinϕ


tan θ
∂ϕ


] [


− cosϕ∂θ +
sinϕ


tan θ
∂ϕ


]


= −~
2


[


cos2 ϕ∂2
θ +


sin2 ϕ


tan θ
∂θ


+
sin2 ϕ


tan2 θ
∂2


ϕ − 2
sinϕ cosϕ


tan θ
∂θ ∂ϕ + sinϕ cosϕ


(
1


tan2 θ
+


1


sin2 θ


)


∂ϕ


]


. (36)


Schlussendlich erhält man


~L2 = L2
x + L2


y + L2
z = −~


2


[


∂2
θ +


1


tan θ
∂θ +


1


sin2 θ
∂2


ϕ


]


. (37)


Zum Abschluss zeigen wir noch


∆ =
1


r2
∂r


[
r2∂r


]
+


1


r2 sin2 θ
∂θ [sin θ ∂θ] +


1


r2 sin2 θ
∂2


ϕ


= ∂2
r +


2


r
∂r +


1


r2


[


∂2
θ +


1


tan θ
∂θ +


1


sin2 θ
∂2


ϕ


]


= ∂2
r +


2


r
∂r −


1


~2r2
~L2. (38)


c) Die Kugelflächenfunktionen Y m
l (θ, ϕ) lauten (vgl. z.B. Cohen-Tannoudji, Kap. 6.5.1):


Y m
l (θ, ϕ) =


(−1)l


2l l!


√


2l + 1


4π


(l +m)!


(l −m)!
︸ ︷︷ ︸


=: Cl,m


eimϕ(sin θ)−m dl−m


d(cos θ)l−m
(sin θ)2l


︸ ︷︷ ︸


=:χl,m(θ)


(39)







Die einzige ϕ-Abhängigkeit steckt in der Exponentialfunktion, so dass sofort folgt:


Lz Y
m
l (θ, ϕ) = −i ~ ∂ϕ Y


m
l (θ, ϕ) = −i ~ (im)Y m


l (θ, ϕ) = m ~Y m
l (θ, ϕ) (40)


Gemäss des Hinweises betrachten wir zuerst Y l
l (θ, ϕ) =


(−1)l


2l l!


√


(2l + 1)!


4π
eilϕ(sin θ)l


und berechnen:


∂2
ϕ Y


l
l (θ, ϕ) = −l2 Y l


l (θ, ϕ) (41)


∂θ Y
l
l (θ, ϕ) =


l


tan θ
Y l


l (θ, ϕ) (42)


∂2
θ Y


l
l (θ, ϕ) = − l


sin2 θ
Y l


l (θ, ϕ) +
l2


tan2 θ
Y l


l (θ, ϕ) (43)


⇒ ~L2 Y l
l (θ, ϕ) = −~


2


[


− l


sin2 θ
+


l2


tan2 θ
+


l


tan2 θ
− l2


sin2 θ


]


Y l
l (θ, ϕ) = ~


2l(l + 1)Y l
l (θ, ϕ).


Vor der Anwendung von L− auf Y m
l (θ, ϕ) betrachten wir (vgl. Glg. (39))


∂θ χl,m(θ) = − sin θ
d


d(cos θ)
χl,m(θ) = − sin θ χl,m−1(θ) und (44)


−∂θY
m
l (θ, ϕ) = Cl,m e


imϕ
[
m(sin θ)−m−1 cos θ χl,m(θ) − (sin θ)−m∂θ χl,m(θ)


]


= Cl,m e
imϕ


[ m


tan θ
(sin θ)−m χl,m(θ) + (sin θ)−(m−1) χl,m−1(θ)


]


=
m


tan θ
Y m


l (θ, ϕ) + eiϕ Cl,m


Cl,m−1
︸ ︷︷ ︸


=
√


l(l+1)−m(m−1)


Y m−1
l (θ, ϕ) (45)


⇒ L− Y
m
l (θ, ϕ) = ~ e−iϕ


[
m


tan θ
Y m


l (θ, ϕ) + eiϕ Cl,m


Cl,m−1


Y m−1
l (θ, ϕ) − m


tan θ
Y m


l (θ, ϕ)


]


= ~


√


l(l + 1) −m(m− 1)Y m−1
l (θ, ϕ). (46)


Wegen [Li, ~L
2] = 0 für alle i = x, y, z (Übung!) ist auch [L−, ~L


2] = 0. Hiermit ergibt
sich nun :


~L2 Y l−1
l (θ, ϕ) =


1


~
√


2l
~L2 L− Y


l
l (θ, ϕ) =


1


~
√


2l
L− ~L


2 Y l
l (θ, ϕ)


= ~
2l(l + 1)


1


~
√


2l
L− Y


l
l (θ, ϕ) = ~


2l(l + 1)Y l−1
l (θ, ϕ). (47)


Dies führt man nun Schritt für Schritt weiter für m = l − 2, . . . ,−l.
Die Y m


l (θ, ϕ) sind also Eigenfunktionen von ~L2 und Lz zu den Eigenwerten ~
2l(l + 1)


bzw. m~. Da der Eigenwert von ~L2 unabhängig von m ist, sind alle Y m
l (θ, ϕ) mit


festem l Eigenfunktionen von ~L2 zum selben Eigenwert.
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