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1. Deformationen und Spannungen

1. Deformationen

Wir fassenDeformationen eines Kerpers auf als orientierungstreu®i eomorphismen
f:B! f(B) R?3eines Gebiet8 R?® (Referenzkon guration ).

“ RE)
X2 B f(B)

In kartesischen Koordinaten

Xi = Xi(Xq1;X2; X3) ; det@ >0:

@x

X = (X1; X2; X3): materielle Koordinaten (Lagrange)
X = (X1;X2; X3): raumliche Koordinaten (Euler)

Wir benutzen vorderhand materielle Koordinaten. Lokal wid die Deformation beschrie-
ben durch die TangentialabbildungDf (Deformationsgradienten):

t Df T

_ . _ @i
X f X f—(Df )t, dh. t = @—%tk :

Kurve

Fur jedesx 2 B ist Df (x) eine lineare AbbildungR3! R3. Wir unterscheiden (fr festes
X)

(lokale) Drehung: Df = R 2 SO(3)
(lokale) Streckung: Df = S=ST>0

Jede Streckung hat in einem passend gedrehten KoordinatensystéHauptstreckungs-
richtungen beix) die Form

0 1
S1

S=@ s, A . s >0:
S3
detS = s;S,S; ist der Faktor, um den das Volumenelement bex durch die Streckung
verandert wird.
Jede lineare AbbildungA : R®! R3 mit det A > 0 lasst sich eindeutig zerlegen in
A=S R; A=R S (1.1)
(Polarzerlegung). Die zweite Zerlegung folgt aus der ersterch

A=RR !SR; dh. SS=R SR :
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S; und S, haben dieselben Eigenwerte. Sol = SR gelten, und somitAT = RTS,, so
muss
AAT = S?; also S =(AAT)¥

(positive Wurzel einer positiv de niten Matrix). Dann ist R = S, *A tatsachlich eine
Drehung: RRT = S, 'AATS ! = 1; und wegen detA = det S detR ist detR > 0, also
= +1.

Anders gesagt: der RotationsanteiR im DeformationsgradientenA = Df (x) fallt heraus
im linken, bzw. rechten Cauchyschen Verzerrungstensor

C = AAT =32, C = ATA= S%: (1.2)
Eine homogene Deformation (Df (x) A, konstant) ist an,
f(x)=f(Xo)+ A(X Xo);

und lasst sich au assen als eine Streckung, gefolgt von einer Drehungdueiner Transla-
tion:
f(x)= RSx+ a:

Der Fall S, = 1 kann man verschiedentlich charakterisieren.

Satz (Liouville). f : B! R3. Aquivalent sind
i) f ist eine Euklidische Bewegungf (x) = Rx + a.
i) f ist lokal eine Drehung:Df (x) 2 SO(3), (x 2 B).
i) f ist starr: fur benachbartexs; x; 2 B gilt jf (x2) f(X1)] = jX2  X4j.
Beweis. (i) ) (ii): Klar.
(i) ) (iii): Die Verbindungsstreckex(t) = x; + t(Xx2 Xx3), (0 t 1) liege inB. Mit

Z 1

f(x2) f(x1)= Df (x())(x2  x1)dt
0

ist
jf(x2) f(xi)i OSlthlij (X(M)(Xx2  X1)j = jX2  Xij;

da Df (x(t)) 2 SO(3). Zumindest lokal existiertf ! und dieselbe®berlegung #ir f 1, mit
Df (y) = (Dfji 1) *2 SO(3), liefert die umgekehrte Ungleichung.
(i) ) (i): Ableitung von

(f(xe) f(x2) (F(x1)) f(x2))=(x1 X2) (X1 X2)
nach x, liefert Df (x1)T(f (x1) f(X2)) = X1 Xo; davon nachx,
Df (x1)"Df (xp) =1

Damit ist Df (x1) 2 SO(3) (setzex, = X1) und Df (x1) = Df (x,).

Die Cauchyschen Tensorfelde€, und C, enthalten die volle Angabe der Verzerrung (im
Sinne von \Deformationen modulo Bewegungen"):



Satz. Seienf;f, : B ! R3 zwei Deformationen mitC,1(x) = C;2(x) (bzw. Ci1(x) =
Ci2(x)) fur alle x 2 B. Dann ist

fi(x) = Rfy(x) + a (1.3)
fur ein R 2 SO(3),a 2 R3 (bzw. f1(X) = f,(Rx + a)).

Beweis. Betrachtef = f; f,': f,(B) ! fy(B). Esist Df (y) = ( Df 1(x))(Df »(x)) *
mit f,(x) = y, und somit

Cr(y) = (Df (y))"(Df (v)) = (D 209") 4 (Df 1()) (DF 10N (Df 2(x)) *=1:

Df 2(x) Cra(x) 1 Cr1(x)

Nach dem vorigen Satz ist (y) = Ry + a, was dasselbe wie (1.3) ist, (bzw. analog anhand
vonf =f,* f).

Kleine Deformationen
Eine Deformation kann durch dieVerschiebung u ausgedeckt werden:

x=f(Xx)= x+ u(x); (1.4)
Df (x) =1+ Du(x);
C, =1+ Du+(Du)" +(Du)(Du)';
C, =1+ Du+(Du)" +(Du)"(Du) :

Sie ist klein, falls #ir den Deformationsgradientef@ =@y 1 gilt. Linearisierung: nur
Glieder 1. Ordnung in diesen Gossen. InNDf = RS, s. (1.1), ist dann

S(x)=:1+ E(X); R(X)=:1+ W(X);

mit E = ET (wegenS= ST)und W = WT (wegenR'"R = 1), und die Gleichung lautet
Du = W + E. Somit:

1 1
W = E(DU Du'); Wik = é(ui;k Uk:i) ;

E = %(Du +Du’); Ei
C=C =1+2E;

Ui+ Ui (15)

(Gi= @ = @=@)x Hier ist W die Verdrehung undE der Verzerrungstensor (oder
Deformationstensor).

Bemerkungen. 1) WegenWjy = W, ist Wx="1 2 x, (!i = Wis1j+2). Somit ist
U(Xo+ t) = u(Xg) + Et+! ~t+ ot) ; (t!r 0);
wobeiDu der Deformationsgradient beixg ist.

2) Das Gegengick zu (1.3) ist: E(x) bestimmt u(x) nur bis auf in nitesimale starre
Verschiebungen, d.hE 0 impliziert u(x) = ! ~x+ a (in nitesimale starre Verschiebung).
Denn es folgtui = Uk = Uk und, nach zwei weiteren zyklischen Permutationen,
Uit = U - Alsouiy 0, uix Wik =const, ui = Wi Xk + &, wie behauptet.
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Der Verzerrungstensor ist symmetrisch und kann, in jedem festen Rkt, durch eine Dre-
hung auf Hauptachsen (Hauptstreckungsrichtungen) transformiewerden:
0 1

1
E=@ -, A - ", : Hauptstreckungen:
||3

Wegen detS = 1 +tr E ist tr E die relative Volumenzunahme unter der Deformation.

Fur eine isotrope Dilatation ist"; = ", = "3 "; dann ist in jedem Koordinatensystem
Eik =" k-
JedeskE kann in einen isotropen und einen volumentreuen (spurlosen)ileerlegt werden:
1
Ex =" ik+éik; "=§trE; trl‘:“=0: (16)
Falls E volumentreu ist und ein Eigenwert verschwindet, spricht man voeinerScherung ,
z.B. in Hauptachsen 12;3 0 1
E=@ " A
0
Sie bildet ab:
2 2 N K ; <
1
1
Bezuglich 1, 2, 3 = 3 ist 0 1
0O" o0
E=@" 0 0A ; (1.7)
00O
denn die ersten beiden neuen Basisvektoren simd = p%(l; L,0)undER ="n .

Vertr aglichkeitsbedingungen
Man eberpruft, dass (1.5) die sechs Bedingungen

2 = Eiy *+ Eji s (i6])
Eiij +1i42 = @Q(Ei +1ii+2 + Eiiv2iien Ei+1i+2;i)
zur Folge hat. Sie lennen auch zusammengefasst werden als

Eijk * Eji Eij Ewij =0

(1.8)

Bemerkung zur geometrischen Bedeutung. Wegedx = (Df )dx und (dx)T(dx) =
(dx)T C, (dx) ist die Euklidische Metrik g = 1 auf dem deformierten Kerper in materi-
ellen Koordinaten durchg = C,(x) = 1+2 E gegeben. Bei kleinen Verschiebungen lauten
die Christo el-Symbole

_ 1.
'k = 59” (9ik * 91 Okj) = Eix + Exyg  Ew
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und der Riemann-Tensor

Rl = i i * % ks % ''s= Eujk * Exi Ejw Ew s
beide bis auf Terme Bherer Ordnung. Letzterer verschwindetefr die Euklidische Metrik,
unabhangig von den verwendeten Koordinaten.

Behauptung. Umgekehrt sind die Gleichungen (1.8) auch hinreichend daifr, dass ein gegebenes, sym-
metrisches FeldE (x) auf einem einfach zusammen&angenden Gebiet von der Form (1.5) ist.

Analogie (s. Analysis). Ein gegebenes Vektorfeld/(x) im RS2 ist ein Gradientenfeld, d.h. es existiert eine
Lesungf (x) far @f = v;, genau dann, falls die (aus@f = @f folgenden) Integrabilitatsbedingungen

Vij = Vji

gelten.
Beweis. Es gerugt zu zeigen, dass es ein FeldV; (x) = W, (x) gibt, sodass

Du=E+W (1.9)

eine Lesung u(x) zulasst: Dann ist namlich %(Du +(Du)") = E. Aquivalent zu (1.9) sind folgende
Gleichungen
Ui = Ej ; Uis1:i+2 = Eisrie2 + 15 Ui+2:i+1 = Eivziva i (1.10)

wobei !'j := Wi j+2 . Wir suchen W, bzw. !, mit der zusatzlichen Eigenschaft div! = 0, derart
dass (1.10) eine bsung u besitzt. Dies ist der Fall, falls die (aus ujx = ujy folgenden) Integrabi-
lit atsbedingungen eréillt sind:

Ui +1 i+2 = Ui +2 i+1 - Eii+riv2 + Viv2sie2 = Ejiv2gier Vitrgier
Uiz ;i+1 i+2 = Ujslgi+2 i+1 - Eivtivtiiv2a = Eivvivogivr + Viie1 5
Ui+2:i+2 i+1 = Ui+2;i+1 j+2 - Eiv2i+25i+1 = Eistis2:i+2  lii+2
dh.mit Ui = Vi Hiszgie
! o= Eii+1 42 Eii +2 S (1.11)
Pii+1 = Eivtivtiv2  Eivtivziie1
! ii+2 = Eivi2 42 Eii2 i+2 N+l -
Dies ist seinerseits mglich, falls die (aus! ijx = !y folgenden) Integrabilitatsbedingungen gelten: Es

sind die Gl. (1.8). Die Bedingung div! =0 ist dann wegen (1.11) er#killt.

Krummlinige Koordinaten
Oft verwendet man \orthogonale krummlinige Koordinaten".Beispiel: Zylinderkoordina-
ten (r;;z ).

Man zerlegt dann Vektoren und Tensoren in jedem
Punkt (r;";z ) nach Komponenten im orthonormierten
Dreibein (&;® ;€). Anschaulich (oder analytisch) be-
rechnet man die Ableitungen der Basisvektoren

g =€, e = €; (1.12)

(alle wbrigen = 0).

Verschiebung:

u=ug+ue+ue (U;u;u,):
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Wegen Du)~ = (v 7 )u hat Du die Spaltenvektoren (s. Figuryg fu= %‘r‘, € fu= %%“,
€ Fu= %; die man mit (1.12) leicht ausrechnet
0 1 1
Ur;r r‘(ur;' u ) ur;z
DU = @ u‘;r %(U';' + Ur) u';z A (113)
Uz;r %Uz;' uZ;Z
Der symmetrische Teil davon ist der Verzerrungstensor
Er = Urr
1
E = F(u‘;' + Ur)
E;; = Uz,
11 1
Er' = é FUr;' Fu' + u‘;r (1.14)
E., = 1(u + Uyzy)
rz — 2 rnz zr
1
EZ = E u‘;z + —UZ

Beispiel. Torsion:

z/\ u =0 ; u ="rz; u,=0:

Dann ist E., 5 I, alle anderen = 0. Die Defor-

mation eines Fiachenelementes auf dem Zylinder
(rz) r = const ist eine reine Scherung.

“rh

& o
/ h // ’/
z=0 , !
] \/

&/ ®

2. Spannungen

Wir benutzen raumliche Koordinaten, vgl. S. 1, und entsprechende Komporten, lassen
aber Querstriche weg. Benachbarte Teile eineselkpers wechselwirkereiber kurzreich-
wertige (\intermolekulare™) Krafte. Makroskopisch lennen sie alsOber achenkr afte
aufgefasst werden, die die Materie auf der Seite einer Schnéthe, die in Richtung des
Normalenvektorsh liegt, auf die der anderen ausbt.

Fur eine in nitesimale Flachede = ndo soll die 9(de = ~(n) do
Kraft §(d9, bzw. das Drehmomentm(d9 bzgl. ei-
nes PunktsP darin, von der Form

Yd9 = ~(mdo;  m(d9=0

de= ndo



sein. Zudem gilt \actio=reactio", ~( R) = ~(f), und ~(N) sei stetig bzgl.P. Aus der mi-
kroskopischen Perspektive sind intermolekate Krafte, aber keine intermolekuire Dreh-
momente zugelassen, zumindest nicht im Mittel.

Die Impuls- und Drehimpulsbilanzgleichungen fur die Materie in einem GebietV
lauten
Z Z Z
aidx= Fdx+ si(d9 (Kraft) ; (1.15)
Z v AL ev z
(x"8)dx =  (%MF)dx+ (X" 9d9); (Drehmoment);  (1.16)
\Y \Y @V

R
wobei zuletzt ,, m(dg = 0 weggelassen wurde. Hier sind
(x): Massendichte
4(x): Beschleunigung des Massenpunktes bei
F(x): Dichte der Volumenkmfte (z.B. Schwerkraft).

Bezogen auf ein orthonormiertes Dreibeing(; &; &) setzen wir
Si(&) = i:

Satz. Die Ober achenkraftsist linear in de= g.dao,, d.h.
si(dg = i dog; (2.17)
und der Cauchysche Spannungstensor  j symmetrisch:
ik = ki -

Beweis. Fur kleine V sind die Ober achenkmfte in (1.15) im Gleichgewicht, denn die
Volumenkrafte (inkl. dem Tragheitswiderstand a) verschwinden wie das Volumen, also
rasgber. In dieserﬁ Limes I@nn auchy ,gls konstant uber @Vangenommen werden. Es
ist g,de=0,da g,da= & de= | div(g) d®x = 0.

a0 = di Mg

x3 x3
do= d+ = d Mg ;
k=1 k=1

also hat de die Komponentendo, = d! . Gleichge-
wicht:

X X
g(d9 = S(d+) = wg d

k ik

alsosi(d9 = i do.

Ebenso muss das resultierende Drehmoment der Obechenkmfte an einem kleinen Vo-

lumen verschwinden. Mit
Z Z Z

X do, = (xi&) de= ik X =V i
@v @v v
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ergibt sich diei-Komponente des Drehmoments:
Z Z

(Xi+1Si+2 (0O  Xj42Si+1(d9) = (Xi+1 i+2k  Xis2 j+1k)dOc
v @V

= V( is2in i+1i+2)

@

Gleichgewicht mit Volumenkr  aften
Seia= 0. Dann gilt, s. (1.15),
Z Z Z

@ik
0= kdo+ Fidx= dx —=+F
av ik 0O v i v @X i
fur jedes TeilvolumenV des Mediums, also
@ik _ . .
@x +F =0 (Gleichgewicht) (1.18)

im Innern des Kerpers. Die Momentbedingung (1.16) ist dann wegeny =  automa-
tisch erfellt:

Z Z
3
(Xi+1 i+2k  Xis2 jx1k)doct (X1 Fiaz Xje2 Figp) d°X
@V 7 V
_ 3 —n .
= d°x _K(Xiﬂ i+2k  Xi+2 i+1k) ¥ Xi+1Fis2  Xie2Fisa =0
voof@ 2 )
@'+ @'+
i+2i+1 i+1i+2 T Xj+1 @;k Xj+2 @;k

Zu den Volumenkmften kennen Kontaktkrafte fdo hinzukommen, die an der Oberache
des betrachteten korpers angreifen. Als weitere Gleichgewichtsbedingung gilt

ik do, = f; do (1.19)
auf dem Rand.

Bemerkung. Die obigen Betrachtungen gelten inaumlichen Koordinaten, die wir vor-
eibergehend wieder mit Querstrichen bezeichnen. Um sie auf magdle Koordinaten zu
eibersetzen, gehen wir aus von

d®x = (det Df ) d®x ; do, = (cof Df )y dg

(cof A = (det A)(A 1)T: Kofaktormatrix von A), sodass
Z Z Z Z

Fid®x = Fid; i do = ik dog
\% \% @Vv @

gilt, indem man setzt
Fi = (det Df )Fi X = ik (COf Df )kl
(7 & ). Fur kleine Deformationen (1.4) ist

detDf =1+tr Du; cofDf =(L+tr u)l (Du)':
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Da sie selbst durch kleind=;, i erzeugt werden, ist
Fi=F; =l
bis auf vernachéssigbare Terme 2. Ordnung ifbu.

Typische Spannungszust ande

Diagonalkomponenten j heissen Normalspannungen, Ausserdiagonalkomponentep,
(i 8 k) Schubspannungen. Der Spannungstensog kann stets auf Hauptachsen transfor-
miert werden (Hauptspannungsrichtungen):

0 1
1
k=@ . A i © Hauptspannungen

3
Falls alle ; gleich sind (isotroper Spannungszustand), hatj in jeder Basis die Form:
ik = Pk s gdg = pde

(reiner Druck p). Man kann j in einen reinen Druck und einen spurlosen Spannungszu-
stand zerlegen

1
ik = Ptk p= étr ; tr™~=0:
Falls tr =0 ist und ein Eigenwert = 0, so spricht man auch von einem \reinerSchub”,
z.B. in Hauptachsen 0 1
=@ A
0
2 /
£ N\
A, N\
1 i
f

Denn: Beim gedrehten Einheitswrfel gilt (A ) = A fur die Flachen mit Normalenvek-
torenn , vgl. (1.7): 0 1

0
A (1.20)

o oo

0
0 O
3. Statik von Fluida

Fluida ertragen im Gleichgewicht keine Schubspannungen:
ik = Pk (1.21)

und (1.18) vereinfacht sich zu
p=F: (1.22)
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Gleichgewicht ist nur meglich, falls die Kraftdichte F ein Potential hat. Einfachstes
Beispiel ist die inkompressible Flussigkeit (Wasser) im Schwerefeldd = (0;0; g)

= (gz):
p+ gz =const :

Anwendung: Auf die eingetauchte FicheS wirkt der

Auftrieb
Z Z Z P=0---\------——- __
A= pde= pde= rp &x v S
S

@V \%

=(0;0; gjVj) . .
(Arlshimedes). Far jeden festen Vektore qgilt ja (Gauss): € avP de= | div(pg d*x =
e, Fpdx.

Fer kompressible Fluida braucht man eine Zustandsgleichung, z.B. die ideale Gglei-
chung

_ P . .
= RT (' : molare Masse)
Fur die isotherme Atmosplare ist dann
dp _ _ 9 .
az- 97 RrTV

p(z) = p(0)e *mZ (Barometer-Formel):

Im Schwerefeld (oder in einer Zentrifuge) hat die Krafig pro Masseneinheit ein Poten-
tial:

"= (%)
Im Gleichgewicht ist dann
Fp=
Fuer eine gegebene Zustandsgleichung= (p) berechnet man zuerst das Druckkraftpo-
tential 7
P dp
P(p) = — 1.23
(p) L (1.23)
mit po beliebig; dann istrP = 1 p, also

P(p(%))+ (%) =const :

Beispiel: \polytrope Atmosphare”: nicht isotherm, sondern adiabatische Zustandsglei-
chung (s. unten)

P —n; =% 1:4 (Luft) ;

Po 0 Cv
dabei ist (po; o) ein Referenzzustand, z.B. Werte auf Erdobernchez = 0. Man ndet

= Z n 1
P(p) = TP dP _pon p
0 pa=n o 1 po

,  (n61l)
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also, mit (z) = gz und damit const = 2 __

onh 1?
p(Z) n 1 0 nnil z nnl
7 = 1 = e 1 _
Po n oo h
wo h = gp—ooﬁ die Hohe der Atmosplare bedeutet p(h) = 0). Es folgen noch
1
Q = 1 E not
0 h

und, eber die ideale Gasgleichung, der Temperaturverladf = p=R :

(Luft: n = 1:4, h =28 km).

Adiabatische Zustandsgleichung eines idealen Gases
(s. Thermodynamik) Die ideale Gasgleichunguf 1 Mol ist

pVvV = RT (thermische Zustandsgleichung)
und die innere Energie ist proportional zur

U=cT (kalorische Zustandsgleichung)

_ V.

=c R

Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik besagtlU = A + Q, wobei A = pdV die
reversibel zugedhrte Arbeit ist, d.h. die reversibel zugedihrte Warme ist

Q = dU + pdVv

| konstantes Volumen: Q = dU = cdT, also betmgt die spezi sche Warme

Q
Cy= —— =¢C
v dT v
| konstanter Druck: Q = ¢, dT + RdT, also
Q
= < =¢g+R
L

| adiabatische Zustands anderung: Q =0, also
Cy 1
0= Ed(pV) + pdV = ﬁ(cppdv+ cvVdp

bzw.
dv. _  dp. Cp V &

Cv
N, T W - - :

\ p 0 Vo

- P
Po
In diesem Fall stimmt fernerP mit der molaren Enthalpie H = U + pV wuberein, denn
ausdH = Q + Vdpwird dH = 1dp= dP.
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2. Elastizit at

1. Elastische Energie

Die ausseren Kafte sind die Volumenkefte Fd3x innerhalb vonB und die Kontaktkr afte
fdo auf @B Bei einer beliebigen Variation u (x) von u leisten sie dieArbeit

Z Z
A= ufido+ UiFid3X
Z@B B
= IX[Ek k+ Ui kit Fi
o X E s U f ol Ty
7 0
= X x Ei; (2.1)
B
wobei fr dEn ersten Beitrag (2.19) und
ui wdac=  dx(Uix k+ Ui ikk)
@B ZB Z
= X Ewx k+ IPXxui (da ik = ) (2.2)
B B

benutzt wurde; und (1.18) #ir den zweiten. Findet dieAnderung reversibel statt, so angen

die Spannungen nur vom Zustand ( Verzerrung E und einer weiteren Zustandsgsse

#, z.B. Temperatur T oder Entropie S) ab, d.h. es besteht eineslastische Zustands-

gleichung = (E;#). Wir nehmen an, der Zusammenhang séokal und homogen,
i (X) = (E(x);#). Der Beitrag (2.1) pro Volumeneinheit schreibt sich dann

X X X6
A = i Ei +2 ik Eik = i Ei
i i<k i=1
mit der Notation
i ~ i - 3+i ~ |+1|+2. (I - 1’2’3) (23)
i = i 3+i T i+li+2

(z.B. E4 = 2E,3). Die E;i's sind unabhangig, im Gegensatz zu dert;, die der Sym-
metriebedingung unterliegen. Findet dieAnderung zudem am adiabatisch abgeschlosse-
nen Volumenelement statt, so istdU = A die Anderung der inneren Energiedichtd)
(1. Hauptsatz der Thermodynamik). Es folgt ; = (@U=@)s und damit

@; @

—_— = == 2.4

@E s @FE s @4)
Ist die Anderung hingegen isotherm, so istlF = A (F: freie Energiedichte). Es folgt
(@i=@Bt = (@j=@B1. Diese Maxwell-Relationen kann man etwas abstrakter ohne
Verwendung der Notation (2.3) ausdacken. Ein Skalarprodukt #ir reelle Matrizen A, B
ist

(A;B)= AyxBy =tr( ATB) :

12



Insbesondere ist A;B) = (B;A) und (A;A) =0 ) A = 0. Wir verwenden es auf
dem Unterraum S der symmetrischen Tensoren. AusA = ( ; E ) folgt ( (E);E,) =
dW(E + t1Eq1)=dtjj;,-o mit W = U oder F. Die Tangentiabbildung@ =@ES'S ,

éfz = d_t2 + 12E2) o

erfullt dann @
(@Ez, Ei) = @161
Sie ist somit symmetrisch bzgl. des Skalarprodukts, denn die réehSeite ist es unter

Vertauschung vonE,, E;: (@ =@}, E1) = (E2 (@ =@)E,).

——W(E + t1E1 + t1E))

t1=t,=0

2. Das Hookesche Gesetz

Die Referenzkon guration sei kaftefrei. Die einfachste elastische Zustandsgleichung ist
linear L : E 7! (als Abbildung im Raum der symmetrischen Tensoren). Einem gedre
ten VerschiebungsfeldRu(R *x) entspricht die VerzerrungRERT (nicht zu verwechseln
mit einer (kleinen) Drehung des korpers, die nach S. E unbenrihrt | asst). Ist das Medium
isotrop , alsoL(RERT) = RL(E)RT, so ist die Zustandsgleichung von der Form

=2E + (trE)1 (2.5)
mit elastischen Konstanten , . Lamesche Elastizimtsmodule.
Beweis. Es ist 0 L 1 0 1
E=@ 0o A7n =@ A (2.6)
0

denn links steht ein Tensor, der unter Drehungen um die 1-Achsevariant ist, und rechts
der allgemeinste Tensor mit dieser Eigenschaft. Allgemein musedeziehung

=( JE+ (tr E)1 (2.7)

lauten, denn zumchst gilt sie im Spezialfall (2.6); wegen Isotropie und Lineant gilt
(2.7) ebenso dir E = diag(0; 1;0) und E = diag(0; 0; 1); fur alle diagonalenkE, ja fur alle
E = ET. Gl (2.5) ist (2.7) bei anderer Parametrisierung der Konstam®n.

Im linearen Fall ist L = @ =@€Hind dies ist bei (2.5) symmetrisch, wie erforderlich: Mit
(L;A)=tr Aist

(LESE)=2 (ESE)+ (E;L)(LE)=(ELE): (2.8)
In der Zerlegung (1.6),

E=E+E;: E:u:%mEn; (LE)=0

sind die beiden Teile orthogonal,E;E) = (E; E) + ( E; E), und unabhangig voneinander
wahlbar. Die Beziehung (2.5) lautet somit auch

=(2 +3 )E+2 E: (2.9)
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Mit (2.8) folgt W =(; E )= (;E )=2und

2 +
2

Die Energie ist positiv de nit (d.h. positiv ausser #ir E = 0), d.h.

W = 3 (E;E)+ (E;E): (2.10)

W > ¢(E;E) (2.11)

mit ¢ > 0, genau dann falls

> 0; 2 +3 > 0: (2.12)
Bemerkung. Ein alternativer Beweis von (2.5) setzt etwas Darstellungstheorie vorausDer Raum fE |
E = ETg der symmetrischen Tensoren hat Dimension 6. Die Zerlegung = E + E entspricht zwei
unter Drehungen R 7! RERT irreduziblen invarianten Teilr aumefE j E = "1g und fE jtr E = 0g der
Dimensionen 1 und 5 (sie tragen die DarstellungerD; der SO(3) mit | = 0;2). Nach dem Lemma von
Schur lasst L die beiden invariant und wirkt auf jedem als ein Vielfaches der Identimt. Also: L(E) =
L(E)+ L(E)= E +"E, was mit (2.9) ubereinstimmt.

Mit
tr =(2 +3 )trE (2.13)
kann (2.5) nachE aufgebst werden:

1

mit % @ Voigtsche Module. Zur Veranschaulichung der beiden &ssen , betrachten
wir einfache Zusande:

a) Reiner Schub , s. (1.20, 1.7):

/2

VRN
AN\
1
0 1
0 0
k=@ 0 0A; ; = 2"
0 0O
ist das Schermodul .
b) Isotrope Kompression:
Nach (2.13) ist bei allseitigem Druclkdp, d.h. = i dp, die relative Volumeranderung
dv 3
— = E = :
Y tr > 43 dp dp;
3 G
=533 Kompressibilitat :

14



c) Axialer Zug

2.3

0 1
00
=] — x=@0 0 0A
0 0O
1
Dann ist E nach (2.14) diagonal mit Hauptstreckungen
En=2 °+ 9;
Ex=Ezp= °:

Andere Bezeichungen:

1 2 +
"= E- T 5op %" ( n 3) : Youngsches Modul
11
0

Ea _

= = . Poissonsches Ve#dtnis der Querkontraktion
Eq1 20+ 0 2( + ) Q

Man kann damit alle Module durch", ausdricken:

o_ 1+ | o— _ .
n 2” , n ! , n
— . — . 1_ .
21+ )’ @a+ H)a 2)° 31 2)°
Aus (2.12) folgt™; > O0und 1< 1=2, was experimentell zutri t. Fur die meisten

Stoeistauch > 0, und damit > 0, aber es gibt Ausnahmen.

Alternative Zustandsgleichungen. Die Zustandsgleichung (2.6) kann in verschiedener
Weise verallgemeinert werden:

1) Lineare, nicht isotrope Zustandsgleichung. Dies ist typischefr Kristallelastizit at:
Invarianz bzgl. der vollen SO(3) wird ersetzt durch die einediskreten Untergruppe
(Punktgruppe ). In der Notation (2.3) lautet die allgemeinste lineare Bezlang

X6
i = ik Ek ; (2.15)
k=1

wobei i =  wegen (2.4):

0 1

11 12 13 14 15 16

22 23 24 25 26

— 33 34 35 36

44 45 46

55 56

66

Ohne Symmetriegruppe hat der Sto 6(6 + 12 = 21 Elastizitatskonstanten! ¢rikli-
nes System). Unter einer Drehung,R : x; 7! x? = Rj Xj, transformieren Ej; i wie
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Xixx. Daraus bestimmt manR : (Ey;:::Eg) 7! (E%:::EQ) und °= R ! R;ist R eine
Symmetrie, so gilt °= .

Beispiele : i) Eine Inversion x; 7! X, alsoE; 7! E;, ; 7' i, liefert keine Ein-
schmnkung an .

i) Monoklines System : eine 2-ahlige Drehachse (bis auf Inversionen)
x°=( X1, Xz;Xs);  E°=(EyEpEs Es EsEg):
Oentsteht aus durch Vorzeichenumkehr der Zeilen und Spalte#; 5.

0= bedlngt MW= 15= o4= o25= 34= 3= 4= 55 =0. Also noch 13
Konstanten .

iii) Kubisches System : 4 dreizmhlige Drehachsen (Raumdiagonalen eineseifels), nam-
lich

(X1;X2;X3) 71 (X25 X35 X1); (X2; Xzr X1); ( X2:Xsz; Xp); ( X25 XzjXg) -

Damit ist auch (Xx1;X2;X3) 7! ( X1; X2;X3) (& zykl.) eine Symmetrie, wie in (ii). Unter
R : (X1;X2;X3) 7! (X2;X3;X1) entstent ®aus  durch zyklische Permutation (132), (465).
Also ist also von der Form

0 1
117 12 13 0 0 0
2 23 0 0 0
_ 33 0 0 0
- 4 0 0
55 0

66
mit 1= 2= 33, 12= 13= 23 4= s55= 6. ESVverbleiben3 Konstanten .

2) Nicht-lineare , isotrope Zustandsgleichung: Die Spannung ist eine nicht lineaFunk-
tion des Deformationsgradienten

i ()= (F(x) = K (Df (x)) ;
(Ki; = Nji), die mit Drehungen vertraglich ist:

K(Df (x) R)= K(Df (X)) ; (2.16)
N (RDf (x)RT) = RN (Df (x))R" : (2.17)

Die erste Gleichung beinhaltet die (triviale) Isotropie des &klidischen Raums; die zweite
die Isotropie des Sto es. Nach (2.16) und (1.2) éngt X' nur vom linken Cauchyschen
Verzerrungstensor ab:

K (Df (x)) = N (Pf 00D (x)p :

C(x)

wobei, wegen (2.17),
N(RCRT)= RN(C)R" :
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Verwendet man eine Basis, bzgl. de&C diagonal ist, so ist es auclN (C), denn eine Matrix

ist diagonal genau dann, falls sie kommutiert mit der Drehund® = diag(1; 1; 1) und

deren zyklischen Vertauschungen. Generisch sind die EigenveavonC verschieden, womit
1; C; C? den 3-dimensionalen Raum der Diagonalmatrizen aufspannen:

N(C) = no(C)1 + ny(C)C + ny(C)C?
mit n;(C) 2 R. Da 1; C; C? linear unabhangig sind, folgt
ni(RCR™) = n;(C) ;

d.h. die n;'s sind Invarianten von C: symmetrische Funktionen der Eigenwerte.

3. Das elastische Randwertproblem

(isotropes, lineares, homogenes Medium). Gesucht sind &&dgleichungen fur die Ver-
schiebungu(x). Aus

Eik = %(Ui;k +Ug);  trE=uy
und der Zustandsgleichung (2.5) folgt
ik = (Ui + Ugi)+ Up i s (2.18)
eingesetzt in die Gleichgewichtsbedingung (1.18):

0= x +F
= (Uikk + Ukki)+ U + Fi;

also

4+( + )grad(divt)+ F=0 (2.19)
(Navier Gl.). Dabei wurden , als konstant angenommen (Homogerst). Mit der Iden-
tit &t

rotrot ¢ = grad div ¢ H

kann man (2.19) auch schreiben als
rotrot u+(2 + )graddiva+ F=0: (2.20)

Randbedingungen
Auf dem Rand, x 2 @B kann man entweder die Verschiebung(%) oder die von aussen
wirkende Kontaktkraft f (x) vorschreiben:

@B:Rl[Rz, Rl\ Rzz?
X2 Ry : Ui (X) = 4 (x) (2.21)
X2 Ry : ik ()N (x) = Fi(x) (2.22)
mit n: aussere Normale. (Man é&nnte allgemeiner die Aufteilung des Randesiif verschie-

dene Richtungen separat ansetzen.) Setzt man in (2.22) den Ausdk (2.18), so ergibt
sich die entsprechende Randbedingungrfui :

(Ui Nk + Ui ) + U g = (auf Ry) :
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Der Teil von R; mit & = 0 heisst eingespannt , jener vonR, mit f =0 heisst frei .

Durch die Feldgleichung (2.19) und die Randbedingungen @4, 2.22) ist daselastische
Randwertproblem  gestellt.

Variationsproblem

Mit (u; E; ) bezeichnen wir eine Verschiebung und die dazugebrigen Tensorenk,
s. (1.5, 2.18). Wir setzen nun (2.12) voraus unaifiren die Bilinearform zur elastischen
Energie (2.10) ein:

De nition.  Fur zwei beliebige Verschiebungeru(E; ), (¢; E; ~) sei
1Z
W[eu]l= = (E; )dx:
2 g

Lemma.
i) W[t u] = W[u; b] (Symmetrie)
i) W[u;u] 0, und =0 nur fur u(x) = ! » x+ a (in nitesimale starre Verschiebung)
iii) 7 7
th i doc = 2W[ehul+ b e A (2.23)
@B B
Beweis.
i) ist (2.8).

i) (2.11): W[u;u] O und =0 nur fur E = 0. Dies entspricht der Behauptung nach der
Bemerkung auf S. 3.
iii) ist (2.2).

Das elastische Randwertproblem (2.19, 2.21, 2.22) iatuivalent zu einemVariations-
problem: betrachte das Funktional

Flu] = %V[u; u] L[tg; (2.24)

L[u] = uifido+  uF; d®x:
R> B

Es die Summe der elastischen Energ®¥¢ und der potentiellen Energie L der fest vorge-
gebenemmusseren Kefte: Ober achen-f, bzw. Volumenkmften F . Die gesamte Energie

ist also F[ul]. u
Analogie: In der Figur ist F(u) = ku?=2 fu; das Minimum K
u = f=k beschreibt das Gleichgewicht. f

Satz. Die Verschiebungu lest das Randwertproblem genau dann, falls das Funktional
F [#] minimiert bzgl. allen Verschiebungeru-mit festem & auf R;.

Beweis. Fur jede (endliche) Variation u(x) mit u =0 auf Ry gilt
Flu+ u] F[u]:W[u;u]+%W[u;u] L[u] 2

= YV[ » Uﬂ ui(fi  kng)do Ui wk + Fi)d®x  (2.25)
-_ O— Ro B
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R R
unter Verwendung von (2.23) und von @p Ui ik do, = R, Ui ikNk do. Also:
uistLesung 3 F[u+ u] F[u] O0;

und umgekehrt: es gilt dann
q z Z
= d—(F[U"' ul Flu)) o ui(fi  wnk)do Ui( ik + Fi) dx

Ro B
furalle u: wx +Fc 0iInB, kng=f; auf Ry.

Ausser in Ausnahmeillen ist die Lesung des Randwertproblemsindeutig : Sind u und
u+ u Lesungen, so folgiF[u+ u] = F[u], also nach (2.25W][ u; u ] =0, und damit
u = ! ~x+ a Wegen der Bedingungu =0 auf Ry, istdies nur fur u 0 in B meglich,
zumindest wennR; positives Mass hat.

Die Existenz der Lesung, deren Beweis wir unten bloss skizzieren, beruht daradfss
(2.24, 2.21) einen Minimierer besitzt. Das Variationsprinpi ist auch zur numerischen
Berechnung approximativer losungen dienlich, s. S. 33.

Wir benetigen das Skalarprodukt
z
hu;vig = d®x u(x) v(x)+(Du(x);Dv(x))
B

und der entsprechende reelle Hilbert-Raum (Sobolev-RaumH = H(B;R3®) = fu = (ug;uz;usz) j
kuk? := hu;uiy < 1g . Wichtig sind

i) Bei vernenftigem Rand @ Bgilt R@Bdo u(x)? Ckukg fer eine Konstante C.

ii) (Satz von Rellich) Jede Folgeug 2 H mit kupnky beschenkt enthalt eine konvergente Teilfolge in der
Norm des Skalarproduktshu; vi = 5 d®xu(x) v(x) (der entsprechende Hilbert-Raum istL? = L?(B; R®)).
iii) Es gilt die Kornsche Ungleichung

kuky C KEK?+ kuk? ; (U2 H);
: . _R _
wobei kKEK? = HE;Ei = 5 d®x (E(x); E(x)).

Wir behandeln bloss den Fall, woR; positives Mass hat undu*= 0 auf R;. Dann ist das Variationsproblem
auf dem linearen Raum
V=fu2Hju=0auf Rig

formuliert. Behauptung:
Wu;u] chujuiy ; (u2Vv) (2.26)

fur ein ¢ > 0. Insbesondere istW[u; v] ein Skalarprodukt auf V.

Wegen (i) ist bei quadratintegrierbaren ausseren Keften jL[u]j Ckuky COW/]u;u]*?; mit dem Satz
von Riesz folgtL[u] = 2W[fTu] fur ein f~2 V. Quadratische Erganzung zeigt, dassu = f~das Funktional
Flul = W[u;u] 2W[fTu] minimiert.

Es bleibt (2.26) zu zeigen. Gibe es keine Konstantec wie behauptet, so @be es eine Folgel, 2 V mit (a)

hun;uniy =1, und (b) W[u,;un]! 0. Nach (ii) kennen wir (a) annehmenu, ! u in L2. Insbesondere
ist u, eine Cauchy-Folge, und (b) so istE,, da KE,k? ! 0 nach (2.11). Nach (i) ist u, auch eine
in H, sodass die Konvergenai, ! u in H gilt. Es folgt E = 0, womit u eine in nitesimale starre

Verschiebung ist, was wegen der Randbedingung nun = 0 zulasst. Dies aber steht im Widerspruch zu
ku kH =1.
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Im Fall Ry = ? ist fur die Existenz notwendig, dass dieausseren Kefte und Drehmomente insgesamt
verschwinden, vgl. (1.15, 1.16):
z z
Fi d®x + fido=0:
Z B Z@B
(X NF)idx+  (x~f)do=0:
B @B
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3. Beispiele zur Elastostatik

1. Biegung von Balken

X2
e
Ay
(I X3 X2
1
lxl X1

Homogener Zylinder mit beliebigem Querschnitt und freier Mantel ache. Die 12-
Achsen seien Hauptachsen desedhentmgheitstensors von durch den \Schwerpunkt"
S von , d.h. 7 7 7

0= dox;, = dox, = dox; X, : (3.1

Biegung bedeutet: Die Summé& der Krafte auf die Stirn achen hatFz; = 0 und ebenso
das DrehmomentM bzgl. S, M3 = 0 (Biegemoment ). Dank Superposition reicht der
Fall, wo nur F oder M herrscht und parallel zu einer Hauptachse ist.

a) Reine Biegung : F = 0, keine Volumenkmfte. Im obigen Koordinatensystem betrach-
ten wir den Spannungszustand

0 1
00 O
X3 =@o o0 0 A (3.2)
00 X1
X1

Esist ik =0 im Innern und n¢ = 0 auf dem Mantel. Die Wahl (3.1) des Koordina-
tensystems und (3.2) des Spannungszustandes bewirkt, dass a@f 8tirn ache keine
resultierende Kraft wirkt, 7

F= do(0;0 x1)=0;

sondern nur ein Drehmoment in 2-Richtung
Z Z

N1 dox” (0;0; x1)= do( X 1Xz; X 3;0)

;1 M; 0) :

dox? ist das \Flachentmgheitsmoment" von bzgl. der 2-Achse.

Verzerrungstensor. Nach (2.14) istEy diagonal mit

M
En=Ex= 0X1:TX1J Ex= 2°% 9x1= X

wegen 20+ 0= 1= 0= L
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Verschiebung. u; ist als Lesung von (ix + Uy;)=2 = Ej bestimmt:

— — M . — M -
U1 = U2 = Txl , Uzs3 = Txl ;

U2+ Uz = Ugg+ Uzg = Uzg+ Uz =0
Eine spezielle bsung ist

M M M
U= (0 X0+ 5oX3; W= XXy Us T eXaXs)

und die allgemeine bsung ergibt sich durch Addition einer beliebigen, in nitesimken

starren Verschiebungd = + * x+ 4, vgl. Bemerkung auf S. 3.

Eigenschaften der L esung
i) Die Verschiebung der Schwerpunktslini& : (x; = 0;x, = 0; X3) betragt 4 = ( 2'\."—.|x§; 0; 0);
ihre Kr emmung ist
d2U1 _ M
BE
und ist damit proportional zum Drehmoment

(3.3)

ii) Die neutrale Ebene (x; = 0;Xy;Xx3) wird nicht verzerrt
Ex=Ezx=E3;3=0:

i) Der Querschnitt Q : (X1;X2;X3 = |) steht vor und nach der Deformationsenk-
recht auf den Fasernx;; X, = const, denn E ist mberall diagonal, d.h. 1,2,3 sind Haupt-
streckungsrichtungen. Zudem bleibt eeben, denn sein Kmmmungstensor verschwindet:
(Us;j )ij=1:2 = 0.

Approximative Methode

Die Gleichung (3.3) wurde anhand des translationsinvariante(bzgl. x3) Spannungszu-
standes (3.2) hergeleitet; sie gilt aber (exakt oder amhernd) auch in Fallen mit F 6 0

und mit Volumenkraften und liefert die Grundlage einer approximativen Behatiung der
Balkenbiegung nach Bernoulli und Euler: Die Verschiebung = u; der Schwerpunkisli-
nie erfllt (3.3) mit dem Drehmoment (0;M = M (x);0) der Krafte auf den Querschnitt
X3 = X und bezogen auf dessen Schwerpunkt. Im Folgenden einige Beikpi

b) Balken aufgelegt beix = |, Last beix =0.
P=2 x=0 ,M() P=2
— — M (x) = ;(I x); (x> 0):
x= | l x =1
P

Fur die (kleine) Auslenkungu(x) der Schwerpunktslinie in Richtung vonP gilt die Di e-
rentialgleichung
MG) _ P

= = 2l

(I x); (x> 0)
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mit den Randbedingungeru(l) =0, u{0) = 0. L esung

W)= o S0 0775 (W10)=0)
— P 1 3 1 2 . —
Insbesondere be#gt die Durchbiegung
PI3
u(0) = T

c) Balken eingespannt bex = 0; Last bei x = 1.

x=0 M (x) X =
| — - M(x) = P(l
P
Auslenkung der Schwerpunktslinie in Richtung vorP:
o= Y= P x

mit Randbedingungu(0) = 0 und uq0) = 0, vgl. (iii).

P X
udx) = m Ix 5
P Ix2 x3
O I R
Speziell
PI3
D= ——
ul)= 3
d) Balken eingespannt bex = 0; Eigengewicht.
x=0 M (X) x =1
. P
T B A B A A 74 S A AR M(x)=|—(l X)

P
Die Auslenkungu(x) erfullt

)= M= P o)
I 2"
mit u(0) = uY0) = 0:
_ P 1, s, X
u(x) = > 1—2x §X + | >
Speziell
P
=~
uh= &

X)

(3.4)



Bemerkungen. 1) Im Unterschied zu (a) wirken bei (b-d) Schubspannungen;s (i 6 3)
auf die Querschnitte. In den Hllen (b, c) ist M = M (x3) linear inhomogen und i3
unabhangig von x;. Die exakte Losung kann dann anhand folgender Verallgemeinerung
des Ansatzes (3.2) 0 1

0O O 13

= @ 0 0 23 A (35)

13 23 (M=l)xg
gefunden werden, und zwasber ein Randwertproblem éir 3(x1; x3) auf . Die Eigen-
schaft (i) gilt nach wie vor, denn mitE 33 = 0 folgt Uj33 = Uz13= Ezz;= " 1!
(") *M; ebenso (ii), aber nicht (iii).

331 =

2) Im Fall (d) gelten (i-iii) nicht. Die exakte L esung #ir einen kreisbrmigen Querschnitt
vom Radiusa liefert fur die Kremmung beix =0

Pl 7+12 +4 2@
0 - _ =
was ®r | a (denne Balken) mit (3.4) mbereinstimmt.

3) In konkreten Situationen ist die Verteilung derausseren Kafte auf der Stirn ache
(mit resultierenden Kraft F und Drehmoment M) nicht wie die der Lesungen (3.2)
oder (3.5). Abgesehen von der unmittelbaren Umgebung der Stirache ist die l®sung
trotzdem brauchbar. Auf die Dierenz zweier Verteilungen kan das Prinzip von de
Saint-Venant angewendet werden: Eine auf einen Teil des Rande® B angelegte
Krafteverteilung mit F = 0, M = 0 erzeugt Spannungen, die nur in der Umgebung
von merklich von Null verschieden sind.

2. Torsion von Balken

Stirn ache: Kraft F = 0, Drehmoment M = (0;0; M); freie Mantel ache.

a) Kreisf ermiger Querschnitt  (Radius a)
Wir betrachten die Deformation

0 , 10 1
COSX 3 sinxs3 0 X1
f(x)= @sinxy cosxs O0OA@x, A
0 0 1 X3
( : Drehwinkel pro Langeneinheit) bzw. die (kleine) Verschiebung/Verzerrung
0 1 0 1
XoX3 0 0 Xo
u= @ x;x3 A ; E=—-@ 0 0 x4 A: (3.6)
0 2 X2 X1 0
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Wegen trE = 0ist =2E und es gilt xx = 0, also F; = 0 (Volumenkrafte). Die
Normale der Mantel ache istn = a (xi;X»;0), also i n, = 0; auf der Stirn ache gilt

Z
Fi= doi3=0;
Z Z
Nt = dox™ ( X2;X1;0) = do( XiXs; XoXa; X2+ X3)
=O0;06M =1 ):

R
| = do(x?+ y?) = >a’ ist das Tragheitsmoment von bzgl. der 3-Achse.

b) Beliebiger Querschnitt
Der Ansatz (3.6) lieferti.A. keine freie Mantel ache; Verallgemeinerung (de Saint-Venant):

0 1 0 1
XoX3 0 0 ' 1 X2
u= @ x;x3 A ; EZE@ 0 0 'L+ x A (3.7)
" (X1;X2) Y1 X2 ot X 0

wobei’ die Verw olbung der Querschnitte beschreibt. Wiederum ist = 2 E . Gleich-
gewicht, x =0, bedeutet
"' =0: (3.8)

Die spannungsfreie Mantelache (Normale:i=(ny;n,;0) (n;0)) verlangt

(1 XN+ (" 2+ X)N2=0;

d.h.
r' n=(xz xi) n (3.9)
auf @ (Neumann Randbedingung). Als Folge davon gilt #ir jede Funktion f auf
Z Z
(Faa x2)+ fa( 2+ x1)) dPx = @f( 1 X))+ @F (" 2+ x1)) dx
z
= f(r' (x2; X)) do=0: (3.10)
@
Bemerkung. Nicht jede Vorgabedg‘der Neumann Randbedingung ist z@lssig: Aus
rn=%
folgt als notwendige Bedingung amg”
Z Z Z
¢ do= r' do= 'd?x=0":
@ @
Bei (3.9) ist sie er#llt:
z z Z
gdo=  (Xp; X1) do=  div(Xxs, X1)d’x=0:
@ @
Stirn achen: Z Z
Fl = 13 d2X = (I 1 X2) d2X =0
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R
wegen (3.10) mitf = x;. Analog F, = 0, ferner F3 = 33 d2x = 0, sowie

Z

Mi=  ( X3 23)dX= X3F,=0; M>=0;
Z Z

M3 = (X]_ 23 X2 13) dZX = (X% + X% + X]_' ) X2I ;1) d2X (311)
Z

(x* (' )?)dx;
d.h. alle Randbedingungen sind ewflt. Die letzte Form folgt durch Subtraktion von (3.10)
mit f =" .

Das Problem ist somit auf die losung von (3.8, 3.9) zwickgekhrt. Ein dazu aquivalentes
Randwertproblem ergibt sich durch Einéihrung der zu' (xy;x;) konjugierten harmo-
nischen Funktion (Xq;X»):

1= 2 9 = 1 (Cauchy-Riemann)
(d.h." +1i st analytisch). Es folgt

=0:

Wegenv do= v’ ds v’ =( wv;v)undr'?=r_
lautet nun die Randbedingung

r_ ds=(x1;X2) ds;

und damit ) X
+
- )(1_2x2+ C  af@ : (3.12)
c) Elliptischer Querschnitt ~ (Halbachsena; b
i %3
. =+ ==
@ az P
Der Ansatz
(X1;%2) = A (X§  Xx5)
ist harmonisch (= 0) mit

"a= 2AX2; = 2AXg;
" (X15X2) = 2AX1X3 .

Auf @ soll (3.12) gelten, also

A %x§= A+%x§+C
1 X2
= A+Z 1 2 p+cC
2 a2
1 2
= A+§ X5+ A+ > P+ C



d.h.

1 1
A Z g2 = A+ — X
5 @ 5 o ;
_la® b
S 2a2+ P
Es folgt, s. (3.7), 0
XoX3
u= @ X1X3 A
2
S XXz
und, s. (3.11),
Z 2
Ms = Xf"'X%"‘m( X3+ x3) d*
Z
2 2 202\ A2y — a’p’ -
= T (Px§ + a?x3) d?x = ey

Beachte, dass im Unterschied zum kresfmigen Querschnitt, der Faktor a 3b*=(a? + k?)

verschieden vom Tagheitsmoment bzgl. der 3-Achse ist:
Z

| = (X34 x3)dx = Zak(a2+ ) :

3. Belastung durch eine Einzelkraft

(Problem von Boussinesq) Kraft wirkt in O senkrecht auf einen

elastischen Halbraumz 0. Zylinderkoordinaten (;";z ).
Das Verschiebungsfeld ist rotationssymmetrisch um diez-
Achse (also unablngig von' ) und symmetrisch bzgl. Spie-
gelung an einer Ebene, die die-Achse enthalt (u- 0):

= (ur(r;2);0,u,(r;2)) :
Nach (1.14) ist der Verzerrungstensor

Enw = Uy ; Er =0;
1 1
E. = Fur ; Er, = é(ur;z + uz;r) ;
Ezz = Uz;z ; E'z =
mit der Spur
. 1
divea= F@(rur)+ U, =1 (rz):
Spannungstensor
wr=2Up + r =0
1
=2 Fur + iz = (Uz + Ugyr) ;
22=2 Uz + ; =0
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Randbedingungen

z=0;r>0: rzzzl , = 4, =0 (freie Ober ache) (3.15)
z>0: 2 drr ,,(r;z)= P (3.16)
r2+ z211 u;E;0 I 0:
Feldgleichungen

Aus den Feldgleichungen (2.19) folgt +( + ) =0, d.h.
=0: (3.17)

Von den Feldgleichungen selbst ist diedf u, = € 4 am einfachsten, dag, konstant ist:

+ @
u, =€ Hd= @z: (3.18)
Vorgehen: Bestimme sukzessive, u,, u, aus (3.17, 3.18, 3.13). Der Ansatz
1 R L
) @@iz 5 (s=ig= 7+ D)

erfullt (3.17), da @@Zs 1= @ g 1=0, (s60),z.B.weilin spharischen Polarkoordinaten
fur v = v(s) gilt

d2
" sds2>)
Damit lautet (3.18)
+ @1
= —— A
oder hinreichend dadir
+ @v . 1
u, = @—% mit V= g
Spezielle ®sung:v = %s, also
B + 1 2z
T s @

Zu dieser speziellen &sung von (3.19) lbnnen wir eine beliebige (sogar bsi= 0 singulare)
harmonische Funktion der richtigen Symmetrie addieren. Wiwahlen

+ Z2

U, = —+ ~
Z s 2 s

mit unbestimmtem . Dann ist in Zylinderkoordinaten

@u _ + z + 323

@z s3 25
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So wird schliesslich (3.13) zu einer g@hnlichen Di erentialgleichung fer u;:

@ _ Qu
_@l(ruf)' ' @z
2 + @1 + ,@1

‘o 2 ‘o

mit der Lesung
2 + z + 2
< +'(2);

S 2

wo ' (z) die Integrationskonstante bei festenz ist. Sie ist bestimmt durch (u;)j,=o =0
(fur z > 0); da dort z = s, also durch

ru, =

2 + + 3 +
! = + = .
@ . A

was unabhangig vonz ist. Wegen =9 1= O(r?) und (z=9 1= O(r?) ist dann sogar
ur = O(r) fur r I 0. Resultat:

U = 3+ 1 2 + z + 73
" 2 rs 2 rs3’
Die Randbedingungen (3.15, 3.16) lassen sich nun durch die Wabh , erfullen:

AmRandz =0, r> 0Oist =0und u,, =0, da @s=@z z=s= 0. Aus (3.14) folgt
.2 =0,  =0. Die Bedingung ,, =0 fehrt zur Bestimmung von :

@+) 1 &

O0=U + U, = _
rz zr rs S3
liefert fur z =0 (dort ist r = s)
)
Damit wird
2 + Lt z?
U = o= -
2s s?
_ 1 2 + z LT z3 (3.20)
T s S8
Zur Bestimmung von aus (3.16) berechnet man zwachst ,, fur z > 0:
Z3
zz:2uz;z+ = 3(+ )E’
also
YA 1 23
P=6 ( + ) . drrw; (3.21)
R, | z }
= 2 | duu °?= £ unabhangig vonz
P
(3.22)

T2(+ )
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Gl. (3.20) und (3.22) stellen die lbsung des Randwertproblems dar.

Diskussion (P > 0,d.h. > 0)

Die Verschiebungu divergiert fur s! 0, und zwarDu = O (s ?): die Voraussetzungen

der linearen Theorie, mmlich kleine Verzerrungenui; 1 (s. S. 3), ist in Abs&nden
122 vom Au agepunkt der Kraft nicht erf willt.

Cberall ist u, > Ound ,, < 0. Fur z = 0 ist u, < O; im Innern (z > 0) hangt
das Vorzeichen voru, vom Wert von z=s ab: An der Ober ache ziehen sich die Ringe
r = const zusammen, in der Tiefe dehnen sie sich aus. Der neutrale \&h ist bestimmt

durch r
sin = + 1+
= = 2 "
U= =2r
Uy R

' r

sin 1 z=s ur <0

.mur >0 U =0
A u =0

2r
Fur die Ringspannung - (Hauptspannung senkrecht zu den Meridian-Ebeneh =
const) ndet man aus (3.14):
z 78
= — 1 2-+ —
r2 s s
Der neutrale Winkel ist hier durch sin °=(~ 5 1)=2 gegeben.

sin © 1 z=s

r2

Ersetzt man die EinzelkraftP durch eine beliebige Verteilung von Normallaften auf dem
Rand, so kann man die entsprechendeskung durch Superposition nden.

Anwendung. Zwei Gewichte im Abstanda. Wie hangt die 9

a
gesamte Energie (elastische Energie des Halbraums und po- iP lPO
tentielle Energie der Gewichte) vom Abstand ab?

Lesung der Feldgleichungeniy + u,, wo u, die uma 2 R? translatierte Lesung (3.20) ist.
Die gesamte Energie ist

FoalUo + Ua] = W[Ug + Ua;Up+ Ua]  Lo[Uo+ Ua]  La[Uo + Ua]
= Fo[up] + Fa[ua] + 2Wup; u Lofu La[uo] ; (3.23)
Wl Lol
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wobei der unterklammerte Term verschwindet, dai, Minimierer von Fg ist, s. (2.25). Sie
unterscheidet sich von der Summe der Energien der separatend&lingenFo[ug] + Fa[ua]
um

F(a) La[Uo] = Pouz(g)
PPO2 4 1
4 (+ ) a
(fur f,= P°@(x a)e): e ektive Anziehung !

4. Elastische Randwertprobleme mit Translationssymmetri e

GebietB =D R, (X1;X2)2D R? @D= R;[ Ry, R1\ R, = ? mit Randbedingung
3 0 auf @Dund Vorgabe von

und Volumenkrafte mit Dichte
F=(F1;F20) = F(xy;X2)
Gesucht: Verschiebungd = (ug; uy; us) mit Xz-unabhangige 12-Komponenten
U = Ug(X1;X2) ; Uz = Up(X1;X2) ; (3.25)
die
e+ Fi=0;  (i=1;23); (3.26)
=2E + (tr E)1 (3.27)

lost. Dies liefert ein 2-dimensionales Randwertproblem beiner der folgenden Zusatzbe-
dingungen.

i) Ebener Verschiebungszustand: uz O

Dann ist 0 1 0 1
E 0 0
E=@ = 0o A ; =@ - 0o A
000 00| s
mit
_=2E + (rE)L; (3.28)
= (trE) (60i.A) : (3.29)

Die Gleichungen (3.26)}; ., (3.24), (3.28) stellen ein 2-dim. Randwertproblemei (3.25).
Gl. (3.26)=3 ist dann wegen 33 = 33(X1;X2), S. (3.29), identisch erdlit.

i) Ebener Spannungszustand:

1= 32= 33 O0: (3.30)
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Dann ist 0 1 0 1
E 0 0

E=@ = |0 A; =@ - |0A;
OO\E33 00| O

woraus folgt

0= 33=2E 3+ (IrE+ Es);

d.h.
2
Eaz = > + trE, trE=tr§+E33=2 n trE
und damit die e ektive Spannungs-Dehnungsbeziehung
_=2E 4 5——(rE) (3.31)

in der Ebene. Wiederum stellen (3.26); -» , (3.24) und (3.31) ein 2-dim. Randwertproblem
fur (3.25) dar, und (3.26)-3 ist identisch erfillt. Zur Bestimmung von usz bleiben aber
noch die Gleichungen

Uz, =0 ; Uz =0 ; Usz = Eas(X1;X2) (3.32)
zu lesen. Letztere hat die Bsung
Us = Ess(X1;X2) Xz; (3.33)

die aber die ersten beiden i.A. nicht e#fllt. Anders gesagt: die aus (3.32) folgende Ver-
traglichkeitsbedingung (1.8),

Esz12= @(Ez12+ Ez21 Eiq23)=0;

gilt i.A. nicht: (3.30) ist inkompatibel mit (3.25). Trotzdem liefert die aus (3.25, 3.33)
gebildete Verschiebungd = (uy;uy; u3) eine gute Naherungsbsung &ir deinne Platten
mit freien Deck achen.

Im Fall F =0 lauten die Feldgleichungen (3.26); -,

@11+@12:O; @21+@22:O

@x @x @x @x
Liegt eine Lesung__ vor, so ist zueberprefen, dass sie der verbleibenden Vegglichkeits-
bedingung (1.8)

(3.34)

2E12.12 = Eq100 + Ez211 (3.35)

gereigt. Die Umkehrung von (3.28) oder (3.31) isE = 2~_ + ~(tr _)1 mit verschiedenen
Koe zienten ~ und ~ in beiden Rallen, vgl. (2.14). Da die Gl. (3.35) @r alle Werte von

~, 7 gelten soll, muss sie durch beide Be#dige zuE separat befriedigt werden. Beide
verlangen unter Beeicksichtigung von (3.34)

( 11+ 22)=0: (3.36)
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Der Ansatz (Airy)

@ @ @
= —; = —; = —— 3.37
11 @2 22 @% 12 @X@X ( )
mittels einer Spannungsfunktion = (Xg;Xp) erfullt (3.34) identisch , und es gilt
tr_ = . Die Lesung ist nach (3.36) zudssig, falls
=0: (3.38)

5. Die Methode der Finiten Elemente

Einfachheitshalber behandeln wir statt den (vektoriellen) lastischen Feldgleichungen
(2.19) die (skalare) Poissongleichung:

u= in B ;

mit Randbedingungen auf@B= R;[ R, R;\ R, = ?

u="%; (x2 Ry); (3.39)
@u_ | :
@n— ; (X 2 Rz) ;

und zwar in Dimension 2. Die ®sungu ist der Minimierer des zu (2.24) analogen Funk-
tionals

F[u] :Wiu; ul  L[u]

1
5 (r u)?d®x ud?x udo
B

unter der Randbedingung (3.39).

Triangulation T des GebietsB mit Knoten x; :

R
Im Raum der Funktionen mit  _ (r u)2d’x < 1, betrachten wir die Funktionen' ; (x)
(j ein Knoten).

8
21; (X =xj);
)= _00 (x=x;16]);
" linear interpoliert uber jedes Dreieck.

Der Graph von' j ist eine \Pyramide". Fur die Linearkombination der" ; (x),

X
u(x) = up'j(x); (3.40)

j 2Knoten
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gilt u(x;) = u;: sie sind bestimmt durch die Funktionswerte an den Knoten:

Uz
u="% : X ; (3.41)

Un

mit N = #(Knoten). Statt nun F[u] wberu 2 (dim = 1 !) zu minimieren, wird F

im Sinne einer Approximation nureber den Raum 1 der Linearkombinationen (3.40)
minimiert (Rayleigh-Ritz Verfahren). Es ist dim 1 = N. Auf 1 eingeschankt lautet

das Funktional

Flu Ful=uWu "u _Tu;

N
I
N

1
=yl = idx; P = ' do:
28 B R2

Die Minimierung von F[u] hat bei vorgegebeneny; = 4, (% 2 R;) zu erfolgen. Wir
nummerieren die Knoten so, dass die ali; zuletzt kommen und zerlegen Vektoren und
Matrizen entsprechend in Bécke:

v W W
T e T W
Die Minimierung bzgl. u-ist aquivalent zum linearen inhomogenen Gleichungssystem

2We= 2W0+~+~;

fur welches es numerischesisungsverfahren gibt. Beachte, das¥ singuler ist, daWu = 0,

Wij =

I=

falls alle u; gleich sind; hingegen istV reguler, falls R; 6 ?. Beides folgt ausu' Wu =

5 (r u)2d®x und ausu™Wu = 4" Wt far 0= 0.

Die Matrix W ist durch die Geometrie der Triangulation bestimmt: Jedes Dieck
(Flachej j) liefert einen Beitrag
1 3
w = 8 (Xiv2 X)) (G2 X1) (3.42)
zu der Untermatrix (Wi )ij =1:2:3-
Beweis. (Notation: % = (x*;x?)). Die Gerade durch die Knoteni + 1;i +2 ist fj(¥) =0
mit
1 xt  x?
fi)= 1 x4 X4 =48 %x+h;
1 Xi1+2 Xi2+2
| = ( (Xi2+2 Xi2+1);xi1+2 X>%+1) = (Xi+2 Xi+l)? :
Der Vektor g ist der Ober achenvektor der Seite, die dem Knotem gegemiber liegt.
Beachte, dass

1 xt x? 1 xt x?2
fie)= 1 Xy Xi = 0 X4 X Xhp X
1 Xi1+2 Xi2+2 0 Xi1+2 Xi:L Xi2+2 Xi2
= (’Xi+1 'Xi) N ('Xi+2 'Xi) (343)
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(dies ist unabhangig voni und = 2j |). Damit lautet die lineare Interpolation
i 1
u(x) = U———; r"u:ﬁ us ;

und der Beitrag des Dreiecks zW [u; u] ist

Z
1° 0 1 1 X _
> (Fu)?dx = 7(r‘u)z_ 5 ﬂi-,- B uua §;
wobei
8 8 = (%2  He1) (K2 %41) (3.44)
Ein weiterer Ausdruck ®ir w ist N fa(%) =0
0 1 *3
1 C+ C3 C3 Co
W= E@ C3 CL+ C3 C1 A ; I1
G C1 G+t QG
1 2
wobeic = (2tan ;) 1. Wegen (3.44) ist@.1 B4 = (% \\
Xi+2) (%41 %) = lis2li+1 cos ; und wegen (343) auch '

2 | = lisalis2 sin 4, also

Q+1 G+2
— = G
4 ]
P3
ferner wegen >, & =0 noch

a4 4

— — = G4 + Cio :
4] C+1 + G2

Auch die ; kennen approximativeber die Dreiecke berechnet werden:
Z

ud?=j j (xo)u(xo);
wobei %y der Mittelpunkt von ist. Dort ist
1%
u(%) =z Ui
i=1

Desgleichendr die ;. In Dimension 3 lautet (3.42) analog

— 4 .
Mot e

wobeig nun der Ober achenvektor der Seite ist, die dem Knoten gegember liegt, und
j J das Volumen des Tetraeders ist.
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Um die Resultate auf die Elastostatik zuebertragen, ist jeder Eintragu; 2 R in (3.41)
durch u; 2 R® (oder, bei ebenen Verschiebungszestden, R?) zu ersetzen; entsprechend
sind die Matrixelemente vonW, und damit die der Matrix w zu , selbst 3 3 Matrizen.

Mit (2.10) ist

1Z Z Z
> (E; )dBx = (E;E)d®x + 5 (tr E)%dx ;
(E;E) = % (Du;Du) + (( Du)™;Du) ; tr E =tr Du;
Du—ix3 uia : (Du)T—L)@ ul trDu—ixs Tu;
TR T3 AU BT
i=1 i=1 i=1
Daraus folgt !
wi = 2605 ] (& )l + g + aa
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4. Elastische Schwingungen

1. Wellen und Polarisationen

Die Bewegungsgleichungef das Verschiebungsfeldi(x;t) ergibt sich aus (1.18), indem
man zuF den Tragheitswiderstand #, ( = @=@a&ddiert

ke T Fi =0

( : Massendichte). Fir eine Losungu wird (2.23) mit & = u zum Energiesatz
Z z

. 3y (F. o = -
o wdat (R By =Wl Yy
1 dyp LW (u; u]

also dZ z Z
— (—’d-2+ (E )) u xda+ F wdfx:

dt v 2 av 1Yz}
Energledlchte (klnetlsche+potentielle) Leistung der Volumenkefte

Der erste Term rechts ist die durch@ Vzugetihrte Energie, d.h.
Jk= U i (4.1)

ist die k-Komponente derEnergiestromdichte  (Vorzeichen:deist nach aussen gerich-
tet.) Speziell ist+ de=0 falls 4 =0 oder i nx =0: eingespannte bzw. freie Obemche.

Wir setzen im FolgendenF = 0 und betrachten zuerst Wellen im unbegrenztenhomo-
genen und isotropen Elastikum . Aus den statischen Feldgleichungen (2.19) wird die
elastische Wellengleichung

b= H+( + )graddivd: (4.2)
Ansatz far ebene Welle :
H(x;t) = (e x ct); (j§=1) ;

f(s) = Vektorfunktion einer Variablen. Die Flachens = € x ct = const sind Ebenen
? & die sich mit Geschwindigkeitc in Richtung € bewegen. Einsetzen in (4.2) liefert

c2®= 1% ( + )ee I (4.3)
mit °= @=@Wir unterscheiden:

a) Transversalwellen

b) Longitudinalwellen




Es gibt keine Dispersion: ebene Wellen behalten ihre Form, sofesie rein transversal oder
longitudinal sind.

Da die elastische Wellengleichung linear und reell ist, ist daseBhnen mit komplexen
Lesungen legitim: Real- und Imagiarteil einer komplexen losung sind wieder bsungen.
Wir fassen den Realteil als das physikalische Feld auf.

Monochromatische ebene Wellen sind dann von der Form:
4= Ad* ') (4.4)
mit Frequenz! > 0 und Wellenvektork = !Ee Die komplexe Amplitude A erfullt nach
(4.3) (f(s) = A€<S) entweder
A?K: li=ke=k —;

oder S

AKkRK: l'h= kg =k

Durch Superposition lassen sich nun allgemeine Wellen aufbaug@ourier-Integral):
)= BK[ADY (R)ER* 10 4+ AU R)eRH O] Bkt S 1]

Sie sind reell, fallsa®) (k) = AL’( k). Die Amplituden A,’(K) sind durch t(x;t = 0),

H(x;t = 0) bestimmt.

Polarisation transversaler Wellen
Wir betrachten

H(x: 1) = Re (A(®x ')y A?K; I =1,
und zerlegenA = A; +i A,, (A1, reell). An einer festen Stelle
%, z.B. x =0, ist dann A
H(t) = Aycoslt + A,sinl't; (4.5)

was eineEllipse beschreibt. Speziatille sind die lineare
Polarisation (A; k A3) und die zirkulare Polarisation
(AL ? A;, jA1 = jA3)). Durch Wahl einer Basis*;* im
komplexen 2-dimensionalen Raun? K lasst sich jede Welle
in 2 speziell polarisierte Komponenten zerlegen.

A3

Beispiele. Sei®;®;®; eine reelle, positiv-orientierte, orthonormierte Basis inR® mit
K = kes.
a) Zerlegung in zwei zueinander senkrechte linear polarigieMellen:

=8, =8

b) Zerlegung in rechts (+) und eine links () -zirkular polarisierte Welle:
1 :
* o= p—é(el i) :
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Intensit at
Um die Energiestromdichte (4.1) der Welle (4.4) auszurechnemuss man zuerst zu den
reellen Feldernebergehen, dat quadratisch ist in t. Im Zeitmittel gilt dann

h«i = h ReuiRe i = %fReu_-LRe ik +1m uilm i
= :—2LkReg1 iki .
Man ndet
U = ||U|, Ui;j :ikjui
i =iC (kjui + kiug) + (Rd) 47) (4.6)
u = P ((ad)k + (k) +  (Re)u))
|
+= 'E( (tt)R+( + )Re(dK)t)
A?K | r_
- _t . -2 - _ 2 i -2
=5 [TAVS 2k |Aj“e
zeigt erwartungsgemss in die Fortp anzungsrichtungeund hat den Betrag (ntensit at)
s
1 3 .
|, = 5 —K?jAj
A kK
s
|
M=l o+ A= 20k 2T A
s
3
| = % @+ Vioipg

Bemerkung. Fur die Superposition von zwei senkrecht zueinander linear poisierter
Wellen (mit gleichemXK) sind die Intensit aten additiv, da die Mischterme verschwinden.
Analog fer zwei entgegengesetzt zirkular polarisierte Wellen.

2. Anwendung: Die spezische W  arme eines Festk erpers

Als Vorbereitung berechnen wir die Eigenschwingungen einelastischen Quaders. Die-
ser sei gegeben durch 0 x; Li (i = 1;2;3). Die Randbedingung #@r die elastische
Wellengleichung (4.2) vehlen wir \gemischt" (A: Aussennormale):

4 A=0, AN (A)=0: 4.7)
auf dem Rand istt tangential und es wirkt nur eine Normalspannung; z.B. auf deneen
X1 =0;Lq:

up=0; 21= 31=0:
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Insbesondere istt de= # ndo = 0 auf der ganzen Oberache, d.h. das Elastikum
ist energetisch abgeschlossenufFandere Randbedingungen (z.Btd = 0 auf dem ganzen
Rand) gibt es keine elementare Darstellung der Eigenschwinggen.

Als Verschiebungsfeld betrachten wir stehende Wellen (Eigensdhgungen)d(x)e "t der
Form

up = Ay sin k]_Xl COSk2X2 COSk3X3
u, = A, COSk1X1 sin k2X2 COSk3X3 (48)
Uz = A3 coskixi coskoXs SinksXs

und setzenA = (Ay; Az; Az), R = (Kq; ko; k3). Die Randbedingung (4.7) legt die zwdssigen
Werte fur K fest:
ki = L—imi (49)
m; ganzund 0; ausserm; = my; = m3=0:

Wir betrachten bloss die Seiterx; = 0 und x; = L; des Quaders, denn die anderen sind
gleich. Dort ist u; = 0 und

21 = (k1A2 + kZAl) sin k1X1 sin k2X2 COSk3X3 =0:
Mit
4= K%d;
divtd= (K A)coskix; coskoX, cosksXs ;
@divda= kiR A)(ui=A)

ist die elastische Wellengleichung (4.2) erlit f ur die \Moden"

A?K mit ! =1, = kg
A kK mit !

I = kg :
Beachte allerdings, dass die beidenslfe keine blosse transversale/longitudinale Eigen-
schwingung (4.8) zur Folge haben.

Debye'sche Theorie
Ein Kristallgitter aus N lonen lasst sich au assen als schwingendes System mN Frei-
heitsgraden und somit als System vonN8 ungekoppelten Oszillatoren mit Frequenzen

I'1;:::1 3y (Eigenfrequenzen des Kristalls). Nach der Quantenstatistik istathn die Ener-
gie des Kristalls bei der absoluten Temperatur :
N
U(T) = —_—; :
M= (4.10)
i=1
( = (KT) 1%; k: Boltzmannkonstante). Debye ersetzt did ;;:::! 3y durch die tiefsten

3N Eigenfrequenzen eines elastischen Kontinuums desselben Volumeny = L3 (L:
Kantenlange). Nach (4.9) ist die Zahl der Eigenschwingungen mit Freque! | <! gleich
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der Zahl der Gitterpunkte m = (my; my; m3) im positiven Oktanten von Z?2 innerhalb der

Kugel
.. L!
mj< ——;
I g
als asymptotisch
1 4 L 3,
N()= = — — 7
(M) 8 3 ¢
Addiert man dazu die Zahl der transversalen Schwingungen (2 Roisationen) mit! , <! |
so ergibt sich
v 1 2
N(l)= — S+ = 13
g <

Die Debye'sche Abschneidefrequenzy ist bestimmt durch N(! p) = 3N, d.h. I'p /
(N=V)*= ist unabhangig von der Gesse des Wirfels und ist eine durch Teilchendichte

und Schallgeschwindigkeiten bestimmte Materialkonstante.Efolgt
s

N(1)=3N —
'D

Da die Eigenfrequenzenefr grosseN zunehmend dicht liegen, wird (4.10) zum Integral

Z, N
Uu(r) = dN(! :
M= dNOgm—
TR
13 . et 1
=T 3
SoNKT &% ax X
0 e 1
mit der \Debye-Temperatur* := ~! p=k (Variablensubstitution x = ~!). Sie trennt
zwei Gebiete
T : U(T) = 3NKT .
3 4 Nk ! x3 4
T Um) = — — T%; dX———= —
(M=% = , Ve 1T 15
Die spezi sche W arme ist dann C(T) = dU=dT:
C
3Nk 6""4' """"""""""""""""""""""""""""
k(= )2
' T

(Nicht inbegri en ist ein Beitrag der Elektronen.)
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3. Ober achenwellen
Im Halbraum gibt es Wellen, die sich entlang des Randes fortpreeen (Rayleigh).
Als Vorbereitung notieren wir: 1) Fr eine ebene Welle

(% 1) = AelRx 1)
lautet der Spannungstensor (4.6), alsaif eine Transversalwelle und K = k;e

i =1 ki(ug +uje);
bzw. fur eine Longitudinalwelle mit 4= ue

i =iku(2eig + ):
2) Gl. (4.4) ist eine Losung von (4.2) selbstefr K ke = (!=c)emit €2 C2, sofern

€ € e=1;dabeiistc= ¢ oderc= ¢ je nachdem, ob die Welle transversalk €= 0,
oder longitudinal ist, A = Ae. Zerlegt mane= & +i® (€., reell), so lautet

H= A—ei(kelx !t)e kezx; (411)

wobeig ? & und € = 1+ €. Dies beschreibt eingjuerged ampfte Welle : Sie p anzt
sich in Richtung € mit Geschwindigkeit

! G
kiej Jjej ( ) (*4.12)
fort und ist senkrecht dazu gedmpft.

Auf dem Halbraum fx = (X1; X2; X3) ] X2 > 0g ist die Welle (4.11) zusssig, sofern ihr un-
physikalisches, exponentielles Wachstum im komplememen Halbraum zu liegen kommt,
also fallse in die positive 2-Richtung weist. OEdA liegt dann€, in 1-Richtung. Ferner
braucht die Welle die freie Randbedingungi> = 2= 3, =0 zu erfullen.

Ersteres formuliert sich wegen ¢ch =1 +sh? wie folgt: Im transversalen Falll

0 1 0 1
ch sh
e= @ish A: A=A@ijch A ; ( > 0)
0 0
(oder A = (0;0;1)); im longitudinalen
0 1
ch
e=@ish A: A=Ae; (> 0):
0

Die Spannungen am Rand sind, bis auf die Phase,

Welle 12 22
2 2 H
t K (A Fch {+zSh ? i K (At Fﬂ‘{zﬁ
ch2 sh2
I k A sh2 |k|A|( 2 st + )

42



ferner 3, = 0. Nur eine Superposition einer longitudinalen und einer tnasversalen Welle
kann die Randbedingung esfllen, wobei #ir die zweite die PolarisationA = (0; 0; 1) wegen

32 6 0 nicht in Frage kommt. Die beiden Anteile (4.11) haben dann iéselbe Frequenz
I, was wegerk; = !=cy, k = I=c,

. G 2
ki = nk; - t = = 4.13
1= nk ; mit n 5 n*= o (4.13)
impliziert; ferner dieselbe Wellenzahke,, also
ch =nch : (4.14)

Dann ist im letzten Eintrag der Tabelle
s =ch? 1=n %ch® 1;

2sif + —=n 2@ 2ck )= n 2ch2

und damit » = ik ;An 2ch2 . Nach Weglassen gleicher Faktoren lauten die Randbe-
dingungen

A;ch2 + nA;sh2 =0;
1
AtShZ + HAI ch2 =0:
Diese Gleichungen lassen eine nicht trivialeelsung zu, falls
ch®2 = n?sh2 sh2; (4.15)

und diese ist wegen der Homogemit des Problems nur bis auf einen Faktor bestimmt:
— = nth2 : (4.16)

Die Gleichungen (4.14, 4.15) haben eine einzigedung (; ) mit ; > 0, wie im Folgen-
den gezeigt.

Wir setzen
p
ch = x; sh = x2 1; (>0);
y r 2 (4.17)
ch = o sh = - 1; ( > 0, beachten< 1);

p
sh2 =2sh ch =2x x2 1;
ch2 =2ch? 1=2x*> 1;
r
_x 2 %P
" n n2 " n2

sh2 X2 n2:

Die Gleichung (4.15) lautet damit

(2X2 1)2 - 4X2(X2 n2)l=2(x2 1)122 :
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Wir setzen = x2 =ch? und quadrieren. Dies liefert die kubi-

sche Gleichung fl_g_ )
f() 163 242%2+8 1 16n%(® ?)=0: gl /
0.5F
Esgilt fO)= f(1) = 1undf ! +1,( ! +1) wegen 0

n < 1; folglich hat f ® mindestens eine Nullstelle im Intervall (C; 1) sk
und f selbst eine oder drei in (1+1 ). Letzterer Fall werde zwei |/ = o
Nullstellen von f°im selben Intervall bedingen, insgesamt also

asl

mindestens drei, was nicht meglich ist. Demzufolge hatf ( ) = 0 ¢ 62 o4 o0 os 1 ‘12
genau eine physikalische bsung =ch? > 1.

Die Ober achenwelle ist nun bestimmt:

0 1 0 1
' sh ch
t(x;t) = Adt ') @jch Aekish X2 nthp @ish Aehsh x2 . (418)
0
[ S Y I | S
transversaler Antell longitudinaler Anteil

(k = k;ch = k ch ). Beachte die Phasenverschiebung i = &2 zwischenu; und u,. An
der Ober ache istt(x1;x, = 0;t) = Ak ') mit A = Ay +iA,, wobei

0 1 0
sh nth2 ch sh th2 «ch

Ai=A@ 0 A=-p@ 0 A
0 0
0 1
0
A, =A@ch nth2 sh A :
0

Die Geschwindigkeit der transversalen und der longitudinalen Anteile der Oberchen-
welle ist nach (4.12)

G G
c= — = —<¢;<CcC
ch ch t '
Verschieden sind jedoch die Eindringtiefed;, d,, entsprechend den Bmpfungsfaktoren:
_ 1
transversal g (kesh)xa =g 2%d - ¢ = ,
“~ kesh
_ 1
longitudinal : g (kish Xz =g x2=d - g =
J '~ kish

Fur das Verhaltnis ndet man aus (4.17)

d _ sh _ x* 1 1=
d nsh ~ x2 n?

<1;

d.h. der transversale Teil der Oberachenwelle dringt tiefer ein. Nach (4.5) ergibt sicheir
Ret(x;t) folgendes Bild derPolarisation der Ober achenwellen A > 0).
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Welle

B —

0
A
U

Anwendung. Bei Erdbeben kommt die Hauptwirkung von den Oberachenwellen: Ihre
Intensitat klingt wegen des Fachencharakters nur wig ! ab (r = Distanz vom Zentrum

an der Ober ache), die der Raumwellen aber wie 2. Zeitlich kommen die Raumwel-
len wegen ihrer gesseren Geschwindigkeit aberdher an (Vorlaufer), und zwar zuerst
die longitudinal und dann die transversalen Wellen. Sie heiss@®eshalb auch p-Wellen

(Primarwellen oder \pressure waves"), bzw. s-Wellen (Sekuadvellen oder \shear wa-
ves").

W Y
[ N
W le
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5. Plastische Deformationen und Versetzungen

1. Die Grenzen des Hooke'schen Gesetzes

Der lineare Zusammenhande 7!  gilt nur in einem begrenzten Bereich. Darauf folgt
ein nicht-linearer, allerdings reversibler Bereich und anBliessend ein irreversibler (pla-
stischer) Vorgang, der mit einem Bruch endet. Schematisch:

. Bruch
Fliessspannung it |- ------

reversibel irreversibel E

Die Gresse der verschiedenen Bereichartgt vom Material ab (spm®de oder duktil). Die
fur den reversiblen Bereich kritische Spannungi hengt von der Art der Beanspruchung
ab (Zug, Schub). Am kleinsten ist sie typischerweise bei Schub/Safung, s. S. 9.

2. Scherung durch Verschiebung von Atomlagen

Mikroskopische Vorstellung

__________________ Gleitebene

b —

1

Eine horizontale Verschiebung der Lagen oberhalb der Glditene umu  a (keine Ver-
schiebung unterhalb) bedeutet

1 u u
Eor=z ———— = —
Y72 x, 2a
und entspricht einer Spannung
u
12:2E12: — . (51)

Die Verschiebung um einen Gittervektor,u = b, bewirkt keine Anderung der lokalen
Verhaltnisse und somit keine Kraft. Daher sollte 1, eine periodische Funktion voru sein

12U+ b= 1x(u)
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mit (5.1) fur u  a. Ein einfacher Ansatz ist

(u) = —Psin 2—u
YT 2 a b

Die maximale Spannung (beu = b=), die vom Kristall aufrechterhalten werden kann,
ist

b
kit = 5 a 10 ' (5.2)
Experimentell ist
wit 104

Obige Vorstellung zur Festigkeit der Kristalle ist zu naiv!

3. Versetzungen

Gitterdefekte sind Stellen im Kristall, wo die Periodiziat defekt ist. Wir betrachten hier
den Fall von Versetzungen , wie durch die Figur illustriert:

Xo = Xn x0 D x5
o @ e o o o e o o e
e ¢ o o o e o o o o
e ¢ o o o e o o o o
e ¢ o o o o o o o
e o o o o e o o o

Schleife im idealen Gitter: Folge von achsten Nachbarmxy;::: X,  Xo. Damit sind

4 = X; X 1 Gittervektoren und

X
4 =X, Xo=0: (5.3)

i=1

Im realen Kristall kann der Defekt umfahren werdenengs einer Schleife, die im
\guten" Material verl auft: ausgehend vorx seix? der nachste Nachbar vorx? ,
sodass

x'=x),+8
(= bedeutet = bis auf Fehler
tervektor

Gitterkonstante). Dann ist X2 6 x§$ und der Git-

— 0 0
b= X, X

heisstBurgers-Vektor der Versetzung (bzw. B bei Umkehrung der Orientierung
der Schleife). Erandert sich bei lokalerAnderung der Schleife nicht, solange sie den
Defekt meidet, denn &r den Unterschied gilt (5.3):Bist topologisch . Insbesondere

kann B anhand einer beliebig grossen Schleife bestimmt werden. Egfauch, dass
die Versetzung nicht von einer Fache umschlossen werden kann, die ganz im guten
Material liegt.
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Figur: wiederholte Verschiebung einer Versetzung verschieBtomlagen gegeneinander
(Orowan, Polanyi, Taylor).

Erwartung: Die dazu erforderliche Spannung ist kleiner al5(2).

4. Das Frenkel-Kontorova Modell

Die Atome n 2 Z einer 1-dimensionalen Kette be nden sich in einem periodisamné®oten-
tial Vi(x) = Vi(x + b). Zwischen ihnen wirkt ein PaarpotentialVo(x  x9, fur welches die
periodische Anordung der Atome ein stabiles Gleichgewicht ist;Xb) = 0, V.2{b) 0 und
(oEdA) V,(b) = 0. Die Energie einer Kon guration fXpgn2z ist

X X
E = Vi(Xp) + Vo(Xn+1  Xp) o

n n

Periodische Kon gurationen sind von der Form
Xn = nb+ u (5.4)
mit u fest. Wir betrachten langsam veanderliche Abweichungen davon:

Xn = nb+ up ; jUn+1  Unj b

ATAVAYATAVAVAVAYOY

Vi

Damit ist

Vo(Xn+1  Xn) = Vo(b+ Unsr  Up)

= VA VA )+ VB w)
-0 =0

48



und
X 1 0 X 2
E = Vi(un) + évz b (U un)?: (5.5)
n n

Gesucht: Losung minimaler Energie bei Randbedingung
ur! 0 (nr'1 ); up! b (ur1 ): (5.6)

Analogie zur Versetzung: Atome unterhalb der Gleitebene seidast (periodisches Sub-
strat), oberhalb beweglich mit WechselwirkungeV, untereinander undV; mit dem Sub-
strat. Starres Gleiten entsprichtAnderung vonu in (5.4). Dann ist

Vu)
b

die dazu erforderliche Spannung, vgl. (5.2). Diedsung (5.6) ist eine Versetzung mit
Burgers-Vektor b.

G = max (5.7)

Kontinuumsapproximation: u, als Funktionswerte einer langsam venderlichen Funktion
u:

Un = zﬁu(n) X (5.8)
i U= Ul (Ui D)

(es ist zweckmassig,u, in Einheiten von b=2 zu messen). Die Summen (5.5) werden zu
Riemann-Summen mit n = 1:

Z Z
E= £u(n) dn+ - 3 VA% u%n)Zdn
z 227
= vi(u(n))dn+ VZQZ ) uqn)2dn (5.9)

mit den 2 -periodischen Funktionen

vi(u) =V Zﬁu

Beide Funktionale (5.5, 5.9) sind invariant unter der diskretn Symmetrie
Uy 7' up + b; bzw. u(n) 71 u(n)+2 :
Sie ist nicht zu verwechseln mit der Symmetrie
Up 7!ty = Uy 15 bzw. u(n) 7! e(n) = u(n ng) ; (5.10)

die im ersten Fall diskret, aber im zweiten Fall kontinuierlib geworden ist:ng 2 R. Als
Folge davon ist die Translatierteu(n ng) eines Minimierersu(n) auch einer; ein solcher
erfullt

—vz‘(Z yuqn)?  vi(u(n)) = const : (5.11)

und

V42 )u’tn)  v(u(n) =0 : (5.12)
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Dies ist die Euler-Lagrange Gleichung zu (5.9), und (5.11) ider Erhaltungssatz zur
Symmetrie (5.10).

Beispiel. Vi(x)= (1 cos%x), d.h. vi(n)= (1 cosu). Dann ist
vlu)= ;sinu; vi{2 )=,

und (5.11, 5.12) lauten

%Ku"(n)2 (1 cosu)= C; (5.13)
Ku®n) sinu=0

mit K = ,= ;. Fur die Lesung (5.6), d.h.u(n)! O(n! 1 ) un)! 2 (n!1 )
folgt C = 0. Zusammen mit

du

., U
1 cosu=2sin?=; —— =dlogtanu
2 sinu cosu
folgt

du _ 2sinj _ 4singcos;

dn I"K r"? '
u n

dlogtan- = dp— ;

n, No
u=4arctan e '«

= +2arctan shnp% : (5.14)
Die beiden letzten Ausdeicke, d.h.

g No u

=t —

e K an 7

n_ ng u 1

h—p— =t = 5.15
S K an 2 tan % ( )

1 u u, ; .
—Etanz (tanZ) ;

sind namlich aquivalent.

Die Loesungu von (5.13) legt nach (5.8) eine Folge

b
Up = 2—u(n No)
fest. Ihre Energie (5.5) lmngt aber vonng ab, und zwar periodischE(ng) = E(ng + 1),
vgl. (5.10), (erst im Kontinuumslimes wird E (ng) konstant). Damit sind die Minima von
E (ng) energetisch voneinander getrennt durch soeierls-Barrieren . Zu berechnen ist
anstelle des Integrals (5.9) die Summe

X 1 X X
E(no) =  vi(u(n no))+§V§?2) uqn  no)? f(n no: (5.16)

n

50



Dazu die Poisson-Formel
X X
fo(n) = fo(K) ;

n2z 222
fo(k)=  fo(n)e 2 dn:

P
Beweis. Der -Kamm h(n) = 107 (N nY ist_Z-periodisch und hat Fourierkoe zienten A =
Y2, h(n)e 2k dn=1, (k 2 ). Somitist h(n) = ,,, Ak %" =" e 2k ynd "  fo(n)=
h(n)fo(n)dn=",,, fo(k).

R
Der Term fo(k =0) = fo(n)dn entspricht dem Riemann-Integral; ér glatte f, fallen die

Korrekturen f’})(k) mit wachsendemjkj rasch ab. In der Anwendung isfo(n) = f(n  ng),
alsof'(k) = e2 *nof'(k); zudem istf oft gerade (und damitf’). Damit ist

X Z
f(n ng)= f(n)dn+2f(1)cos2n o+ ::: (5.17)

n

und die Peierls-Barriere betagt in dieser Naherung Z'(1).

Beispiel (Fortsetzung). Die beiden Terme in (5.16) sind wegen (5.11) {tnconst = 0,
vgl. (5.13)) gleich, also

f(n)=2vi(u(n))=2 1(1 cosu(n))

( ) u(n)
2

=4 ;sin? =4 ;co¥

_ 4,
1+sh?(s2)

unter Verwendung von (5.15). Es folgt

flo=a KKK

sh( 2k K)
und insbesondere die Peierls-Barriere
p__
pP_—- 82 K
2f(1) = K -
1= 1 —p—sh( P

Die Kraft, um die Versetzung zu bewegen, ist nach (5.16, 5.17)

Zf\(l)madeiCOSZno 21"\(1) i

Sie |§t eber die Atome verteilt, die am \Soliton" (5.15) teilhaben. Seine Breite ist
2 K, was eine kritische Spannung

p

-2 frw=Z ., BOK
YT r Tk B ' osh( 2 K)
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zur Folge hat. Im Vergleich dazu ist nach (5.7)

2 2
6= maxivi = 1
also P
v_ 82K P e
— = —9p—=16 Ke
s sh( 2 K)
fur ZpK& 1. Far ;= ,, d.h.K =1, ist das Verhaltnis 8 10 3.

Qualitative Folgerungen: Ein realer Kristall (d.h. mit Versdzungen) ist weitaus plastischer
als ein idealer. Verunreinigungenénnen Haftzentren #ér Versetzungen bilden und dadurch
den Kristall harten (Bsp.: Beigabe von Nickel oder Chrom zur &ttung von Stahl).

5. Makroskopische Beschreibung der Versetzungen

Weit weg von der Versetzung kann man eine makroskopische Besdweg durch ein
Verschiebungsfeldu(x) versuchen:

xP= X + H(Xi) ;

wobei x; (bzw. x?) die Lagen der Atome im idealen (bzw. realen) Kristall sind. Eitang
einer Schleife wie in der Fig. auf S. 47 ist

X
(Xn) H(Xo) =  #(xi) (X 1)
i=1
= x) (1 X 1)=(xg %9 (Xn  Xo)
i=1
=D
wegenx, = Xo: Es messenmehrwertige Funktionen t(Xx) zugelassen
werden. In einer solchen Beschreibung bilden die Verzweiggpgnkte T

von d eine Kurve (mit Tangentialvektor T): die Versetzungslinie .
Das Vorzeichen vorbist nun festgelegt durch Verwendung von Schleifen,
die T'im positiven Sinn umfahren (das gemeinsame Vorzeichef, 1) ; /

( . 1), bleibt unbestimmt):

|
dd
gds =D: (5.18)

Enden kann die Kurve nur am Rand des Materials; im Innern kannsisich schliessen oder
auf andere tre en:

1 2

B+ D+ =0:

Spezialf alle: T konstant (gerade Versetzungslinie) und (a)ki: Schraubenversetzung
oder (b) T? B Stufenversetzung .
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(a) Schraubenversetzung (b) Stufenversetzung

Um #(Xx) zu bestimmen, sollten grundatzlich die Navier-Gl. fur Kristallelastizit at, s. S. 15,
verwendet werden. Wir verwenden stattdessen die isotrope Forr@.19) (Volterra).

a) Schraubenversetzung (b= b®). Ansatz:
H= Ug®& Mit Uz = U3(X1;X2);
d.h. in Zylinderkoordinaten (e, = &)
4= Us€  mit Uy (r;" )= Ua(Xq;X2) :

Die Gl. (2.19) lautet wegen divd = uz3 =0

us=0;
d.h.
1
", = le au +£@Lllz:0
r@ar @r r2@=?
. R2 @lﬂ ' . .
mit @d = bwegen (5.18). Eine bsung ist
u, = b2— : d.h. usz= ;arctan i—i
Der Verzerrungstensor ist, s. (1.14),
b
E, = —
2 4r
bzw. b b
X2 X1
Eqx= . Ew= ———— =
e 4 X2+ x3° 274 X2+ x2

(restliche Komponenten =0); =2 E .

b) Stufenversetzung (b= b®). Ebener Verschiebungszustand (3.25)

= (U1(X1; X2); Ua(X1; X2); 0) ;
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ermittelt mber eine Spannungsfunktion = (x1;xp) mit 2 =0, s. (3.38). Zu erwarten
ist ein Spannungstensor , der wie in a) homogen vom Grad 1 inr = (x$ + x3)¥2 ist:
dann ist = 11+ 2,S.(3.37), homogen vom selben Grad. Ansatz 6 0):

= ZA;(—; =2A@logr
erfullt =0wegen logr = (X1;X2)=2 ,s.(7.16). Fur selbst ndet man
= Axlogr:
Mit (3.37) folgt

X2(3X7 + X3) . Xa(Xi X3) . xi(xi X3 .

1= A (4 , 22 = Ar—4' 2= A (4

Lber die VerzerrungE ndet man die Verschiebung

1 A XiXo
= A—' - c -
H 2 2 X2+ x3’
1 A x?
= A logr + — — -1
2 9 2 X2+ X3
mit ' = arctan(x,=x;). Es gilt
(
‘2 @u, o A2, (i=1)
—Id = Uj . = .
o @ 0; (i=2)
was gleich p;0) ist fur A= ————h

6. Die Kraft auf eine Versetzung

Die ausseren Kafte erzeugen einen Spannungszustangx). Wir berechnen deren Arbeit
bei Verschiebung , der Versetzungslinie um &(s) (s: Bogenknge auf ). Weder ist
gerade, nocha konstant; lokal tri t dies aber mit hinreichender Genauigket zu.

Beim WUberschreiten eines Schnitts zwischen den

beiden Versetzungen und , wird u=u; U &
mehrwertig. Um in (2.1) dennoch den Satz von .
Gauss anwenden zueénnen, vgl. (2.2), sparen wir e
einen kleinen SchlauchK um den Schnitt aus. o
Sein klnglicher Querschnitt ist Bngs-a ausgerich- S
tet, aber unabhangig vonjg ! 0. Erst an diesen /
Limes anschliessend wird er unendlich klein und
langlich.

In der Nahe von (s)ist u(x) = u(x 4&(s)) u(x).ImLimes (a; -a)wirddamitaus
(2.1) z y z

A = d®x ik Ex + U; i do, + UiFing
B nK @K K
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mit u; = u; a;.Das letzte Integral ist klein mitK ,da u; = O(r 1), (r ! 0;r Abstand
zu ). Im mittleren Integral ist u; einwertig; u; selbst nur auf@Kn ~, s. ~in der Figur.
Dann ist es gleich
Z Z Z
Ui a; ik doc = rot(a” +) de (div u)a de
@K @Kn~ @Kn~

unter Verwendung von

rot(a”~) = a(divy) (a M)v
fur ¥ = 4 und annahernd konstanteber K. Nach dem Satz von Stokes ist das erste
Integral rechts
Z Z Z
(a~ 4 ) dr= (a” b d= (Drd) a;
das zweite verschwindet wegen der Gestalt va@K a ? da Resultat:
Z Z
A = d3x ik Eik t (bAd1-) a.

Bn
Das erste Integral ist die Regularisierung durch Hauptwert vor(1) und stellt die Anderung
der elastischen Energie dar. Das zweite entspricht einer Krafiro Langedr” der Verset-
zungslinie
df-= D" df;
(Peach, Koehler). Beachte die formale Analogie zur Krafff~= (I=c)B ” dI"eines Magnet-
felds B auf einen vom Stroml durch ossenen Leiter.

Beispiel. Die Ebene der Figur auf S. 48 sei die 12-Ebene. Auf den Kristall ke eine
Schubspannung 1, = ,; > 0, die die oberen Lagen nach rechts, bzw. die unteren nach
links zieht (restliche j = 0). Die Versetzung hatT = s und b= €, also D= ;8.
Auf sie wirkt somit die Kraft pro L angeneinheit ;& " & = 1,6, deren Richtung wie
erwartet ist.
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6. Dynamik der Fluida

1. Kinematik

Naterlich ist hier die Verwendungraumlicher Koordinaten % (Eulersche Beschreibung,
vgl. S. 1). Zentrale Gmsse ist dasGeschwindigkeitsfeld  w(x;t). Die Bewegung der
\Teilchen" ist beschrieben durch die Di erentialgleichung

%(t) = v(x(1);1) : (6.1)
Seix(t; s; ¥) die Lesung zur Anfangsbedingunek(s) = ¥, und

sy - ¥ 7! %(t;s; ) :
Diese 2-parametrige Schar von Abbildungen.sy beschreibt die Bewegung des Fluidums.
Es qilt o ensichtlich

&y =id; (tr)  (rs) = (ts) -

Umgekehrt hat jede solche Schar ein erzeugendes Vektorfeld

qo .

V(%;s) = dt ts) (%) =g

Fur stationare Stemungen istv = %(%) unabhangig vont. Dann ist x(t;s;y) = %(t
s;0; %), und entsprechend

(ts) = (t s0) fi s

fo=1id ; fo fs="fis:
Umgekehrt de niert jeder solcher 1-parametrige Fluss ein stainares Vektorfeld
d .
(%) = aft(x) o -

Wir zeichnen zur Zeitt = 0 ein beliebiges Teilsystem \Fluidum im RaumgebietV," aus
und verfolgen seine Bewegung:

Vo Vi= (o) (Vo)

R
Wichtig sind Gressen der Form . d®x (x;1), die eine (volumenbezogene) Dichte be-
sitzen (z.B. Volumen, Masse, Impuls, ...). DaReynoldsche Transporttheorem  dreickt
deren zeitlicheAnderung aus: Rir jedes Feld (x;t) gilt

Z Z
d = s, @ . .
at . d°x  (x;t) = y d>x @t+ div( v) : (6.2)
Speziell: 1 7 7
d d®x = d®x divv;
dt Vi Vi
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d.h. div¥(x;t) ist die Volumenzunahme (unter der Stomung) pro Zeit- und Volumenein-
heit bei % zur Zeit t.

Beweis. Es ist formal bequem,V; durch seine charakteristische Funktion

(1) = 1 fur %2 V;;
’ 0 sonst;
zu beschreiben. O enbar ist (%;t) = (3;0), und durch Di erentiation nach t wegen
%=V
%t+ ¥ I =0 (6.3)
im Sinne der Distributionen. Damit ist
d ‘ d ‘
ot d®x (xt) = @ 3 d®x (1) (1)
Vi R
@ @
= & =+ =
7 ( @t @1)
= d¥( @ ¥ )  (hach (6.3)
z @t
= o’ @+div( v) (partiell integriert)
z @t

- @y @ L
= thx @t+dlv(v)

2. Erhaltung der Masse

(%; t): Massendichte. Dann ist 7
d®*x (%1t
Vi
unabhangig vont; da (6.2) fur beliebigeV; gilt, folgt die Kontinuit atsgleichung

%t+ div( ¥)=0: (6.4)
Fur ein raumfestes VolumenV ergibt sich daraus die Massenbilanz
Z Z
d

— B (xt) = v do
dt @V
v = Massenstromdichte

Wir fuhren die materielle (zeitliche) Ableitung beziglich der Stemung ein:

b _ @ @ .
a.— @t-'-\/k@_x-

Fur ein beliebiges Feld (x;t) beschreibt sie die zeitlicheAnderung bzgl. eines mit dem
Geschwindigkeitsfeldv = » mitbewegten Beobachters:

9 o= 2 o0
FRCODEN= N COME
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Damit schreibt sich (6.4) als

D o
i + divvy=0 (6.5)

und das Transporttheorem (6.2) kanndir massenbezogene Dichten formuliert werdeneF
ein beliebiges Feld (x;1) qilt

Z Z
d . D'
" . d*x ' = ) d®x or -
Beweis. @ @
ol )Y@ gy T

=0
Dt

3. Der Impulssatz

Die Massenstromdichte v ist zugleich die Impulsdichte des Feldes. Wir nehmen an,
dass auf jedes bewegte Gebi®t sowohlVolumenkr afte der Dichte F wie auchOber-

achenkr afte wirken, die durch einen symmetrischerSpannungstensor i (x%;t) be-
schrieben sind:si(d9 = i do.. (Aquivalent: s;(d9 ist von der Form sj(d9 = (n)do,
vgl. S. 7). Dann lautet derimpulssatz :

q Z Z Z
5 d*xvi= d&®xF;+ W do ;
ftiz—1 ¥ 2z
v O B v, X ik
also
Dv;
D—tl = F; + ikk - (66)

Aus der Form (6.2) des Transporttheorems ergibt sich hingegeurfdie linke Seite
Z Z @
—  dxvi= ™ =(vy)+div( v,
at X V y X @{v) v( Viv)
und, mit t = 0, die Impulsbilanz fer ein raumfestes Volumen V:

q Z Z Z Z
— d v, = vivido + dPx F+ i do : (6.7)
dt @v v @V

Der erste Term rechts beschreibt den Impulsstromi{Komponente) durch @V infolge
Ein-/Austritt der Materie aus V: v;vx = (konvektive) Impulsstromdichte. Hingegen be-

schreibt der letzte Term den Impulsibertrag an die Materie inV;  : (konduktive)
Impulsstromdichte. In di erentieller Form lautet (6.7)

@ @

ot " @—KVin*' Fit ks
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4. Der Drehimpulssatz

Nach der Voraussetzungiber die Natur der Krafte gilt

q Z Z Z

— X (v xevi) = A (xiF xgFi) + (Xi w Xk q)da: (6.8)
dt Vi Vi @V

I {z }

v Bx (X XkVi)

Nun ist aber Dx;=Dt = v;, also nach (6.6)

D (XiVk  XkVi) = X; Dvi Xk i Dvi
Dt iVk kVi) — i Dt k i Dt
= (xiFx XkFi)"'(f(i g Xk il;}) :

2k Xk )t ko

R
Der Drehimpulssatz (6.8) verlangt also vi d3x( i ki) = 0 und ist somit aquivalent zur
Symmetrie des Spannungstensors, vgl. S. 7.

5. Der Energiesatz

Unter Verwendung des Impulssatzes ist

Z Z
d v: a1 Dv? Dv 4
— —d’x = - — d°x = ¥ —dX
dt 2 2w Dt " Dt
= F wvdfx+ ik:k Vi d®x
z% z* z
= F ‘V&X ik Dik d3X + Vi ik dOK ; (69)
Vi Vi @y

wobei benutzt wurde ikk Vi = ( ikVi);k ik Vi:k :( ikVi);k ik Dik (da Kk = ki) und

Dik = (Vik + Vki)=2 die Verzerrungsgeschwindigkeit  ist, vgl. (1.5). In Worten: Die

kinetische Energie nimmt pro Zeiteinheit zu (+) genass der Leistung dernusseren Kafte

(Volumenkrafte F; d® in V; und Ober achenkefte ; do, auf @¥; und ab ( ) gemass
der Leistung der inneren Spannungskfte, vgl. (2.1). Durch Anwendung von (6.2) ergibt
sich fur die linke Seite von (6.9)

@ 2 o ¥2 -
. [@{ 7) + div( 7«1)] d>x;
und damit fer ein raumfestes Volumen
Z Z
d 2 2
" %d3x = g{ *’7) Px
v vz 2 V4 z z
= —v de+ F ‘VCFX ik Dik d3X + Vi ik dOK .
@V \Y \% @V

Verglichen mit (6.9) kommt hinzu die Abnahme infolge aussstimender Materie mit ki-
netischer Energiestromdichte (v2=2)w.
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6. Einfache Bewegungsgleichungen

Falls sich j durch die Felder ;¥ (und raumliche Ableitungen davon) ausdicken ksst,
so werden die Gleichungen (6.5, 6.6) ZBewegungsgleichungen fur die Felder ;v: Sie
bestimmen @ =@t@v=@urch die Felder zur Zeitt, also (im Prinzip) diese aus den
Anfangsdaten (%;0), v(%;0) und allfalligen Randbedingungen (bei vorgegebeneh).
Diese Bewegungsgleichungen sind nicht linear, selbst wenp eine lineare Funktion von
(;v) sein sollte.

Wir zerlegen wie feiher
1
ik = Pkt ik p= étr : tr~=0:

Ideale Fluida
Diese ertragen auch ausserhalb des Gleichgewichts, s. (1.21jp&echubspannungen:
muss (in jedem Koordinatensystem) diagonal sein, also

k = Pk Nk =0
Gl. (6.5, 6.6) sind dann dieEuler Gleichungen

D .

— = divv ;

Dt (6.10)
by _ F gradp:

Dt g '

Fer kompressible ideale Fluida bemtigt man eine Zustandsgleichung p = p( ) und

erhalt so
D

— = divvy;

Dt (6.11)
by _ F pY )grad :

Dt P '

Fur inkompressible ideale Fluida (besser: volumenerhaltende Stmungen, da auch
meglich fur kompressible Fluida) ist divv = 0, also

D— =0; divv=0;

Dt (6.12)
Dy = F radp :

Dt gradp -

Nach (6.12) ist = const langs der Bewegung jedes Teilchens. In inkompressiblem$3ig-
keiten ist jedoch (x;t) mberhaupt konstant; dann lauten die Euler Gleichungen einéh

divv=0; % =F }gradp: (6.13)

Die typische Randbedingungdr die Euler Gleichungen (falls auf einem begrenzten, festen
Gebiet D formuliert) ist
¥ A=0 auf @D (6.14)

(kein Fliessen durch den Rand hindurch).
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Die Gleichungen (6.12), bzw. (6.13) bestimmen nicht nur (;v), bzw. v, sondern auchp, so wie die
Zwangskmfte in einem mechanischen System bestimmt sind: betrachte stattdessen die Gléieng

Dv
—= F+Z
Dt

wo Z(x;t) die Dichte der Zwangskmfte ist, die die Zwangsbedingung diw(x;t) 0 sicherstellen. Sie
leisten keine virtuelle Arbeit: Z

H(x) Z(®¥)d®>x =0 (6.15)
D
fur beliebige virtuelle Verschiebungen d (%) mit

div 4(%)=0 in D;
H(x) A=0 auf @D ;

mit 1: Aussennormale zu@ D Vektorfelder w auf D kennen eindeutig zerlegt werden in ein quellenfreies
Feld und ein Gradientenfeld:

Lemma. Sei Z
V=fw:D! R} w?d®< 1g
D
der Vektorraum der (quadratintegrierbaren) Vektorfelder auf D mit Skalarprodukt ( wi; w,) =
w, d°x. Teilr aume:

p ™

Q=fw2Vjdivw=0;w A=0auf @Y

(quellenfreie Vektorfelder, tangential am Rand);
G=fw2V w=rfg

(Gradientenfelder). Dann ist (orthogonale direkte Summe)

V=Q G :
Beweis. Wir zeigen Q = G’ : w2 G’ bedeutet
VA Z Z
0=(w;Frf)= w Ffd3x= fw de f div wdx
D @D D

furallef : D! R (partielle Integration). Dies gilt genau dann, falls w2 Q.

Auf (6.15) angewandt folgt Z =  gradp und damit (6.13). Der Druck p kann aus (6.13) eliminiert werden,
ahnlich den Zwangskeften im d'Alembertschen Prinzip. SeiP : V !V der orthogonale Projektor auf Q.
Die Projektion P w kann wie folgt bestimmt werden: Aus w= Pw+ ff folgen

f =divw in D ;

@f _ _
@n w f auf @D :

Die Lesung dieses Neumannschen Randwertproblems liefeft (bis auf additive Konstante) und daraus

Pw= w [ f.Beachte, dass P w)(x) vom gesamten Feldw(x%, (%°2 D), abhangt.

In der Euler Gleichung (6.13) ist Pv¥ = v, P p =0, also liefert Anwendung von P darauf
@
@t
Der Druck p ist aus der Bewegungsgleichung eliminiert worden, allerdings ist diese nicht mehr lokalm
Nachhinein kann p bestimmt werden:

P((v m)v F):

PP_a pyv rv By=(v rw £+ &V

@t
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Reale Fluida 2

Innere Reibung (Viskosiat) aussert sich inSpannun- -

gen, hervorgerufen durch Geschwindigkeitgadienten . — Jje
Ein Beispiel ist die (inkompressible) Couette-Ssmung: j

v=(X200): (6.16) 1

Auf de= (0;1;0) wirkt dann ausser dem Druck (0 p;0) auch eineSchubspannung

12 = = Vi2, (6.17)
: dynamische Viskosiat 0.
Die allgemeinste Abweichung vom statischen Verhalteny = p i, welche linear inv;y
und mit Drehungen vertraglich ist, lautet (vgl. (2.5)))
k= Pkt (Vik+ Vii)+ Yo
2
=(Vvig P okt (Vik + W 3 Vi ik ) (6.18)
( = % %), wobei der unbestimmte Faktor so eingedfihrt wurde, dass er im Fall (6.16)

mit (6.17) mbereinstimmt. heisst Volumenviskosiét.

Nicht nur fur Flussigkeiten ( = const), sondern auch éir Gase sind , unabhangig von
der Dichte. Wir fassen , deshalb als Materialkonstanten auf.

Mit einer Zustandsgleichungp = p( ) ergeben sich so di®&lavier-Stokes Gleichungen

D .

— = divv ;

Dt (6.19)
%: F radp+ v+ ( + z)graddivv

Dt g 3

und fer inkompressible Str  emungen :

b =0; divvy=0;
g}d (6.20)
oL F gradp+ ¥

(inkompressible Navier-Stokes Gleichungen). Auch hieadst sichp aus den Bewegungs-
gleichungen eliminieren. Die Randbedingung lautet

v=0 auf @D (6.21)

(Fluidum haftet am Rand).

Bemerkungen. 1) Sowohl Fhkissigkeiten wie Gase sind Fluida. Bemglich den hydro-
dynamischen Bewegungsgleichungen unterscheiden sie sich blosdein Ordnungen der
vorkommenden Gwessen. Beispiel:, (dp=d) (inverse Kompressibilit) und stehen bei
Wasser/Luft im Verhaltnis 800, 16000 und 55.
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2) SeiV (bzw. U) die Gressenordnung deAnderungen vonv (bzw. des Potentials der
ausseren Kafte). Bei stationaren Stremungen ist die Kompressibiliat vernachlassigbar
(ohne Begerindung), falls

dp

ViU &= T

d
wobei ¢ die Schallgeschwindigkeit ist (s. ster; V=cist die Mach-Zahl). Bei nicht stati-
onaren kommt hinzu:L=T ¢, wobeiL und T charakteristische langen und Zeiten sind,
eiber welche sich die Ssmung merklich andert. Insbesondere verlangt die Behandlung
des Schalls nach einer positiven Kompressiblit.

3) Die Viskositat ist am Rand nie vernachéssigbar und macht sich von dort aus manchmal
auch im Innern bemerkbar (s. spter).

4) Bei Volumenkrafte, die nur vom Ort abhangen § = F (%)), sind die Euler-Gleichungen
zeitumkehrinvariant: Mit ( (; t);%(3¢; t)) istauch ( (%¢; t); #(%; t))eine Lesung. Nicht
so fr die Navier-Stokes Gleichungen.

5) Fur komplexere uide Systeme wird man weitere Zustandsfunktian (Temperatur,
Konzentrationen bei Gemischen, usw.) heranziehen, sowie emsghende Transportgesetze
(Warmeleitung, Di usion, usw.) in die Bewegungsgleichung einlb@n meissen.
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7. |Ideale Fluida

1. Der Satz von Bernoulli

Die (massenbezogene) Kraftdichte sei ein Gradierf§, = gradU, und das Druckkraft-
potential P de niert durch
g im kompressiblen Fall:p= p( ) ;
P= o . (7.1)
p= im inkompressiblen Fall: = const ;

vgl. (1.23). Dannist P = f pin beiden Fallen und die Euler-Gleichung lautet

D—:f = gradU+ P): (7.2)

Satz
i) Im station aren Fall (v = %(x), U = U(%)):

D w2
4+ + =0
DL 2 U+P 0;

d.h. die Gresse in Klammern ist konstant éngs der Stromlinien.

i) Die Stremung istwirbelfrei falls rotv = 0. Dann ist
v(x;t)= grad' (x;t) (7.3)
(Potentialstr emung ). In diesem Fall ist:

@' v _
e’ 2" U+ P = c(t) (7.4)

fur eine Funktion c(t).

iii) F ur eine station are und wirbelfreie Stremung:

'V2
- +U+P=const (allex): (7.5)

Beweis.
i) folgt durch skalare Multiplikation von (7.2) mit .

ii) Identit at (v F)v=grad % " rot~. Furv= grad', also

v @' v2 _
T grad@t+ gradE = gradlU+ P);
! 2
grad %t+ %+ U+P =0:

i) folgt aus (ii).
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R
Bei Potentialstromungen kann man das Potentials umeicheh(x;t) ! ' (x;1) tc( )d
und damit c(t) in (7.4) zu Null machen. So folgen die (skalarerttuler-Bernoulli Glei-
chungen :

%t: div( grad') (7.6)
%t: %(grad' Y+ U+P: (7.7)
Fer inkompressible Fluida ist =const und ' =0.
2. Wirbel
Stromung ¥(x;t),  eine vo? der Stemung t{ansportierte geschlossene Kurve. Dann ist
—  M(xt) dx= %(x;t) dx : (7.8)
dt, | . Dt
|-——{z—}
Zirkulation
Bewels. y
O t
0 t
| | x(y:1)
d d
m tvi(x;t)dxi = Id_t Ovi(x(y;t);t) g—;(dyk
Dv; @« @x;
= Nt _dyk+ Vi dyk
Dt t
R ORI -
H DDV—tidxi &vi(x(y;t);t)
t | ——{z
o %&V? dyx =0

Nach den Euler Gleichungen (7.2) isDv=Dt ein Gradient, falls die Kraftdichte F einer
ist.

Der Wirbelsatz von Kelvin
Falls Dv=Dt ein Gradient ist, so ist dieIZirkuIation

Z( +) v dx = const (7.9)

t

fur jede von der Stemung transportierte geschlossene Kurve;.

Korollar. Falls die Str%mung zur Zeitt = 0 wirbelfrei ist, d.h.:
¥(%;0) dx=0 fur jede Schleife ;

oder
rot v(x;0) =0 ;
so bleibt siedauernd wirbelfrei : rot ¥(x;t) = 0 fur alle x;t.
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H
Beweis. (7.9) folgt aus (7.8), denn Dv=Dt dx = 0, weil Dv=Dt nach Annahme ein
Gradient ist. Das Korollar folgt aus dem Satz von Stokes
I Z

v dx= rotv deo;
E

wobei F eine beliebige Fhche mit @F= ist.

Als Wirbelfeld von %(x;t) bezeichnen wir das Vektorfeld
+(%;t) = rot v(x;t) :

Falls Dv=Dt ein Gradientenfeld ist, so gilt

@+= rot( v" +) ; (7.10)
ot - ; :
woraus das Korollar auch analytisch folgt. Zum Beweis von (0), schreibe
@~_ Dv Dv v?
== " ¥ v — [ —+ v rotv
@t Dt ( ) Dt 2

und wende rot darauf an.

Als Wirbellinien  (zur Zeit t) bezeichnen wir Integralkurven des Wirbelfeldes (zur Zeit
t); als Wirbel achen Flachen mit Normalende? +.

+(%; 1)

Der Wirbelsatz von Helmholtz
SeiDv=Dt ein Gradient. Dann werden
die Wirbellinien mit der Str  emung
transportiert : Die Wirbellinie zur
Zeit t durch x(y;t) ist die Transpor- Wirbellinie Wy = (Wo)
tierte der Wirbellinie durch ¥ zur Zeit Wirbellinie W,

t=0.

Beweis. Eine Flache ist eine Wirbel ache genau dann fallZ (@ $ RS + de=0fur jede
Teil acheS. Nach dem Satz von Kelvin werden somit Wirbelachen durch die Stemung

¢ in ebensolche abgebildet. DesgleichearfWirbellinien, da sie Schnitte von zwei Wir-
bel achen sind.

+(¥;0)

Alternativer Beweis.  SeiW; = (W) die Transportierte der Wirbellinie W, durch ¥ zur Zeit t = 0. Zu
zeigen ist, dasdV; ebenfalls eine Wirbellinie ist (durchx = {(¥) zur Zeit t), d.h. dass*(x; t) tangential ist
an W, in x. SeiT = D ((¥) die Tangentialabbildung von { im Punkt ¥, und seiena;b Tangentialvektoren
in ¥. Die Zirkulation (zur Zeit t = 0) eines durch "&; "D in ¥ aufgespannten Parallelogramms ist

Z(0) = det( +(¥;0);"&;"B + O("%);  ("! 0):

Zur Zeit t gilt fur das mitgefeihrte Parallelogramm Z (t) = det( +(%;t);"Ta;"TH) + O("3%), wo T4 Tbdie
transportierten Tangentialvektoren sind. Wegen Z (0) = Z(t) (Satz von Kelvin) gilt

det(+(y;0);a;D) = det( +(x;t); T4a; Th) :

Dann ist
det(+(x;t); T+(¥;0); Th =0

fur alle Tangentialvektoren THin x. Es folgt +(x;t) k T+(y;0).
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Anwendung auf Wirbelmhren (Wirbel ache, die ’
eine nicht zusammenziehbare Schleife emif):

i) Z ist unabhangig von der umschliessenden
Schleife .
i) Z ist unabhangig vont.

denn: i) und °beranden einen Teil der Wir- +
belrohre: 0= @. Nach Stokes ist -
z
Z Zo= + de=0: Mantel

ii) folgt aus (7.9). -

Schliesslich kann (7.10) auch geschrieben werden als
D + +
— — = - r ; 7.11
Dt Y (7.11)

woraus auch der Helmholtz'sche Wirbelsatz hergeleitet werdd@nn. Zum Beweis von
(7.11), beachte die Identiat

rot(v” +):(qi_\{z_4.})v divv)++(+ M)y (v m)+:
=0

Es folgt
+ +
[[))—t=%;[+(v )+ = (divv)++(+ 7)v;
D + 1D+ + D o
— - == 5 — = =¥
Dt Dt 2 |9
div v

3. Zwei-dimensionale Wirbeldynamik

Nun seiD ein (einfach zusammenéingendes) Gebiet in der EbenR?, und die Flussigkeit
sei inkompressibel, also div= @Qv; + @v, =0. Fur

" 0

Y, =

¥ =( Vavy) =

gilt somit

@v; @v; =rotv’ =0
(rot v ist ein Skalarfeld; falls man sichv als ein Geschwindigkeitsfeld = (w(x1; X2); 0) auf
R3 vorstellt, so ist rotv = (0; 0; rot v).) Damit ist ¥’ ein Gradientenfeld:

v’ =grad ; v ="grad ;
@ @
Vi= —; Vo= —; 7.12
1= @x 2 a@x (7.12)
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(= (%) heisst Stromfunktion ). ¥ selbst ist ein Hamiltonsches Vektorfeld: Die Bewe-
gung eines Teilchensx = ~(x%;t), ist gegeben durch die Hamiltonschen Bewegungsglei-
chungen

x="grad (%;t)

zur Hamiltonfunktion = (%1).

Die Randbedingungv f =0 auf @ Dbedeutet
=const (z.B.=0) auf @D

Nun ist

@y+ @y _

— = rotv= |

@x @x

istdurch ! bestimmt. Allgemein kann dies durch Einihrung der Greensche Funktion
zum Ausdruck gebracht werden: Sie stellt die Stromfunktioref einen Punktvortex der
Starke 1 beiy dar:

G: D D! R;
G y) = (x ¥);
G(x;¥%) =0 fur x2 @D :

Dann ist Z
(%) = ) G(x:9)! (¥) Py : (7.13)

Die Zeitentwicklung von! ist durch Mitschleppen im Geschwindigkeitsfeld gegeben. Glei-
chung (7.11) lautet ramlich

D!

— =0 7.14
or -~ 0 (7.14)
d.h.
PO e(®);t) =1 (%0): (7.15)
Wir betrachten zunachstD = R2. Dann ist
G(x%; %) = Zi logjx ¥ : (7.16)
Beweis. Fur G(%) = G(%;0), so de niert, gilt
radG = ! (r = jx)
g - 2 r2 ’ _J J l
. _ 1 2 2x x _ )
G—d|VgradG—2—r—2 r—3 F =0; (’)(60),
ferner far V 3 0 7 7 . 7 e
Gd’x = gradG de= — —=1;
Vv @V 2 v T

denn statt @ Vkann man einen Kreis umx = 0 wahlen (Satz von Gauss), wex de= rdo.
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Dynamik eines Wirbels:  Jede kreissymmetrische Anfangsbedingundx;0) liefert eine
stationare Lesung! (x;t) = ! (%;0), denn das Geschwindigkeitsfeld (7.12, 7.13) ist azi-
mutal und erfullt somit (7.14). Der Grenzfall eines Punktvortex! (x;t) = (%) ist etwas
formal, da D!=Dt bei % = 0 nicht de niert ist. Er bleibt fest unter seinem stationaren
Geschwindigkeitsfeld

vz 1%
2 2
Dynamik endlich vieler Wirbel:
X
I'(%,0) = iy (¢ %) :
j=1
Nach (7.15) ist die losung
X
= 1 (x %(1); (7.17)

j=1
wo ¥%; (t) die Bahn desj -ten Wirbels im Feld v ist. Nach (7.13) ist

X
(1) = L G(x;% (1))

j=1

also, nach Weglassen der Selbstwechselwirkung,

X
*= " Ly gradG(xi; %) ;
Joi
oder, als Hamiltonsches System,
x=J @H
=3 Gox
mit % = (%g; %),
0 e 1
J = %} '21" x ;
1 X
H = > Liljlogj %] : (7.18)

i<j

Erhaltungss atze. H ist invariant unter Translationen (% 7! % + &) und Drehungen
(> 7' R( )¥). Diese werden erzeugt durch

o _ @F
d ~ @x
mit
X LN
F= L% "a: bzw. F = 5 i
i=1 i=1



denn

@F @F 2
Lo"——=a;  bzw. !, "——= "x=%:
' @« '@« |
Erhalten sind somit \Schwerpunkt" und \Tr agheitsmoment" der Wirbel,
X X
€= %, 1= %%
i=1 i=1

sowie die Hamiltonfunktion (7.18).

Der Fall N =2. Falls!;+ !, 6 0, so lasst sich durch eine Translationx, 7! % + a
erreichen, dase= 0. Mit

s
i+ 1

; (\reduzierte Wirbelstarke")

iSt]% =1 (3% %), !2%= 1(% %), =1 %)% Die beiden Wirbel kreisen
um ihren gemeinsamen Schwerpunkt

2 2
O<!,< Iy 0<!,<!,

Die Winkelgeschwindigkeit ergibt sich aus

o % % 7 Iy ? Pi+ 12 5
= = - . = % *%,)" = x:
=3 % %j2 2d2(1 2) 2d2 ™1
zu | |
p+! . :
= Lz d=j%x %

2d?

Fa"S!1+!2:0,d.h.!1=!0,!2 !O,SOSind

(% + %) _ xF %2 _ |
; *x K =
o (%) 2 2 21,

konstant: Die Wirbel laufen entlang paralleler Geraden
mit Geschwindigkeit

|
V: _0_ %1+ %o
2

2
: o : : 10>0
Als weiteres Beispiel, seD = f(x1;X,) j X3 > 0g die

Halbebene. Man erhlt G, und damit die Stromfunkti-

on (%) = G(x;%) eines Vortex beiy, mit Hilfe der
Spiegelungsmethode : ! L 1,>0
2G (xy)=logjx ¥ logjx ¥yj;

y=(yny2); ¥ =( Yiya):

—_—— - e — — — @ — — -

Dadurch ist namlich = const = 0 auf @ Derfullt.
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Zum Schluss, betrachte folgende Anordnung aus unendlich vielBunktwirbeln.

Alle Wirbel der Karmanschen Strasse bewegen sich mit derselben Geschwindigket
des Wirbels \0", wie sie durch (7.17) gegeben ist. Darin heberchidie Beitrage der Wirbel
j 6 0 der oberen Strassenseite paarweise weg, die der unteren adzhesich zuxy = (v;0)
mit

mit cos , = h=d,, d2 = h?+(n+ )22 Also

1 oh X 1 !

! h
_ ‘o, N
o N2+ (n+ 2)212 -2 thy: (7.19)

VvV =
I

Die Summe ist im Wesentlichen die Partialbruchzerlegung vorhiz (= itan(iz)):
X 1

thz=2z :
I ZZ+ 2(n+ %)2

n

Bemerkungen. 1) Die Greensche Funktion (7.16) liefert die Geschwindigkditull im Un-
endlichen. Zum vorliegenden Geschwindigkeitsfeld kann alein homogenes Feldberlagert
werden.

2) Stabil ist die Wirbelstrasse nur &r sh(h=1') =1, d.h. fur h=l = 0:28 (ohne Beweis).
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8. Schwingungen um das Gleichgewicht

Linearisierung der Eulerschen Gleichungen

@ _ .
@t div( v) ;
@y _ @y

@
—_— = V —_— —_
et” “ex @’
um eine hydrostatische Gleichgewichtekung.

1. Schallwellen

Ideales, kompressibles FluidumE = 0. Gleichgewicht: = o = const, ¥ = 0. In den
Eulerschen Gleichungen setzen wir= ( + ~ und behalten nur Gliederl. Ordnung in
~und v. Die so linearisierten Gleichungen lauten:

@- _ .
@t odivy ; (8.1)
o%} pY o) grad ~ (8.2)
Wellengleichung:
@~ @v _ .
@ = div O@t = pO( 0) ;
d.h.
1@~ 0. _P .
2 @ ~ =0; c= pYo):

c erweist sich als die Geschwindigkeit der WellerS¢hallgeschwindigkeit ). Fur « ergibt
sich im allgemeinen nicht dieselbe Wellengleichung, sondern

@v _ @ _ o
@t czgrad@t— ¢ ograddivy :
Aus (8.2) folgt @@trotv = 0. Gilt sogar rot ¥ = 0, so folgt aus der Identitat grad divv =
¥+ rotrot v auch
1 @v

@t
Die Wellengleichungen sind aber kein Ersatzif die Bewegungsgleichungen (8.1, 8.2),
denn sie liefern nicht die Beziehung zwischenund v. Mit dem Ansatz (ebene Wellen)

=0:

~= Lad®x 1) v = paRx 1)
lauten Letztere:

il pa= olk b,

il b= %k oa:



b ist also longitudinal , B = befur K = ke (jg = 1), und man erhalt das homogene
System #r aund b

la kb=0;
ka 'b=0:

Die Determinante ! 2+ k2c? muss verschwinden. Dies liefert wieder = k ¢ ¢ =
Phasengeschwindigkeit, keine Dispersion; ferner

!
= Ea— cC a:
Nach Voraussetzung ist ~ o und bedeutet:a 1, alsob ¢, jvj c. Dann kann
man veri zieren, dass die weggelassenen Terme 2. Ordnung klsind gegember jenen
1. Ordnung; z.B.
@v KEP - @v

Vi —— — b
“@x @t
im Verhaltnis ki?=!b = b=c 1.
Fur die Zustandsgleichungo=p = ( = )" ist & = pX o) = n(po= o).

isotherm: n=1;

adiabatisch: n = ¢=6,¢ ¢ =R, ¢ = %R fur Molekele mit f Freiheitsgraden; &r
ein starres 2-atomiges Molei (Translation + Drehungen) f =3+2 =5, n=7=5=1:4,

Beispiel. Luft: ¢ = 1:3kg=m®, po = 10° kg=m<’.

isotherm: c=280m=s ; adiabatisch:c = 332 m=s .
Der zweite Wert stimmt gut mit der Beobachtungeberein.

Bemerkung. Nebst den Geschwindigkeiten des Schaltsund der Luft v ist noch die
der Gasmolekle u zu erwahnen. Nach dem idealen Gasgesetz= p =RT = pm=KT ( :
molare Massem: Masse eines Moleks) und dem Aquipartitionsgesetz (E2)mhu?i =
(3=2)KT ist

alsoc von der Gmessenordnung voru.

2. Die Jeans-Instabilit at

Ideales, kompressibles Fluidum miGravitationskr aften :

F= gradU;
z
(¥:1)
X ¥
U=4G: (8.3)

Uet)= G dy (G: Gravitationskonstante) ;

Als Gleichgewichtsbsung wahlen wir eine konstante Dichte ,, obschon das etwas pro-
blematisch ist: Einerseits mmchte man folgern, das§ = 0 (also U = const), weil keine
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Richtung ausgezeichnet ist; andererseits i¢i = const keine Lesung von (8.3). Ausweg:
Wir wenden (8.3) nur auf die FluktuationenU, ~an. Alternativ: Ersetzt man das Gra-
vitationspotential  Gj%j ! durch ein kurzreichweites (Yukawa) Potential Gjxj e "%,

sowirdaus (8.3) U "2U=4G ,wasfr = ,eine losungU = const zulasst; am
Schluss der Rechnung: # 0.

Anstelle von (8.2) ergibt sich nun

N
vor  ogradd P o)grad
(da U linear in ist), also die Wellengleichung
~ : N
%: div O%t = o O+pY o)~
= 0 4G ~+pl o) ~;

und der Wellenansatz ~ €®* 't) fyhrt auf
12=4G o k°pY o):

Fur r

P o)

wird ! 2 < 0: Es treten zeitlich exponentiell wachsendedsungen auf. Die physikalische

bzw -2 >C
. - k G 0 Jeans

Ursache dieser Instabiliat ist, dass eine Kompression zwar die elastische Energie des Me-

diums erhwht, gleichzeitig aber wegen der Anziehung aller Massen die potielle Energie
der Gravitation erniedrigt. Anwendungen in der Astrophysik: Sérnbildung aus Gaswolken
(nur solche mit Durchmesse®& jeans bilden Sterne; Galaxienbildung im fehen Univer-
sum, s.Ubungen).

3. Schwerewellen im Wasser

X5 ~.ungesbrte Ober ache:x, =0

X1

""" gesrte Ober ache:x, = (xy;t)

h Boden

Ideales, inkompressibles Fluidum (Dichte). Gravitation:
F= gradU; U= gx

Stromung wirbelfrei : ¥ = grad' . Die Bewegungsgleichungen sind die Euler-Ber-
noulli Gleichungen (7.6, 7.7). Indem wit umeichen zu + pot=wird p zur Druckdi erenz
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zum Aussendruckp, der Atmosphare. Die Randbedingungen sind v, = 0 (Boden) und
p =0 (Ober achex, = (X1;t)). Da Teilchen an der Ober ache stets dort bleiben, gilt
D =Dt = vu(X1; (Xg;1);1).

Die linearisierte Form dieser Gleichungen ist

C Q- @' _ p
=0 o U+ = (8.4)
mit Randbedingungen:
Boden: %(xl; h;t)=0 (8.5)
Ober ache: @(xl; (X;1);t) = g (X4;1) : (8.6)
2t g

&.(x1;0;1) (linearisiert)

Ausserdem gilt ir D=Dt = @ =@% (v ) = @ =@*tlso

%f V2(X1; 0; 1)
und folglich g
1 @I
——(X1;0;t) = gw(x1;0;t) = —(X1;0;t) : 8.7
@%(1 ) = 9Ww(x1;0;t) 9@)4((1 ) (8.7)
Wir konstruieren eine Losung fester Frequenz und Wellenzahl. Der Ansatz
' (X1 X2st) = u(xp) el ) (8.8)
soll ' =0 lesen mit den Randbedingungen (8.5, 8.7), d.h.
u® k2u=0; (8.9)
u{ h)=0: I 2u(0) = gu¥0) : (8.10)

(lineares Randwertproblem). Dann istv(x;t) bestimmt durch v=  grad' , der Druck p
durch (8.4) und die Ober ache (x;;t) durch

1@
(Xq;1) = a%t(xl;o; t) :
Lesung:
U(X2) = us €2+ u e 2 (8.11)

erfullt (8.9). Fur passendek, ! entspricht eber (8.8) jedem Term in (8.11) eine in 1-
Richtung laufende, quergedmpfte Welle.

h= 1 (tiefes Wasser). Dann kommt nur der erste Teil in Betrachty ! O fur x; !
1 ), und (8.10) liefert das Dispersionsgesetz

um:p& (8.12)
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mit Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten

r _
_t_ g, _d_1
Gh =T ok ST g T 2%

Der Realteil von' ist dann (fur u, reell)

' (% 1) = u, coskxy It )exe;
|
(X1;t) = uy Ssin(kxl t);

p(x;t)=  gxo+ uy ! sin(kxy !t)ez:

h < 1 . Dann berptigt man beide Teile (8.11), um die Randbedingung zu erien. Dies
fuhrt auf
k(u,e ™ u &M =0: [2(uy +u )=gk(uy u)

mit der Lesung

u =u,e 2kh

und dem Dispersionsgesetz
I 2(1+e 2kh) — gk(l e 2kh)

d.h. 0
(k)= gkth(kh) :

Fur kh 1 (h Wellenlange) ergibt sich (8.12), ¥ir seichtes Wasser (kh 1):
u =us und p__
I'(k)= k gh (keine Dispersion):

Bewegung der Wasserelemente und Stromlinien
Realteil von' (fur u. reell)

"(%1) = u, coskxy It ) (e +e Zhe kx2)
=2u.e " coskx; !t )chk(xz+ h):

Fer die weitere Diskussion setzen wik = 1. Dannist =2 und

"(%;t) = Acosky, 't )ch(xz+ h);
@'

vy = @x = Asin(x; !'t)ch(xz+ h);
Vp = % = Acosfk; !t)sh(x,+ h);
1@ .
= é%txzzo = Bsin(x; !t)

mit (kleinen) Amplituden A =2u.e "undB = A {[chh=u, (1+e").
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Ober ache (t =0): v

sinx; 0 TV 2

I | ™

Stromlinien (t = 0) sind Integralkurven an ~(x;0): Wegen divv = 0 gilt ¥ = grad

(s. (7.12)): Die Stromlinien vonv sind die Niveaulinien der Stromfunktion . Hier
ist
0 _ Vo cosx; sh(x, + h) _ . ]
vo= v = A sinx; ch(xa + h) = gradIAS|nx1?£1(x2+ h? :
(%)
X216
qj u 2U -
NN
> 0 <0
h
=0

Bewegung (x; 0,x, a). Die Lesung vonx= ¥(x;t) +(0;a;t) (kleine Verschiebun-
gen), d.h. von

X3 = Asin!t ch(a+ h) ; X = Acos!t sh@+ h) ;
ist
A A .
X1(t) = |—ch(a+ h) cosl!t; X o(t) = I—sh(a+ h)sin!t + a:

exponentlelle ampfung

Elllpsen \\ h<a< 0

Q

Im unendlich tiefen Wasseri! 1 ) ist das Verhaltnis der Halbachsen chg+ h)=sh(a+
h) ! 1: Die Bahnen sindKreise .

Beachte den Unterschied zwische®tromlinien %( ), dx=d = ¥(%;0), in der ersten Figur
und Bahnen x(t), dx=dt= ¥(x;t), in der zweiten, bei nicht-statiorarer Stromung.
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4. Kapillarwellen

Die Ober achenspannung eines Fluidums wird beschrieben durch die Arbeh , die zur
Vergresserung F der Flache eines Sicks der Ober ache aufzuwenden ist:

A = F > 0 (Materialkonstante):
Die Gleichgewichtsbedingung an einer freien Oberache gegen Vakuum lautet damit
pv+ F =0; (8.13)
wobei V eine beliebige Volumeanderung (mit zugelorigem F ) beschreibt.
Ober ache: X3 = (X1;X2) :

Der FlacheninhaltF deseber dem GebietD der 1, 2{Ebene aufgespannten Obemchen-
steicks ist

Z
F= dxidx,(1+(F ),
D
- . @ @
@x’ @x
Unter Beschmnkung auf schwach gelemmte Ober achen ist
z 1
F= dxidxy(1+ E(F‘ )?)
ZP z
F = XmdXZF r~ = XmdXZ
D D
fpartielle Integration) fer jede Variation  (x1;X2) mit @D= 0. Ferner ist V =

o dx1dx, . Durch Vergleich mit (8.13) ergibt sich die Gleichgewichtslzngung an freien
Ober achen:
p+ =0:

Nun korrigieren wir die Beschreibung der Tiefwasserwellen auf % durch Bericksichti-
gung der Ober achenspannung. Die Randbedingung= 0 ist zu ersetzen durch

_ @
PT @z
und aus (8.6) wird damit
@ o . @
@t(xl,o,t)—g(xbt) —@—%,
also
@ .. @ @
@ v Ol= Yyt “@zex

Der Tiefwasser-Ansatz
[ ikx1+kxo it
= u,€e
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fuhrt auf das modi zierte Dispersionsgesetz
r

I (k)= gk+ —k3; (O<k< 1)

mit der Phasengeschwindigkeit
r

o(k) = %: §+—k:

Crmin
Diese Funktion hat ein positives Minimum:
r— r

5 _
Cmin = kg for K= kpo= O
min
Im Fall von Wasser ist = 7:2 10 2N=m, = 103kg=m°® g = 9:81m=s’ und damit

Cmin = 23:1cmes fur die Wellenlange min =2 =K min = 1:73cm.

5. Einschub: die Methode der station aren Phase

Als Vorbereitung fur den nachsten Abschnitt untersuchen wir die Asymptotik von Inte-
gralen des Typs 7

f(y= dxg(x)e"®

X1
furt!'1 . Zuerst seih{x) 6 0 im ganzen Intervallx; X X,. Dann erhalt man durch
partielle Integration:

Z

1% gx)d ith (x)

fO=5 . % ax©
_ E 9(X) jtnx) 2 E 2 E a(X) o
= tha ot X X ©
=0t Y):

Nehmen wir an, dashq{x) eine (einzige) einfache Nullstelle im Integrationsgebiet bizt:

h9xe)=0; h%xe) 60
mit Xo 2 (X1;X2). Nach dem oben Gesagten ist nun
Z "
Xo+ )
f(t) = dx g(x)e"™ + O(t 1)

Xo "
fur beliebiges” > 0. Im so verkleinerten Integrationsgebiet setzen wis = x X und
entwickeln ,
S
g(x) = g(xo) + sg¥xo) ;  h(x) = h(xo) + th?Xo)

und nden:
z. Z. 2
f(t) =eMg(xe)  dse'ZN o) 4 eilo)glxy)  dssd'zMO 4ot Yy (8.14)

| —{z }
=0
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Im 1. Term bermtzen wir = s(tjh%x,)j)*? als neue Integrationsvariable. kr t ! 1
gehen dann die Grenzeh 1 und es entsteht dagresnel-Integral
Z
! P2 i=4 P

de' P=ze
1

25 ( =sgnh®xo)) :

Resultat : fur t!'1 st

2

1=2
[ j 7 s9n h%xo0) ith (xo) 3=2y .
tjhOQXo)j el g(XO) € + O(t ) '

f(t) =

(Eine Abschatzung des Fehlerterms zeigt, dass er relativ zumatirenden klein ist, sofern
t (%P + jgdih°Pjh% 2jgj * mit Auswertung bei x = Xg). Analoge, n-dimensionale
Integrale Z

f(t)= dxgx)en®
G

behandelt man ebenfalls, indem man die Phase um jeden statwan Punkt X,
@h=@(X,) = 0, quadratisch approximiert:

_ 1 X @h .
h(X) = h(Xo) + é - SiSj M(XO) .

Die symmetrische Matrix @h(xo) = ( @h=@x@X)(Xo) kann auf Hauptachsenform ge-
bracht werden und das (8.14) entsprechende Integral faktsrert. Resultat:

f(t)= ZT "2 det @h(xo)j 27 sIn@h(x0)  g(x )& *0) + Terme heherer Ordnung;

(8.15)
wobei sgnA = (# positive  # negative) Eigenwerte vonA.

Berechnung des Fresnel-Integrals

Im z 0
0ol 2(0; 2a)7lz=e"*;
0 1:X2(0;a7!'z=x;
2
2:12(0;1) 7 z=a(dl+it):
'1 a Rez
Einerseits ist 7 7D
ezz’:zdz:ei:4 ei2:2d .
0 0

andererseits, da e#*=2 analytisch innerhalb von ; + > o Ist,

z z z. z, 2
e ’2dz= e 2dz= e X2dx+i dtae TG )+ -
+ 0 0 P_{Z } !
0 1t 2 }
! 2=2
all
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wobei

L C(l tZ) 1=2;
1= 0 punktweise:
all
Das letzte Integral verschwindetdér a!1  (dominierte Konvergenz). Also
Z 1 Z 1
ei’2d =2 e ’2d =g 74 o
1 0

Anwendung. Fortp anzung eines Wellenpakets ind = 1

y
ey = j(kx 1 (k))
fsn= pK ¢ 0 dk

jA(k)je T ()

ist ein aus ebenen Wellen mik in einer kleinen Umgebungd um ko gebildetes Paket. Ist
A(k) > 0 (d.h. " o(k) =0) soist f(x;0) = f( x;0): Das Paket ist beit =0 um x =0
herum zentriert. Eine Phase (k) = ka entspricht einem umx = a zentrierten Paket. Die
Phase

"(k) = kx (Kt (k)

ist bei k = ko stationar, falls
"Ako) = x ! Ako)t  Ako)=0:
das Paket ist zur Zeitt zentriert bei
x= 1%kt + a;

d.h. ! ko) ist seine Geschwindigkeit Gruppengeschwindigkeit ).

6. Ringwellen in Tiefwasser

Wir interessieren uns hier nur é@ir die Form (x;t), % 2 R?, der Ober ache, die von einer
lokalisierten S®rung verursacht wird. Die allgemeine Form besteht aus eineuferposition
ebener Wellen:

Z
()= dPk( 4 (R)E®® )+ (R)(Rx+1))y
‘ £ sin't
=2 )? dPkANR)Ecoslt +(2 ) 2 d’k “(R)e®* I-
: _ b . )
mit | =1 (k)= " gk. Hier sind
Z
NR) = d’k (%0)e ®*;
Z
NER) = 2 @ . iR
(k)= d k@l(x,O)e

die Fouriertransformierten der Anfangslage und -Geschwindigk der Welle. Der Einfach-
heit halber sei die Welle ardinglich in Ruhe, @ :@tt:0 = 0, und raumlich wohl lokalisiert,
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sodass (K) glatt ist. Damit ist

(xt) = }(I(X;t)+ (% 1)
2 Z

1) =(@2 ) 2 dkAk) e

Wir werten das Integral mit der Methode der statiomren Phase aus. Mitk = ke und
"(R)=Rx ! (k)tist

r_—

! |
@:x @'t:x I Yk)et= x 1 et
@ 2 Kk
Stationar ist die Phase' somit beiRy = ko® :
= R fur t>0; k—g—tz' (r=1j%):
® = ’ 0 — 4r2! _J J .
Sie betmgt dort
p
" (Ro) = kor gkot
_o9® gt _ oot . .
= x ox oy Tow (2O
Ferner ist
. @ _ @ 'Y _ LYk) okik; ! qk) .
MBI GeKT ek k9 YT Tk Kk Tk b
wobei r_ r__
_1 9. Mo 3 9.
k 2 k8’ k 4 k8’

Wir k ennen annehmenk, und damit Kq,ﬁlgen in& Richtung: koy = ko, ko2 = 0. Dann
ist Aj (Ro) diagonal mit Eigenwertenz % t, 3 %t , also sgm (Ky) =0 und

k3 2
. . lgt? r2 1 1712,
jdetA(Ro)j = 8k 2 Kk 2u

wegenky = u=r. Die Approximation der stationaren Phase istgutéir u 1. Das Ergebnis
ist

2 1, . :
x0)=2 ) MRy ——— Z(eM+e
(9= @2 ) K)o )
N 2
= p%ucosu; u= i—tr (8.16)

fur r  d, die anfangliche lineare Abmessung der Welle: Dann isemlich NKy) = ~(0) +

Ko %(O) + .. mit relativer Gressenordnung der beiden Term®(; d) 1. Beachte,
dass Z

NO)Y=  d’x (x0)
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das ankngliche \Volumen" der Welle ist.

Diskussion. Im Bereichu 1, d.h.r  gt?>=4, ist die Gestalt (8.16) der Oberache

2
os(g :

2
9t . :
4r

4r3

Die Amplitude nimmt bei festemt ab wier 3. Die Maxima liegen ungedhr beir = ry:

gt?
~—=2n : = -—
4r, " 8n

und haben Geschwindigkeiterv, = %. Die Abstande zwischen den Maxima sind

gtz 1 1 8 8 r?
ﬁ = —Ilna :

Mn Mn+1 n+1 gt2 Et_z :

Abweichungen von der beobachteten Wellenform sind durch dieekhachkssigung der
Ober achenspannung bedingt. Deren Backsichtigung liefert eine positive minimale Grup-
pengeschwindigkeit.

7. Schi swellen

vt X
r(t

P
Das Schi hat auf der x-Achse die Positionx(t) = vt. Die Ober achenserung (Schi s-

welle) in einem Punkt P setzt sich zur Zeitt = 0 zusammen aus allen Ringwellen, die
vom Schi in den Positionenvt (t < 0) ausgesandt wurden:

Z 0
(P)= . dt (r(t);jtj) : (8.17)
Annahme: (vgl. (8.16)) ,
. u iu . — gt .
(r;t) r—ze' ; =

Der Hauptbeitrag zum Integral (8.17) kommt von dent-Werten her, wo die Phaseu(t)
des Integranden statiomr ist: Es ist

r(t)> = R%+ vt2 + 2Rvt cos (t< 0)
g2t t2

u(t)= = = —(v’t+ Rvcos
u(t) e r3( )
_ gt 2 2,2
= —=—(2r vt Rvt cos
4r3( )

t
= %(vzt2 +3Rvtcos +2R?) ;
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mit den Nullstellen: r
tyo = SR cos cog 8
k2= 9y 9

Beitrege statiorarer Phase zu (8.17) gibt es nur dann, wenti., reell ( 0) ist; dies ist
der Fall fur co&  8=9, d.h. falls

j j o= 195 :
Nur fur Punkte P innerhalb dieses Sektors ist das Wellenfeld zur Zdit= 0 wesentlich
6 0.
Fur den bekannten \Machschen Kegel" (dispersionsfreie Aus-
t breitung von Schallwellen eines milberschallgeschwindigkeit
v 0 v > ¢ iegenden Kerpers) sind die Vertltnisse anders: Hier
ist
1 _ V' Mach-zani :
SN o Cc

Bei den Schi swellen (im Tiefwasser, ohne Oberachenspannung) ist sin, unabh angig
von v, und so gross, wie bei einer Mach-Zahl (sig) * = 3.

Die Verhaltnisse bei statiomrer Phaseu = 0
lassen sich geometrisch wie folgt darstellen:
Der Grenzwinkel ¢ in der Figur ist gegeben
durch

sin o = 5:1:3:

Auf dem Kreis durchx = vt ist die Phase der von dort ausgesandten Wellen statian In
Punkten P% P%des Kreises gilt

rcos + Rcos = vt; r= —cos
und damit tatseachlich
—u=2r? Vv*? Rvtcos

=2r2 V2% wt( vt rcos)
vt
=2rr+ —cos =0:
2
Die Wellenfronten in P% P%liegen senkrecht zuQP° bzw. QP Grund: Die Phaseu =

u(P;t) erfullt u= @u=@0 fur die beiden Wertet = t,,(P), die sie statiorar machen;
dort ist 7~ [u(P; t(P))] = [ T u(P; t)]i=t(p)-
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Insbesondere laufen die Wellen auf dem Ke-
gel in die Richtung mit Winkel

1
“alz 9=
zu jener des Schi es, d.h. die Wellenberge bil- , Lo el
den dort den Winkel Q e O
2
E =55

zur Fahrtrichtung. Im Innern des Kegels verlaufen die Wellgronten etwa so (man beachte,
dass jeder feste Punkt innerhalb des Kegels dem PunRf bzw. P fur verschiedeneQ's
entspricht):

Querwellen

Langswellen
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9. Zweidimensionale Potentialstr emungen

1. Allgemeines

Wir behandeln statiorare, wirbelfreie Stemungen eines idealen, inkompressiblen Flui-
dums im R?, den wir mit der komplexen EbeneC identi zieren: z = x; +iX,. Hier steht
uns als Hilfsmittel die Funktionentheorie  zur Verfegung.

Seiw(z) eine in G analytische Funktion vonz = x; +iX,. Wir zerlegenw in Real- und
Imaginarteil
W=V, iVy:

Dann lauten die Cauchy-Riemann Bedingungen (@w=@x (1) @w=@X
Vig+ Vo =0 : divv=0

Vio Vo1 =0 : rotv=0 (9.1)

fur ¥(x1;x2) = (v1;Vv2). Dies sind gerade die Feldgleichungen einer inkompressihlevir-
belfreien St®emung:

W=V, Vs
analytisch

v = (Vi Vo)
wirbelfreie, inkompressible Swmung

0 (9.2)

Potential
Als analytische Funktion lasst sichw(z) (auf einfach zusammenangendemG) stets schrei-
ben als Ableitung

w(z) = %

einer analytischen Funktion (z). Wir zerlegen

= 1 12

und nden
Vi = 1= 22, Vo = 21 = 12
also
v= grad ;; ¥ =( Vyvi)=grad , : (9.3)
1 Ist also das feihere Geschwindigkeitspotential ' (s. 7.3); » die Stromfunktion

(s. 7.12): Die Niveaulinien von ; sind senkrecht zu grad ,, also parallel zuv, und somit
identisch mit den Stromlinien .

Beispiel. Schwerewellen, s. S. 77. Geschwindigkeitspotential und Striumktion,

1(X1;X2;1) = Acoskxy; !t )chk(xz + h);
2(X1;X2;t) = Asin(kxy !t )shk(x, + h);

fegen sich zu einer analytischen Funktion

= 1 1 ,=Acoskx; 't +ik(x,+ h))= Acosk(z+ih) It)
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zusammen (verwende coa@ ib) = cosachb isinashb).

Randwertproblem

An (ruhenden) Wanden mussy tangential sein, d.h. , = const. Die Tangentialgeschwin-
digkeit ist damit

d, d
ds = ds
(s: Bogenknge des Randes). Weiter werden wir meist noch Randbedingungen v im 1
stellen. Insbesondere éngt die Lesung linear von den Randbedingungen ab (Superposi-
tionsprinzip).

(9.4)

Zur Konstruktion von L esungen kann man das Hilfsmittel dekonformen (analytischen)
Abbildungen verwenden,

wobei f eine analytische Funktion vonz (mit f{z) 6 0) ist. Es sei eine Lesung des
Randwertproblems aufG: analytisch in G und , = const auf W. Dann ist

@)= == ( (2%
eine Losung des Randwertproblems auB?: Cist analytisch aufG°und 9(z% = (f ?
(z9) = const auf WP Die zugelorige Abbildung des Geschwindigkeitsfeldes ist gegeben
durch

wiz) = w(2)[f(2)] *: (9.5)

Wichtig ist, dass dabei auch di&Zirkulation in mehrfach zusammenaingenden Gebieten

G erhalten bleibt. Sie ist de niert als
I I

Z w(z)dz = w(z)dz ; (9.6)

0

— T
(<)
was mit der fraheren De nition (s. (7.8)) ubereinstimmt: In

wdz=(vy ivy)(dxy +idxy)
(Vl Xm + Vo dXz) + |( V1 dXz \/) Xm)
v dx+iv  dx (9.7)
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verschwindet der 2. Term auf dem Rand o, wo ¥ k dx. Unter der Abbildung f ist nach
(9.5) | |

Z= w(@dz= w{z%d= z°
0
Fur Z 6 0 ist das Potential (z) mehrwertig: nimmt bei einem Umlauf um um Z ab.

Die Zirkulation um einen umstemmten Kerper K ist die fundamentale Gesse, welche die
resultierende Kraft F der Stremung aufK bestimmit:

Lemma (Blasius). Es seiF = (Fy;F;) und F = F;  iF,. Dann gilt
I

w2dz : (9.8)

i
F=_
2

Man beachte, dass in (9.8) durch eine beliebige Schleife uk
ersetzt werden kann, dav? analytisch ist.

Beweis. Nach dem Satz von Bernoulli (7.5) gilt (keine Volumenlafte hier)

— 1 A 2
P= Po >
mit po eine Konstante. Damit ist
I
F= pAds;

bzw. in komplexer Darstellung (" = komplex konjugiert)
I .

F= pidz= IE v2dz ;

da po keinen Beitrag liefert. Nun ist auf wegenv; dx, = v, dx; (vgl. (9.7))

w2dz= w(wdz) = (vi  ivo)(vy dxg + v, dxy)

vadxy + vadxy i(vidxy + V5 dxy)

v2dz ;
woraus (9.8) folgt.

Satz (Kutta-Zhukovski). Es seiv(%) ! w furjx!1 , und
Z die Zirkulation (9.6) um K. Dann ist

F=2Z(Mi2 Vi1)= Z¥]: (9.9)
a4l

Beweis. Im Ausseren eines Kreises utd hat w(z) eine Laurent-Entwicklung:

b
w(z) = WpZ

n=0

n
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mit wo = v 1 ivy o und 7
Wy = ! w(z)dz = zZ .
T2 T2

Somitistfer z!1

2w
W(2)= Wi+ SO+ O(z )
= wg + 2_1|Z 2Z(vi1 ivig)+ O(z %)

und nach (9.8)

F=F IiF= I§ 2Z(vi1 ivig)= Z(Viza+ivig);
da Z reell ist, folgt (9.9).
Beachte, das nur Auftrieb , aber keinen Widerstand esihrt!

Bemerkung. Im 3-dimensionalen Fall (tir einen Kerper K endlicher Ausdehnung) im
analogen Fall stetsF = 0! (Satz von d'Alembert )

Beweisskizzevy = grad' mit

" =0 auf R®®nK; %n: 0auf @K ; grad' !m_!1 M
Die einzige losung' mit
"= W x+ o(l) (9.10)
farjxj=r!11 erfullt
(%)= wm x+0(r ?): (9.11)

Zur Begrandung kann man' auf beliebige glatte Art ins Innere vonK fortsetzen und
erhalt so ' (%) = (%) mit supp K. Die einzige losung davon mit (9.10) ist

. _ 1 3 (¥)
()= ™ % 7, d ij "
= N %X+ ?+ o(r ?): (9.12)
Wegenv k @Kund divv = 0 gilt aber
g @ Z g Z Z N
0= v do= lim v doe= a Ilim = de= 4a;
@K RI1 ixi= R RI1 ixi=r I

da der erste und dritte Term in (9.12) nicht beitragen. Damit st (9.11) bewiesen. Nun

beretzen wir (vgl. (6.7|)) |

Fi = pdq = (ViVik + p ik) do (davk @K
7@K @K

= (Vivk + p i) do :
*¥=R

Mit ¥=+ + O(r 3),p=p1 + Oér %) (letzteres ausp+ v 2 = const) folgt

F = R'[[n (ViiVvik+ p1 ik)do =0:
: ¥=R
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2. Konstruktion von 2-dim. Potentialstr emungen

Im Gegensatz zum 3-dim. Fall, legt die Geschwindigket; im Unendlichen die l®sung
nicht eindeutig fest. Diese Nichteindeutigkeit entspricht veschiedenen Werten der Zir-
kulation Z.

Wir illustrieren an einfachen Beispielen die Mtzlichkeit konformer Abbildungen, hier der
Abbildung

RZ
u7! z(u)=u+ mn : (9.13)

AR
QJR 2R 0 R

u-Ebene z-Ebene
\Zylinder" \Platte"

Der \Zylinder" juj = R wird dabei abgebildet auf die \Platte":
u= Ré 7! z=2Rcos (9.14)

mit O < 2 .Aus ,

Zqu) =1 z(R?=u) = z(u)

uz ’
ersieht man, dass die Abbildung (9.13) da#dwussere des Zylinders eindeutig (mit ana-
lytischer Inverse) auf dasAussere der Platte abbildet ¢ = z(u) hat 2 Urbilder u, eins
davon im Ausseren des Zylinders). Die Abbildung hat nur die Singulasten u = R
(zqu) = 0). Ihre Inverse ist gegeben durch

u= -+ — RZ; (9.15)

wobei in der (durch die Platte) geschnittenenz-Ebene derjenige Zweig der Wurzel zu
wahlen ist, fur den ™ 777 > 0 ist, falls z reell > 2R ist. Ferner ist

z(w)! u (u'l ); uz)! z (z'1 ): (9.16)

Transformation der Str  emungen (s. S. 87)
Potentiale

(u) ! (2)  (u(2)

Stremung am Zylinder Stemung an der Platte

Geschwindigkeiten



Tangentialgeschwindigkeiten am Rand (9.4)

vV = ld_ | Vv = d_ = d_ = d =d
~ Rd ' ~ dx  dz  dz=d
. d=d
=R = A7
(u €) 2R sin (0.17)
Dabei bleibt die Zirkulation unverandert. Falls (u) ! w; u, (u!l ), so gilt nach

(9.13) auch (z2)! w; z, (z!1 ). Nach dem Satz von Kutta-Zhukovski wirkt somit
auf den Zylinder und die Platte dieselbe Kratft.

Ferner gehen unter (9.13) Stromlinien in Stromlinien, und tupunkte (w = 0) in Stau-
punkte wber (ausser evtl. beu = R!)

Beispiele (v, reell > 0)
(1) Die triviale Plattenstr  emung

(2)= wviz; w(z) = vq
entspricht der Zylinderstromung

R? R?
w= v u+7 ; w(u)=v; 1 g ; (9.18)

beide haben Zirkulation = 0 (Kraft F = 0).

Zwei Staupunkte R

(2) Die einfacheWirbelstr emung um den Zylinder

(w = Alo u= 5aru+EIo juj ;

= 5 gu= > g > gjuj;
z

w(u) = PR (Z reell)

hat nach (9.6) die Zirkulation Z und kreis®ormige Stromlinien. Wegenw; =0 ist F = 0.
Unter (9.13) gehen die Stromlinierjuj = ré (konzentrische Kreisey  R) in konfokale

Ellipsen
. R?2 . b
z=ré + Te' = acos +ibsin
mit a= r+R?=r,b=r R2?=r (konfokal, dac> = &> I¥ = 4R? c/a
unabhangig vonr).
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Langs des Zylindersist = Re , (u)= Z =2 +const, die Tangentialgeschwindigkeiten
(9.17) dort und an der Platte also

Z Z
“2R’ T &Rsin’ (9-19)
was an den Kanten =0; (vgl. (9.14)) divergiert. Damit treten (nach Bernoulli) dort
immer negative Drucke auf: Diese Samung an der Platte istunphysikalisch !

(3) Drehung von (1)
Jede Stemung (u) am Zylinder geht unter einer Drehung

\Y

u7! ué ; (U= (e'u

wieder in eine Stomung (u) am Zylinder uwber. Dabei werden die Geschwindigkeiten
mitgedreht

W (u=e' we ' u;: (W= vi+ivy):
So wird aus (9.18):
. . R2
(U= v, e'u+e m

und mit der Abbildung (9.13) die entsprechende Semung an der Platte:

Langs der Platte gilt weiterhin (9.14), also
(u= Ré )= Vg R(ei( ) e ))
= 2v; Rcos( )
und damit die Tangentialgeschwindigkeiten (9.17):

v=2v; sin( ) ; V=V SmilT) ; (9.20)
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Es gibt zwei Staupunkte ( = ; + ), und an den Kanten ( = 0; ) ist w immer
noch divergent (unphysikalisch). Die blosse Drehung um den Zytier erzeugt so in der
Plattenebene eine nicht-triviale Transformation der S®wmung!

(4) Superposition von (1) und (2)

= vi u+ —
! (9.21)

2
wu)=v; 1 = +

Diese Stemung bewirkt nach Kutta-Zhukovski (9.9) eine
Kraft auf den Zylinder:

F=2(0; vi):
Staupunkte : w(u) = 0 fehrt auf
1
E 2 1+ ZR E:O
R 21ivi R
d.h. auf
r
Z Z >
=R i=— -
Rz Z,
Zc=4 Rvq

Fer jZj < Z . ist juj?> = R?: Die zwei Staupunkte liegen auf dem Zylinderpf Z = Z,
recken sie zusammen zu = iR, fur Z > Z . bleibt nur ein Staupunkt ausserhalb des
Zylinders (fur die andere losung istjuj < R):

o~ U
oo

(5): Drehung von (4) (= (3) + (2))

Py)
N

(U= v; e u+e m %Iog(ei u) : (9.22)

(Der Faktor e ' im letzten Term addiert zu nur eine irrelevante Konstante). Die
Tangentialgeschwindigkeiten sind die Summen von (9.20, 9)19
Z vi Rsin( ) (Z=4)

= i 4+ — - = .
% 2vy sin( ) SR % Rsin (9.23)
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bei z = 2R cos . Durch passende Wahl vonZ kennen wir nun einen Staupunkt am
Zylinder nach =0 bringen,

45 = v; Rsin ; (dh.zZ2= Z.sin ); (9.24)
sodass er auf der Platte auf die Singulast des Nenners trit. Dadurch wird die Ge-

schwindigkeit langs der Platte

sin( ) +sin
sin
an der \Hinterkante” =0 endlich , und zwar (de I'Hopital-Regel)

' v( =0)= vy cos :

Der Auftrieb ist dann
jFj=4 v {Rsin : (9.25)

z= 2Rcos?2

=

Es bleibt ein Staupunkt und die Geschwindigkeit an der \Vorde

kante" z = 2R ist immer noch divergent! Diese Semung ergillt &)
aber dieexperimentell beobachteteKutta-Bedingung : An der >_
Hinterkante eines spitz auslaufenden kigels bsen sich die Strom- //’—)
linien in Richtung der Spitze ab mit gleichen Geschwindigkesn

oben und unten.

i\\\ \

Die Zirkulation stellt sich in der Startphase (keine Potentiastroemung!) entsprechend ein.

Bemerkungen. 1) Der Grund der Kutta-Bedingung liegt in der Viskosi&t und kann so-
mit erst mit den Begri en aus Kap. 10 verstanden werden. &r ideale Fluida istZ beliebig
und insbesondere nicht durchv; bestimmt, wie dies in (9.24) der Fall ist. Die entspre-
chenden losungen sind keine Bherungsbsung #r das reale Fluidum, schon wegen den
unterschiedlichen Randbedingungen (6.14, 6.21)uFkleine Viskositaten und in gunstigen
Fallen bleibt die ideale losung aber brauchbar ausserhalb einemdnen Grenzschicht, in
der die reale Geschwindigkeit von Null auf den Wert der ésung springt. Ginstig ist der
Fall, falls das Fluidum am Rand beschleunigt wird, oder nur weg verzegert wird; anson-
sten lost sich die Grenzschicht vom Rand ab und die idealeekung wird irrelevant. Die
Hinterkante in der Figur auf S. 92 (rechts) weist wegen der Divgenz der Geschwindigkeit
eine starke Verpgerung auf, nicht aber die in der Figur oben.

94



2) Ahnliches gilt im Beispiel 4 #r die Stromung um einen sich mit Winkelgeschwindig-
keit drehenden Zylinder. Solange die losungen auchedr eine haftende Randbedingung
relevant sind (dies ist der Fall &r vi < R), erfahrt der Zylinder eine Kraft (9.9) mit
Z =2 R?(Magnus-E ekt ).

(6) Zhukovski-FI egel
Wir vergressern den Zylinder um den Faktor

um den Punktu = R:

(u-Ebene) @-Ebene)

Das Zhukovski-Pro | ist das Bild des Zylinders (grosser Kreis). W diskutieren den Ver-
lauf bei z = 2R mittels der Entwicklung

R

g 1+1

wobeiu R= (R€ R),d.h.

7= u+ :2R+R[(% 1) (% 1%+ 0]

u - 1
— 1= (¢ 1= (i =Z°2+::1);
= € D= G 57+
also ; 9R
v 1+i2: 2+i( 1)3+::::

Die Hinterkante des Pro Is hat damit die Gestalt einer Spitze:

_ 2. ZT
1 l

= DE=( ) e

Die diskutierten Stremungen lassen sich auf den vemgserten Zylinderebertragen, so
z.B. das Potential (9.22)

R+ )? |
(u+ )

Die Tangentialgeschwindigkeit am Zylinder ist dann wie in (23) bis auf die Ersetzung
R; R+ .Insbesondere ist der Auftrieb bei Einhaltung der Kutta-Bedingng

(U= vi (u+ )e' +

Z i .
ﬁlog(e (u+ )):

jFi=4 v 2(R+ )sin : (9.26)
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Hier ist nun v wberall endlich! Schon bei kleinen Ansemungswinkel kommt es aber
oberhalb der Vorderkante zu einer starken Vesgerung und damit zum ungnstigen Abriss
der Grenzschicht (vgl. Bemerkung auf S. 94). Relevant ist dietrmung ®ir j j . i -
Durch Wahl des Pro Is (d.h. von ) kann man ;; bein ussen innerhalb von ; . 15.

Einen asymmetrischen Zhukovski-FI  mgel erhalt man so:

2R

Hier ist der Mittelpunkt des Zylinders bei  (komplex) und der RadiusjR+ j so gevahlt,
dass der Zylinder immer noch durch die Singulasit u = R der Abbildung (9.13) verkuft,
bzw. die Spitze bekz = 2R liegt. Bei der Parametrisierungu+ = jR+ j€ des Zylinders
bleibt zwar die erste Gleichung (9.23) bis auR + ; jR+ | gultig, aber dem Punkt
u = R entspricht nun = < O (s. Figur) statt = 0. Entsprechend folgt aus der
Kutta-Bedingung

jFi=4 v 2jR+ jsin( + ):

Das asymmetrische Pro | ist aber hinsichtlich des Auf-
triebs nur scheinbaraquivalent zu demum  gedrehten
symmetrischen Pro |, vgl. (9.26). Das relevante Inter-
vall ist neu nicht einfach das entsprechend nach links _sin
verschobene Intervall, d.hj + j. i, sondern es ist ’
weiterhin durch den Anstemungswinkel gegesiber der 4
Vorderkante bestimmt. Da diese nach unten geneigt ist, - Krit
wird das Intervall j j. i eher nach rechts verscho- ,
ben. Somit lassen sich mit dem asymmetrischen Pro | ‘
gressere Auftriebe erzielen.

osin( + )
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3. Auftrieb und Widerstand

Im Unterschied zum 2-dim. Fall kann ein Fbigel mit Zirkulation in Dimension 3 nicht
von einer wirbelfreien Stsmung umgeben sein, da sein Komplement nun einfach zu-
sammentangend ist. Der Fhigel ist mit dem Unendlicheneuber eine Wirbelschleppe
verbunden, die sich mit der Bewegung stets venhgert. Die dazu erforderliche Arbeit be-
wirkt einen induzierten Widerstand, der im Folgenden berectet und minimiert wird. Wir
idealisieren die Wirbelschleppe als ein Blatt R, in der Ebenex, = 0 der Wirbeldichte

F(X) = W(Xs) (X2) (X1)&; (9.27)

das sich hinter dem FRigel ausbreitet. Wir zeigen, dasw sowohl Auftrieb wie Widerstand
bestimmit.

__________ b bx3
R+
X1 X2
S
---------- b b

X3

Das Pro | des Flugelsandert sich mit x3 und ebenso seine ZirkulatiorZ (x3). Der Satz
von Stokes, angewandt auf einen Zylinder, der dendgel zwischen den Querschnitter$
und xumbheillt, liefert 7

XOO

Z6P Z09=  wixs)dxs; (9.28)
x§
d.h. dZ=dxz = w(x3). Das Geschwindigkeitsfeldv soll fortan auf das Ruhesystem des
Fluidums im Unendlichen bezogen sein. Wir gehen ferner davonsa dass es weit hinter
dem Flugel (x;  b) wie in (7.12, 7.13) durch+ bestimmt ist. Insbesondere istv; = 0
und v symmetrisch bzgl. der 2-Achse.

Der Widerstand W ist gleich der Energie pro lengeneinheit (in 1-Richtung) der Wirbel-
schleppe:
z Z
5 (V5 + V3)dxodxs = 5 (F 1)%dx,0x3
I

= = 1 dAa: (929)

=
I

Hier wurde benutzt, dass (i) die Stemung ausserhalb wirbelfrei ist und somit aufR?n
ein Potential ; = 1(X7; X3) besitzt,

Q)

(Vo;v3) = = 1,

1. @
X @x%

Q)
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(i) die Stremung inkompressibel ist, und somit ; = 0 in der Identit at div( 7 ;) =
(7 )2+ | 1. Die Eigenschaften (i) und (ii) werden wie in (9.2) zusammentgsst zu

W=V, Iivg= d. (z= x3+iXp)
- V2 3~ dZ’ - A3 2
fur eine analytische Funktion (z)= 1 i ,. Somitistin (9.29)
1 da=(r 1)? dx= % dx=Im @dz ;
@z
vgl. (9.7). Der Widerstand ist zu vergleichen mit dem Auftrieb 9.9)
Z b
F= vy,  Z(X3)dxs; (9.30)
b
wobei Z(x3) =  1(X2;X3) S;O . Zu diesem Zweck stellen wir die geschlitzte-Ebene

einmal mehr mittels der Abbildung (9.13) dar (bis auf Multipikation mit i, da der Schlitz
nun vertikal ist), s. Fig. auf S. 90. Ihm entspricht ein Kreis Cvom RadiusR = b=2 und
dxz = bsin d . Dann wird aus (9.29, 9.30)
I I

— Im —du ; F= wvib sin d
2C1 @U 1 C1

mit (u) = (z(u)). Die Funktion (u) ist analytisch in juj > b=2 und hat deshalb eine
Laurent-Reihe

W =

R p,
(W= i ¢ = u":
2
n=1
Die Stremung ist nun symmetrisch bzgl. der Re-Achse, also (u) = (u), wasc, = Gy,
d.h. ¢, reell, zur Folge hat. AufCist u=(b=2)¢ ,du=iud , also
A
@du: n ¢ b "und :
@u _ 2
n=1
A
Im Qdu =n c,sinnd :
@u i}
p n=1
Zudem ist dort ; = ! G sin d . Daraus folgen
W = 5 nc ; F= v,bg:
n=1
Das Verhaltnis von Widerstand und Auftrieb erfellt
W C1
— 9.31
F 2v, b ( )

fur F > 0 und erzielt den minimalen Wert auf der rechten Seite, falls, = 0 far n 2.
Dem entspricht (u) =ic; b=2u=ic; 2u=bund nach (9.15, 9.28)

Z(x3) = 2C1p 1 (x3=B2?;

_ 2c, X3:b .
TR PTG
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Insbesondere nimmt die Wirbeldichte gegen die &gelspitzen hin zu.

Um die Abhangigkeit des minimalen Widerstands von der @Gsse der Rigel sichtbar zu
machen, thren wir dimensionslose Auftrieb- und Widerstandskoe zienten &

F W
Ce = ; Cw=1t—5=:
F s W lvzs

NI
<

wobei S die Flache des Rdigels ist.Cr ist invariant unter einer homogenen Vergosserung
des Fhigels. Dann lautet (9.31)

W Cw Cr
F C- 4

S
& )
wobeiS=lF = O(b 1), (b! 1 ). Bei dieser Diskussion unbercksichtigt geblieben sind: (a)
Die Wirbeldichte (9.27) ist keine losung der 2-dim. Wirbeldynamik (7.14). Unter dieser

rollt sich sich die Wirbelschleppe seitarts auf; (b) Der Widerstand infolge Viskosiat des
Fluidums.
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10. Inkompressible, reibende Fluida

1. Allgemeines
Es sei an die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen (6.20nnert:
divv=0;
Dv _
Dt
Der Reibungsterm wirkt dissipativ : Wegen

F rp+ «¥: (10.1)

ik = Pkt (Vik+ Vi)  (Spannungstensor)

2
"= % + U(%) (F= ru); (Energiedichte pro Masseneinheit)

und DU=Dt = ¥ f U lautet die Bilanzgleichung (6.9) der Energie eines mitgetirten
Volumens V; 7 7 7

d
— "d 3X = Vi ik dOK Vik ik d3X .
dt v, @v Vi

Der erste Term auf der rechten Seite beschreibt die Leistung di~ der Ober achenkmfte
fi = i dog; der zweite,
z z

Vik ik ®x = 2 DxDik d®x 0;
Vt Vt

Dy = %(Vi;k + Vii) (Verzerrungsgeschwindigkeit)

die Reibungsverluste.

Randbedingung. Am Rand eines (ruhenden) Gefssess soll die Flussigkeit haften

(statt bloss v x = 0 fur die ideale Fhissigkeit; mathematisch: Die Gleichung (10.1) ist
2. Ordnung im %). Wegen

1
Dlzk = Z(Vi;k Vk;i)2+4 Y'_‘{%/E
(Vik Vk)ii
lautet die Energiebilanz #ir beschenktes G auch
d* z
g A= (rotv)?d: (10.3)
dt ¢ G

Reynolds-Skalierung. (F =0) Essei eine durch die Anordnung ausgezeichneteange
und eine ausgezeichnet&eschwindigkeit , z.B. = R undv = v; fur die Stremung
um eine Kugel. Dann éihren wir statt x;t dimensionslose Variablerx’; t° ein durch



Ferner skalieren wir

p=*p"
Dann lautet (10.1)
Dv’ 0. 1 4o
— = 9+ = % 10.4
Dt© rp Re (104)
Re=—: Reynolds-Zahl des Problems.

Geometrischahnliche Stemungen mit gleicher Reynoldszahl sind nur verschiedene Ska-
lenmodelle einer einzigen, durch (10.4) beschriebenenestiung.

2. Beispiele von Str emungen

Die Stremungen sind statiomr, ausser das Gegenteil sei gesagt. Stets iBt= 0.

(1) Ebene Str emungen
Wir verwenden kartesische Koordinatenx;y;z) und Komponenten. Stemung:

¥=(v(y);0;0):
Damit ist
divvy=0; (v F)v=0 (10.5)
und Gl. (10.1) lautet
Ffp= «~= (@'O'O)' (10.6)
p= = (G2 00: .

Somit hat 7~ p hat nur eine x-Komponente:p = p(x). Wegen divv = 0O ist

p=p%x)=0; alsop(x)=p X

( : Druckabfall pro Langeneinheit inx-Richtung). Gl. (10.6) lautet nochd?v=dy* = =
Nach zweimaliger Integration mitv(0) = 0;v(h) = U ist

VY= 5y W+ Ty

Die Schubspannung auf eine horizontale Fache ist

dv U
- = h + —
dy > 2y) H
und der Massenstrom pro L angeneinheit in z-Richtung
z h
U

dyv(y)=(—h3+ = h
0y(y) (12 > )

Spezialtélle sind =0 (Couette-Stromung) und U = 0 (Poiseuille-Stromung).

(2) Poiseuille-Str emung im Rohr (Kreiszylinder)
Wir rechnen mit kartesischen Komponenten, ausgesickt in Zylinderkoordinaten (r;'; z ).
Die Stremung

¥ = (V15 V2; V) = (0505 v(r))
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erfullt (10.5), sodass Gl. (10.1) lautet:

_1d d
v= (00T T V() (10.7)

grad

(benutze z.B.x  (X1;X2;0), Fr

I
[X
I
=

rv(r)+§ OI—V—érd—V
rodr r2 dr’
X _ dv 1d dv
V= 5 Fro= o

da divx=r2 = 0). Somit hat ~ p nur eine z-Komponente, d.h.p = p(z). Ferner ist nach
(10.7) wegen diw=0

p=pA2)=0
alsop=py z: = Druckabfall pro Langeneinheit inz-Richtung. Die 3-Komponente
von (10.7) lautet somit
iddv_
rdr dr
und nach Integration
dv _ 2 . _ 2
ra— 2—r +C; v(r) = v(0) 4—r
(dv=dr(0) endlich!  C =0). Die Randbedingung erfordertv(R) = 0, also
2 .2 r?
V()= (R )=vO (@ &)

Die Schubspannung auf die Wand st

dv_ R
2
und der Massenstrom durch das Rohr
Z R
2 drrv(r)= =v(0) R?
0 2
R 4
=5 (Hagen-Poisenille)

ist halb so gross wiedfr eine homogene Semungv(r) = v(0). Im Eulerschen Fall ( = 0)
ist jedes Stemungspro | ¥ = (0; 0; v(X1; X2)) meglich, aber nur wirbelfrei fallsv(xy; x,) =
konstant:

(3) Laminare Grenzschicht
Nicht-stationare Lesung: Einkihren einer ebenen Wand in eine homogene &tnung (Ge-
schwindigkeitv, ) zur Zeit t = 0, bzw. pletzliches Anhalten einer mitgedihrten Wand

t< 0:v=(vy;0;0)
t> 0:v=(v(y;t);0;0)
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Damit gilt auch hier (10.5) und die Navier-Stokes GI. (10.1)dutet
@v_ 1@p+ @v 0= @p

e ex @ ey 77
Wie oben folgtp(x) = po (t) x. Gleicher Druck beix = 1 erfordert (t) O:
@v_ @v
@t @y (10.8)
mit
viy;00=vi ;  v(lit)=wvi;  v(Ot)=0:

Die Gleichung (18.?) mitsamt Randbedingungen ist invariant mter Skalierungt ! 2t;
y! vy, wobeiy= t fest bleibt:

v(y;t) = v(y; °t)
1 1
=V =Y, vi ()

Pty

Mit @ =@t =2t;@ =@y - folgt
|OO+21 0=0:

Randbedingungen:

Lesung:

Die Grenzschicht , in der v(y;t) wesentlich vonv; verschieden ist, wchst mit P t.

(4) Couette-Str emung zwischen rotierenden Zylindern
Wir rechnen mit 2-dim. kartesischen Geschwindigkeitskompontam, ausgedeckt in Po-
larkoordinaten (r;" ):

v¥=v(r)( sin'; cos')

(tangential und station ar). Nun ist

1

1
r r2

o _ _ @ @ @ .
visvirg T @rrer e

also
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(v F)v= \:—z(cos'; sin' ) ; (radial)

1 . :
v =(vO% Fvo rlz)( sin; cos ) ; (tangential)
Die Navier-Stokes Gl. (10.1) lautet
a= (M )y fp+ «:

Radialkomponente: Wegen der Zylindersymmetrip = p(r) ist

z
v? T V(s
=10 pn= R)+ dsed (10.9)
r Ry S
Tangentialkomponente: Die Gleichung
1 .
v+ Fvo rv—2=0; V(Ri)) = iR (i=1;2)
hat die linear unabhangigen Llosungenv = r;r 1. Somit ist
b
v(r)= ar+ - (10.10)

mit (aus Randbedingungen)

2 2

a (1 !'2)RIRZ
- R} R} '

RS R%

;b=

3. Instabilit aten

Die Couette-Stmmung (10.10) war eine der erstenwef die man die Stabilitat experimen-
tell und theoretisch untersuchte. Im Fall! ; > 0,! , = 0 kann man z.B. die Reynolds-Zahl
Re = (';Ry)(R1=) = ! ;R?= benutzen. Fur kleine Re (kleine! ;) ist die Couette-
Stromung stabil. Bei einem kritischen Wert Rg kippt sie aber um in eine andere sta-
tionare, stabile und immer noch' -unabhangige Stemung, die nun aberz-abhangig ist
(Taylor-Stremung). (Ferr noch hehere! ; treten kompliziertere Muster auf, bis schliesslich
Turbulenz eintritt.) Wir untersuchen das Einsetzen der Instaliit at.

A. Das Rayleigh-Kriterium. Wann ist eine tangentiale Stremungw = v(r)e eines
idealen Fluidums instabil? Heuristisches (notwendiges) Kriterium: Falls es energetisch
geinstig ist benachbarte Stromlinien (ber, > r ;) zu vertauschen. Dies geschieht unter Er-
haltung der Zirkulation Z(r) = 2 rv (r) (Wirbelsatz von Kelvin, (7.9)). Die Energiedichte
pro Masseneinheit ist'(r) = v(r)?=2 = Z(r)?=8 2r?, also

vorher: 8 2"0= 72,2+ 7%r,2;
nachher: 82"%= Zz2r,%+ 7%r ?;
also
1

n n 1 .
82" "Y=(27 D) 5 5

|r1_{z_r§
>0
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d.h. Instabilit at tritt ein, falls Z?(r) irgendwo fallend ist. Im Fall der Couette-Stemung
(10.10), wo
Z(r)=2 (ar’+ b ;

also, falls! ; a < 0. Allerdings hat die (nicht bemricksichtigte) Reibung eine Ausweitung
des Stabilimtsgebiets zur Folge.

B. Linearisierung der Navier-Stokes Gleichungen. Wir verwenden nun zylindrische
Koordinaten und Komponenten,

Y=Vvig+Vve+Vs;
beschrmnken uns aber auf axialsymmetrische, d.h.-unabhangige Felder:
v, = vi(r;z); (i=nr%z):

(Damit wird die Beobachtung vorweggenommen, wonach die Tiy-Stremung diese Sym-
metrie aufweist.) Dann ist

b_@ , @ @,

ﬁ_ @t V’@r @ (skalar)
Dv _ Dv, V? Dv. V.V Dv,
ot = (ot et(prt et pres
@,1@ @
= = 4+ - = —
@ ; @r @% (skalar)
V, %
v=_( VW _r)'er"'( \4 r_z)e+( V.)€
@v, v, @y,
divv = @r+ T @z
Damit lauten die Navier-Stokes Gleichungen (10.1)
Dv, V? 1 v,
r @r r
Dv. Vv Vo
Dt = (v ) (10.112)
DVZ = }Qp+ V,
Dt @z
mit = = , sowie die Kontinuitatsgleichung
@v . @y
—+ —=0": 10.12
@r r @z 0 (10.12)
Die Lesung (10.10) schreibt sich hier alsvC; p°) mit
VO = ar + ? V(Ir); v =v2=0; p° = (10:9) : (10.13)

In den Gleichungen (10.11, 10.12) setzen wir nun
v=v'+ ¥ p=pitp
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und behalten nurGlieder 1. Ordnung in (¥; p). Diese ertllen die Randbedingung
¥=0 furr=R;R, (10.14)

(die Drehung der Zylinder ist schon inv® berecksichtigt). Die so linearisierten Gleichungen

@ 2V 1@ Vi
—_ N = —— 4+ ~ —) -
@r dv. V v
-+ (—+ — = ~\/ —):
1y
@Z = 1‘@+ ~Vz ;
ot @z
@'r V'r @Z
=y Ty =z 10.1
o’ T ez 0 (10.15)
behandeln wir im Grenzfall einegngen Zwischenraumes :
d:= R, R Rq: (1016)

Wegen @=@= O(1=d), 1=r = O(1=R;) kennen dann die unterstrichenen Terme wegge-
lassen werden, und = @=@%+ @=@%

Ansatz: (Translationsinvarianz in z-Richtung)
(%) = (¥(r); p(r))e’ ' :

Durch Einsetzen in (10.15) bestimmt man Modeny{( (r); p (r)) und komplexe \Frequen-

zen" = (k),( =1;2;:::). Dabei bedeutet
<0 : . abfallende
Re > ¢ne exponentiell anwachsende Sterung.

Die Stabilitatsgrenze (im Parameterbereich!(;;! ,)) liegt dort, wo

Re (k) O furalle ;k;

Re (k)=0 furein ;k: (10.17)
Explizit:
(D2 Kk?> )y = ?v- + }Dp;
1d
2 2 W, = — .
(D% K v = (V)
ik

(D2 k2 )y, p:

Dv, = ikv, (10.18)
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mit D = d=dr. Au esung der letzten beiden Gleichungen naah; p und Einsetzen in die
ersten beiden liefert

2V
P(D2 k2 —)(D2 kz)Vr = TV' ;
2 2 1d .
(D k —)V' = Fa(rv )Vr . (1019)

Dabei ist mit (10.13): £ 4(rV) = 24, und im Sinne der Naherung (10.16),

rdr
@:!2X+!1(1 X):!1(1+ X),

r R1

L(r)

X =

2 [0;1];

Schliesslich werden die Parameter in (10.19) dimensionslos cdudie Substitutionen

o= &, K=k d; o= d-gp. wmv - v
’ ’ dx ' ’ "2 ket
(wir lassen die Striche gleich wieder weg):
(D2 k> )(D? K3)v,=(1+ x)v
(D2 k> v = T k¥,
mit der Taylor-Zahl
4 d
T= =
und Randbedingungen (s. (10.14, 10.18))
vV, =Dv,=v =0 bei x=0;1: (10.20)

Die Instabilit at setzt ein, wenn erstmals ein Eigenwert mit Re = 0 eintritt. Wir nehmen
an (und dies kann bewiesen werden), dies geschehe mit Im O (Frequenz der Serung),
was experimentell dadurch besttigt ist, dass die Taylor-St®mmung statiorar ist. Dann gilt
fur die betre ende Mode

(D% k%, =(1+ x)v ; (10.21)
(D? Kk)v = Tk, ; (10.22)

was eine Beziehung zwischeh und k? impliziert. Eine approximative Lesung setzt
V- (X) =sin Xx; 0 x 1 (20.23)
an, unter Vernachkssigung ®herer Fourier-Anteile. Die losungyv, von (10.21, 10.20) ist

eine Linearkombination von

e ¥ xe ¥ sin x:; x sin x;
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die man im Sinne der Approximation wieder auf die niedrigste fwier-Mode projiziert:

k2+ 2
vr(x):%:{z_} m sin x;
1+ 2

2(k2 + 2)3

T(k?) = ; (10.24)
k2f1 16k 2ch? gz[(k2 + 2)2(shk + k)]g
Einsetzen in (10.22) liefert dann
_ Tk .
T—1+%.
Das Minimum von T (k?) ist
T(k?) =3430 erreicht bei k=3:12; (10.25)
also ist die Stabilitatsgrenze (10.17) erreichtefr
3430
[P = :
Tt = oo (10.26)

1
Die Berucksichtigung herer Fourier-Moden in (10.23mndert das Resultat nur wenig.

Die Stabilitatsgrenze stimmt gut mit dem Experimenteberein. Ebenfalls gut ist die Vor-
hersage des Taylor-Semungsbildes Konvektionszellen ),

vV, = Asin X coskz ; VvV, = AcosX sinkz ;
sowie derWellenl ange, s. (10.25)

2 2
?—?12 d=2d:

4. Stokes'sche Widerstandsformel

Eine ruhende Kugel wird mit der Geschwindigkeits im Unendlichen angestomt. Dann
ist nach Stokes (in erster Mherung)

F=6Rd

die Kraft auf die KugelK . Die (fur kleine Re = v; R=) gute Naherung besteht in der
Vernachlassigung des Konvektionsterms:

0= N [ radp+ ¥ 10.27

(v,f)y gradp (10.27)

A. Bestimmung des Geschwindigkeitsfelds. Wir | @sen (10.27) und diw = 0 mit den
Randbedingungen

v=0 fur j¥ r=R; (10.28)

vl o fur r!1 (10.29)
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Wir benutzen die harmonischen Funktionen

@ 1,
@x:i@x%r
Damit kann man die harmonischen Vektorfeldew’; w” (d.h. w = 0) konstruieren:
wo= 4
;
@ 1 @ 1
w= y; = (W), 10.30
'@x@xr  @x ) (10-30)
bzw.
o H o (%X H)x xzu_
W= —; W o= ;
r ro
Die Divergenzen sind
. 0 H X . 00 @ @ 1
dvw = ——; dvw = u——-=0
r3 'ax@zr

(Beachte, vgl.&bungen, dassv = d RTZWOOdie Lesung #r die Euler Gleichung bei selber
Geometrie ist). Nun muss hierr nicht v =0 |esen, sondern ¥ muss ein Gradient sein.
Beachte aber, dass
Pw’= ( x> W)
=2[(F%?) Flw +( *)w

=4(xF)w +6W =( 12+6)W = 6w

00

00

nach (10.30) ein Gradient ist! Zudem ist

div(riw’) = 2 xw" + %2 pl_\{zvﬁo: %ﬂ %
=0

von derselben Form wie diw’. Ansatz:
v=4d+ Aw + Bw + Criw’ : (10.31)
Der erste Term, t, gewahrleistet (10.29). Die Bedingung diw = 0 verlangt
A+4C=0: (10.32)

Auf der Kugelr = R sind tund (¢ %)% linear unabhangige Funktionen. Damit ist (10.28)
aquivalent zu

3(% " %) -0 (10.33)
Einsetzen der losung von (10.32, 10.33),
A= R; B-= %RS; C= >R



in (10.31) liefert

Vi = Uk[ ik —(3xixk % w)]: (10.34)

(Beachte, dass wegen dem mittleren Terma 4= O(r 1) (r!'1 ), statt O(r 3) wie im
Euler Fall, vgl. S. 89). Daraus bestimmt man noch den Druck

gradp= v= C(r’w)= 6Cw ;

1 3
p= 6C(d r“)F " x.

SR-5 (10.35)

B. Berechnung der Kraft.  Zuerst bemerken wir, dass wegen diw= 0 und (10.27) fur

K= Puwt"u; Mo = (Vi + Vik)
gilt
ki = Pkt (Vi + Vi)
= pkt+ V+(diva),=0:
Deshalb ist | I
Fk = w da = k do
*=R jxj=r

unabhangig vonr! Nur die ersten zwei Terme in (10.34) liefern Beiige r 2 zu 7,
namlich

3 Xi k- XiXkX 4
N e _ X + . .
= 2 Ruj Z or 4 : (10.36)
Damit ist
wdo=( p+”"y)— do
9 i Ak

|
N
Py
3
M
S
o
o

da sich der erste Term (10.36) gegen den Beitrag von (10.35) Wweft, und schliesslich

|
9 R
= U; XiXkd0=6 Ru :

Fo= = =
2 14 e

Dabei wurde verwendet, dass das Integral von der Formj, sein muss, und = (4 =3)r*
durch Bildung der Spur ermittelt.

5. Grenzschichten

Inkompressible Navier-Stokes Gleichungen (dimensionslos)

v 1
—_ = + — . .
Dt gradp Re V' (10.37)
divv=0;
¥=0 auf @G: (10.38)

110



Fragen:

1) Streben die losungen @ir Re! 1  gegen die der Euler Gleichungen?

D—:/ = gradp; divvy=0 ; (10.39)
¥ A=0 auf @G (10.40)

Nein: Da der kleine Parameter (Re)?! vor der hechsten Ableitung steht, ist (10.37) keine
\regulare” Sterung von (10.39). Typischerweise bleibt

1
— =01 f Re!1l
Rev Q) r e

2) Stationare Potentialstromungen (s. Kap. 9) emlllen (10.39) sowie
v =grad ?I&}i rot lic&}f =0;
=0 =0

also auch die Navier-Stokes Gleichungen?
Nein: Sie erkllen die Randbedingung (10.38) nicht!

Dies legt nahe, dass einedsung von (10.39, 10.40) bloss in ein@renzschicht beim
Rand @ Gabgeandert werden muss, um (10.37, 10.38) zu alen; die Anderung verschwin-
det aber nicht far Re! 1

lllustration. Die Di erentialgleichung auf x 2 [0;1 )

o : _
&—O, Xl!llmf(x)—l
hat die triviale Lesung:fo(x) = 1. Die singulare S®rung
o I« ; :
W+&—O, ("> 0 klein)

mit der zusatzlichen Randbedingung (da die Gleichung von 2. Ordnung jst
f(0)=0

hat die Lesung
f.x)=1 e* :

Zwar gilt f(x) !"#0 fo(x) fur festesx > 0, aber nicht gleichnassig.

Gr essenordnungen in der Grenzschicht

Die Dicke (x) sei anrahernd konstant

d

— 1:

ax X
Setzev = (u; V). Stationare Navier-Stokes Gleichung:

@u, @u @p 1 @u,  @u

U—+v— =

@x @y @x Re @% @
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@v @v

@p,_ 1

@v @v

“ex Y@y @y rRé'@r’ @y (10.42)
@u @v
@x @y (10.43)
zudem
u=v=0 bei y=0 (10.44)
u! UX); vl 0 far y!1 (10.45)
Gressenordnungenx  O(1),y O()
u(xy)=0():  pxy)= 0O(1)
@
(10:431044) 1 v(xy) = —Zx; vy dy’= O( ) ;
o @
@ _on: Lo
o 00 g7 ol
@Qu_ @u_ @p_ :
u@ = 0(); V@y_ 0(1) @x o) ;
@Qv_ @V_ ) @p 1y .
ox 00 Vg, 00 g7 o0 M
@u _ @u _ o, @v_ @v _ 1 .
Die Gleichung (10.41) erforderO(1) = (Re) 'O( 2?)fur Re!1 , damit sie nicht trivial

wird, also

Nach Weglassen der Terme, dieaf Re ! 1
noch

mit Randbedingungen (10.44). y ! 1
ist (10.45) zu interpretieren als

uxy) IoU(x);

p(x;y) !

irrelevant werden, lauten (10.41|10.43)

@p, 1@u,
@x Re @9’
@p

@y

(10.46)

" bedeutet ausserhalb der Grenzschicht. Deshalb

p(x) (y!'1 )

wobei U(x); p(x) die Randwerte der losung der Euler Gleichungen sind, von der man

ausgeht. Nach Bernoulli bely = 0 ist

p(x) + %U(x)2 = const ;
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also g—fz = U‘é—‘;. Nach (10.46) gilt dannp(x;y) = p(x). Zusammenfassend:

@u @u_ dU 1 @u.
‘ex ‘ay " & " Re@y’

@u_ @v_

ox oy ° (10.47)

mit Randbedingungen

u=v=0 aufy=0
u! UX); (y'y1 ):
(Prandtl-Gleichungen ). Da nur 1. Ableitungen vonv vorkommen, ist dakir keine wei-

tere Randbedingung bey ! 1 zu setzen. Zur eindeutigen Festlegung deresung wird
noch ein \Anfangspro I" benetigt:

U(Xo;y) = Uo(y)
(U; up vorgegeben).

Beispiel. Die Grenzschicht an der Halbplatte. Durch Eindihrung der Stromfunktion
(dank (10.43)),
@ @

ey T ex
lautet (10.47)
@ @ @ @ _ d
@y @x@y @x @y @Y
(wir schreiben statt Re !, da keine ausgezeichnetesingenskala vorhanden) mit

(10.48)

%y: U bei x=0 (Anfangspro )
%y: =0 bei y=0
(da @ =@x 0 bei y =0). Die Lesung erfullt
xy)= (% ly)

(6 0 beliebig), da die rechte Seite sowohl Gleichung wie Randtiagung erkillt. Mit
r

= ()= %
ist

(KY=U 0 =
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Dann ist

%ff 004 £00% g (10.49)

mit Randbedingungen
fQ1)=1; f(0)=f%0)=0":

Das Geschwindigkeitspro | ist dann

@
u= —=U f ; =
oy ) y
Die Di erentialglgichung (10.49) kann nicht in geschlossendform integriert werden. Nu-
merisch ist ¢ := 01 1 fqQ)d =172

Die Stremungsgeschwindigkeit (10.50) unterscheidet sich von der Exgdehenu = U, was

auf eine Dierenz m der Massensteme hinfihrt:
Z

1
= f = .
m . ua ) Tt U o (X)

= (x)d

r
U
— (10.50)

Somitist o (x) die e ektive Dicke der Grenzschicht.
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11. Turbulenz

1. Statistische Beschreibung
Fur kleine Werte = = > 0 der kinematischen Viskos#t wird die Flessigkeitsbewegung
turbulent, d.h.

Die Stremung weist Strukturen (Vortizes) auf, deren Bngenskalen sich um etliche

Zehnerpotenzen unterscheiden.

Starke Abhangigkeit der Stemung von den Anfangsbedingungen und deausseren
Kraften: Das einzelne Swmungsbild ist nicht reproduzierbar.

Verschiedene Momentaufnahmen erscheinen alsedlife Stichproben einer Gesamt-
heit: Das statistische Verhalten ist reproduzierbar.

Die Navier-Stokes Gleichung

%}(v Fv=F 'Yp+ wv; divv=0 (11.1)
beschreibt eine grundstzlich deterministische Zeitentwicklung. Die Momentaufnahmen

Mty t,) (11.2)

zu hinreichend verschiedenen Zeitety;:::t, aber zum selben KraftgesetF = F(x;t)
(und z.B. Anfangsbedingungv = 0) erscheinen unkorreliert: Sie scheinen der selben Ge-
samtheit zu entstammen, wie Felde#( ;t) zur selben, grossen Zeitaber zu verschiedenen
Kraften

Fi,:0:Fq
Der Zufallscharakter kommt explizit ins Spiel, indem wirF (x; t) und demzufolgev(x;t)
als Zufallsvariable au assen. Wir postulieren statistische Stationariat, Homogenitt
und Isotropie:

hE (% t) i Fi (% ta)l = PRy Fj (R +asti+ ) iRy Fj (R% + st + )i

wobeiR 2 SO(3),a2 R®, 2 R und hi den Mittelwert bezeichnet. Insbesondere ist
HE(xt)i = 0 und hF(%;t) F(3%;t)i nur von j% %, jt1  tyj abhangig. All dies
eibertragt sich aufv, abgesehen von einer amnglichen Erinnerung an die Anfangsbedin-
gung.

Energiebilanz

1Dw? Dv N
- = — = D+
> Di N D v (F p )
d.h. (verwende +=graddiv~ rotrot v und divv = 0)
@v? N2 1
— = = — + + :
@0 div(( > p¥+~ F « rotrotv
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In gemittelter Form lautet die Bilanz

5
@@:‘VT' =tv Fi  hrotv)?2 :

Benetze dazu, dassdiv wi =divhwi =0 fur hw(x)i h wi unabhangig vonx. sowie

div(¥” rotv) = (rot ¥)> ~ rotrot v :

Detaillierter lasst sich die Bilanz im Fourierraum dihren. Setze dazu

z

WR)=(2 ) mMxe " dx;
z

M%) = WR)E® dk

R .
Mit (2 ) ® dke ™ = (K) folgt daraus
Me(R)i = hvi (R);

R
und, auf ¥ w(k) = d°q¥e WK € angewandt,
Z

dcghv(e WER gi=hv wi (K):

Insbesondere istdr +(x) reell
Z
d’qhé(e) Y& K)i = hv’i (R)

Fur festesk > 0 ist 7

M (%) = M(R)E®* Pk
ki K

der langwellige Anteil von ¥(x%). Beachte, dass
vk W= hv wel = hww Wi

Dies folgt aus
Z

w(=2)°  dydke™ Vyy);

P

hvie (%) w(x)i = (2 ) ° d*yd’k € Yhw(y) w(x)i

i’ K

= hw( %) we( %)i = hv(%) w(X)i:;

(11.3)

(11.4)

(11.5)

(11.6)

(11.7)

(11.8)

wobeihv(y) w(x)i = hv( %) w( ¥)i (Translation um % ¥) und Substitution K'! 4

verwendet wurde. Mitv verbunden sind die kinetische Energiedichte

1 .
Ex = éhvél
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(auch ohne IndexK) und die quadratische Wirbeldichte (Enstrophie)
K = %r(rot‘v,()zi :

Multiplikation von (11.1) mit % und anschliessender Mittelung liefert

@hwZi . . .
ot ; +hw (v F)vi=hw Fi o hrotw)?i
d.h.
dEtK = c+hv Fi 2 «; (11.9)
K=o (v PN (11.10)

Die kinetische Energie in den Fouriermodejkj K andert sich nach Massgabe der einge-
spiesenen Leistungpv Fy i, der Reibungsverluste 2  , sowie der an ®here Fouriermoden
abgetretenen Leistung .

Beachte, dass
k KZ%Ex KZE: (11.11)

Beweis. Heuristisch folgt dies aus
BtvR) =i RAUR) ;. et vR)Z  REU(R)

und (11.5) fer R = 0. Da (%) nicht abfallt und somit ¥(K) eine Distribution ist, wenden wird die Parseval-
Identit at auf ' (%)¥(x) an, wobei' eine reelle Testfunktion ist:

z z
¢ )2 dx =2 )% j(n WKk (11.12)
und ebenso 7 7
(rot('v )2 =(2 )3  RZ(™ WK)Pdk: (11.13)

Nunist ' rotv=rot('v) ' "v apbund(a B2 1+ )a?+(1+ LHb? fur jedes > 0. Wir
wahlen, mit ™ (R) =0 fu jKj und ' (%)2d3x = 1. Ersetzt man ' (%) durch ' | (%)= L 32' (%=L),
womit ' (3)2d®x =1, (' )?d®x = CL ! und'c_(K)= L32"*(LK), sowiew durch # , so wird nach
(11.12, 11.13)

hrot v )% (1+ )(K +( =L))*hw¢i+ C(1+ L ‘hedi;

also folgt im LimesL !'1 , ! O die erste Ungleichung der Behauptung. Die zweite folgt aus (11.7).
2. Der Limes kleiner Viskosit aten

Fluidum im R3, statistisch homogene KraftF = F(x;t). Nach kurzer Zeit stellt sich ein
statistisch stationarer Zustand ein. InsbesonderelEx =dt = 0.

Annahmen (Richardson, Kolmogorov) im Limes ! 0

i) Eine endliche, positive Leistung wird eingespiesen:

IiImOH—‘ M=">0:
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Die Kraft (pro Masseneinheit) F wirkt auf makroskopischer SkaleK , %, d.h.
Fk = F feir K>K g:

i) Im station aren Zustand bleibt die Energiedichte endlich und wir bezdioen den Limes
wieder mit E:

H 1 2 —. .
|I!m0§hV i = E:

Solange K 2E ", d.h. fur

2 2 ; | .
K K = (1)
sind wegen (11.11) die Reibungsverluste vernaakkigbar und (11.9) vereinfacht sich zu

Kk =" (unabhangig vonK)
fur Ko K Ki (\inertial range™). In anderen Worten: Die Energie wird aufder Skala
K, ! eingespiesen, dann an sukzessive kleinere Skalbertragen, um schliesslich bek ., *
verheizt zu werden.

i) Im Limes ! 0 sind alle statistischen Eigenschaften durch und bestimmt. Mit
den physikalischen Dimensionen
m? m? m?
= — "= — - El= —
[1=%: =% El=3
folgt aus Dimensionsganden
3
E/ () KM ()

Beispiel: 1 Liter Wasser im Kachenmixer.

watt m? m?
" =100—— = 100—- ; =10 8—:
kg s? s

Die Umsetzung der kinetischen Energie in \Wme erfolgt auf der langenskala
K;* 10 ?mm:

Geschwindigkeitskorrelationen

Benachbarte \Teilchen" des Fluidums entfernen sich rasch vemander aufgrund ihrer
verschiedenen Geschwindigkeiten. Quantitativ erfassen kannamdies anhand vorKor-
relationsfunktionen  der Form

Sa(r) = hjv(x+ ¥)  ~)j"i hj w(x0)j"i (11.14)
(wegen statistischer Isotropie nur abaingig vonr = j+j), oder ahnlich, z.B. fur n =3
Ss(r)e= h v)~i; (€= +=r) ; (11.15)
S5(r) = H(v 9% ;
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die erste Korrelation ist/ ewegen der Isotropie. Erwartet wird ein Verhalten

Sa(r)/ rn; (rt 0
im Limes | 0. Genauer,
= lim lim °95n(")
rto 10 logr

wobei die Reihenfolge der Greribergange daérr sorgt, dass diese innerhalb des \inertial
range" (r K, ) erfolgen.

Bestimmung von 3
Nach (11.10, 11.8) ist (setzey = %+ )

K = hvk (‘% )i
=2 )°3 d®kd®r e ®* hv(x+ £ %) )W()j
2 ) . PV( )(’{5) )()}
7 ()
= dBrK3F(Kr)f (¥ (11.16)
mit
Z Z
KF(Kr)=(2 ) °® d’ke "= K32 ) ®  d’qe '),
K K ig 1
1 sin cos
FO= 55

(Auswertung in Kugelkoordinaten #r €. Wie (11.14) ist die Funktion f von der Form
f (¥) = f (r). Sie steht in Verbindung zuS;(r):
W )% vi =h(W(x+ £)%2+ (%) 2¥(%) ¥(x+ £)(M(X+ )  W(%)i
=hv(x+ £)2(W(x+ ) M(%)i + ()2(W(%x+ £)  ¥(%)i
+2h(¥(%) W(x+ ¥))v(%)i Zr(v(x) v(% Tzf))v(X+ +)j

o(r)

= 209 o )

Die erste Zeile des mittleren Ausdrucks ist von der Fornm(r)e h(r)e = 0. Wegen
div, ¥(x + ¥) = 0 ist div  hwv(%)?¥(x )i =0 und

div, o)

hv(x+ ) 7 )(M(x) v(x+ F))i
hv(%) (M(x+ ¥) 7 )V(x+ ©)i
hv(%) (M(x+ ¥) r)v(x+ ¥)i = f(r):

Andererseits ist

=r 29 2s1)

dSs
dr dr

divi(Ss(r)® = Ss fliy e +
2=r

zusammenfassend also (s. (11.15))

2 d

drr283 = 4f(r):

r
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Damit lautet (11.16)

1Z d
- - 3 3 29 2 .
K 7 d’r K°F(Kr)r drr Ss(r) :
Furr! Ogilt ¢ =" in einem Bereich, defK ! 1  zulasst. Dann kommt der Haupt-
beitrag zum Integral vonr . K 1! 0, d.h.
1 z d
— 3 3 2 2 .
= 21|( d°rK °F(KR))(r ar S(r) o ¢

{z }
=1
Demzufolge ist #@ir kleine r
d 2 _ n. 2 .
ar’ Sa(r) = 4,

Ss(r) = g"r (11.17)

und insbesondere 3 = 1. Daraus kann (ohne Beweis) auch

S&(r) = g"r (11.18)

hergeleitet werden.

Eine Berechnung der Exponenten,, (n 6 3) auf der Basis der Navier-Stokes Gleichung
ist nicht bekannt, was man durch eine weitere Annahmeberbreicken kann:

iv) Das Geschwindigkeitsfeldv ist (im Limes ! 0) statistisch skaleninvariant
v(H und  "w(x F)
sind gleichverteilt (far geeigneted).
Dann folgt aus (11.14) mit =r 1
Sa(r)= ™S, (r)=r "MS,(1)
(Kolmogorov-Skalierung) und aus (11.17) oder (11.18)
h= 1=3 (11.19)
also allgemein , = n=3. Experimentell werden etwas kleinere Werte gemessen.

Energiespektrum
Statt in (11.6) mberM = fjKj K g zu integrieren, kann man dadr eine beliebige Menge
M R3wahlen: z

My (%) = M(R) € d*k
R2M
mit zugehoriger kinetischer Energie (pro Masseneinheit)

1. .. 1 . 1 .
EM:Eh;ijzlzéth vmlzéth i
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(benutzemy =% v ,hwy W = hv w yi). Nach (11.4) qilt
Z
vy ¥ (R)=  dighv(e) MK 9 :
M
Damit kann man eine Energiedichte im FourierraundE=cfq einfuhren,
Z

Ev = d3 ﬁ(@

fur welche gilt
dE N A .
gq ®= M0 W& i

Andererseits folgt aus (11.4) mit{ + £)(€) = e '@%(g)
Z Z
hv(x+ Ov(x)i (R)= dqe Mg MK i =2( dge iﬂ*gTEq) (®) :

Also Z
2— =2 )% &%hv(x+ ) W(x)idr

Die spektrale Energiedlchte ist die Fouriertransformierte dePaarkorrelation (Wiener-
Kintchine Theorem).

Nun folgt mit hv(x+ £)¥(x)i = 1h(v)2 + hv?i = 1S,(r)+2E, dass

Z

®q- 2 2) S (r)dr+E (9
Fur grossejqg erstreckt sich das Integral im wesentlichemberr . jg %, wo nach (11.19)
Sy(r)/ %3, also

dE n2=3:  11=3 .

O|3q/ jd ;
wobei der Faktor "> aus Dimensionsgunden (vgl. iii)) bestimmt ist. Ofters wird die
Dichte nur bzgl. des Betragsy= jg§ , d®q=4 g2 dqgemessen:

dE _ 2dE ||2:3
dg 49 &g

5=3 .

q

Dieses Energiespektrum und insbesondere das Potenzgesetz siqaementell recht gut
veri ziert.
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Formelsammlung zur Vektoranalysis

(v: Vektorfeld; v: Skalarfeld)

- Vektoridentit aten:
rotrrv=0
divrotv=0
rotrot v = 7 (div %) N
(¥ r)v=r (**=2) «~" rotwy
- Produktregeln:
div(v)=wv 7 + divv
rotf(v)=1 ~v+ rotv
(v w)=(v M)w+(w M)v+ ¥~ rot w+ w” rotv
div(v» w) = w rotv v rotw

rot(v" w) = (div wyvy (divv)w+(w )y (¥ M)w

- Satze:
_ R
divvdfx=__, v de (Gauss)
srotv de= asV ds (Stokes)
- Korollare:
R _ s R
n rvadx = g, vde
yrotvdx = de" v
R

R
~ ~ 3y — ~
yU v+ iu rv)dx= ourv de

R R
y(u v v udx= g(ufv viu) de
R R
sdehru= guds
- Kettenregeln:
(P:R! RS 'R3! R)

divP( (%)= P{ (%) 7 (¥
rotP( (%)= (%" P{ (%)
(0 PCE)=(u 7 (%) P ()
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