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1. Deformationen und Spannungen

1. Deformationen

Wir fassen Deformationen eines Korpers auf als orientierungstreue Diffeomorphismen
f: B — f(B) C R? cines Gebiets B C R* (Referenzkonfiguration).

“ e
2 B f(B)

T

In kartesischen Koordinaten

0T;
> 0.
8Ik

Zf'i = i‘i(l’l, IQ,ZEg) s det
x = (x1, 29, x3): materielle Koordinaten (Lagrange)
T = (Zy1, Ty, T3): rdumliche Koordinaten (Euler)

Wir benutzen vorderhand materielle Koordinaten. Lokal wird die Deformation beschrie-
ben durch die Tangentialabbildung D f (Deformationsgradienten):

{ Df ¢
= — — 8SEZ
Kurve v ¥

Fiir jedes © € B ist D f(x) eine lineare Abbildung R* — R?. Wir unterscheiden (fiir festes
x)

(lokale) Drehung: Df = R € SO(3)
(lokale) Streckung: Df =S = ST >0

Jede Streckung hat in einem passend gedrehten Koordinatensystem (Hauptstreckungs-
richtungen bei z) die Form

S = S9 R s, >0 .
53

det S = sys9s3 ist der Faktor, um den das Volumenelement bei x durch die Streckung
verandert wird.

Jede lineare Abbildung A : R?* — R? mit det A > 0 liisst sich eindeutig zerlegen in
A=S5"R, A=R-S, (1.1)
(Polarzerlegung). Die zweite Zerlegung folgt aus der ersten durch

A=RR 'SR, dh. S, =R 'SR :
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S, und S; haben dieselben Eigenwerte. Soll A = S;R gelten, und somit AT = RTS), so
muss

AAT =S also S = (AAT)V/?

(positive Wurzel einer positiv definiten Matrix). Dann ist R = S;'A tatsiichlich eine
Drehung: RRT = SflAATSf1 = 1; und wegen det A = det S - det R ist det R > 0, also
= +1.

Anders gesagt: der Rotationsanteil R im Deformationsgradienten A = D f(z) fallt heraus
im linken, bzw. rechten Cauchyschen Verzerrungstensor

C=AAT =5}, C.=ATA=52. (1.2)
Eine homogene Deformation (Df(z) = A, konstant) ist affin,

f(x) = f(xo) + Az — o) ,

und lésst sich auffassen als eine Streckung, gefolgt von einer Drehung und einer Transla-
tion:

flz)=RS,z+a.
Der Fall S, = 1 kann man verschiedentlich charakterisieren.

Satz (Liouville). f : B — R?. Aquivalent sind

i) f ist eine Euklidische Bewegung: f(x) = Rx + a.

ii) f ist lokal eine Drehung: D f(z) € SO(3), (z € B).

iii) f ist starr: fiir benachbarte z1, 29 € B gilt | f(x2) — f(x1)]| = |22 — 4]

Beweis. (i) = (ii): klar.
(ii) = (iii): Die Verbindungsstrecke x(t) = z1 + t(x2 — x1), (0 <t < 1) liege in B. Mit

Fla) — fla) = / Df (x(t)) (2 — 21) dt

ist
|f(22) = f(@1)| < sup [Df(x(t)) (22 — 21)| = |29 — 24,

0<t<1

da D f (z(t)) € SO(3). Zumindest lokal existiert f~ und dieselbe Uberlegung fiir ', mit
“Hy) = (Df|-1¢p) " € SO(3), liefert die umgekehrte Ungleichung.
(111) (i): Ableltung von

(f(21) = f(22)) - (f(21) = fla2)) = (21 — 22) - (31 — @2)
nach a; liefert Df(21)T(f(z1) — f(2)) = @1 — 2; davon nach &
Df(w1)' Df(ws) =
Damit ist Df(x1) € SO(3) (setze 5 — 1) und Df(z1) = Df (). 0

Die Cauchyschen Tensorfelder C, und C; enthalten die volle Angabe der Verzerrung (im
Sinne von “Deformationen modulo Bewegungen”):



Satz. Seien fi, fo : B — R?® zwei Deformationen mit C,i(z) = Cro(x) (bzw. Cj(z) =
Cia(z)) fir alle x € B. Dann ist

fi(z) = Rfs(z) +a (1.3)
fiir ein R € SO(3), a € R? (bzw. fi(z) = fo( Rz + a)).

Beweis. Betrachte f = fio fy ' 1 fo(B) — fi(B). Esist Df(y) = (Dfi(x))(Dfy(x))™"
mit fo(z) =y, und somit

Crly) = (DF W) (DI ) = (Da(@)) " - (DA @) (DA@)DL() ' =1

Cri(x)

Do () Cro ()~

Nach dem vorigen Satz ist f(y) = Ry+ a, was dasselbe wie (1.3) ist, (bzw. analog anhand
von f = fy'o fi). O

Kleine Deformationen
Eine Deformation kann durch die Verschiebung u ausgedriickt werden:

z=f(z) =+ u(zx), (1.4)

Sie ist klein, falls fiir den Deformationsgradienten |Ou;/0xy| < 1 gilt. Linearisierung: nur
Glieder 1. Ordnung in diesen Grossen. In Df = RS, s. (1.1), ist dann

S(z) =1+ E(x), R(z) =1+ W(x),

mit £ = ET (wegen S = S7) und W = — W7 (wegen RT R = 1), und die Gleichung lautet
Du =W + E. Somit:

1 1
W= 2(Du- Du"), Wik = 5 (i — un)
1 1
E= §(Du + Du™y | Eix = §<uzk + uki) (1.5)

C,=C,=1+2F,

(= 0; = 0/0x;). Hier ist W die Verdrehung und E der Verzerrungstensor (oder
Deformationstensor).

Bemerkungen. 1) Wegen Wi, = =Wy, ist We =w Az, (w; = —Wji1542). Somit ist
u(wo + 1) = u(zo) + Bt +w At +o(t) (t—0),
wobei Du der Deformationsgradient bei x ist.

2) Das Gegenstiick zu (1.3) ist: E(z) bestimmt u(x) nur bis auf infinitesimale starre
Verschiebungen, d.h. £ = 0 impliziert u(z) = wAz+a (infinitesimale starre Verschiebung).
Denn es folgt w; 1 = —ury = —ugy und, nach zwei weiteren zyklischen Permutationen,
Uikt = — Uit Also w; i = 0, u;p = Wy, = const, u; = Wigzy, + a;, wie behauptet.
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Der Verzerrungstensor ist symmetrisch und kann, in jedem festen Punkt, durch eine Dre-
hung auf Hauptachsen (Hauptstreckungsrichtungen) transformiert werden:

€1
E = €9 , g; - Hauptstreckungen .
€3

Wegen det S = 1 + tr E ist tr £ die relative Volumenzunahme unter der Deformation.

Fiir eine isotrope Dilatation ist €; = €5 = €3 = ¢; dann ist in jedem Koordinatensystem
Eik = 56,~k.

Jedes F kann in einen isotropen und einen volumentreuen (spurlosen) Teil zerlegt werden:
. 1 .
Eikzgéik—f—Eik; €:§tI‘E, tr K =0. (16)

Falls £ volumentreu ist und ein Eigenwert verschwindet, spricht man von einer Scherung,
z.B. in Hauptachsen 1,2, 3

€
E = —
0
Sie bildet ab:
Beziiglich 1, 2, 3 = 3 ist
0 0
E=1¢ 00 , (1.7)
000

denn die ersten beiden neuen Basisvektoren sind 714 = f(l, F1,0) und Eriy = efi..

Vertraglichkeitsbedingungen
Man iiberpriift, dass (1.5) die sechs Bedingungen

2Eiji; = Bugj + Ejjai (i # 7) (1.8)
Eiiiviiv2 = 0i(Biiyrir2 + Bz — Eivriya)

zur Folge hat. Sie kénnen auch zusammengefasst werden als
Ei i+ FEiki — Fiju — Erig = 0.

Bemerkung zur geometrischen Bedeutung. Wegen dz = (Df)dr und (dz)"(dz) =
(dz)TC,(dz) ist die Euklidische Metrik g = 1 auf dem deformierten Kérper in materi-
ellen Koordinaten durch g = C,.(z) = 1+ 2E gegeben. Bei kleinen Verschiebungen lauten
die Christoffel-Symbole

) 1 ..
Iy = 592] (glj,k + i — glk,j) = Eli,k + Eki,l - Elk,i



und der Riemann-Tensor

Rijkl = Filj,k — Fikj,l + Fsljriks — Fskjrils = Fujk + Ejka — Eijr — FErj
beide bis auf Terme hoherer Ordnung. Letzterer verschwindet fiir die Euklidische Metrik,
unabhéngig von den verwendeten Koordinaten.

Behauptung. Umgekehrt sind die Gleichungen (1.8) auch hinreichend dafiir, dass ein gegebenes, sym-
metrisches Feld E(z) auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet von der Form (1.5) ist.

Analogie (s. Analysis). Ein gegebenes Vektorfeld v(x) im R3 ist ein Gradientenfeld, d.h. es existiert eine
Losung f(z) fiir 9;f = v;, genau dann, falls die (aus 97, f = 9, f folgenden) Integrabilitiitsbedingungen
Vi, = Vji

gelten.
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass es ein Feld W;;(xz) = —Wj;(x) gibt, sodass

Du=E+W (1.9)

eine Losung u(z) zuldsst: Dann ist nimlich 1(Du + (Du)T) = E. Aquivalent zu (1.9) sind folgende
Gleichungen

u;; = By Uit1,iv2 = Big1ip2 +wi, Uitr2,i+1 = Pigoip1 —wi, (1.10)

wobei w; = Wij1442. Wir suchen W, bzw. w, mit der zusétzlichen Eigenschaft divw = 0, derart
dass (1.10) eine Losung u besitzt. Dies ist der Fall, falls die (aus u;jr = w;x; folgenden) Integrabi-
litdtsbedingungen erfiillt sind:

Ui 414342 = Wi i4+2i+1 - L; i+l,it2 T Wit it2 = L; i+2,i4+1 — Wit 1,041
Wit1,i+1i+2 = Uit1,i4+2i4+1 - Ei+1i+1,i+2 = Ei+1i+2,i+1 + Wit
Uit2,i4+2i+1 = Ui4-2,54+144+2 - Ei+2i+2,i+1 = Ei+1i+2,i+2 — Wii42 ,
d.h. mit w;; = —wit1,i41 — Wit2,it12
wii = FEiit1iv2 — Eiivo,it1 (1.11)

Wiit1 = Big1ig1,iv2 — Eig1ig2,i41 »
Wiive = Big1iyo,ive — Eitoiyoit1 -

Dies ist seinerseits moglich, falls die (aus w; jr = w;; folgenden) Integrabilitidtsbedingungen gelten: Es
sind die Gl. (1.8). Die Bedingung divw = 0 ist dann wegen (1.11) erfiillt. O

Krummlinige Koordinaten
Oft verwendet man “orthogonale krummlinige Koordinaten”. Beispiel: Zylinderkoordina-
ten (r, @, z).

Man zerlegt dann Vektoren und Tensoren in jedem
Punkt (7, ¢, z) nach Komponenten im orthonormierten
Dreibein (€, €,, €,). Anschaulich (oder analytisch) be-
rechnet man die Ableitungen der Basisvektoren

gr,go - 6_;0 ) é:p,go - _é;” ) (112)

(alle iibrigen = 0).

Verschiebung:

U = Up€y + UpCp + U, = (Uy, Uy, U)



—

Wegen (Du)? = (#-V)u hat Du die Spaltenvektoren (s. Figur) €,-Vu = Gu €,-Vu = %g—;,

€, -Vu= v die man mit (1.12) leicht ausrechnet

Ur,r %<uﬂ<ﬁ - ucp) Ur,z
Du= | upy +(upp+u) us. | - (1.13)
Uz.r %uz,tp Uz~

Der symmetrische Teil davon ist der Verzerrungstensor

ETT = Uy

mation eines Fldchenelementes auf dem Zylinder

Ezz =Uzz
1,1 1
E,, = 5(;%@ Uy + U,y ) (1.14)
1
Erz = §(ur,z + uz,r)
1 1
Esoz = §(U¢,72 —+ ;UZ 80)
Beispiel. Torsion:
/\ u. =0, Uy, = ETZ u, =0 .
z
\g Dann ist E,, = %57", alle anderen = 0. Die Defor-

220/_\

\\\\%g/

2. Spannungen

T(r g, 2)

r = const ist eine reine Scherung.

—

€z

h

erh

Wir benutzen rdumliche Koordinaten, vgl. S. 1, und entsprechende Komponenten, lassen
aber Querstriche weg. Benachbarte Teile eines Korpers wechselwirken iiber kurzreich-
wertige (“intermolekulire”) Krifte. Makroskopisch konnen sie als Oberflichenkrifte
aufgefasst werden, die die Materie auf der Seite einer Schnittfliche, die in Richtung des
Normalenvektors 7 liegt, auf die der anderen ausiibt.

Fiir eine infinitesimale Fliche do = 7 do soll die
Kraft 5(do), bzw. das Drehmoment mi(do) bzgl. ei-
nes Punkts P darin, von der Form

5(dd) = &(f)do ,

m(dd) = 0

5(dd) = 3(7) do



sein. Zudem gilt “actio=reactio”, &(—i) = —&(7), und &(7) sei stetig bzgl. P. Aus der mi-
kroskopischen Perspektive sind intermolekulédre Krifte, aber keine intermolekulére Dreh-
momente zugelassen, zumindest nicht im Mittel.

Die Impuls- und Drehimpulsbilanzgleichungen fiir die Materie in einem Gebiet V'
lauten

/paid:sx:/Fid?’a:—{—/ s;(do) (Kraft) ,  (1.15)
v v ov

/ p(F A ) da — / (7 A By P + / (7 A 5(d6)); (Drehmoment) ,  (1.16)
1% 1% oV

wobei zuletzt [, 7 (d6) = 0 weggelassen wurde. Hier sind
p(x): Massendichte
d(x): Beschleunigung des Massenpunktes bei x

—

F(z): Dichte der Volumenkrifte (z.B. Schwerkraft).

Bezogen auf ein orthonormiertes Dreibein (€}, €5, €3) setzen wir

Sz<€k) = 0k -

Satz. Die Oberflichenkraft s ist linear in do = €doy,, d.h.
si(do) = oy doy, , (1.17)
und der Cauchysche Spannungstensor o;;, symmetrisch:
Oik = Oki -

Beweis. Fiir kleine V' sind die Oberflichenkriifte in (1.15) im Gleichgewicht, denn die
Volumenkrifte (inkl. dem Tragheitswiderstand —pa) verschwinden wie das Volumen, also
rascher. In diesem Limes kann auch oy als konstant iiber 0V angenommen werden. Es

ist fav do =0, da fav do; = favé} - do = fV div(&;) d*z = 0.

di® = —dw®e,
3 3
do=—> ds® =" dw®e,
k=1 k=1

also hat do die Komponenten do, = dw®. Gleichge-
wicht:

5(da) = =Y 5(dd®) =3 0y - dw®
ik

k
also s;(do) = oy, doy,.

Ebenso muss das resultierende Drehmoment der Oberflachenkrifte an einem kleinen Vo-
lumen verschwinden. Mit

ov ov 1%
7



ergibt sich die i-Komponente des Drehmoments:

/ ($i+1$i+2(d0—> - $i+28i+1(d5>) = / ($i+1‘7i+2k - 5Ez‘+2<7¢+1k)d0k
v v

= v(0i+2i+1 - 0i+1i+2) .

O
Gleichgewicht mit Volumenkriften
Sei @ = 0. Dann gilt, s. (1.15),
Jo;
0:/ UikdOk—F/F’ingE:/deZ(ﬂ—l—E)
v 1% v Oy,
fiir jedes Teilvolumen V' des Mediums, also
Jo; : .
Tk LR =0 (Gleichgewicht) (1.18)
8:1:k

im Innern des Korpers. Die Momentbedingung (1.16) ist dann wegen o;;, = oy; automa-
tisch erfiillt:

3
/ (Ti10i40k — TivoTiy1r)dog + / (g1 Fivo — w0 Fi) dx
ov v

0
3
= / d x(aT(xi—i-lO'i—f—Qk — Tiy20ip1k) FTip1 Fipo — $z‘+2Fz'+1> =0.
V N k J

v~

00itor T 00y 1k
Oz +27 Jgy,

Oit2i+1 — Oitrtit2 T Tit1

Zu den Volumenkréiften konnen Kontaktkraifte f do hinzukommen, die an der Oberflache
des betrachteten Korpers angreifen. Als weitere Gleichgewichtsbedingung gilt

o doy, = f;do (1.19)
auf dem Rand.

Bemerkung. Die obigen Betrachtungen gelten in rdumlichen Koordinaten, die wir vor-
iibergehend wieder mit Querstrichen bezeichnen. Um sie auf materielle Koordinaten zu
iibersetzen, gehen wir aus von

d*z = (det Df) d°z , doy, = (cof D )i do;
(cof A = (det A)(A™1)T: Kofaktormatrix von A), sodass

/ Edgl‘ = / Ed?’i’ s / (o] dOl = / Oik dék
1% 1% v ov
gilt, indem man setzt

F;:= (det Df)F; oy = oi(cof D f)

(04 # oy;). Fiir kleine Deformationen (1.4) ist

det Df =1+ trDu, cof Df = (14 tru)l — (Du)" .

8



Da sie selbst durch kleine F}, 7, erzeugt werden, ist
F;=F;, Oyl = 04l
bis auf vernachléassighbare Terme 2. Ordnung in Du.

Typische Spannungszustinde

Diagonalkomponenten o; heissen Normalspannungen, Ausserdiagonalkomponenten o,
(1 # k) Schubspannungen. Der Spannungstensor o;; kann stets auf Hauptachsen transfor-
miert werden (Hauptspannungsrichtungen):

01

Oik = op! ; o; : Hauptspannungen .
03

Falls alle o; gleich sind (isotroper Spannungszustand), hat o in jeder Basis die Form:
Oik = —POik 5(do) = —pdd
(reiner Druck p). Man kann oy, in einen reinen Druck und einen spurlosen Spannungszu-
stand zerlegen
Ok = —Poik + ik ; p:—gtra, tre=0.

Falls tro = 0 ist und ein Eigenwert = 0, so spricht man auch von einem “reinen Schub”,
z.B. in Hauptachsen

o

Oik = -0

0
Vo
2

g / \O‘
i 7 7 o \\ /o

1 to

Denn: Beim gedrehten Einheitswiirfel gilt 5(ri;) = oy fiir die Flichen mit Normalenvek-
toren 714, vgl. (1.7):

0 o O
or=1 0 0 0 (1.20)
0 00
3. Statik von Fluida
Fluida ertragen im Gleichgewicht keine Schubspannungen:
Oik = —POi, (1.21)
und (1.18) vereinfacht sich zu
Vp=F. (1.22)

9



Gleichgewicht ist nur moglich, falls die Kraftdichte F ein Potential hat. Einfachstes
Beispiel ist die inkompressible Fliissigkeit (Wasser) im Schwerefeld F' = (0,0, —pg)

= —V(pg2):
P+ pgz = const .

Anwendung: Auf die eingetauchte Fliache S wirkt der

Auftrieb
p=0-- -y --
ffz—/pdé’z—/ pdé’:—/ﬁpd% 4 S
S oV v

= (0,0, pg|V])
(Archimedes). Fiir jeden festen Vektor € gilt ja (Gauss): €- [, pdd = [, div(peé) d®z =
€ fV ﬁp d3x.

Fiir kompressible Fluida braucht man eine Zustandsgleichung, z.B. die ideale Gasglei-
chung

p= % , (u: molare Masse) .
Fiir die isotherme Atmosphére ist dann
@ = —gp = —ﬂp
dz RT"’

p(2) = p(0)e #r? (Barometer-Formel) .

Im Schwerefeld (oder in einer Zentrifuge) hat die Kraft ¢ pro Masseneinheit ein Poten-
tial: )
@) = V(@)
Im Gleichgewicht ist dann
ﬁp = —pﬁgb.

Fiir eine gegebene Zustandsgleichung p = p(p) berechnet man zuerst das Druckkraftpo-

tential b g
P

P(p :/ - 1.23

(p) ) (1.23)

mit py beliebig; dann ist VP = p‘lﬁp, also
P(p(%)) + ¢(Z) = const .

Beispiel: “polytrope Atmosphére”: nicht isotherm, sondern adiabatische Zustandsglei-
chung (s. unten)

P <£> , n="x~14 (Luft) ;

Po Po Cv
dabei ist (po, po) ein Referenzzustand, z.B. Werte auf Erdoberfliche z = 0. Man findet

Py =t [T ()

Po ptr pon —1\pg

10



. B _ .
also, mit ¢(z) = gz und damit const = p—g%,

p(2) _ (1_71—1@!}2)7/11: (1_i>n7—ll
n  po h

wo h = 220 die Hohe der Atmosphére bedeutet (p(h) = 0). Es folgen noch
p(z) _ (1 B 3) =
Po h
und, iiber die ideale Gasgleichung, der Temperaturverlauf 7' = up/Rp:

T _p/p_, =
Tp P/Po h

(Luft: n = 1.4, h = 28 km).

Adiabatische Zustandsgleichung eines idealen Gases
(s. Thermodynamik) Die ideale Gasgleichung fiir 1 Mol ist

pV = RT (thermische Zustandsgleichung)
und die innere Energie ist proportional zu T’

U=cT (kalorische Zustandsgleichung)
pV

= C— .

R

Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik besagt dU = dA + 6Q), wobei 6A = —pdV die
reversibel zugefiithrte Arbeit ist, d.h. die reversibel zugefithrte Wérme ist

0Q = dU + pdV

— konstantes Volumen: 6Q) = dU = cdT, also betréigt die spezifische Warme

o),

— konstanter Druck: 6Q) = ¢y dT" + RdT, also

cp:<2—§%>p:cv+R

— adiabatische Zustandsdnderung: 6¢) = 0, also

1
0= c%al(p‘/) +pdV = E(cppdV + ¢y Vdp)

oot (OG-

In diesem Fall stimmt ferner P mit der molaren Enthalpie H = U + pV iiberein, denn
aus dH = 6Q + Vdp wird dH = p~tdp = dP.

bzw.
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2. Elastizitat

1. Elastische Energie

Die dusseren Krifte sind die Volumenkréfte Fd3z innerhalb von B und die Kontaktkrifte
fdo auf 0B. Bei einer beliebigen Variation du(z) von w leisten sie die Arbeit

B

0B

= / de[éEikO-ik + 5“@ (Uik,k + Fz)]
P 0

B

wobei fiir den ersten Beitrag (1.19) und

/ oo dop = / d3x((5ui7k0ik + Su;oi 1)
oB B

= / dgl’ 5Eikaik + / d3l’ 5ui0ik,k (da Oik — Uki) (22)
B B

benutzt wurde; und (1.18) fiir den zweiten. Findet die Anderung reversibel statt, so héingen
die Spannungen nur vom Zustand (= Verzerrung E und einer weiteren Zustandsgrosse
¥, z.B. Temperatur T' oder Entropie S) ab, d.h. es besteht eine elastische Zustands-
gleichung ¢ = o(FE,9). Wir nehmen an, der Zusammenhang sei lokal und homogen,
oij(x) = 0;;(E(z), V). Der Beitrag (2.1) pro Volumeneinheit schreibt sich dann

6

i<k i=1
mit der Notation

E; = FE; , Fsii = 2Fi 149,

0; = 04 , 034+ = Oi+1i+2

(i=1,2,3) (2.3)

(z.B. Ey = 2Fy3). Die E;’s sind unabhéngig, im Gegensatz zu den Ej, die der Sym-
metriebedingung unterliegen. Findet die Anderung zudem am adiabatisch abgeschlosse-
nen Volumenelement statt, so ist dU = §A die Anderung der inneren Energiedichte U
(1. Hauptsatz der Thermodynamik). Es folgt 0; = (OU/0E;)s und damit

(ggi)s - <§2>s ' (2.4)

Ist die Anderung hingegen isotherm, so ist dF = §A (F: freie Energiedichte). Es folgt
(00;/OE;)r = (00;/0E;)r. Diese Maxwell-Relationen kann man etwas abstrakter ohne
Verwendung der Notation (2.3) ausdriicken. Ein Skalarprodukt fiir reelle Matrizen A, B
ist

(A, B) = Ay By, = tr(ATB) .

12



Insbesondere ist (A, B) = (B,A) und (A,A) = 0 = A = 0. Wir verwenden es auf
dem Unterraum S der symmetrischen Tensoren. Aus A = (0,0F) folgt (o(E), E1) =
AW (E + t1Ey)/dty|¢,—0 mit W = U oder F. Die Tangentiabbildung do /0F : S — S,

Jo d

gy = LGB+ toE
oE" = a7 E B,

erfiillt dann

do 0?
(a—EEQ, El) - 8t18t2W(E + tlEl + tQEQ

Sie ist somit symmetrisch bzgl. des Skalarprodukts, denn die rechte Seite ist es unter

Vertauschung von Ey, Ey: ((00/0E)Es, Ey) = (Ey, (00 /0E)Ey).

>|t1=t220 ’

2. Das Hookesche Gesetz

Die Referenzkonfiguration sei kréftefrei. Die einfachste elastische Zustandsgleichung ist
linear L : E +— o (als Abbildung im Raum der symmetrischen Tensoren). Einem gedreh-
ten Verschiebungsfeld Ru(R™'z) entspricht die Verzerrung RER” (nicht zu verwechseln
mit einer (kleinen) Drehung des Korpers, die nach S. 3 E unberiihrt ldsst). Ist das Medium
isotrop, also L(RER"T) = RL(E)R", so ist die Zustandsgleichung von der Form

o=2uE+ \trE)1 (2.5)
mit elastischen Konstanten p, A\: Lamésche Elastizitdtsmodule.

Beweis. Es ist

E = 0 =0 = I} , (2.6)
0 g

denn links steht ein Tensor, der unter Drehungen um die 1-Achse invariant ist, und rechts
der allgemeinste Tensor mit dieser Eigenschaft. Allgemein muss die Beziehung

o= (a—p)E+ [(tr )1 (2.7)

lauten, denn zunéchst gilt sie im Spezialfall (2.6); wegen Isotropie und Linearitat gilt
(2.7) ebenso fiir E' = diag(0, 1,0) und E = diag(0,0, 1); fiir alle diagonalen E, ja fiir alle
E = ET. Gl (2.5) ist (2.7) bei anderer Parametrisierung der Konstanten. U

Im linearen Fall ist L = o /OF und dies ist bei (2.5) symmetrisch, wie erforderlich: Mit
(1, A) = tr A ist

(LE,E) =2u(E, E) + M(E,1)(1,E) = (E,LE) . (2.8)
In der Zerlegung (1.6),

E=FE+E; FE=cl==-(trE)l, (LE)=0

sind die beiden Teile orthogonal, (E, E) = (E, E) + (E, E), und unabhingig voneinander
wéhlbar. Die Beziehung (2.5) lautet somit auch

o= (2u+ 3\ E + 2uE . (2.9)
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Mit (2.8) folgt OW = (0,0FE) = (0, E')/2 und

_ 2p+3A

W 2

(B,E) + (B, E) . (2.10)

Die Energie ist positiv definit (d.h. positiv ausser fiir £ = 0), d.h.
W > ¢(E, E) (2.11)

mit ¢ > 0, genau dann falls
>0, 20+ 32 >0. (2.12)

Bemerkung. Ein alternativer Beweis von (2.5) setzt etwas Darstellungstheorie voraus: Der Raum {F |
E = ET} der symmetrischen Tensoren hat Dimension 6. Die Zerlegung E = E+ E entspricht zwei
unter Drehungen R — RERT irreduziblen invarianten Teilriume {E | E = €1} und {E | tr £ = 0} der
Dimensionen 1 und 5 (sie tragen die Darstellungen D; der SO(3) mit | = 0,2). Nach dem Lemma von
Schur ldsst L die beiden invariant und wirkt auf jedem als ein Vielfaches der Identitét. Also: L(E) =

L(E) + L(E) = aE + &F, was mit (2.9) iibereinstimmt. O
Mit
tro=(2u+3\)trE (2.13)
kann (2.5) nach E aufgelost werden:
1 A , ,
E=—0—————(tro)l =2u'oc + N(tro)l (2.14)

2 2u(2p + 3X)

mit p/, \: Voigtsche Module. Zur Veranschaulichung der beiden Gréssen pu, A betrachten
wir einfache Zusténde:

a) Reiner Schub, s. (1.20, 1.7):

o / \O'
o \\_ o
1
0 o 0
or=1 o0 0 0 , E; =
0 0 0

1 ist das Schermodul.

b) Isotrope Kompression:
Nach (2.13) ist bei allseitigem Druck dp, d.h. oy, = —d;1.-dp, die relative Volumenénderung

av 3
— =trk=— ~dp = —kd
v o 243N P= TR
K= 5 Kompressibilitét .
21+ 3\
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¢) Axialer Zug

2,3

S O Q9
o O O
o O O

1

Andere Bezeichungen:

1 2 3\
e=2 = = p2p+30) . Youngsches Modul
En o 2p/ 4+ XN pt A
Es N A : e :
V=——"= = . Poissonsches Verhéltnis der Querkontraktion

En 2+ N 2+ N

Man kann damit alle Module durch e, v ausdriicken:

M,:1+u’ /\,:_37
2¢e €
P=oa+o) 1+v)(1—2v)" 31— 2v)

Aus (2.12) folgt &,k > 0 und —1 < v < 1/2, was experimentell zutrifft. Fiir die meisten
Stoffe ist auch A > 0, und damit v > 0, aber es gibt Ausnahmen.

Alternative Zustandsgleichungen. Die Zustandsgleichung (2.6) kann in verschiedener
Weise verallgemeinert werden:

1) Lineare, nicht isotrope Zustandsgleichung. Dies ist typisch fiir Kristallelastizitét:
Invarianz bzgl. der vollen SO(3) wird ersetzt durch die einer diskreten Untergruppe
(Punktgruppe). In der Notation (2.3) lautet die allgemeinste lineare Beziehung

6
i =Y TuFEy, (2.15)
k=1

wobei 'y, = I'y; wegen (2.4):

'y T Ty Ty Tis Tig
Loy T'az T'oy T'as Ty
I3z T3y T35 I'se

Fys Tys Dye

Ohne Symmetriegruppe hat der Stoff 6(6 + 1)/2 = 21 Elastizitétskonstanten! (trikli-
nes System). Unter einer Drehung, R : z; — x = R;;x;, transformieren Ej,, 0y, wie

15



;1. Daraus bestimmt man R : (Ey,...Eg) — (E},... E) und I" = R7'TR; ist R eine
Symmetrie, so gilt ' =T

Beispiele: i) Eine Inversion z; — —u;, also E; — E;, o; — oy, liefert keine Ein-
schrankung an I'.

ii) Monoklines System: eine 2-zihlige Drehachse (bis auf Inversionen)
x = <_$17_$27x3) ) E = (El,EQaE3>_E4a_E57E6) :

['" entsteht aus I' durch Vorzeichenumkehr der Zeilen und Spalten 4, 5.

=T bedlngt F14 = F15 = F24 = F25 = F34 = P35 = F46 = F56 = 0. Also noch 13
Konstanten.

iii) Kubisches System: 4 dreizihlige Drehachsen (Raumdiagonalen eines Wiirfels), ndm-
lich
('Tlv T, l‘g) = ('rZa €3, Il)) (CL'Q, —I3, _xl)v (—ZEQ, xs, _xl)a (_wZa —I3, xl) .

Damit ist auch (xy, z9, x3) — (—x1, —22,23) (& zykl.) eine Symmetrie, wie in (ii). Unter
R: (z1,x9,23) — (29,23, 21) entsteht I aus I' durch zyklische Permutation (132), (465).
Also ist I" also von der Form

'y T Tz 0O 0 0

F22 F23 0 0 0

r— I's3 0 0 0
'y O 0

I'ss 0

I

mit Fll = F22 = F33; Plg = Flg = Fgg; F44 = F55 = F@ﬁ. Es verbleiben 3 Konstanten.

2) Nicht-lineare, isotrope Zustandsgleichung: Die Spannung ist eine nicht lineare Funk-
tion des Deformationsgradienten

0ij(z) = 03;(f(2)) = Nij(Df(l’)) ;

A~

(Ny; = Nj;), die mit Drehungen vertriglich ist:

N(Df(x)- R) = N(Df(x)), (2.16)
N(RDf(z)R") = RN(Df(z))RT . (2.17)
Die erste Gleichung beinhaltet die (triviale) Isotropie des Euklidischen Raums; die zweite

die Isotropie des Stoffes. Nach (2.16) und (1.2) hingt N nur vom linken Cauchyschen
Verzerrungstensor ab:

N(Df(z)) = N(Df(2)Df(x)")
=C(z)

wobei, wegen (2.17),
N(RCR") = RN(C)RT .
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Verwendet man eine Basis, bzgl. der C' diagonal ist, so ist es auch N(C'), denn eine Matrix
ist diagonal genau dann, falls sie kommutiert mit der Drehung R = diag(1, —1, —1) und
deren zyklischen Vertauschungen. Generisch sind die Eigenwerte von C' verschieden, womit
1,C, C? den 3-dimensionalen Raum der Diagonalmatrizen aufspannen:

mit n;(C') € R. Da 1,C, C? linear unabhiingig sind, folgt

d.h. die n;’s sind Invarianten von C': symmetrische Funktionen der Eigenwerte.

3. Das elastische Randwertproblem

(isotropes, lineares, homogenes Medium). Gesucht sind die Feldgleichungen fiir die Ver-
schiebung u(x). Aus

1
Eiy, = E(uzk + up;) tr B =y,

und der Zustandsgleichung (2.5) folgt
Oie = (Wi + Upi) + A0 ; (2.18)
eingesetzt in die Gleichgewichtsbedingung (1.18):
0=o0ipr + I
= (s ok + Ur i) + Ay + Fj

also
pAG + (4 ) grad(div i) + F =0 (2.19)
(Navier Gl.). Dabei wurden A, p als konstant angenommen (Homogenitét). Mit der Iden-
titat
rot rot © = grad divu — Au

kann man (2.19) auch schreiben als
—protrot @+ (2u+ A) graddivi+ F =0 . (2.20)

Randbedingungen
Auf dem Rand, x € 0B, kann man entweder die Verschiebung @(x) oder die von aussen
wirkende Kontaktkraft f(z) vorschreiben:

0B =Ry URy, RiNRy,=0
re R ui(x) = ;(x) (2.21)
r € Ry : oi(x)ng(z) = fi(z) (2.22)
mit n: dussere Normale. (Man konnte allgemeiner die Aufteilung des Randes fiir verschie-

dene Richtungen separat ansetzen.) Setzt man in (2.22) den Ausdruck (2.18), so ergibt
sich die entsprechende Randbedingung fiir u; 4:

,u(ui,knk + umnk) + )\Ul,ﬂli = fZ s (auf Rg) .
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Der Teil von R; mit @ = 0 heisst eingespannt, jener von R, mit f = 0 heisst frei.

Durch die Feldgleichung (2.19) und die Randbedingungen (2.21, 2.22) ist das elastische
Randwertproblem gestellt.

Variationsproblem

Mit (u, F, o) bezeichnen wir eine Verschiebung u und die dazugehorigen Tensoren E, o,
s. (1.5, 2.18). Wir setzen nun (2.12) voraus und fithren die Bilinearform zur elastischen
Energie (2.10) ein:

Definition. Fiir zwei beliebige Verschiebungen (u, E, o), (i, E, &) sei

Lemma.
i) Wi, u] = Wu,a] (Symmetrie)
ii) Wu,u] > 0, und = 0 nur fiir u(z) = w A x + a (infinitesimale starre Verschiebung)
i)
/ Uiog dog = 2W 1, u] + / Uioip s d°T . (2.23)
oB B
Beweis.
i) st (2.8).
ii) (2.11): W[u,u] > 0 und = 0 nur fiir £ = 0. Dies entspricht der Behauptung nach der
Bemerkung auf S. 3.
iii) ist (2.2). O

Das elastische Randwertproblem (2.19, 2.21, 2.22) ist dquivalent zu einem Variations-
problem: betrachte das Funktional

Flu] = Wlu,u] — L[u] , (2.24)

Ro> B

Es die Summe der elastischen Energie W und der potentiellen Energie — L der fest vorge-
gebenen dusseren Krifte: Oberflichen-, f, bzw. Volumenkriften F. Die gesamte Energie

ist also F[u]. u

—_—

Analogie: In der Figur ist F(u) = ku?/2 — fu; das Minimum
u = f/k beschreibt das Gleichgewicht. f

Satz. Die Verschiebung u 16st das Randwertproblem genau dann, falls v das Funktional
F[ua] minimiert bzgl. allen Verschiebungen @ mit festem @ auf R;.

Beweis. Fiir jede (endliche) Variation du(x) mit ou = 0 auf Ry gilt
Flu+ ou] — Flu] = Wldu, ou] + 2W [0u, u] — L]ou]

T R B
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unter Verwendung von (2.23) und von faB oo, doy, = fR2 ow;o iy do. Also:
w ist Losung = Flu+ du] — Flu] > 0 ;

und umgekehrt: es gilt dann

d
0=—(F[u+ \u] — F[u])‘ = —/ du;(fi — oing) do — / Sui(oap g + Fr) dx
d)\ A=0 Rs B ’
fiir alle 0u : o4 + F, =0 in B, oyni = f; auf Ro. O

Ausser in Ausnahmefillen ist die Losung des Randwertproblems eindeutig: Sind v und
u + ou Losungen, so folgt Flu + du| = F|u], also nach (2.25) W{[du, du] = 0, und damit
ou = wAz+a. Wegen der Bedingung du = 0 auf Ry, ist dies nur fiir )u = 0 in B moglich,
zumindest wenn R; positives Mass hat.

Die Existenz der Losung, deren Beweis wir unten bloss skizzieren, beruht darauf, dass
(2.24, 2.21) einen Minimierer besitzt. Das Variationsprinzip ist auch zur numerischen
Berechnung approximativer Lésungen dienlich, s. S. 33.

Wir benétigen das Skalarprodukt
(1, v g = / B (u() - v(z) + (Du(z), Do(x))
B

und der entsprechende reelle Hilbert-Raum (Sobolev-Raum) H = H(B,R3) — {u = (uy,us,uz) |
llull% = (u,u) g < co}. Wichtig sind

i) Bei verniinftigem Rand 9B gilt [, dou(x)* < Cllul|3; fiir eine Konstante C.

ii) (Satz von Rellich) Jede Folge u,, € H mit ||u,| g beschrénkt enthélt eine konvergente Teilfolge in der
Norm des Skalarprodukts (u,v) = [ d*z u(x)-v(x) (der entsprechende Hilbert-Raum ist L? = L?(B, R?)).
iii) Es gilt die Kornsche Ungleichung

lullfy < CUEN + lul®) . (ue H),
wobei | E||? = (E,E) = [, d*xz (E(x), E(x)).

Wir behandeln bloss den Fall, wo R; positives Mass hat und @ = 0 auf R;. Dann ist das Variationsproblem
auf dem linearen Raum
V={ueH|u=0auf Ry}

formuliert. Behauptung:

Wiu, u] > c¢({u,u)p , (ueV) (2.26)
fiir ein ¢ > 0. Insbesondere ist W{u, v] ein Skalarprodukt auf V.
Wegen (i) ist bei quadratintegrierbaren fusseren Kréften |L[u]| < C|lullg < C'Wlu,u]'/?; mit dem Satz
von Riesz folgt Llu] = 2W([f,u] fiir ein f € V. Quadratische Ergénzung zeigt, dass u = f das Funktional
Flu] = Wlu,u] — 2W[f, u] minimiert.

Es bleibt (2.26) zu zeigen. Gébe es keine Konstante ¢ wie behauptet, so géibe es eine Folge u,, € V mit (a)
{(tn,up) g = 1, und (b) Wluy,, u,] — 0. Nach (ii) kénnen wir (a) annehmen wu,, — u, in L?. Insbesondere
ist u,, eine Cauchy-Folge, und (b) so ist E,, da ||E,|* — 0 nach (2.11). Nach (iii) ist u, auch eine
in H, sodass die Konvergenz u,, — u, in H gilt. Es folgt E, = 0, womit u, eine infinitesimale starre
Verschiebung ist, was wegen der Randbedingung nur w, = 0 zuldsst. Dies aber steht im Widerspruch zu
l[wellm = 1. O
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Im Fall Ry = @ ist fiir die Existenz notwendig, dass die dusseren Kriifte und Drehmomente insgesamt
verschwinden, vgl. (1.15, 1.16):

/Fid3x+ fido=0,
B oB

/B(x/\F>id3$+/ (xAf)ido=0.

0B
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3. Beispiele zur Elastostatik

1. Biegung von Balken

= Q
AN
7
[l
o T3 X2
7
lxl T

Homogener Zylinder mit beliebigem Querschnitt 2 und freier Mantelfliche. Die 1,2-
Achsen seien Hauptachsen des Fliachentrigheitstensors von €2 durch den “Schwerpunkt”

S von 2, d.h.
O:/doxlz/donZ/doxle. (3.1)
Q Q Q

Biegung bedeutet: Die Summe F der Krifte auf die Stirnflichen hat F3 = 0 und ebenso
das Drehmoment M bzgl. S, M3 = 0 (Biegemoment). Dank Superposition reicht der
Fall, wo nur F' oder M herrscht und parallel zu einer Hauptachse ist.

—

a) Reine Biegung: F' = 0, keine Volumenkrifte. Im obigen Koordinatensystem betrach-
ten wir den Spannungszustand

0 0 0
T3 c=1 00 0 i (3.2)
0 0 —ar

x

Es ist 0% = 0 im Innern und o;n; = 0 auf dem Mantel. Die Wahl (3.1) des Koordina-
tensystems und (3.2) des Spannungszustandes bewirkt, dass auf die Stirnflache Q keine
resultierende Kraft wirkt,

ﬁ:/do(0,0,—azl) =0,

sondern nur ein Drehmoment in 2-Richtung

M = /dof/\ (0,0, —auwy) = /do(—amlazg,ax%,())
= (0,al = M,0) .
I = [dox? ist das “Flichentrigheitsmoment” von € bzgl. der 2-Achse.

Verzerrungstensor. Nach (2.14) ist E;, diagonal mit

M M
By = By = —Nawy = —u, , Esg = —(2p + N)ar; = ——x
el el

wegen 2u' + N =1, N = —pe L.
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Verschiebung. u; ist als Losung von (u;x + ug;)/2 = Ej bestimmt:

vM M
Uyl = U2 = —F7 1 U3z = ——=
el "7 el

U + Uy = U3+ U1 = U3 +Uge =0 .

€y,

Eine spezielle Losung ist

vM , , 9 9 vM M
= E(ajl —x5) + ﬁmg, , Uy = s—j_xlzvg , Ug = —€—I$1x3 ,

und die allgemeine Losung ergibt sich durch Addition einer beliebigen, infinitesimalen
starren Verschiebung @ = & A 7 + @, vgl. Bemerkung auf S. 3.

Uy

Eigenschaften der L6sung

i) Die Verschiebung der Schwerpunktslinie S : (z; = 0,22 = 0, 23) betréigt @ = (223, 0,0);
ihre Kriimmung ist
d2U1 M
= 3.3
de3 el (3:3)

und ist damit proportional zum Drehmoment.

ii) Die neutrale Ebene (z; = 0, 29, 23) wird nicht verzerrt:
Eoy = FEyy = E33=0.

iii) Der Querschnitt @) : (z1, 22,23 = [) steht vor und nach der Deformation senk-
recht auf den Fasern x1, 2z, = const, denn F ist iiberall diagonal, d.h. 1,2,3 sind Haupt-
streckungsrichtungen. Zudem bleibt er eben, denn sein Kriimmungstensor verschwindet:
(u3,ij)i,j:1,2 = 0.

Approximative Methode

Die Gleichung (3.3) wurde anhand des translationsinvarianten (bzgl. x3) Spannungszu-
standes (3.2) hergeleitet; sie gilt aber (exakt oder annihernd) auch in Féllen mit F # 0
und mit Volumenkriften und liefert die Grundlage einer approximativen Behandlung der
Balkenbiegung nach Bernoulli und Euler: Die Verschiebung u = uy der Schwerpunktsli-
nie erfiillt (3.3) mit dem Drehmoment (0, M = M (x),0) der Kréfte auf den Querschnitt
x3 = x und bezogen auf dessen Schwerpunkt. Im Folgenden einige Beispiele:

b) Balken aufgelegt bei x = £, Last bei x = 0.

P/2 r=0 ,M(z) P/2
o — M(x)=-Z(-2), (2>0).
r=—I l r=1
P

Fiir die (kleine) Auslenkung u(x) der Schwerpunktslinie in Richtung von P gilt die Diffe-
rentialgleichung

u'(z) = =——(1-2x), (x> 0)




mit den Randbedingungen u(l) = 0, v/(0) = 0. Losung

P, 1 1

/ e S s 2 ~72 ! _

u'(x) = 25[( 2([ ) —|—2l), (w'(0) =0)
P s 1, B
(0) = —5 (50— =5 PU-2) . (ul) =0)
Insbesondere betrégt die Durchbiegung
PP

0)=—.

“0) = G

c¢) Balken eingespannt bei 2 = 0; Last bei x = [.

/;::'/ — — M(z) = P(l —z)
P
Auslenkung der Schwerpunktslinie in Richtung von P:
M P

el el
mit Randbedingung «(0) = 0 und «'(0) = 0, vgl. (iii).

, P z?
v(w) = < (v =5),
P lz? 23
W=7 "%
Speziell
PP?
[)=—.
0 3el

d) Balken eingespannt bei z = 0; Eigengewicht.

—x
/720 I B A B B B o (e e Mz)=>(1-1)-
- P l 2
Die Auslenkung u(x) erfiillt
M (x) P
7 _ 2 2
u'(x) = i —2€Il(x 20z 4 17)
mit u(0) = u/(0) = 0:
P 1,y et
ule) = 5 (e — v )
Speziell
PP
=12
)= g1

23

(3.4)



Bemerkungen. 1) Im Unterschied zu (a) wirken bei (b-d) Schubspannungen o;3 (i # 3)
auf die Querschnitte. In den Féllen (b, c) ist M = M(x3) linear inhomogen und o3
unabhéngig von x3. Die exakte Losung kann dann anhand folgender Verallgemeinerung
des Ansatzes (3.2)
0 0 013
g = 0 0 093 (35)
o3 023 —(M/I)x

gefunden werden, und zwar iiber ein Randwertproblem fiir o;3(z1,x3) auf Q2 . Die Eigen-
schaft (1) gllt nach wie vor, denn mit E13’3 =0 fOlgt Uyp,33 = —U3,13 = —E33’1 = —8_10'33’1 =
(eI)~'M; ebenso (ii), aber nicht (iii).

2) Im Fall (d) gelten (i-iii) nicht. Die exakte Losung fiir einen kreisformigen Querschnitt
vom Radius a liefert fiir die Kriimmung bei x = 0

W(0) = Pi (1_ 7+12V—|—4V26L_2> |

T 2] 6(1+v) 2
was fiir [ > a (diinne Balken) mit (3.4) iibereinstimmt.

3) In konkreten Situationen ist die Verteilung der dusseren Krifte auf der Stirnfliche
(mit resulticrenden Kraft F und Drehmoment M) nicht wie die der Losungen (3.2)
oder (3.5). Abgesehen von der unmittelbaren Umgebung der Stirnfliche ist die Losung
trotzdem brauchbar. Auf die Differenz zweier Verteilungen kann das Prinzip von de
Saint-Venant angewendet werden: Eine auf einen Teil > des Randes 0B angelegte
Krafteverteilung mit F = 0, M =0 erzeugt Spannungen, die nur in der Umgebung
von Y merklich von Null verschieden sind.

2. Torsion von Balken

A
=

I XT3 /

Stirnfliche: Kraft F = 0, Drehmoment M = (0,0, M); freie Mantelflache.

a) Kreisformiger Querschnitt (Radius a)
Wir betrachten die Deformation

cosars —sinaxs 0 1
f(z)= | sinazxs cosazxs 0 To
0 0 1 T3

(a: Drehwinkel pro Léngeneinheit) bzw. die (kleine) Verschiebung/Verzerrung

—X2X3 0 0 —T9
«
U=« Tr1T3 5 E = E 0 0 T . (36)
0 —X2 X1 0
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Wegen tr £ = 0 ist 0 = 2uF und es gilt oy = 0, also F; = 0 (Volumenkréfte). Die
Normale der Mantelfléiche ist 77 = a~ (1, 22, 0), also oyny, = 0; auf der Stirnfliche gilt

E:/doai?):()a
Q

—

M = ua/ doZ N (—xg,21,0) = ua/do(—xlxg, —ToT3, T3 + T3)
Q
= (0,0, M = pal) .
I = [do(a* 4+ y*) = Sa” ist das Trégheitsmoment von § bzgl. der 3-Achse.

b) Beliebiger Querschnitt
Der Ansatz (3.6) liefert i.A. keine freie Mantelfliche; Verallgemeinerung (de Saint-Venant):

—T2T3 o 0 0 01— To
u=a« 173 ) E=_ 0 0 pota |, (3.7)
2
(a1, x2) Y1 — Ty Yot 0

wobei ¢ die Verwolbung der Querschnitte beschreibt. Wiederum ist o = 2uFE. Gleich-
gewicht, o, = 0, bedeutet
Ap=0. (3.8)

Die spannungsfreie Mantelfliche (Normale: 77 = (ny,n2,0) = (n,0)) verlangt
(b1 —a2)ni+ (P2 +x1)n2 =0,

d.h.
Vo -n=(x9,—71) n (3.9)

auf 02 (Neumann Randbedingung). Als Folge davon gilt fiir jede Funktion f auf Q

/Q (Falon — 7)) + Falpa + 1)) P = / (On(F (i — 22)) + 0u( (02 + 1)) P

Q

=/ f(No = (22, —21)) - do= 0. (3.10)

Bemerkung. Nicht jede Vorgabe ¢ der Neumann Randbedingung ist zuldssig: Aus
Veo-n=g

folgt als notwendige Bedingung an g

/ @dOZ/ ZSO'dQZ/Agod%:O.
o0 o0 Q

Bei (3.9) ist sie erfiillt:

/ gdo = / (x9,—x1) - do = / div(zy, —21) d*z =0 .
G) o0 Q

Stirnflichen:
F, = / o3 d*x = ,ua/(go’l —19)d*r =0
Q Q
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wegen (3.10) mit f = 21. Analog Fy = 0, ferner F3 = [, 033 d*z = 0, sowie
M, = /Q(—l’gggg) &= —x3F, =0, My =0,
M; = /Q(:r;lagg — m9013) d*x = ,ua/g(a:f + 25+ 1109 — Top,) T (3.11)
= /Q(z2 - (Vo)*) ',

d.h. alle Randbedingungen sind erfiillt. Die letzte Form folgt durch Subtraktion von (3.10)
mit f = .

Das Problem ist somit auf die Losung von (3.8, 3.9) zuriickgefiihrt. Ein dazu dquivalentes
Randwertproblem ergibt sich durch Einfiihrung der zu ¢(z1, z5) konjugierten harmo-
nischen Funktion ¢ (z1, z5):

Y1 =12, P2 =—1U1 (Cauchy-Riemann)
(d.h. ¢ + it ist analytisch). Es folgt

A =0.

Wegen v - do = v* - ds, v+ = (—vz,v1) und Vo' = Vi
lautet nun die Randbedingung

Vo - ds = (w1,5) - ds

=

und damit ) )
p="2 0 aufon. (3.12)
c¢) Elliptischer Querschnitt (Halbachsen a, b)
2 2
S
o0 : ? + ﬁ =1.

Der Ansatz

ist harmonisch (At = 0) mit

@71 = —2A$2 s g072 = —2141‘1 s
o(x1, 1) = —2Az125 .

Auf 09 soll (3.12) gelten, also

(A= et =(A+ ) +C
1 3,
—(A+§)(1—¥)b +C
1,0% , 1
:—(A+§)—2x1+(A+§)b +C



d.h.

Es folgt, s. (3.7),

und, s. (3.11),

2 2

_ 2, .2, @
Mg_ua/g(xl—i_IQ_'—aQ——‘er

(—22 + x%)) d*z

20 3p3
=y /Q(bef + a’x3) d*r = pa

m™a
a? +b? -

Beachte, dass im Unterschied zum kreisfsrmigen Querschnitt, der Faktor wa®b®/(a? + b?)
verschieden vom Tragheitsmoment bzgl. der 3-Achse ist:

I= /(a:f + 23) dr = %ab(a2 +b%) .
Q

3. Belastung durch eine Einzelkraft

(Problem von Boussinesq) Kraft wirkt in 0 senkrecht auf einen 0
elastischen Halbraum z > 0. Zylinderkoordinaten (r, ¢, z). l
Das Verschiebungsfeld ist rotationssymmetrisch um die z- P
Achse (also unabhingig von ¢) und symmetrisch bzgl. Spie- ¢

2

gelung an einer Ebene, die die z-Achse enthélt (u, = 0):

U= (up(r, 2),0,u,(r, z)) .

Nach (1.14) ist der Verzerrungstensor

Err = Uy , Emp =0 s
1 1
Epp = ;ur ) E,.. = E(Ur,z + UZ,T) )
Ezz =Uzz , Espz =0
mit der Spur
1
divid = =0, (ru,) + u,, =: 0(r, 2) . (3.13)
r
Spannungstensor
Opp = 2#“7‘,1“ + A0 s Orp = 0,
1
Tpp = 2#;% + A0, Oy = (U + Usy) (3.14)
Ozz = 2/Luz,z + A0 ) Opz =
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Randbedingungen

z2=0,r>0: Oz = 04y = 0,, = 0 (freie Oberfliche) (3.15)
z2>0: 27 /OO drro,,(r,z) =—P (3.16)
r? 422 — 00 u,E?a—>O.
Feldgleichungen

Aus den Feldgleichungen (2.19) folgt pAf + (n+ A\)A6 = 0, d.h.
AG=0. (3.17)

Von den Feldgleichungen selbst ist die fiir u, = €, - 4 am einfachsten, da €, konstant ist:
Au, =¢, - Al = —— — . (3.18)
Vorgehen: Bestimme sukzessive 6, u,, u, aus (3.17, 3.18, 3.13). Der Ansatz

1
92&2—:—043, (s = |7] = Vr2 + 22)

0z s 53

erfiillt (3.17), da A%sil = ZAs71 =0, (s #0), z.B. weil in sphiirischen Polarkoordinaten
fiir v = v(s) gilt

1 d?
AU = 5@81} .
Damit lautet (3.18)
A 0?1
oder hinreichend dafiir
A\ O?
Z__i_v mit Av=-.
o 022 s
Spezielle Losung: v = %s, also
us = —al AL 2
: 2u ‘s 83

Zu dieser speziellen Losung von (3.19) kénnen wir eine beliebige (sogar bei s = 0 singulére)
harmonische Funktion der richtigen Symmetrie addieren. Wir wéhlen

0% A+ A 22
U, =—+a———=
s 21 83

mit unbestimmtem . Dann ist in Zylinderkoordinaten

EMZ:_(W_O{M—!—/\)Z p+ A 323
0z TS w285
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So wird schliesslich (3.13) zu einer gewohnlichen Differentialgleichung fiir w,.:

0 ou,

E(rur):r(e— 82)
~ _a2“+)‘) 91 ptrsz01
-V 1 ors 2 Ors3
mit der Losung
2u+ Az A28
ru, = —(y —a i )E—Q’W§+@(2)7

wo ¢(z) die Integrationskonstante bei festem z ist. Sie ist bestimmt durch (ru,.)|,—o0 = 0
(fiir z > 0); da dort z = s, also durch

2+ A A 3+ A
o +« =

24 e 2u

p(z) =7 —

was unabhiingig von z ist. Wegen (z/s) —1 = O(r?) und (z/s) — 1 = O(r?) ist dann sogar
u, = O(r) fiir r — 0. Resultat:

3u+ A1 2+ A 2 p+ A 23
)L (a2 2 i)

u=(y-a 2u 7 wo’rs 2 rsd

Die Randbedingungen (3.15, 3.16) lassen sich nun durch die Wahl von «, ~ erfiillen:
Am Rand z =0, r > 0ist # = 0 und u,, = 0, da ds/0z = z/s = 0. Aus (3.14) folgt

0.. =0, 0,, = 0. Die Bedingung o,, = 0 fiihrt zur Bestimmung von +:

au+A), 1 r
O:ur,z+uz,r:_(7_—) v 3
0 rs s

liefert fiir z = 0 (dort ist r = s)
2+ A
V=« :
2p

Damit wird

2L+ \ + )\ 22
RO D)

U7 0 52
a a , (3.20)
« 2u+Az p+Az
PR T3 VRS CAY
2r TR TS
Zur Bestimmung von « aus (3.16) berechnet man zunéchst o, fiir z > 0:
3
0. =201, , + N = —3a(u + N,
s
also
e 3
P = 671'0[(,U/+ )\)/0 dr T’m s (321)
=1 [¥ duu=?* = 1 unabhingig von 2
P (3.22)
a=—. :
2r(p+ A)
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Gl (3.20) und (3.22) stellen die Losung des Randwertproblems dar.

Diskussion (P > 0, d.h. a > 0)

Die Verschiebung v divergiert fiir s — 0, und zwar Du = aO(s™?): die Voraussetzungen
der linearen Theorie, ndmlich kleine Verzerrungen u;; < 1 (s. S. 3), ist in Abstédnden
< a'/? vom Auflagepunkt der Kraft nicht erfiillt.

Uberall ist u, > 0 und o,, < 0. Fiir 2 = 0 ist u, < 0; im Innern (¢ > 0) hiingt
das Vorzeichen von u, vom Wert von z/s ab: An der Oberfliche ziehen sich die Ringe
r = const zusammen, in der Tiefe dehnen sie sich aus. Der neutrale Winkel [ ist bestimmt
durch

. 1 1 m
Slnﬁ——é—f‘ Z‘i‘m
U, = a/2r
Uy
-
sin 3 1 z/s ur <0
u, >0 u =0
----- u, =0
z

T or
Fiir die Ringspannung o, (Hauptspannung senkrecht zu den Meridian-Ebenen ¢ =
const ) findet man aus (3.14):
3
QL z oz
e (12t Y
Der neutrale Winkel ist hier durch sin 3’ = (v/5 — 1)/2 gegeben.

Opp

sin 3’ 1 z/s

Ersetzt man die Einzelkraft P durch eine beliebige Verteilung von Normalkriften auf dem
Rand, so kann man die entsprechende Losung durch Superposition finden.

Anwendung. Zwei Gewichte im Abstand a. Wie hiangt die 0 4
gesamte Energie (elastische Energie des Halbraums und po- i p i P

tentielle Energie der Gewichte) vom Abstand ab?
Losung der Feldgleichungen: ug + 4, wo u, die um a € R? translatierte Losung (3.20) ist.
Die gesamte Energie ist
Foaluo + ug] = Wlug + g, ug + ua] — Lot + wa) — Lafug + ]
= Foluo] + Falua] + 2Wug, ta] — Lo[ua] —Laluo] , (3.23)

~
=0
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wobei der unterklammerte Term verschwindet, da uy Minimierer von Fy ist, s. (2.25). Sie
unterscheidet sich von der Summe der Energien der separaten Belastungen Fo[ug] + F,[u,]
um

AF(a) = —La[ug] = —P'u.(a)

PP 2u+ A
A (et )

1
a
(fiir f, = P'0®)(z — a)é.): effektive Anziehung]

4. Elastische Randwertprobleme mit Translationssymmetrie

Gebiet B =D xR, (z1,72) € D CR? 0D = R, U Ry, Ry N Ry = @ mit Randbedingung
f3 = 0 auf 9D und Vorgabe von

{ffl’ 2 aul B (3.24)
fi, f2 auf Ry ,
und Volumenkréfte mit Dichte
F = (Fy, F3,0) = F(x1,5) .
Gesucht: Verschiebung @ = (uq, ug, u3) mit zz-unabhingige 1, 2-Komponenten
uy = uy(xy, z3) , Uy = ug(xy1, ) , (3.25)
die
oy + =0, (1=1,2,3), (3.26)
o =2uE+ \tr E)1 (3.27)

16st. Dies liefert ein 2-dimensionales Randwertproblem bei einer der folgenden Zusatzbe-
dingungen.

i) Ebener Verschiebungszustand: u3 =0

Dann ist
0 0
E= E Ty )., o= Z 10
000 00 | o3
mit
0= 20 + At )1, (3.28)

Die Gleichungen (3.26);-1 2, (3.24), (3.28) stellen ein 2-dim. Randwertproblem fiir (3.25).
Gl. (3.26);—3 ist dann wegen o33 = 033(21, x2), s. (3.29), identisch erfiillt.

ii) Ebener Spannungszustand:

031 = 039 — 033 = 0. (330)
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Dann ist

0 0
e=| £ |o . o= 1o |,
00 | Es 0010
woraus folgt
0 =033 = 2uF33 + A(tr £ + Ess3)
d.h.
2
Es33 = — tr B tr B =trE + E33 = tr B
33 2+ A ry, r I L+ L3 2+ A rL
und damit die effektive Spannungs-Dehnungsbeziehung
2B+ (4 )1 (3.31)
o= r :
eT k= 20+ T

in der Ebene. Wiederum stellen (3.26);-1 2 , (3.24) und (3.31) ein 2-dim. Randwertproblem
fiir (3.25) dar, und (3.26),;_3 ist identisch erfiillt. Zur Bestimmung von us bleiben aber
noch die Gleichungen

U311 = 0 y Uz 2 = 0 s Usz,3 = E33(£L’1,$2) (332)
zu losen. Letztere hat die Losung
Uz = Egg([l)l, 33’2) * X3, (333)

die aber die ersten beiden i.A. nicht erfiillt. Anders gesagt: die aus (3.32) folgende Ver-
triaglichkeitsbedingung (1.8),

E33,12 = 83(E31’2 + E32,1 - E12,3) =0 )

gilt i.A. nicht: (3.30) ist inkompatibel mit (3.25). Trotzdem liefert die aus (3.25, 3.33)
gebildete Verschiebung @ = (uq,us, u3) eine gute Ndherungslosung fiir diitnne Platten
mit freien Deckflédchen.

Im Fall F' = 0 lauten die Feldgleichungen (3.26) ;=12

doyy Jo1a —0 0091 lLopy)
81’1 3x2 - 8%1 81’2

—0. (3.34)

Liegt eine Losung o vor, so ist zu iiberpriifen, dass sie der verbleibenden Vertréglichkeits-
bedingung (1.8)
2E1212 = Ei190 + Ea 1 (3.35)

geniigt. Die Umkehrung von (3.28) oder (3.31) ist £ = 2fio + S\(tr o)1 mit verschiedenen
Koeffizienten ji und A in beiden Fillen, vgl. (2.14). Da die Gl. (3.35) fiir alle Werte von
i, A gelten soll, muss sie durch beide Beitrdge zu E separat befriedigt werden. Beide
verlangen unter Beriicksichtigung von (3.34)

A(O'n + 0'22) =0. (3.36)

32



Der Ansatz (Airy)
0% 0*y 0%

= 3 5 022 = 75 012 = —
83:% ’ 8x% ’ 81’181’2

(3.37)

011

mittels einer Spannungsfunktion ¢ = (1, x9) erfiillt (3.34) identisch, und es gilt
tro = A¢. Die Losung ist nach (3.36) zuléssig, falls

AAY =0 . (3.38)

5. Die Methode der Finiten Elemente

Einfachheitshalber behandeln wir statt den (vektoriellen) elastischen Feldgleichungen
(2.19) die (skalare) Poissongleichung:

Au = —p in B,
mit Randbedingungen auf 0B = R{ U Ry, Ri N Ry = @

u="1au, (x € Ry), (3.39)
0
a—Z:a, (z € Ry),

und zwar in Dimension 2. Die Losung u ist der Minimierer des zu (2.24) analogen Funk-
tionals

Flu] =Wlu,u] — L|u]

unter der Randbedingung (3.39).

Triangulation 7" des Gebiets B mit Knoten Z;:

Im Raum & der Funktionen mit [,(Vu)*d®z < oo, betrachten wir die Funktionen ;(x)
(7 ein Knoten).

1, (x = x;) ,
linear interpoliert iiber jedes Dreieck.

Der Graph von ¢; ist eine “Pyramide”. Fiir die Linearkombination der ¢;(z),

u(@) =Y (), (3.40)

j€Knoten
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gilt u(z;) = u;: sie sind bestimmt durch die Funktionswerte an den Knoten:

Uy

u= : : (3.41)

mit N = #(Knoten). Statt nun Flu] iber u € ® (dim ® = oo!) zu minimieren, wird F'
im Sinne einer Approximation nur iiber den Raum ® der Linearkombinationen (3.40)
minimiert (Rayleigh-Ritz Verfahren). Es ist dim ®r = N. Auf & cingeschrénkt lautet
das Funktional

Flul=Flul =u"Wu—p"u—c"u,

1 - -
Wi'z—/V%'V%‘d%a Pi2/0¢id2$7 Uz':/ op;do .
2 B B Ry

Die Minimierung von F[u] hat bei vorgegebenen w; = 4;, (¥; € R;) zu erfolgen. Wir
nummerieren die Knoten so, dass die auf R; zuletzt kommen und zerlegen Vektoren und

Matrizen entsprechend in Blocke:
u=|—1, = :
- U W «

Die Minimierung bzgl. u ist dquivalent zum linearen inhomogenen Gleichungssystem

Wi =—2Wa+p+5,

<

fiir welches es numerische Losungsverfahren gibt. Beachte, dass W singulér ist, da Wu = 0,
falls alle u; gleich sind; hingegen ist W regulir, falls Ry # @. Beides folgt aus u'Wu =

[5(Vu)? @z und aus ' Wu = @' Wi fir @ = 0.

Die Matrix W ist durch die Geometrie der Triangulation bestimmt: Jedes Dreieck A
(Flache |Al) liefert einen Beitrag
- S S 3
w= M((l’m — Tin1) - (Tjae = Tin1)) (3.42)
zu der Untermatrix (W;;); j=12.3-

Beweis. (Notation: Z = (z!,2?)). Die Gerade durch die Knoten i + 1,7 + 2 ist f;(Z) = 0
mit

1zt x?
fl(l') =11 xzi—&-l xlé—f—l —CL,LZ"i‘bZ ,
L wiy xi

a; = (_(55?+2 - x?ﬂ)’ 37}+2 - xiﬂ) = (Tipa — Ti1)™

Der Vektor a; ist der Oberflichenvektor der Seite, die dem Knoten i gegeniiber liegt.
Beachte, dass

1 2 1 2
1 xll xé 1 T; o x5 ,
fil@) =1 =z, 5’7?2 =0 =y — 5’711 xé+2 - 5‘712
1
I @iy i 0 Zjo—a; Tie—x;



(dies ist unabhéngig von i und = 2|A|). Damit lautet die lineare Interpolation

~ i@ !
u(x):;uzm, VUZMZUZ@,

und der Beitrag des Dreiecks zu Wu, u| ist

1 [, N 1 1< L
§/A(Vu)2d3x:T(Vuf:é-mz:uiujai-aj,

i,7=1
wobei
;- @ = (Tiya — Tiy1) - (Tj42 — Tjra) (3.44)
O
Ein weiterer Ausdruck fiir w ist \f 1(Z) =0
3
1 Co+c3 —c3 —Cy
w = — —C3 c1+cy —C1 , b
2
—C2 —C1 1+ ¢
AN
wobei ¢; = (2tan6;)~!. Wegen (3.44) ist d;y1 - o = (T — \\\
Zfz‘_i_g) . (fﬂ_l — fl) = —lH_QlH_l Ccos 01 und wegen (343) auch )

2|A| = li+1li+2 sin 0@'7 also

i1 - Q42

N
ferner wegen Zf’zl a; = 0 noch
;- d;
N = Cit1 + Ciy2 -

Auch die p; kénnen approximativ iiber die Dreiecke berechnet werden:

/ pud*z = |A|p(xo)u(o) ,
A

wobei Ty der Mittelpunkt von A ist. Dort ist

3
o
uw(Zy) = 3 ZUZ :
i=1

Desgleichen fiir die ¢;. In Dimension 3 lautet (3.42) analog
1
= s (3 );

2(31)2[A =1

wobei @; nun der Oberflachenvektor der Seite ist, die dem Knoten ¢ gegeniiber liegt, und
|A| das Volumen des Tetraeders ist.
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Um die Resultate auf die Elastostatik zu iibertragen, ist jeder Eintrag u; € R in (3.41)
durch u; € R? (oder, bei ebenen Verschiebungszustinden, R?) zu ersetzen; entsprechend
sind die Matrixelemente von W, und damit die der Matrix w zu A, selbst 3 x 3 Matrizen.

Mit (2.10) ist

1 A
—/(E,a)d?’:z::u/(E, E)d3x+—/(trE)2d3x,
PN A 2

A
(8.8) = 3 ((Du. Du) + (Du)" . Dw)) 1B =t Du.
1 3 . T 1 T’ 1 3 .
Du:M;umi 5 (Du) :m;aiui , trDu:m;%“r
Daraus folgt
wij = m (u((aiTaj)lg +ajal) + Aam?) .
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4. Elastische Schwingungen

1. Wellen und Polarisationen

Die Bewegungsglelchung fiir das Verschiebungsfeld () ergibt sich aus (1.18), indem
man zu F' den Trigheitswiderstand —pi, (- = 0/0t) addiert

Oikge + F5 — ptiy = 0
(p: Massendichte). Fiir eine Losung v wird (2.23) mit @ = u zum Energiesatz

/ WOk dok—i-/ d*x(F; puz) Wi, ul ,
ov 1% d ﬁf—’

pd_ﬁ LW, ul

l\')IH

also

d 1., 1 Lo
d3 (= pﬁ2+—(E,a))=/ uiamdoH/F-ﬁde
dt 22 2 oV v

. . . S s
Energ1edlchte (kinetische+potentielle) Leistung der Volumenkriifte

J/

Der erste Term rechts ist die durch 0V zugefiihrte Energie, d.h.

ist die k-Komponente der Energiestromdichte (Vorzeichen: dd ist nach aussen gerich-
tet.) Speziell ist 7'+ do' = 0 falls @ = 0 oder o;n; = 0: eingespannte bzw. freie Oberfliache.

Wir setzen im Folgenden F = 0 und betrachten zuerst Wellen im unbegrenzten, homo-
genen und isotropen Elastikum. Aus den statischen Feldgleichungen (2.19) wird die
elastische Wellengleichung

pii = pAG + (1 + \) grad div @ . (4.2)
Ansatz fiir ebene Welle:
i@t =fle-d—c), (ld=1),

f (s) = Vektorfunktion einer Variablen. Die Flichen s = €- ¥ — ¢t = const sind Ebenen
1 €, die sich mit Geschwindigkeit ¢ in Richtung € bewegen. Einsetzen in (4.2) liefert

—

PP = i+ (u+ Ve ) (43)
mit " = d/0s. Wir unterscheiden:

a) Transversalwellen

flg Cy =

=

b) Longitudinalwellen

2+ A

> Cy .

s
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Es gibt keine Dispersion: ebene Wellen behalten ihre Form, sofern sie rein transversal oder
longitudinal sind.

Da die elastische Wellengleichung linear und reell ist, ist das Rechnen mit komplexen
Losungen legitim: Real- und Imaginérteil einer komplexen Losung sind wieder Losungen.
Wir fassen den Realteil als das physikalische Feld auf.

Monochromatische ebene Wellen sind dann von der Form:

—

i = Aelki—t) (4.4)

mit Frequenz w > 0 und Wellenvektor k= 2¢. Die komplexe Amplitude A erfiillt nach
(4.3) (f(s) = Ae'%*) entweder

JIJ_E wt:kCt:k\/E,
1%

. 2+ A
ANE: wi=ka=k “:.

Durch Superposition lassen sich nun allgemeine Wellen aufbauen (Fourier-Integral):

oder

ﬁ(f’ t) _ /dBk[[l’g-&-)(E)ei(Ef—wtt) +g§—)(g)ei(l}'f+wtt)] + dsk}[t PN l] ‘

Sie sind reell, falls flfﬁ(/;)* = Xiﬁ)(—lg) Die Amplituden ffg;)(l;) sind durch 4(Z,t = 0),

(i, t = 0) bestimmt.

Polarisation transversaler Wellen
Wir betrachten o o
i(Z,t) = Re (Ae'®™t))y = A1k, w=uw
und zerlegen A=A+ i/YQ, (A)LQ reell). An einer festen Stelle
Z, z.B. ¥ =0, ist dann Ay

i@(t) = Ay coswt + Ay sinwt | (4.5)

was eine Ellipse beschreibt. Spezialfille sind die lineare S
Polarisation (4; || A,) und die zirkulare Polarisation
(A, L Ay, |4} = |Ay]). Durch Wahl einer Basis 1,8, im
komplexen 2-dimensionalen Raum L k lisst sich jede Welle
in 2 speziell polarisierte Komponenten zerlegen.

Beispiele. Sei ¢}, €, €3 eine reelle, positiv-orientierte, orthonormierte Basis im R? mit
k= k€3
a) Zerlegung in zwei zueinander senkrechte linear polarisierte Wellen:

—

g =é, £y =€y .
b) Zerlegung in rechts (+) und eine links (—) -zirkular polarisierte Welle:
1

—

E4+ (51 + 152) .

Sl
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Intensitét
Um die Energiestromdichte (4.1) der Welle (4.4) auszurechnen, muss man zuerst zu den
reellen Feldern iibergehen, da j quadratisch ist in «. Im Zeitmittel gilt dann

1

1 -
Man findet
iLi = —iwui s Ui j = 1/€]u1
oy = —w(p((@@)k; + (@ F)uy) + A(kid)a,)
jzgmww%+m+Amqm®m
e ALKk

Wi T2 Moo JHy p2o
) =5 - ulAPE = 5 B 2pe

zeigt erwartungsgemiss in die Fortpflanzungsrichtung € und hat den Betrag (Intensitiit)

1 35 o
L=cErAP .
2\ p
oo 24+ A 2 Ao
() = 5 @u-+ NIAPE = F550 [0 A,

1 2 3 -
I = - MkﬂAF.
2 P

Bemerkung. Fiir die Superposition von zwei senkrecht zueinander linear polarisierter
Wellen (mit gleichem k) sind die Intensitédten additiv, da die Mischterme verschwinden.
Analog fiir zwei entgegengesetzt zirkular polarisierte Wellen.

2. Anwendung: Die spezifische Wirme eines Festkorpers

Als Vorbereitung berechnen wir die Eigenschwingungen eines elastischen Quaders. Die-
ser sei gegeben durch 0 < x; < L; (i = 1,2,3). Die Randbedingung fiir die elastische
Wellengleichung (4.2) wéhlen wir “gemischt” (7: Aussennormale):

w-n=0, nA(oi)=0: (4.7)
auf dem Rand ist @ tangential und es wirkt nur eine Normalspannung; z.B. auf den Seiten
T = 0, Lli

u1:0, 0'21:(731:0.
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Insbesondere ist 7 do = —i - oiido = 0 auf der ganzen Oberfliche, d.h. das Elastikum
ist energetisch abgeschlossen. Fiir andere Randbedingungen (z.B. @ = 0 auf dem ganzen
Rand) gibt es keine elementare Darstellung der Eigenschwingungen.

Als Verschiebungsfeld betrachten wir stehende Wellen (Eigenschwingungen) @(%)e ! der
Form

wy = A; sin kyxq cos kg cos ksxs
Uy = Ag cos ki sin koo cos ksxs (4.8)

Uus = A3 COS kll’l COS I{JQ.TQ sin l{fgl'g

und setzen A = (Ay, Ay, As), k = (k1, ks, k3). Die Randbedingung (4.7) legt die zulissigen
Werte fiir & fest:

m; ganz und > 0, ausser m; = mg =mg =0 .

Wir betrachten bloss die Seiten x7 = 0 und z; = L; des Quaders, denn die anderen sind
gleich. Dort ist u; = 0 und

091 = — (k1 Ag + ko Ay) sin ky 2 sin koxg cos kg = 0 .
Mit
AT = k%1,
divi = (E . g) cos ka1 cos koxo cOs ks |
0; div @t = —k;(k - A)(ui/A;)

ist die elastische Wellengleichung (4.2) erfiillt fiir die “Moden”

Alk mit w = w; = ke

Ak mitw=uw =k .

Beachte allerdings, dass die beiden Félle keine blosse transversale/longitudinale Eigen-
schwingung (4.8) zur Folge haben.

Debye’sche Theorie

Ein Kristallgitter aus N Ionen lasst sich auffassen als schwingendes System mit 3N Frei-
heitsgraden und somit als System von 3N ungekoppelten Oszillatoren mit Frequenzen
wi, ... wsy (Eigenfrequenzen des Kristalls). Nach der Quantenstatistik ist dann die Ener-
gie des Kristalls bei der absoluten Temperatur 7":

3N

UT) =7 eﬂ,zw—_l , (4.10)

=1

(8 = (KT)7'; k: Boltzmannkonstante). Debye ersetzt die wy, . ..wsy durch die tiefsten
3N Eigenfrequenzen eines elastischen Kontinuums desselben Volumens V = L3 (L:
Kantenldnge). Nach (4.9) ist die Zahl der Eigenschwingungen mit Frequenz w; < w gleich
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der Zahl der Gitterpunkte 17 = (my, mg, m3) im positiven Oktanten von Z* innerhalb der

Kugel
il < 2%
T
als asymptotisch
1 4rn L .3
N, R i R
@ =5 555
Addiert man dazu die Zahl der transversalen Schwingungen (2 Polarisationen) mit w; < w,
Vo1 2, 4
= @(C—? + C_?) w .

so ergibt sich
N(w)

Die Debye’sche Abschneidefrequenz wp ist bestimmt durch N(wp) = 3N, d.h. wp
(N/V)'/3 ist unabhiingig von der Grosse des Wiirfels und ist eine durch Teilchendichte

und Schallgeschwindigkeiten bestimmte Materialkonstante. Es folgt
W \3

N(w) = SN(E)

hw

Da die Eigenfrequenzen fiir grosse N zunehmend dicht liegen, wird (4.10) zum Integral
wp
dN (W) ———
| e e

u(r) =
ON [0,
o

_W% 0
T3 9/T IL’S

=9NET (— d
e

mit der “Debye-Temperatur” 6 := hwp/k (Variablensubstitution x = fhw). Sie trennt

zwel Gebiete
T>60: U(T)=3NkT

3t Nk & 3 T

T<6 : T~ ~—__".7¢ d =—).

< v =5 5 T (/0 e ).

Die spezifische Wirme ist dann C(7T") = dU/dT
Cl
3Nk T P
Brk(T/0)?

1
1

[

1

1

1

1

1

1

[

1

T

(Nicht inbegriffen ist ein Beitrag der Elektronen.)
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3. Oberflichenwellen
Im Halbraum gibt es Wellen, die sich entlang des Randes fortpflanzen (Rayleigh).
Als Vorbereitung notieren wir: 1) Fiir eine ebene Welle
(7, 1) = A=)

lautet der Spannungstensor (4.6), also fiir eine Transversalwelle und k= ke

oij = ipki(uie; + uje;)
bzw. fiir eine Longitudinalwelle mit 4 = ue

oij = ikiu(2pee; + \ojj)

2) Gl (4.4) ist eine Losung von (4.2) selbst fir k = k€ = (w/c)@ mit & € C3, sofern

€2 = €. €= 1; dabei ist ¢ = ¢, oder ¢ = ¢; je nachdem, ob die Welle transversal, A-e= 0,
oder longitudinal ist, A = Aé. Zerlegt man € = €| + i€y (€} 2 reell), so lautet

i= Ael(kel-x—wt)e—kez-m

, (4.11)

wobei € L € und €7 = 1 + &Z. Dies beschreibt eine quergedéimpfte Welle: Sie pflanzt
sich in Richtung €] mit Geschwindigkeit
w . C;

kilen e

fort und ist senkrecht dazu gedampft.

<e¢,  (i=t1) (4.12)

Auf dem Halbraum {z = (x1, z9, 23) | 2 > 0} ist die Welle (4.11) zuléssig, sofern ihr un-
physikalisches, exponentielles Wachstum im komplementéren Halbraum zu liegen kommt,
also falls €5 in die positive 2-Richtung weist. OEdA liegt dann ¢€; in 1-Richtung. Ferner
braucht die Welle die freie Randbedingung o5 = 099 = 032 = 0 zu erfiillen.

Ersteres formuliert sich wegen ch?d = 1 + sh®§ wie folgt: Im transversalen Fall

cho . sh o
¢=| isho |, A=A, | ichd | , (6 >0)
0 0
(oder A = (0,0,1)); im longitudinalen
ch~y B
¢= | ishy | , A= Ap¢, (v>0).
0
Die Spannungen am Rand sind, bis auf die Phase,
Welle 012 022
t | —pkiAy (ch®§ +sh?0) | —ipk A, -2chdshg
ch 2§ sh 26
l — ik Ay sh 2y ik Af(—2psh? y 4 \)
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ferner o33 = 0. Nur eine Superposition einer longitudinalen und einer transversalen Welle
kann die Randbedingung erfiillen, wobei fiir die zweite die Polarisation A= (0,0, 1) wegen
032 # 0 nicht in Frage kommt. Die beiden Anteile (4.11) haben dann dieselbe Frequenz
w, was wegen k; = w/cy, k= w/q

. G 2 H
ok mitn=, (4.13)

impliziert; ferner dieselbe Wellenzahl ke, also
ché =nchy. (4.14)
Dann ist im letzten Eintrag der Tabelle
sh®>y=ch®y—1=n"2ch*6—1,
—2sh?y + 2 =n"%(1—2ch*6) = —n"?ch2§

und damit o9y = —ipk;Ayn~2 ch 26. Nach Weglassen gleicher Faktoren lauten die Randbe-
dingungen

Aych20 +nA;sh2y =0,

Aysh26 + %Alch% =0.

Diese Gleichungen lassen eine nicht triviale Losung zu, falls
ch?20 = n*sh25sh 2y , (4.15)

und diese ist wegen der Homogenitét des Problems nur bis auf einen Faktor bestimmt:

% — —nth26 . (4.16)

t

Die Gleichungen (4.14, 4.15) haben eine einzige Losung (6, ) mit §,v > 0, wie im Folgen-
den gezeigt.

Wir setzen
chd =z, shéd = a2 -1, (6>0),
ch’yzg, shy=4/——-1, (v >0, beachte n < 1) ,
n

sh20 =2shdchd =2xv/22 -1,

ch26 =2ch?6—1=222 -1,
2 2 2

sh27:—x T 1= 2.
n \ n? n2

Die Gleichung (4.15) lautet damit

(4.17)

(2£E2 _ 1)2 — 4x2($2 _ TL2)1/2(I2 _ 1)1/2 )
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Wir setzen 7 = 22 = ch?§ und quadrieren. Dies liefert die kubi-

sche Gleichung flgT)
f(r) =167 — 2472 487 — 1 — 16n*(7* —7%) = 0. gl /
0.5
Es gilt f(0) = f(1) = =1 und f — 400, (T — +00) wegen 0

n < 1; folglich hat f’ mindestens eine Nullstelle im Intervall (0,1) .| T
und f selbst eine oder drei in (1, +00). Letzterer Fall wiirde zwei W o
Nullstellen von f” im selben Intervall bedingen, insgesamt also

mindestens drei, was nicht moglich ist. Demzufolge hat f(7) =0 0 02 04 06 08 1 12
genau eine physikalische Losung 7 = ch?§ > 1.

Die Oberflachenwelle ist nun bestimmt:

‘ sh o ch~
(7, t) = Aellker—wt). ichg | e fshoe2 _pthos [ ishy | et ShV"’”Q} . (4.18)
0 0
transversaler Anteil longitudin‘z,ﬂer Anteil

(k = k;,ch§ = k;ch~). Beachte die Phasenverschiebung i = ¢'™/2 zwischen u; und uy. An
der Oberfliche ist @(xy, o = 0,t) = Ae'*k1=9t) mit A = A; +iA4,, wobei

- shd —nth2d-chy shd —th2§-chod
1:14 O :A 0 )
0 0
B 0
Ay =A| chd—nth2d-shy
0

Die Geschwindigkeit der transversalen und der longitudinalen Anteile der Oberfléchen-
welle ist nach (4.12)

] Ct < <
C= — = —— C C
chy chd e
Verschieden sind jedoch die Eindringtiefen d;, d;, entsprechend den Dampfungsfaktoren:
1
transversal : e~ (keshojza _ g=a2/de d; =
¢ " Fisho
1
longitudinal : e~ (hishmes — g=a2/di . d; = .
/{Zl sh Y

Fiir das Verhéltnis findet man aus (4.17)

d shé _<x2—1>1/2<1
d, nshy \22—n2 ’

d.h. der transversale Teil der Oberflachenwelle dringt tiefer ein. Nach (4.5) ergibt sich fir
Re (7, t) folgendes Bild der Polarisation der Oberflichenwellen (A > 0).
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Welle

B —

O 6 0
O D
VIRVIRVE

Anwendung. Bei Erdbeben kommt die Hauptwirkung von den Oberflachenwellen: Ihre
Intensitit klingt wegen des Flichencharakters nur wie r—! ab (7 = Distanz vom Zentrum
an der Oberfliiche), die der Raumwellen aber wie r~2. Zeitlich kommen die Raumwel-
len wegen ihrer grosseren Geschwindigkeit aber frither an (Vorldufer), und zwar zuerst
die longitudinal und dann die transversalen Wellen. Sie heissen deshalb auch p-Wellen
(Primérwellen oder “pressure waves”), bzw. s-Wellen (Sekundérwellen oder “shear wa-
ves”).
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5. Plastische Deformationen und Versetzungen

1. Die Grenzen des Hooke’schen Gesetzes

Der lineare Zusammenhang E +— o gilt nur in einem begrenzten Bereich. Darauf folgt
ein nicht-linearer, allerdings reversibler Bereich und anschliessend ein irreversibler (pla-
stischer) Vorgang, der mit einem Bruch endet. Schematisch:

o Bruch
Fliessspannung oy [- - - - - - =

reversibel irreversibel F

Die Grosse der verschiedenen Bereiche hingt vom Material ab (sprode oder duktil). Die
fiir den reversiblen Bereich kritische Spannung oy,; hangt von der Art der Beanspruchung
ab (Zug, Schub). Am kleinsten ist sie typischerweise bei Schub/Scherung, s. S. 9.

2. Scherung durch Verschiebung von Atomlagen

Mikroskopische Vorstellung

° . ° ° ° °
__________________ Gleitebene
. ° ° ° °
a LO
° ° ° °
b s
1

Eine horizontale Verschiebung der Lagen oberhalb der Gleitebene um u < a (keine Ver-
schiebung unterhalb) bedeutet

1 Au u
B, -— =
12 2 Al’g 2a
und entspricht einer Spannung
u
012 = Q[LElQ e ILLE . (51)
Die Verschiebung um einen Gittervektor, u = b, bewirkt keine Anderung der lokalen

Verhiltnisse und somit keine Kraft. Daher sollte 015 eine periodische Funktion von u sein

Ulg(u + b) = Ulg(u)
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mit (5.1) fir u < a. Ein einfacher Ansatz ist

wb 2
0'12(U) = %E SlH(TU) .

Die maximale Spannung (bei u = b/4), die vom Kristall aufrechterhalten werden kann,

st

p b ~1
rit = -~ 10 . 5.2
it 2ma H ( )

Experimentell ist

Olerit ~ 10740 .

Obige Vorstellung zur Festigkeit der Kristalle ist zu naiv!

3. Versetzungen

Gitterdefekte sind Stellen im Kristall, wo die Periodizitéit defekt ist. Wir betrachten hier
den Fall von Versetzungen, wie durch die Figur illustriert:

Ty = Ty, x b x|
([ ] [ ] ([ ] L] o f (] ([ ] ([ ] ([ ]
([ ] ([ ] ([ ] ® ® (] ® ([ ] ([ ] [ ]
([ ] ([ ] ([ ] L] ® ([ ] e o o L]
([ ] ([ ] ([ ] ® ® ([ ] ([ ] (] ([ ]
([ ] [ ] [ o o [ ] [ [ [

e Schleife im idealen Gitter: Folge von néachsten Nachbarn x, ... x, = xy. Damit sind

a; = x; — x;—1 Gittervektoren und
n
Y@=, —29=0. (5.3)
i=1

Im realen Kristall kann der Defekt umfahren werden ldngs einer Schleife, die im
“guten” Material verlduft: ausgehend von x(, sei ; der ndchste Nachbar von z_,,
sodass

vy & x_y + d;
(=2 bedeutet = bis auf Fehler < Gitterkonstante). Dann ist !, # xj, und der Git-
tervektor

b=a — )

heisst Burgers-Vektor der Versetzung (bzw. —b bei Umkehrung der Orientierung
der Schleife). Er éndert sich bei lokaler Anderung der Schleife nicht, solange sie den
Defekt meidet, denn fiir den Unterschied gilt (5.3): b ist topologisch. Insbesondere
kann b anhand einer beliebig grossen Schleife bestimmt werden. Es folgt auch, dass
die Versetzung nicht von einer Fliche umschlossen werden kann, die ganz im guten
Material liegt.

47



Figur: wiederholte Verschiebung einer Versetzung verschiebt Atomlagen gegeneinander
(Orowan, Polanyi, Taylor).

Erwartung: Die dazu erforderliche Spannung ist kleiner als (5.2).

4. Das Frenkel-Kontorova Modell

Die Atome n € Z einer 1-dimensionalen Kette befinden sich in einem periodischen Poten-
tial Vi(x) = Vi(z + b). Zwischen ihnen wirkt ein Paarpotential Va(z — '), fir welches die
periodische Anordung der Atome ein stabiles Gleichgewicht ist: V;(b) = 0, VJ'(b) > 0 und
(oEdA) V4(b) = 0. Die Energie einer Konfiguration {z, } ez ist

B = Y ) + 3 Vo ).

Periodische Konfigurationen sind von der Form
x, =nb+u (5.4)
mit u fest. Wir betrachten langsam verénderliche Abweichungen davon:

Tn, =nb+u, , [tni1 — uy| < b .

ATAYAYATATATAAYOY

Vi

Damit ist
V2<xn+1 - xn) = v2<b + Upt1 — un)
1
= Vo(b) 4+ Vo (b) (g1 — un) + =V (0) (Uns1 — un)® + . ..
~——  —— 2

=0 =0
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und
B =3 Vilu) + 5V 0) S (s — )’ (55)

Gesucht: Losung minimaler Energie bei Randbedingung
U, =0 (n— —o0), Up, — b (u—00). (5.6)

Analogie zur Versetzung: Atome unterhalb der Gleitebene seien fest (periodisches Sub-
strat), oberhalb beweglich mit Wechselwirkungen V5 untereinander und V; mit dem Sub-
strat. Starres Gleiten entspricht Anderung von u in (5.4). Dann ist

Vi)

- (5.7)

0 = max
u

die dazu erforderliche Spannung, vgl. (5.2). Die Losung (5.6) ist eine Versetzung mit
Burgers-Vektor b.

Kontinuumsapproximation: u, als Funktionswerte einer langsam verénderlichen Funktion
u:

b

Up = %u(n) : (5.8)
s~ = o) ()] < 1)

(es ist zweckmaéssig, u, in Einheiten von b/27 zu messen). Die Summen (5.5) werden zu
Riemann-Summen mit An = 1:

E:/Vl(%u( ))dn + 3 ( )2v” / (n)%dn
:/U( (n))dn + vg (2r) / n)2dn (5.9)

mit den 27-periodischen Funktionen

Beide Funktionale (5.5, 5.9) sind invariant unter der diskreten Symmetrie
Up +— Up + b, bzw. u(n)— u(n)+ 27 .
Sie ist nicht zu verwechseln mit der Symmetrie
Up, > Uy = Up—1, bzw. u(n)— a(n)=u(n—ng), (5.10)

die im ersten Fall diskret, aber im zweiten Fall kontinuierlich geworden ist: ng € R. Als
Folge davon ist die Translatierte u(n — ng) eines Minimierers u(n) auch einer; ein solcher
erfiillt

%Ué’(Qw)u’(n)z —v1(u(n)) = const . (5.11)
und
vi(2m)u" (n) — v (u(n)) = 0. (5.12)
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Dies ist die Euler-Lagrange Gleichung zu (5.9), und (5.11) ist der Erhaltungssatz zur
Symmetrie (5.10).

Beispiel. Vi(z) = 7;(1 — cos 2 ), d.h. v;(n) = (1 — cosu). Dann ist

vi(u) = yisinu vy (27) = 7o
und (5.11, 5.12) lauten
1
§Ku'(n)2 —(1—cosu)=C, (5.13)

Ku"(n) —sinu =0

mit K = v9/7,. Fiir die Losung (5.6), d.h. u(n) — 0 (n — —o0), u(n) — 27 (n — o0)
folgt C' = 0. Zusammen mit

u du
1 —cosu = 2sin® — | —— =dlogtanu
2 sin u cos u

folgt

du_2sin%_4sin%cos%
in~ VE = JE
dlogtan%:dl

Vi

u = 4 arctan (en\;%o )

= 7 + 2arctan(sh n\;Fno) (5.14)
Die beiden letzten Ausdriicke, d.h.
enx;%o = tan u
4
sh 20 —pan—— = = — ! (5.15)

VK 2 tan §

sind nédmlich dquivalent.
Die Losung u von (5.13) legt nach (5.8) eine Folge
b

Uy = %u(n —ng)
fest. Ihre Energie (5.5) héngt aber von ng ab, und zwar periodisch, E(ng) = E(ng + 1),
vgl. (5.10), (erst im Kontinuumslimes wird E(ng) konstant). Damit sind die Minima von
E(ng) energetisch voneinander getrennt durch sog. Peierls-Barrieren. Zu berechnen ist
anstelle des Integrals (5.9) die Summe

Zvl u(n —ngp)) +%vé’(27r)z (n — ng)? Zf n—ngp) (5.16)

n
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Dazu die Poisson-Formel

Beweis. Der §-Kamm h(n) = >, ,d(n —n') ist Z-periodisch und hat Fourierkoeffizienten hy, =

flﬁz h(n)e*Q”i’m dn =1, (k € Z). Somit ist h(n) = >, c, hye2mikn — Speze TR und Yo, o, fo(n) =

fh n)dn = Zkezfo(k)' u

Der Term fo = [ fo(n)dn entspricht dem Riemann-Integral; fiir glatte fy fallen die

Korrekturen fo( ) mlt Wachsendem |k| rasch ab. In der Anwendung ist fo(n) = f(n—no),
also f(k) = €™ 0 f(k): zudem ist f oft gerade (und damit f). Damit ist

Zf(n—no) —/f(n)dn+2f(1)cos27m0+... (5.17)

und die Peierls-Barriere betriigt in dieser Niherung 2f (1).

Beispiel (Fortsetzung). Die beiden Terme in (5.16) sind wegen (5.11) (mit const = 0,
vgl. (5.13)) gleich, also

f(n) =2vi(u(n)) = 27 (1 — cosu(n))

= 4, sin? %n) = 47, cos® uln) — 7

o 4
_ 2/ n
unter Verwendung von (5.15). Es folgt
5 2| k|VK
k) =4 VEK —
Jk) =V R VR
und insbesondere die Peierls-Barriere

A STV K
2f(1) = VK - V2
f) =V S R
Die Kraft, um die Versetzung zu bewegen, ist nach (5.16, 5.17)

. 1 d 2
2f(1)max57000527m0—2f() %

Sie ist iiber die Atome verteilt, die am “Soliton” (5.15) teilhaben. Seine Breite ist ~
2 - %\/K , was eine kritische Spannung

2m ; 2m sn2VK
TS B

o1



zur Folge hat. Im Vergleich dazu ist nach (5.7)

also ,
VK
v _ BTVR et Ke VR

oG sh(r2VK)
fiir 72/ K > 1. Fiir 4 = 72, d.h. K = 1, ist das Verhiltnis ~ 8 - 1075.
Qualitative Folgerungen: Ein realer Kristall (d.h. mit Versetzungen) ist weitaus plastischer

als ein idealer. Verunreinigungen kénnen Haftzentren fiir Versetzungen bilden und dadurch
den Kristall hirten (Bsp.: Beigabe von Nickel oder Chrom zur Hértung von Stahl).

5. Makroskopische Beschreibung der Versetzungen

Weit weg von der Versetzung kann man eine makroskopische Beschreibung durch ein
Verschiebungsfeld (z) versuchen:

T, = x; + u(x;) ,

wobei x; (bzw. z}) die Lagen der Atome im idealen (bzw. realen) Kristall sind. Entlang
einer Schleife wie in der Fig. auf S. 47 ist

n

i(x,) — U(zo) = Z (x;) — @)

= (@ — @) — (2fy — wi1) = (2, — 7h) — (@, — 70)

=1

=
wegen z,, = To: Es miissen mehrwertige Funktionen w(z) zugelassen
werden. In einer solchen Beschreibung bilden die Verzweigungspunkte I 7

-

von u eine Kurve 7 (mit Tangentialvektor [): die Versetzungslinie.
Das Vorzeichen von b ist nun festgelegt durch Verwendung von Schleifen, Q

die I’ im positiven Sinn umfahren (das gemeinsame Vorzeichen, (ﬁ l;) ~ /
(=1, —D), bleibt unbestimmt):

dd -
—ds =0b. A
]{ 7 ds =10 (5.18)

Enden kann die Kurve nur am Rand des Materials; im Innern kann sie sich schliessen oder
auf andere treffen:

Ba! V2
b1+b2+b3:0.

3

—

Spezialfille: [ konstant (gerade Versetzungslinie) und (a) I||b: Schraubenversetzung,
oder (b) I L b: Stufenversetzung.
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—;=r=r—\,;'

=i EE T

'H_!i.l,l.l.'l.i}ill

(a) Schraubenversetzung (b) Stufenversetzung

Um (x) zu bestimmen, sollten grundsétzlich die Navier-Gl. fiir Kristallelastizitét, s. S. 15,
verwendet werden. Wir verwenden stattdessen die isotrope Form (2.19) (Volterra).

—

a) Schraubenversetzung (b = bés). Ansatz:

U= U3€3 mit us = U3(ZL‘1,£C2) s

—

d.h. in Zylinderkoordinaten (€, = €3)

—

U= U,€, mit  wu,(r, @) = uz(xy, a) .

Die Gl. (2.19) lautet wegen dive = uz3 =0

AU3 =0 s
d.h.
_ 19, Ou 1 0*u
A . z - z — O
=0 é?r( or )+ r2 Op?
mit fo% %f; de = b wegen (5.18). Eine Losung ist
4 b i)
u, = b—, d.h. u3=— arctan(—) .
2m 2w T
Der Verzerrungstensor ist, s. (1.14),
b
E,,=—
? dnr
bzw. ; ;
i) Ty
Eyg=———5"— Eyy = ————
8 42?4 22 BT 4 a? 4 22

(restliche Komponenten = 0); o = 2uF.

—

b) Stufenversetzung (b = bé;). Ebener Verschiebungszustand (3.25)

U= (U1($1,x2)7u2(3717x2)70> )
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ermittelt {iber eine Spannungsfunktion ¢ = (xy, z2) mit A% = 0, s. (3.38). Zu erwarten
ist ein Spannungstensor o, der wie in a) homogen vom Grad —1 in 7 = (22 + 22)1/2 ist:
dann ist Ay = 011 + 099, 8. (3.37), homogen vom selben Grad. Ansatz (r # 0):

A= 2422 = 248, log
r
erfiillt AAY =0 wegen Alogr = d(x1,x2)/27, s. (7.16). Fiir ¢ selbst findet man
Y = —Axylogr .

Mit (3.37) folgt

302 4 2 2 _ 2 2 _ 2
- A$2( $14+ 3) 7 - _A352($14 3) 7 - _A551(1'14 3)
T r r
Uber die Verzerrung E findet man die Verschiebung
1—v A T1T9
== T 5, 2 20
20 2wy + x5
1—2v A x?
=A 1 — 1
Us Ogr+2um%—|—x§
mit ¢ = arctan(zy/x1). Es gilt
2m ou; do = u; p=2m_ —Alg—u” -2, (z = 1)
o Op #=0 0, (i=2)
was gleich (b,0) ist fiir A = —ﬁb.

6. Die Kraft auf eine Versetzung

Die dusseren Kréfte erzeugen einen Spannungszustand o(z). Wir berechnen deren Arbeit
bei Verschiebung ~, der Versetzungslinie v um d(s) (s: Bogenlédnge auf 7). Weder ist ~
gerade, noch @ konstant; lokal trifft dies aber mit hinreichender Genauigkeit zu.

Beim Uberschreiten eines Schnitts zwischen den

beiden Versetzungen ~ und v, wird Au = u, — u 7 e 5
mehrwertig. Um in (2.1) dennoch den Satz von .
Gauss anwenden zu konnen, vgl. (2.2), sparen wir ,
einen kleinen Schlauch K um den Schnitt aus. .
Sein ldnglicher Querschnitt ist lings @ ausgerich- , S
tet, aber unabhéngig von |@| — 0. Erst an diesen 4
Limes anschliessend wird er unendlich klein und K
lénglich.

QU

In der N#he von v(s) ist Au(z) = u(x — d(s)) — u(x). Im Limes (@ ~ 0@) wird damit aus
(2.1)

0A = / dSZE Uik(SEik + / (SU,Z'O'Z'k dOk + / (SUZE d?’l’
B\K oK K
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mit du; = —u; 0a;. Das letzte Integral ist klein mit K, da du; = O(r™'), (r — 0; 7 Abstand
zu ). Im mittleren Integral ist du; einwertig; u; selbst nur auf 0K \ 74, s. 4 in der Figur.
Dann ist es gleich

— / w; 10,0 doy, = / rot(dd A otl) - do' — / (divow)dd - do
oK OK\F

K\

unter Verwendung von
rot(6a A 0) = da(div ¥) — (6@ - V)T

fiir ¥ = ot und o anndhernd konstant iiber K. Nach dem Satz von Stokes ist das erste
Integral rechts

/(Mma}j)-df:/(aamz?).dfz/(amdf)-éa;
gl gl gl

Y Y

das zweite verschwindet wegen der Gestalt von 0K: dd L do. Resultat:

§A = / APz 03,0 By, + / (obAdl)-da .
B\y

Y

Das erste Integral ist die Regularisierung durch Hauptwert von (2.1) und stellt die Anderung
der elastischen Energie dar. Das zweite entspricht einer Kraft pro Lénge dl der Verset-
zungslinie

df = abAdl,
(Peach, Koehler). Beachte die formale Analogie zur Kraft df = (I/¢)B Adl eines Magnet-
felds B auf einen vom Strom I durchflossenen Leiter.

Beispiel. Die Ebene der Figur auf S. 48 sei die 12-Ebene. Auf den Kristall wirke eine
Schubspannung o5 = g9; > 0, die die oberen Lagen nach rechts, bzw. die unteren nach
links zieht (restliche o = 0). Die Versetzung hat [ = e3 und b = €1, also ob = 012€5.
Auf sie wirkt somit die Kraft pro Langeneinheit 012€5 A €3 = 012€7, deren Richtung wie
erwartet ist.
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6. Dynamik der Fluida

1. Kinematik

Natiirlich ist hier die Verwendung rdumlicher Koordinaten Z (Eulersche Beschreibung,
vgl. S. 1). Zentrale Grosse ist das Geschwindigkeitsfeld (7, ¢). Die Bewegung der
“Teilchen” ist beschrieben durch die Differentialgleichung

Z(t) = 0(Z(t), 1) . (6.1)
Sei Z(t, s, ) die Losung zur Anfangsbedingung Z(s) = ¥, und
¢(t,s) T f(t7 5>?7) :

Diese 2-parametrige Schar von Abbildungen ¢ ) beschreibt die Bewegung des Fluidums.
Es gilt offensichtlich

Gy = id ; Dty © Drys) = Dits) -
Umgekehrt hat jede solche Schar ein erzeugendes Vektorfeld

— d —
v(T,s) = Eqb(tﬁ)(x)‘t:s i
Fiir stationdre Stromungen ist ¥ = ¢(Z) unabhéngig von t. Dann ist Z(t,s,y) = Z(t —

—
Y

s,0,7), und entsprechend

¢(t,s) = ¢(tfs,0) = ft—s )
Jo=1id, Jeofs = frrs

Umgekehrt definiert jeder solcher 1-parametrige Fluss ein stationdres Vektorfeld

Wir zeichnen zur Zeit ¢ = 0 ein beliebiges Teilsystem “Fluidum im Raumgebiet V)" aus
und verfolgen seine Bewegung:

Wichtig sind Grossen der Form [|, d*z¢(Z,t), die eine (volumenbezogene) Dichte 1 be-
sitzen (z.B. Volqmen, Masse, Impuls, ...). Das Reynoldsche Transporttheorem driickt
deren zeitliche Anderung aus: Fiir jedes Feld ¢(%,t) gilt

d . 0 o
7 g dr(,t) = /Vt dga:(a—zf + div(y?)) . (6.2)

d
—/d?’x:/d3xdiv6,
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d.h. divo(Z,t) ist die Volumenzunahme (unter der Strémung) pro Zeit- und Volumenein-
heit bei & zur Zeit t.

Beweis. Es ist formal bequem, V; durch seine charakteristische Funktion

1 fird eV,

0 sonst,
zu beschreiben. Offenbar ist x(#,t) = x(Z,0), und durch Differentiation nach ¢ wegen
ft - ’(7

ox - e
E—FU'VX—O (6.3)

im Sinne der Distributionen. Damit ist

d d
— | $Pap(@t) = — [ Pax(T )Tt
i [ av@n =5 [ dax@nues
gy Ix
= [ Ba(yv=L -
RIS R
s O Lo
= [d x(xE — v - V) (nach (6.3))
5. (O o
= [ d’z X(E + div(y7)) (partiell integriert)
—/thgx(%—if + div(y7))
O
2. Erhaltung der Masse
p(Z,t): Massendichte. Dann ist
/ d*z p(,t)
Vi
unabhéngig von ¢; da (6.2) fiir beliebige V; gilt, folgt die Kontinuititsgleichung
o + div(pt) =0. (6.4)

ot

Fiir ein raumfestes Volumen V ergibt sich daraus die Massenbilanz

d -
— | dPxp(@,t :—/ pU - do
dt Jv &) ov

pU = Massenstromdichte .

Wir fithren die materielle (zeitliche) Ableitung beziiglich der Stromung ein:
D9, 0
Dt ot o

Fiir ein beliebiges Feld 1(Z,t) beschreibt sie die zeitliche Anderung bzgl. eines mit dem
Geschwindigkeitsfeld v = & mitbewegten Beobachters:

d Dipy
SOED, 0 = (S ED, 1)
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Damit schreibt sich (6.4) als

D
Ffﬂ)divﬁ:o (6.5)

und das Transporttheorem (6.2) kann fiir massenbezogene Dichten formuliert werden: Fiir
ein beliebiges Feld ¢(Z,t) gilt

d Dy
_ d3 — d3 -t
dt v x py /‘/t xp Di
Beweis. 5 5 ;
= (pp) + div(ppd) = (2 + div(pi))p + p(5o + 7 Vo).
=0 Do
Dt

3. Der Impulssatz

Die Massenstromdichte pv ist zugleich die Impulsdichte des Feldes. Wir nehmen an,
dass auf jedes bewegte Gebiet V; sowohl Volumenkrifte der Dichte pﬁ wie auch Ober-
flichenkrifte wirken, die durch einen symmetrischen Spannungstensor o (Z,t) be-
schrieben sind: s;(do) = oy, doy,. (Aquivalent: s;(d6) ist von der Form s;(dd) = o,(i7)do,
vgl. S. 7). Dann lautet der Impulssatz:

d
— [ &Pz pv; = / d*x pF; +/ o doy,
dt Jy, Vi Vi
—— — —_——
th B p% th T i
also
DUZ‘
= pF; ik - 6.6
Py =P + Oik,k (6.6)

Aus der Form (6.2) des Transporttheorems ergibt sich hingegen fiir die linke Seite

d

7 . Pz pv; = /Vt B (%(pvl) + div(pviﬁ))

und, mit ¢ = 0, die Impulsbilanz fiir ein raumfestes Volumen V':

d
— | &Pxpy; = —/ pv;vg, doy, +/ &z pF, +/ o dog. . (6.7)
dt Jy oV v ov

Der erste Term rechts beschreibt den Impulsstrom (i-Komponente) durch 0V infolge
Ein-/Austritt der Materie aus V: pv;up = (konvektive) Impulsstromdichte. Hingegen be-
schreibt der letzte Term den Impulsiibertrag an die Materie in V; —oy: (konduktive)
Impulsstromdichte. In differentieller Form lautet (6.7)

V; = ;U + pF +
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4. Der Drehimpulssatz
Nach der Voraussetzung iiber die Natur der Kréfte gilt

d
— | Pz p(zivp — 1305) = / &z p(xi Fy, — 21, F}) +/ (rio0 — zroy) doy . (6.8)
dtJy, o Jw Vi

th Pz pL (w01, — zp0;)
Nun ist aber Dz;/Dt = v;, also nach (6.6)

D ( ) o ka D'U'
Dt TV TpV;) = Tip—, Dt LepPi 7=, Dt

= p(z; F), — 21, Fy) + (23000 — Tr0oiry) -
—— ——

p

A
e (T304 — o) + ik — Ok

Der Drehimpulssatz (6.8) verlangt also fvt d®z(0y, — o) = 0 und ist somit dquivalent zur
Symmetrie des Spannungstensors, vgl. S. 7.

5. Der Energiesatz

Unter Verwendung des Impulssatzes ist

d v o, 1 Dv*? , Dv
p— d’x = - / pU - —d°x
dt 2 )y, Dt Vi Dt
= / pﬁ T +/ Oik kUi dx
Vi Vi
= / pﬁ . Udgfﬂ — / O-ikDik dgflf + / UZ'O'ikdOk s (69)
Vi Vi oV

wobei benutzt wurde oy xv; = (0ikVi) & — OikVik = (OwVi) x — o Dik, (da oy = o) und
Dy, = (vig + vg;)/2 die Verzerrungsgeschwindigkeit ist, vgl. (1.5). In Worten: Die
kinetische Energie nimmt pro Zeiteinheit zu (+) geméss der Leistung der dusseren Kréfte
(Volumenkriifte pF; d®z in V; und Oberflichenkrifte o;,doy, auf V;); und ab (—) gemiss
der Leistung der inneren Spannungskrifte, vgl. (2.1). Durch Anwendung von (6.2) ergibt
sich fiir die linke Seite von (6.9)

E 7o
| (505 + divtp ),

und damit fiir ein raumfestes Volumen

d —»2
dt /at
—/ —v d0+/pﬁ-17d3x—/aikDikd3x+/ ;0,d0y; .
v 2 1% 1% v

Verglichen mit (6.9) kommt hinzu die Abnahme infolge aussstromender Materie mit ki-
netischer Energiestromdichte p(7%/2)0.

29



6. Einfache Bewegungsgleichungen

Falls sich o durch die Felder p, v (und rdumliche Ableitungen davon) ausdriicken lasst,
so werden die Gleichungen (6.5, 6.6) zu Bewegungsgleichungen fiir die Felder p, v: Sie
bestimmen dp/0t, 0U/0t durch die Felder zur Zeit ¢, also (im Prinzip) diese aus den
Anfangsdaten p(Z,0), v(Z,0) und allfilligen Randbedingungen (bei vorgegebenem F ).
Diese Bewegungsgleichungen sind nicht linear, selbst wenn o, eine lineare Funktion von
(p, V) sein sollte.

Wir zerlegen wie frither

Oik = — PO + ik ; p:—gtra, tro=0.

Ideale Fluida
Diese ertragen auch ausserhalb des Gleichgewichts, s. (1.21), keine Schubspannungen: o
muss (in jedem Koordinatensystem) diagonal sein, also

Oit = —POik o, = 0.

Gl. (6.5, 6.6) sind dann die Euler Gleichungen

Dp -

— = —pdivv,

D¢ (6.10)

Dv 7 q '
th = pL —gradp .

Fiir kompressible ideale Fluida benttigt man eine Zustandsgleichung p = p(p) und
erhélt so

Dp o

— = —pdivv,

Dt 6.11)

Dv (6.
Py = PEF —P(p)gradp.

Fiir inkompressible ideale Fluida (besser: volumenerhaltende Strémungen, da auch
moglich fiir kompressible Fluida) ist div ' = 0, also

D

Fi —0, divi=0,

Dis - (6.12)
pﬁ = pF —gradp.

Nach (6.12) ist p = const ldngs der Bewegung jedes Teilchens. In inkompressiblen Fliissig-
keiten ist jedoch p(Z,t) tiberhaupt konstant; dann lauten die Euler Gleichungen einfach

Dy = 1
divi =0, Fz:F—;gradp. (6.13)

Die typische Randbedingung fiir die Euler Gleichungen (falls auf einem begrenzten, festen
Gebiet D formuliert) ist
v-n=0 auf 0D (6.14)

(kein Fliessen durch den Rand hindurch).
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Die Gleichungen (6.12), bzw. (6.13) bestimmen nicht nur (p,¥), bzw. ¥, sondern auch p, so wie die
Zwangskriifte in einem mechanischen System bestimmt sind: betrachte stattdessen die Gleichung
Dv S o
— =pF+Z
P Dt pLr+

wo Z(Z,t) die Dichte der Zwangskrifte ist, die die Zwangsbedingung div#(Z,¢) = 0 sicherstellen. Sie
leisten keine virtuelle Arbeit:

/ §a(Z) - Z(Z)d®z =0 (6.15)
D
fiir beliebige virtuelle Verschiebungen 64(%) mit

divéd () =0 in D,

0u(Z)-n=0 auf 9D |

mit 7: Aussennormale zu 0D. Vektorfelder & auf D konnen eindeutig zerlegt werden in ein quellenfreies
Feld und ein Gradientenfeld:

Lemma. Sei

Vz{t?}:D—>R3|/tD'2d3x<oo}
D

der Vektorraum der (quadratintegrierbaren) Vektorfelder auf D mit Skalarprodukt (u,ws) = f p W -
Wa d3x. Teilrdume:
Q={weV|divii=0, w7 =0auf 0D}

(quellenfreie Vektorfelder, tangential am Rand);
G={weV|w=Vf}
(Gradientenfelder). Dann ist (orthogonale direkte Summe)
V=QoG.

Beweis. Wir zeigen Q = G': @ € G* bedeutet

oz(wﬁf)z/wﬁfd%z fw-da—/fdivwd%
D D

oD

fiir alle f : D — R (partielle Integration). Dies gilt genau dann, falls @ € Q. O

Auf (6.15) angewandst folgt Z = — grad p und damit (6.13). Der Druck p kann aus (6.13) eliminiert werden,
dhnlich den Zwangskriften im d’Alembertschen Prinzip. Sei P :V — V der orthogonale Projektor auf Q.
Die Projektion Pw kann wie folgt bestimmt werden: Aus w = Pw + V f folgen

Af =divd in D,
of _

I w-n auf 0D .
Die Losung dieses Neumannschen Randwertproblems liefert f (bis auf additive Konstante) und daraus
P& =& — Vf. Beachte, dass (Pw)(Z) vom gesamten Feld @(#), (i’ € D), abhéingt.

In der Euler Gleichung (6.13) ist P = 7, PVp = 0, also liefert Anwendung von P darauf

o7 . .

a%} = —P((7-V)i— F):

Der Druck p ist aus der Bewegungsgleichung eliminiert worden, allerdings ist diese nicht mehr lokal. Im
Nachhinein kann p bestimmt werden:

% =(1-P)(#-V)i—-F) = (a-ﬁ)ﬁfﬁ+—t.
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Reale Fluida

Innere Reibung (Viskositét) dussert sich in Spannun- I .
gen, hervorgerufen durch Geschwindigkeitsgradienten. e Ldo
Ein Beispiel ist die (inkompressible) Couette-Stromung: —

-

=
-

7= (Az,0,0) . (6.16) 1

Auf do'= (0,1,0) wirkt dann ausser dem Druck (0, —p,0) auch eine Schubspannung
0'12:7]‘>\:7]'U172 y (617)

7: dynamische Viskositdt > 0.

Die allgemeinste Abweichung vom statischen Verhalten o;;, = —pd;;, welche linear in v;
und mit Drehungen vertréiglich ist, lautet (vgl. (2.5)))

oit, = —Poik + N(Vik + Vi) + Cvrgdik
2
= (Cuig — p) dir. + n(vig + Vpi — gvl,léz‘k) (6.18)
(= + %’7), wobei der unbestimmte Faktor 1 so eingefithrt wurde, dass er im Fall (6.16)
mit (6.17) tbereinstimmt. ¢ heisst Volumenviskositit.

Nicht nur fiir Fliissigkeiten (p = const ), sondern auch fiir Gase sind ¢, 7 unabhéngig von
der Dichte. Wir fassen (, n deshalb als Materialkonstanten auf.

Mit einer Zustandsgleichung p = p(p) ergeben sich so die Navier-Stokes Gleichungen

Dp o

— = —pdivv,

Dt 6.19)
Dv - n (6.
Por = pF — gradp + nAv + (¢ + §) grad div o

und fiir inkompressible Stromungen:

D

=0, divi=0,

D B (6.20)
P = pF — gradp + nAv

(inkompressible Navier-Stokes Gleichungen). Auch hier ldsst sich p aus den Bewegungs-
gleichungen eliminieren. Die Randbedingung lautet

=0 auf 0D (6.21)

(Fluidum haftet am Rand).

Bemerkungen. 1) Sowohl Flissigkeiten wie Gase sind Fluida. Beziiglich den hydro-
dynamischen Bewegungsgleichungen unterscheiden sie sich bloss in den Ordnungen der
vorkommenden Grossen. Beispiel: p, p(dp/dp) (inverse Kompressibilitéit) und 7 stehen bei
Wasser/Luft im Verhéltnis ~ 800, 16000 und 55.

62



2) Sei V' (bzw. U) die Gréssenordnung der Anderungen von v (bzw. des Potentials der
dusseren Krifte). Bei stationdren Stromungen ist die Kompressibilitdt vernachlassigbar
(ohne Begriindung), falls

_dp

=

wobei ¢ die Schallgeschwindigkeit ist (s. spater; V/c ist die Mach-Zahl). Bei nicht stati-
ondren kommt hinzu: L /T < ¢, wobei L und T charakteristische Lingen und Zeiten sind,
iiber welche sich die Stromung merklich dndert. Insbesondere verlangt die Behandlung
des Schalls nach einer positiven Kompressibilitit.

VI3 U<

3) Die Viskositit ist am Rand nie vernachlissighar und macht sich von dort aus manchmal
auch im Innern bemerkbar (s. spéter).

—

4) Bei Volumenkrifte, die nur vom Ort abhéingen (F = F(Z)), sind die Euler-Gleichungen
zeitumkehrinvariant: Mit (p(,t), U(Z, t)) ist auch (p(Z, —t), —v(&, —t)) eine Losung. Nicht
so fiir die Navier-Stokes Gleichungen.

5) Fiir komplexere fluide Systeme wird man weitere Zustandsfunktionen (Temperatur,
Konzentrationen bei Gemischen, usw.) heranziehen, sowie entsprechende Transportgesetze
(Wérmeleitung, Diffusion, usw.) in die Bewegungsgleichung einbauen miissen.
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7. Ideale Fluida

1. Der Satz von Bernoulli

Die (massenbezogene) Kraftdichte sei ein Gradient, F = — grad U, und das Druckkraft-
potential P definiert durch

p_ [? @dT im kompressiblen Fall: p = p(p) , (7.1)
B p/p im inkompressiblen Fall: p = const |, '
vgl. (1.23). Dann ist VP = p~'Vp in beiden Fillen und die Euler-Gleichung lautet
D
D—: = —grad(U + P) . (7.2)
Satz
i) Im stationéren Fall (v = ¢(Z), U = U(Z)):
D (272 +U+P)=0
Dt 2 o
d.h. die Grosse in Klammern ist konstant léngs der Stromlinien.
ii) Die Stromung ist wirbelfrei falls rot v = 0. Dann ist
U(Z,t) = —grad (7, t) (7.3)
(Potentialstromung). In diesem Fall ist:
% T U P = (7.4)
ot 2
fiir eine Funktion c(t).
iii) Fir eine stationére und wirbelfreie Stromung:
1—}*2
5 + U + P = const (alle 7) . (7.5)
Beweis.
i) folgt durch skalare Multiplikation von (7.2) mit v.
ii) Identitat (v - 6)17 = grad % — U Arot¥. Fiir ¥ = — grad ¢, also
Dv 0 o?
F?tj = —grada—fnLgrad% =—grad(U + P) ,
dp >
d(——=—+—=—+U+P)=0.
gra ( B + 5 +U + )
iii) folgt aus (ii). O
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Bei Potentialstromungen kann man das Potentials umeichen, ¢(Z,t) — ¢(Z,t)— [ "e(r)dr,
und damit ¢(¢) in (7.4) zu Null machen. So folgen die (skalaren) Euler-Bernoulli Glei-
chungen:

% = div(pgrad ¢) (7.6)
dp 1 2
Frin 2(gradgp) +U+P. (7.7)

Fiir inkompressible Fluida ist p = const und Ay = 0.

2. Wirbel

Stromung 0(Z,t), I'; eine von der Stromung transportierte geschlossene Kurve. Dann ist

d Dv

- O(Z. 1) - dT = — (2, t) - d7 . .
o Ftv(x,) =9 oy (Tot) - dT (7.8)

Zirkulation

Beweis.

821‘2‘
oyt
r, 2 B2 (F(F).1)

g

1 0 24, _
fro 29y, Vi dyr=0

U

Nach den Euler Gleichungen (7.2) ist D#/Dt ein Gradient, falls die Kraftdichte F einer
1st.

Der Wirbelsatz von Kelvin
Falls Dv// Dt ein Gradient ist, so ist die Zirkulation

Z(Ty) = f U+ d¥ = const (7.9)
I
fiir jede von der Stromung transportierte geschlossene Kurve I'.
Korollar. Falls die Stromung zur Zeit ¢t = 0 wirbelfrei ist, d.h.:
/U(f, 0)-d¥=0 fiir jede Schleife I" |
r
oder

rot (#,0) =0,

so bleibt sie dauernd wirbelfrei: rot ¥(Z, t) = 0 fiir alle Z, t.
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Beweis. (7.9) folgt aus (7.8), denn ¢. D/Dt - di = 0, weil D&/ Dt nach Annahme ein
Gradient ist. Das Korollar folgt aus dem Satz von Stokes

]{U-df:/rotﬁdﬁ,
r F

wobei F' eine beliebige Flache mit OF =T ist. U
Als Wirbelfeld von ¢(Z,t) bezeichnen wir das Vektorfeld

&(Z,t) = rot v(Z,t) .
Falls Dv// Dt ein Gradientenfeld ist, so gilt

04
ot

woraus das Korollar auch analytisch folgt. Zum Beweis von (7.10), schreibe

=rot(U A ), (7.10)

ov  Dv - DU o2

— = —(0-V)U=—"— —-—V—+ ATtV

o~ Di VU= g TUATOLY
und wende rot darauf an.

Als Wirbellinien (zur Zeit t) bezeichnen wir Integralkurven des Wirbelfeldes & (zur Zeit
t); als Wirbelflichen Flachen mit Normalen do’ L &.

Der Wirbelsatz von Helmholtz
Sei DU/ Dt ein Gradient. Dann werden
die Wirbellinien mit der Stréomung
transportiert: Die Wirbellinie zur
Zeit t durch Z(y,t) ist die Transpor-
tierte der Wirbellinie durch ¢ zur Zeit Wirbellinie W,
t=0.

Beweis. Eine Fliche ist eine Wirbelfliche genau dann falls Z(0S) = [, &-dd = 0 fiir jede
Teilflache S. Nach dem Satz von Kelvin werden somit Wirbelfldchen durch die Stromung
¢; in ebensolche abgebildet. Desgleichen fiir Wirbellinien, da sie Schnitte von zwei Wir-
belfldchen sind. O
Alternativer Beweis. Sei W; = ¢,(Wj) die Transportierte der Wirbellinie Wy durch ¢ zur Zeit ¢t = 0. Zu

zeigen ist, dass W, ebenfalls eine Wirbellinie ist (durch & = ¢,(¢) zur Zeit t), d.h. dass &(Z, t) tangential ist
an Wy in Z. Sei T = D¢y () die Tangentialabbildung von ¢; im Punkt %, und seien @, b Tangentialvektoren

in . Die Zirkulation (zur Zeit ¢t = 0) eines durch ed, eb in i aufgespannten Parallelogramms ist
Z(0) = det(&(7,0), d@,b) + O(E®), (e —0).

Zur Zeit ¢ gilt fiir das mitgefithrte Parallelogramm Z(t) = det(@(Z, ), eTa,eTh) + O(e3), wo Ta, Tb die
transportierten Tangentialvektoren sind. Wegen Z(0) = Z(t) (Satz von Kelvin) gilt

- -,

det(@(7,0), @, b) = det(@(, t), T@, Tb) .

Dann ist .
det(J(, t), TH(y,0), Tb) =0

fiir alle Tangentialvektoren Tb in Z. Es folgt &(Z,t) || T&(7,0). O
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Anwendung auf Wirbelrohren (Wirbelflache, die ’!
eine nicht zusammenziehbare Schleife enthélt):

i) Z ist unabhéngig von der umschliessenden
Schleife I'.
ii) Z ist unabhéngig von t.

denn: i) I' und I'" beranden einen Teil ¥ der Wir-
belrohre: I' — IV = 9%. Nach Stokes ist

Zp—Zp/:/ﬁ-dJZO.
P

ii) folgt aus (7.9).

Schliesslich kann (7.10) auch geschrieben werden als

D /& -

Z(¥Y = _.v>~, 711

Dt ( P ) ( p ! ( )
woraus auch der Helmholtz’sche Wirbelsatz hergeleitet werden kann. Zum Beweis von
(7.11), beachte die Identitéit

rot(T A &) = (divd)d — (div )@ + (& - V)T — (7- V)& .
=0
Es folgt

3. Zwei-dimensionale Wirbeldynamik

Nun sei D ein (einfach zusammenhéngendes) Gebiet in der Ebene R?, und die Fliissigkeit
sei inkompressibel, also div 7 = dyv; + davy = 0. Fiir

, " 0 1
7t = (—vg, 1) = —£¥, 52(_1 0)
gilt somit
Oy — Oyvp = rot 7 = 0

(rot ¥/ ist ein Skalarfeld; falls man sich ¥ als ein Geschwindigkeitsfeld v = (¥/(xy, x2),0) auf
R? vorstellt, so ist rot v = (0,0, rot ¢).) Damit ist 7 ein Gradientenfeld:

7t = grad ) | v=-cegrad ,
o o
=" == 12
U1 8.172 3 Vg 8331 ) (7 )
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(¢ = (&) heisst Stromfunktion). ¥ selbst ist ein Hamiltonsches Vektorfeld: Die Bewe-
gung eines Teilchens, 7= U(Z,t), ist gegeben durch die Hamiltonschen Bewegungsglei-
chungen ‘

T = egrad (7, t)

zur Hamiltonfunktion ¢ = ¢(Z, t).
Die Randbedingung v - 77 = 0 auf 9D bedeutet

1 = const (z.B.=0) auf 0D .

Nun ist p p
U2 U1 -
Ap=——4_—=—10t0 = —w :
P oz, + ot rot v w
1 ist durch w bestimmt. Allgemein kann dies durch Einfithrung der Greensche Funktion
zum Ausdruck gebracht werden: Sie stellt die Stromfunktion fiir einen Punktvortex der

Starke —1 bei ¢ dar:
G: DxD—R,
G(Z,9)=0 fir £ € 0D .
Dann ist

b(@) = /D G(7, 7w (i) dy (7.13)

Die Zeitentwicklung von w ist durch Mitschleppen im Geschwindigkeitsfeld gegeben. Glei-
chung (7.11) lautet namlich

Dw
— =0 7.14
Doy (an
d.h.
Wir betrachten zunsichst D = R2. Dann ist
1
G@.7) = o log |7~ 7. (7.16)

Beweis. Fiir G(Z) = G(Z,0), so definiert, gilt

z

1 o
grad G = GYCE (r=17),
) 1,2 22 7 S
AG:dlvgradG:%(r—Q—r—g-;):O, (Z#0),

ferner fir Vo0

1 7.do
/Aad%;:/ gradG-d5:—/ T2,
1% ov 2T Joy T

denn statt OV kann man einen Kreis um # = 0 wéhlen (Satz von Gauss), wo &' - do = rdo.
O
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Dynamik eines Wirbels: Jede kreissymmetrische Anfangsbedingung w(Z, 0) liefert eine
stationédre Losung w(Z,t) = w(Z,0), denn das Geschwindigkeitsfeld o' (7.12, 7.13) ist azi-
mutal und erfiillt somit (7.14). Der Grenzfall eines Punktvortex w(Z,t) = 6(Z) ist etwas
formal, da Dw/Dt bei & = 0 nicht definiert ist. Er bleibt fest unter seinem stationéren

Geschwindigkeitsfeld
1 z+

I

2 r2
Dynamik endlich vieler Wirbel:

N
W(E 0) =) w;s(F— ;) .
j=1
Nach (7.15) ist die Losung
W(E ) =Y wid(@ - T(1)) (7.17)
wo Z;(t) die Bahn des j-ten Wirbels im Feld ¢/ ist. Nach (7.13) ist
N
V(@) = = ) wG(T, F(1))
j=1
also, nach Weglassen der Selbstwechselwirkung,

N
fi = —Eij grad G(fz,f]> s

Jj=1

i
oder, als Hamiltonsches System,
- JaH
r=J—
or
mit & = (74, ...Zn),
wl_le ‘
J= we |,
1 — —
i<j

Erhaltungssitze. H ist invariant unter Translationen (Z; — &; + Ad@) und Drehungen
(Z; — R(MN)Z;). Diese werden erzeugt durch

dv _ OF
d\ " Ox

mit

N
F:—g w;Ti - €d , bzw. F
i=1

I
|
DN | —
&
sHl
[\
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denn
_, OF L b _, OF B L
W, Exm =a, IW. W, €= = —ET; =T; .

Erhalten sind somit “Schwerpunkt” und “Tragheitsmoment” der Wirbel,

N N
c= E wii”i 3 I = E wiff 3
i=1 i=1

sowie die Hamiltonfunktion (7.18).

=1

Der Fall N = 2. Falls w; + wy # 0, so ldsst sich durch eine Translation 7; — Z; + @
erreichen, dass ¢ = 0. Mit

wWi1Wa . . ..
w= : (“reduzierte Wirbelstirke”)
w1 + wa
ist w17 = w(T) — Ta), WeTy = —w (T — 7o), [ = w(¥ — Z2)* Die beiden Wirbel kreisen

um ihren gemeinsamen Schwerpunkt

‘2 2‘

0 < wy < —wy 0 <wy <wy

Die Winkelgeschwindigkeit ergibt sich aus

:-_C,_a)g(fl—fg >L_ ) (f 5>L_w1+w2j¢
1=\ = = 1~ T2) =
2\ | — T2 27 d? ord? !
ANl
e N X
= = |71 — T2 .
2rd?
Falls wq + ws = 0, d.h. w; = wy, wy = —wy, so sind
L c L L (B Ay TE-T 1
Ty — T2 = —, (11—$2)' = =
wWo 2 2 2&)0

konstant: Die Wirbel laufen entlang paralleler Geraden
mit Geschwindigkeit

Cond

Als weiteres Beispiel, sei D = {(z1,22) | 1 > 0} die
Halbebene. Man erhélt G, und damit die Stromfunkti-
on Y(¥) = —G(Z,y) eines Vortex bei ¥, mit Hilfe der

i
Spiegelungsmethode: —wol Wy > 0
|
R S R, I
2mG (T, 3)) = log | — y] — log |7 — "] , |
¥=(y1,92) J*=(—y1,92) - Y
|
|

Dadurch ist ndmlich ¢ = const = 0 auf 9D erfiillt.
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Zum Schluss, betrachte folgende Anordnung aus unendlich vielen Punktwirbeln.

—Wy —Wo I
O O,
'\‘\\dl h
wWo wWo

Alle Wirbel der Karmanschen Strasse bewegen sich mit derselben Geschwindigkeit Z
des Wirbels “0”, wie sie durch (7.17) gegeben ist. Darin heben sich die Beitrdge der Wirbel
J # 0 der oberen Strassenseite paarweise weg, die der unteren addieren sich zu Zy = (v, 0)

mit
[ee]

Wo 1
— _ONT 9
o T cos 6,
n=0
mit cos b, = h/d,, d2 = h*+ (n+ )%, Also
th > 1 wWo h
= — = ——th-m. 7.19
Ty 21 (7.19)

Die Summe ist im Wesentlichen die Partialbruchzerlegung von th z (=—itan(iz)):

[e.9]

1
thz:22222+ﬂ2(n+%)2.

n=0

Bemerkungen. 1) Die Greensche Funktion (7.16) liefert die Geschwindigkeit Null im Un-
endlichen. Zum vorliegenden Geschwindigkeitsfeld kann aber ein homogenes Feld iiberlagert
werden.

2) Stabil ist die Wirbelstrasse nur fiir sh(wh/l) = 1, d.h. fiir A/l = 0.28 (ohne Beweis).
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8. Schwingungen um das Gleichgewicht

Linearisierung der Eulerschen Gleichungen

9 _

5 = — div(pv)
(%Z- o a’Ui _ 0 ( )
Por = P %e, ozt

um eine hydrostatische Gleichgewichtslosung.

1. Schallwellen

Ideales, kompressibles Fluidum, F =0. Gleichgewicht: p = py = const, v = 0. In den
Eulerschen Gleichungen setzen wir p = py + p und behalten nur Glieder 1. Ordnung in
p und v. Die so linearisierten Gleichungen lauten:

% = —podiv v, (8.1)
Po% = —p'(po) grad p . (82)
Wellengleichung:
00— aiv(m2) = (o).
d.h.

10%p _ p

S5 —Apr=0; €= \/m :

2 ot
c erweist sich als die Geschwindigkeit der Wellen (Schallgeschwindigkeit). Fiir ¢’ ergibt
sich im allgemeinen nicht dieselbe Wellengleichung, sondern

0*v p

pow = —?grad — = ?pygrad div v .

ot
Aus (8.2) folgt % rot ¥ = 0. Gilt sogar rot v = 0, so folgt aus der Identitit grad divv =
A7 + rot rot v auch
1 0%v
2o
Die Wellengleichungen sind aber kein Ersatz fiir die Bewegungsgleichungen (8.1, 8.2),
denn sie liefern nicht die Beziehung zwischen p und ¢. Mit dem Ansatz (ebene Wellen)

—Av=0.

i(kZ—wt)

5 = poae ’ — poi(Fi—wt)

<y

lauten Letztere:

—

—iwppa = —poil;- b,

—iwpol;: —CQiEpga :
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b ist also longitudinal, b = bé fiir k¥ = ké, (|e] = 1), und man erhélt das homogene
System fiir @ und b:

wa —kb=0,
Aka—wb=0.
Die Determinante —w? + k2¢? muss verschwinden. Dies liefert wieder w = k- ¢: ¢ =

Phasengeschwindigkeit, keine Dispersion; ferner

w
b=—-a=c-a.
k
Nach Voraussetzung ist p < po und bedeutet: a < 1, also b < ¢, |] < ¢. Dann kann
man verifizieren, dass die weggelassenen Terme 2. Ordnung klein sind gegeniiber jenen

1. Ordnung; z.B.
8112-

Uk
ox k

im Verhiltnis kb /wb = b/c < 1.

~ kb* %wa

Fiir die Zustandsgleichung p/po = (p/po)™ ist ¢ = p'(po) = n(po/po)-
isotherm: n = 1;

adiabatisch: n = ¢,/c,, ¢, —¢, = R, ¢, = %R fiir Molekiile mit f Freiheitsgraden; fiir

ein starres 2-atomiges Molekiil (Translation + Drehungen) f =3+2=5n=7/5= 1.4.
Beispiel. Luft: pg = 1.3kg/m3, py = 10° kg/ms>.

isotherm: ¢ = 280m/s ; adiabatisch: ¢ = 332m/s .
Der zweite Wert stimmt gut mit der Beobachtung iiberein.

Bemerkung. Nebst den Geschwindigkeiten des Schalls ¢ und der Luft v ist noch die
der Gasmolekiile u zu erwidhnen. Nach dem idealen Gasgesetz p = pu/RT = pm/kT (u:
molare Masse; m: Masse eines Molekiils) und dem Aquipartitionsgesetz (1/2)m/(@?) =
(3/2)KT ist

) kT (u?)

cC=n—=n ,
m 3

also ¢ von der Grossenordnung von u.

2. Die Jeans-Instabilitat

Ideales, kompressibles Fluidum mit Gravitationskréften:

F= —grad U ,
y,t
U(Z,t) = —G’/d%/% (G: Gravitationskonstante) ,
AU = 47Gp . (8.3)

Als Gleichgewichtslosung wéhlen wir eine konstante Dichte py, obschon das etwas pro-
blematisch ist: Einerseits moéchte man folgern, dass F' = 0 (also U = const ), weil keine
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Richtung ausgezeichnet ist; andererseits ist U = const keine Losung von (8.3). Ausweg:
Wir wenden (8.3) nur auf die Fluktuationen U, j an. Alternativ: Ersetzt man das Gra-
vitationspotential —G|Z|~' durch ein kurzreichweites (Yukawa) Potential —G|#| e~
so wird aus (8.3) AU — €2U = 4wGp, was fiir p = py eine Losung U = const zulésst; am
Schluss der Rechnung: € | 0.

Anstelle von (8.2) ergibt sich nun

ov ~ _
pogy = —pogradU —p'(po) gradj ,

(da U linear in p ist), also die Wellengleichung
0?p . ov ~ ~
52 _dIV(pOE) = poAU + p'(po) Ap
= po - 4nGp+p'(po) Ap

und der Wellenansatz p ~ el(FZ—=wt) fiihrt auf

—w? = 4nGpo = k*p'(po) -

4G po 2m I
k? < , bzw. A= — > ¢,/ —=— = AJeans
P (po) k V Gpo !

wird w? < 0: Es treten zeitlich exponentiell wachsende Losungen auf. Die physikalische
Ursache dieser Instabilitét ist, dass eine Kompression zwar die elastische Energie des Me-
diums erhoht, gleichzeitig aber wegen der Anziehung aller Massen die potentielle Energie
der Gravitation erniedrigt. Anwendungen in der Astrophysik: Sternbildung aus Gaswolken
(nur solche mit Durchmesser 2 Ajeans bilden Sterne; Galaxienbildung im frithen Univer-
sum, s. Ubungen).

Fir

3. Schwerewellen im Wasser

- ~ .ungestorte Oberfléche: z3 = 0

A

gestorte Oberflache: zo = n(xy,t)

—h Boden

Ideales, inkompressibles Fluidum (Dichte p). Gravitation:
F=—gradU, U =g,

Stromung wirbelfrei: v = — grad . Die Bewegungsgleichungen sind die Euler-Ber-
noulli Gleichungen (7.6, 7.7). Indem wir ¢ umeichen zu p+pgt/p wird p zur Druckdifferenz
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zum Aussendruck py der Atmosphére. Die Randbedingungen sind vy = 0 (Boden) und
p = 0 (Oberfliche x5 = n(x1,t)). Da Teilchen an der Oberfldche stets dort bleiben, gilt

Dn/Dt = vy(x1,n(21,1),1).

Die linearisierte Form dieser Gleichungen ist

Oy p
p=0; G =U+7 (8.4)
mit Randbedingungen:
Boden:  — 22 (s —h1) =0 (8.5)
. 85132 1, ) - :
. d¢
Oberfliche: E@h n(xy,t),t) = gn(xy,t) . (8.6)

-~

%—f(%, 0,t) (linearisiert)

Ausserdem gilt fiir Dn/Dt = 0n/dt + (7 - V)n = 9n/ot, also

0
a—Z = vy(x1,0,1)
und folglich
0? 0
i (11,0,0) = guae1,0,1) = —g5 (11, 0,8) (8.7)

Wir konstruieren eine Losung fester Frequenz und Wellenzahl. Der Ansatz
(11, 29, 1) = ulxy) - e'kT17w (8.8)

soll Ap = 0 16sen mit den Randbedingungen (8.5, 8.7), d.h.

u’ — ku =0, (8.9)
u'(=h)=0, w?u(0) = gu'(0) . (8.10)
(lineares Randwertproblem). Dann ist ¥(Z,t) bestimmt durch ¥ = — grad ¢, der Druck p

durch (8.4) und die Oberfliche n(zy,t) durch

10
n(xlut) = Ea_g:<xlao7t) :

Losung:
u(xo) = uye2 +u_eF" (8.11)

erfiilllt (8.9). Fiur passende k, w entspricht iiber (8.8) jedem Term in (8.11) eine in 1-
Richtung laufende, quergedampfte Welle.

e h = oo (tiefes Wasser). Dann kommt nur der erste Teil in Betracht (v — 0 fiir 5 —
—00), und (8.10) liefert das Dispersionsgesetz

w(k) = \/gk (8.12)



mit Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten

w g Cdw 1

Cph—E— E’ cgr—%zﬁcph.
Der Realteil von ¢ ist dann (fiir uy reell)

(7, 1) = uy cos(kxy — wt)e?
n(zy,t) = u+u—j sin(kx; — wt) ,
g
kxo

p(Z,t) = —pgrs + Uy pwsin(kxry; — wt)e

e 1 < 0o. Dann benétigt man beide Teile (8.11), um die Randbedingung zu erfiillen. Dies
fithrt auf

k(upe™ —u_efy =0, wiuy +u_) = gk(uy —u_)

mit der Losung

u_ = e 2k

und dem Dispersionsgesetz
w2(1 + ef2kh) — gk(l o ef2kh)

d.h.
w(k) = \/gkth(kh) .

Fir kh > 1 (h > Wellenldnge) ergibt sich (8.12), fiir seichtes Wasser (kh < 1):
u_ = uy und
w(k) = kr/gh (keine Dispersion) .

Bewegung der Wasserelemente und Stromlinien
Realteil von ¢ (fiir u, reell)

(T, 1) = uy cos(kx — wt)(e"™2 4 e 2hehe2)

= 2u,e " cos(kx; — wt) chk(xy + h) .
Fiir die weitere Diskussion setzen wir £k = 1. Dann ist A\ = 27 und

o(Z,t) = Acos(zy — wt) ch(zy + h) ,

v = _%¢ _ Asin(z; — wt) ch(zy + h)
8331
vy = —g—;’; = —Acos(xy — wt)sh(zy + h)
1
n= 5%? - = Bsin(z; — wt)

mit (kleinen) Amplituden A =2u,e™ und B = A - Zchh=uy-2(1+ e ).
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Oberfliche (t = 0):

<L

)
=
<y

1 ~ sinx; 2

<y

0]

Stromlinien (¢ = 0) sind Integralkurven an #(Z,0): Wegen dive = 0 gilt 7 = grad v
(s. (7.12)): Die Stromlinien von ¥ sind die Niveaulinien der Stromfunktion ¢. Hier

ist
- [ T2\ cos z1 sh(xe + h) B ‘
vo= ( U1 > =4 ( sin xq ch(x2 —i—h) = grad Asinx; SE(.TQ—'—h)/ )
T2
0
‘ >
T

Bewegung (1 ~ 0, 25 ~ a). Die Losung von 7 = 0(Z, ) ~ (0, a, t) (kleine Verschiebun-
gen), d.h. von

71 = —Asinwtch(a+ h) , ig = —Acoswtsh(a+h) ,
ist
A A .
x1(t) = —ch(a + h) coswt , xo(t) = ——sh(a + h)sinwt + a .
w w

| /—\ , exponentielle Dampfung
' ' a=0
\ /)
o \\ //
Ellipsen J —h<a<0

\\ : I/
\ !
lr=:l a=—h

Im unendlich tiefen Wasser (h — o0) ist das Verhéltnis der Halbachsen ch(a + h)/sh(a +
h) — 1: Die Bahnen sind Kreise.

Beachte den Unterschied zwischen Stromlinien #(\), dZ/d\ = (%, 0), in der ersten Figur
und Bahnen Z(t), dZ/dt = U(Z,t), in der zweiten, bei nicht-stationérer Stromung.
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4. Kapillarwellen

Die Oberflichenspannung eines Fluidums wird beschrieben durch die Arbeit 6 A, die zur
Vergrosserung 0 F' der Fliche eines Stiicks der Oberfliche aufzuwenden ist:

JA=a-0F : a >0 (Materialkonstante) .
Die Gleichgewichtsbedingung an einer freien Oberfldche gegen Vakuum lautet damit
—pdV +adF =0, (8.13)
wobei §V eine beliebige Volumenénderung (mit zugehorigem 0 F) beschreibt.
Oberflache : xg = n(z1,2a) .

Der Flacheninhalt F' des iiber dem Gebiet D der 1,2-Ebene aufgespannten Oberflichen-
stiicks ist

F = / dl’l dl’g(]. + (67])2)1/2 s
D

> :(ﬂ ﬁ)
g 81‘1781‘2 )

Unter Beschriankung auf schwach gekriimmte Oberflichen ist
1 -
F :/ dzidry(1+ =(Vn)?) ,
D 2
0F = / dmldxgﬁn . 6(57} = —/ dxidxs An - 0n
D D

(partielle Integration) fiir jede Variation on(z1,xs) mit én [ 9D = 0. Ferner ist §V =
[, dayday dn. Durch Vergleich mit (8.13) ergibt sich die Gleichgewichtsbedingung an freien
Oberfléchen:

p+a-An=0.

Nun korrigieren wir die Beschreibung der Tiefwasserwellen auf S. 75 durch Beriicksichti-
gung der Oberflichenspannung. Die Randbedingung p = 0 ist zu ersetzen durch

0%n
= ——
b 0?3
und aus (8.6) wird damit
O a0
“(21,0,1) = ) —=——_
8t (131, ) ) 977(%; ) p@x% 3
also
D dp a Py
—_— 0,t) = — — )
ot? (21,0,) g@xg + p 02014
Der Tiefwasser-Ansatz
0= u+eikxl+kz27iwt
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fithrt auf das modifizierte Dispersionsgesetz

w(k)zMgk—i—%k?’, (0 < k < 00)

mit der Phasengeschwindigkeit

Yk
p

Cmin

Diese Funktion hat ein positives Minimum:

2
g fir b= kyy = /22 .

kmin &

Cmin =

Im Fall von Wasser ist @ = 7.2-1072N/m, p = 10°kg/m®, ¢ = 9.81m/s* und damit
Cmin = 23.1cm/s fiir die Wellenldnge A\yin = 27/ kmin = 1.73 cm.

5. Einschub: die Methode der stationdren Phase

Als Vorbereitung fiir den néichsten Abschnitt untersuchen wir die Asymptotik von Inte-
gralen des Typs
2
£6) = [ dz gloye
xr1
fiir t — oo. Zuerst sei h'(z) # 0 im ganzen Intervall z; < x < 5. Dann erhélt man durch
partielle Integration:

1™ glx) d g,
t)=— d —¢lth(@)
/) it /‘,]c1 xh/(x) dz’

1 g(z) ith(x) ”o /m2 d g(z) ith
_ — I\ ith(z - d A ith(x)

@) |, it x(dm h/(@) ¢
=0(t™).

Nehmen wir an, dass h/(x) eine (einzige) einfache Nullstelle im Integrationsgebiet besitzt:
(o) =05  h"(z) #0
mit xy € (x1,x2). Nach dem oben Gesagten ist nun
xo+e )
f6)= [ degl)e® 1 O
xro—¢&

fiir beliebiges ¢ > 0. Im so verkleinerten Integrationsgebiet setzen wir s = x — xy und
entwickeln

9(@) = glao) + sg'(x0) . h(2) = hlzo) + T (w0)

und finden:

H . 82 1" H
f(t) _ e1th(zo)g<x0)/ ds eltTh (zo) + e1th(xo)g/($0)/

—E —&

& €

H 52 "
ds s T @) Loy . (8.14)

J

-~

=0
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Im 1. Term beniitzen wir 7 = s(t|h"(x0)])!/? als neue Integrationsvariable. Fiir ¢ — oo
gehen dann die Grenzen — +o0o und es entsteht das Fresnel-Integral

/ dr 572 = oHT L\ for | (£ =sgnh"(xg)) .

Resultat: fiir ¢ — oo ist

2m 1/2 iZsegn h'(z ith(x —
ft) = (m) o8 MIE0) . g () M) 4 O(472)

(Eine Abschétzung des Fehlerterms zeigt, dass er relativ zum fithrenden klein ist, sofern
t> (Ig"[|R"] + |g'||R")IA") 72 g|~! mit Auswertung bei x = x¢). Analoge, n-dimensionale
Integrale

1) = [ @ gl

behandelt man ebenfalls, indem man die Phase um jeden stationdren Punkt x,
Oh/0z;(xy) = 0, quadratisch approximiert:

h(z) = h(zo) + 28’833 83: xo) .
j

’Lj—

Die symmetrische Matrix 0%h(zg) = (0°h/0x;0x;)(xo) kann auf Hauptachsenform ge-
bracht werden und das (8.14) entsprechende Integral faktorisiert. Resultat:

2T

flt) = ( ; )"/2] det 9%h (;Uo)y—l/?eigsgna%(xo) - g(xo)e™®) 4 Terme héherer Ordnung

(8.15)
wobei sgn A = (# positive —# negative) Eigenwerte von A.

Berechnung des Fresnel-Integrals
Im 2

Yo : TE(O \/_a)|—>z—e”r/4
Yo iz € (0,a)—z=u1,

Y2
72:256 (0,1) — z=a(l +1t) .
241 a Rez
Einerseits ist
2 ; V2a 2
/ e /2 dz — el7r/4/ e iT /2 dr :
Yo 0
andererseits, da e *"/2 analytisch innerhalb von 1 + 49 — 7 ist,

a 1
/ e dz=/ e/ dz:/ e o2 dx—Iri/ dt ge= % (—)ite
—_——

0 Y1+72 0 0

O
—>\/%/2

a—00
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wobel

—— 0 punktweise .

a—00

< C(l - t2)_1/2 )
Bl = {

Das letzte Integral verschwindet fiir a — oo (dominierte Konvergenz). Also
/ e 2 qr = 2/ e 2 4r = e /4 \/2r
—00 0

Anwendung. Fortpflanzung eines Wellenpakets in d = 1

A
~——
Aklerie®

fat)= [ Ay et gy
I
|

ist ein aus ebenen Wellen mit £ in einer kleinen Umgebung / um kq gebildetes Paket. Ist
A(k) > 0 (d.h. @o(k) = 0) so ist f(z,0) = f(—x,0): Das Paket ist bei t = 0 um = = 0
herum zentriert. Eine Phase a(k) = ka entspricht einem um = = a zentrierten Paket. Die
Phase

o(k) = kx — w(k)t — a(k)

ist bei k = kq stationér, falls
¢ (ko) = 2 — W' (ko)t — o' (ko) = 0
das Paket ist zur Zeit ¢ zentriert bei
r=uw ko)t +a,

d.h. W'(ko) ist seine Geschwindigkeit (Gruppengeschwindigkeit).

6. Ringwellen in Tiefwasser

Wir interessieren uns hier nur fiir die Form n(Z,t), ¥ € R?, der Oberfliche, die von einer
lokalisierten Storung verursacht wird. Die allgemeine Form besteht aus einer Superposition
ebener Wellen:

n(f, t) = /ko(n+(E)ei(E‘E_wt) +n_(E)ei(Ef+wt))

= (27) 2 / A2k 7(k)e** cos wt + (2) 2 / Pkn(k)e

EeSinwt
w

mit w = w(k) = +/gk. Hier sind

die Fouriertransformierten der Anfangslage und -Geschwindigkeit der Welle. Der Einfach-
heit halber sei die Welle anfénglich in Ruhe, on/ at‘ i—o = 0, und réumlich wohl lokalisiert,
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sodass 7)(k) glatt ist. Damit ist
1

I(Z,t) = (2m) 7 / A2k (k) elEEF=w®n

Wir werten das Integral mit der Methode der stationdren Phase aus. Mit k = k& und
o(k) = ki — w(k)t ist

Stationér ist die Phase ¢ somit bei /;0 = ko€p :

gt®
Sie betridgt dort
(ko) = £hor — \/gkot

gt gt gt

—i4r o t_]F4r = Fu, (£t >0) .
Ferner ist

- 0% 0 (w'(k) (k) kik; o W(k)
A (F _ ( k>~t:—< i 61) t
W)= Grol = TaR\E M ()

wobei

Wir kénnen annehmen, Z, und damit EO, ldgen in 1—Richtung: kg; = +ko, koo = 0. Dann
ist A;;(ko) diagonal mit Eigenwerten %1 /5t —% &t , also sgn A(kg) = 0 und
0 0

- 1gt? 1?1 1,729
det A(ko)| = <=5 == 5 ==(—
[det Alko)l = 3795 = 5 7 12 2 (%)
wegen ko = u/r. Die Approximation der stationéren Phase ist gut fiir u > 1. Das Ergebnis

ist

2m 1( —iu + iu)
= " —\€e e
| det A(ko)|1/2 2

_7(0) _ gt
— \/imaucosu : (u= E) (8.16)

fiir > d, die anfingliche lineare Abmessung der Welle: Dann ist ndmlich 77(1_50) =n(0)+

ko - %ZE(O) + ... mit relativer Grossenordnung der beiden Terme O(% - d) < 1. Beachte,
dass

n(&,t) = (2m) (ko)

7(0) = / &1, 0)

82



das anféngliche “Volumen” der Welle ist.

Diskussion. Im Bereich u > 1, d.h. r < gt?/4, ist die Gestalt (8.16) der Oberfliche

Die Amplitude nimmt bei festem ¢ ab wie r—3. Die Maxima liegen ungefihr bei r = r,,:

_ gt
- 8mn

gt?

=21 : Tn
4r,

und haben Geschwindigkeiten v,, = %. Die Abstéande zwischen den Maxima sind

1 1 8 87 12

gt2 )
= Tl N —— .
g2 "t g

el G

'n — Tht1 =

Abweichungen von der beobachteten Wellenform sind durch die Vernachlissigung der
Oberflichenspannung bedingt. Deren Beriicksichtigung liefert eine positive minimale Grup-
pengeschwindigkeit.

7. Schiffswellen

vt 0 T
r(t
P

Das Schiff hat auf der z-Achse die Position z(t) = vt. Die Oberflichenstérung (Schiffs-
welle) 7 in einem Punkt P setzt sich zur Zeit ¢ = 0 zusammen aus allen Ringwellen, die
vom Schiff in den Positionen vt (¢t < 0) ausgesandt wurden:

0
o) = [ denr(o). 1) .17
Annahme: (vgl. (8.16))
u o, gt?
n(r,t)rvr—ze , U=

Der Hauptbeitrag zum Integral (8.17) kommt von den ¢-Werten her, wo die Phase u(t)
des Integranden stationér ist: Es ist

r(t)?> = R? + v*t* + 2Rvt cos (t <0)

2t t?
u(t) = %(7 - ﬁ(v% + Rv cos b))
t
= %(27’2 — v*t* — Rut cos )
,
t
= %(1}%2 + 3Rut cos  + 2R?) |
,
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mit den Nullstellen:

- \/cos2f — =
t1 5% <cos«9:|: cos? 6 9) .

Beitrége stationdrer Phase zu (8.17) gibt es nur dann, wenn t; 5 reell (< 0) ist; dies ist

der Fall fiir cos?§ > 8/9, d.h. falls
0] < 6 = 19.5° .

Nur fir Punkte P innerhalb dieses Sektors ist das Wellenfeld zur Zeit ¢ = 0 wesentlich
# 0.

Fiir den bekannten “Machschen Kegel” (dispersionsfreie Aus-
ct breitung von Schallwellen eines mit Uberschallgeschwindigkeit
b v > c fliegenden Korpers) sind die Verhéltnisse anders: Hier

ist

vt

1
— = % = Mach-Zahl .
sinfy, ¢
Bei den Schiffswellen (im Tiefwasser, ohne Oberflachenspannung) ist sin #y unabhingig
von v, und so gross, wie bei einer Mach-Zahl (sinf,)~! = 3.

Die Verhéltnisse bei stationédrer Phase u = 0
lassen sich geometrisch wie folgt darstellen:
Der Grenzwinkel 0y in der Figur ist gegeben

durch

. 1/4
51n90:3—;4:1/3.

vt vt /2 @)

Auf dem Kreis durch x = vt ist die Phase der von dort ausgesandten Wellen stationér. In
Punkten P’, P” des Kreises gilt

vt
rcosa + Rcos = —ut | 'r’:—gcosoc

und damit tatsachlich

43
—tu = 29 —v*t? — Rutcosf
9
= 2r? — v*t* —vt(—vt — rcos )

:2r(r+%tcosoz) =0.

Die Wellenfronten in P’, P” liegen senkrecht zu QP’, bzw. QP”. Grund: Die Phase u =

u(P,t) erfullt & = Ou/ot = 0 fiir die beiden Werte ¢t = t; o(P), die sie stationdr machen;
dort ist V{u(P, t(P))] = [Vu(P,t)]i=p)-
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Insbesondere laufen die Wellen auf dem Ke-
gel in die Richtung mit Winkel

1 o
a—§(§—00) =35
zu jener des Schiffes, d.h. die Wellenberge bil-
den dort den Winkel

zur Fahrtrichtung. Im Innern des Kegels verlaufen die Wellenfronten etwa so (man beachte,
dass jeder feste Punkt innerhalb des Kegels dem Punkt P’ bzw. P” fiir verschiedene Qs

entspricht):

Querwellen

Langswellen
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9. Zweidimensionale Potentialstromungen

1. Allgemeines

Wir behandeln stationére, wirbelfreie Strémungen eines idealen, inkompressiblen Flui-
dums im R?, den wir mit der komplexen Ebene C identifizieren: z = x + iz,. Hier steht
uns als Hilfsmittel die Funktionentheorie zur Verfiigung.

Sei w(z) eine in G analytische Funktion von z = 1 + ize. Wir zerlegen w in Real- und
Imaginéarteil
w = v — vy .

Dann lauten die Cauchy-Riemann Bedingungen (Ow/0x, = (1/i)0w/0xs):

U1’1+02’2 =0 : divy =0

V1o — V21 =0 : rotv =0 (9.1)

fiir v(z1,x9) = (v1,v9). Dies sind gerade die Feldgleichungen einer inkompressiblen, wir-
belfreien Stromung:

w = v, — iUy U = (v1,v9)

analytisch wirbelfreie, inkompressible Strémung (9:2)

Potential
Als analytische Funktion ldsst sich w(z) (auf einfach zusammenhéngendem G) stets schrei-
ben als Ableitung

dg
w(z) = 7
einer analytischen Funktion ¢(z). Wir zerlegen
¢ =¢1—1¢2
und finden
v =—¢11 = oo, Uy =—¢21=—012,
also

U= —grad ¢ , Ut = (—v,01) = grad ¢y (9.3)

¢1 ist also das frithere Geschwindigkeitspotential ¢ (s. 7.3); ¢, die Stromfunktion v
(s. 7.12): Die Niveaulinien von ¢9 sind senkrecht zu grad ¢, also parallel zu ¥, und somit
identisch mit den Stromlinien.

Beispiel. Schwerewellen, s. S. 77. Geschwindigkeitspotential und Stromfunktion,

1 (21, 29, t) = Acos(kxy — wt) chk(zy + h)
¢o(x1, w9, ) = Asin(kzy — wt)shk(ze + h) ,

fiigen sich zu einer analytischen Funktion

¢ = ¢1 — i = Acos(kxy — wt +ik(xe + h)) = Acos(k(z +ih) — wt)
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zusammen (verwende cos(a + ib) = cosachb —isinashb).

Randwertproblem
An (ruhenden) Wénden muss ¢ tangential sein, d.h. ¢ = const . Die Tangentialgeschwin-
digkeit ist damit

_do _ _d9

f— pu— -4
v ds ds (9-4)

(s: Bogenldnge des Randes). Weiter werden wir meist noch Randbedingungen an ¢’ im oo
stellen. Insbesondere héngt die Losung linear von den Randbedingungen ab (Superposi-
tionsprinzip).

Zur Konstruktion von Losungen kann man das Hilfsmittel der konformen (analytischen)
Abbildungen verwenden,

wobei f eine analytische Funktion von z (mit f’(z) # 0) ist. Es sei ¢ eine Losung des
Randwertproblems auf G: ¢ analytisch in G und ¢, = const auf W. Dann ist

eine Losung des Randwertproblems auf G’ : ¢ ist analytisch auf G’ und ¢4 (z") = ¢o(f !
(2')) = const auf W’. Die zugehorige Abbildung des Geschwindigkeitsfeldes ist gegeben

durch
w'() = w(z)[f'(2)] 7 (9.5)

Wichtig ist, dass dabei auch die Zirkulation in mehrfach zusammenhéngenden Gebieten
G erhalten bleibt. Sie ist definiert als

7= éw(z) iz — fg w(z) dz (9.6)

was mit der fritheren Definition (s. (7.8)) iibereinstimmt: In

1dxy + v dxg) + i(vy drg — vo day)

wdz = (v; — ivy)(dzy + idxs)
v
U di + vt - dT (9.7)
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verschwindet der 2. Term auf dem Rand T'g, wo @' || dZ. Unter der Abbildung f ist nach

(9.5)
Z = J({w(z) dz = }{ w'(2)de = Z'

Fir Z # 0 ist das Potential ¢(z) mehrwertig: ¢ nimmt bei einem Umlauf um I' um Z ab.

Die Zirkulation um einen umstromten Korper K ist die fundamentale Grosse, welche die
resultierende Kraft F' der Stromung auf K bestimmt:

Lemma (Blasius). Es sei F' = (Fy, F3) und F = F; — iF,. Dann gilt

F= ffuﬂdz. (9.8)
2 Jr

Man beachte, dass I' in (9.8) durch eine beliebige Schleife um K
ersetzt werden kann, da w? analytisch ist.

idz. = sz
s

Beweis. Nach dem Satz von Bernoulli (7.5) gilt (keine Volumenkréfte hier)

L
b =Do— §PU
mit pg eine Konstante. Damit ist
F=— 7{ prids ,
r
bzw. in komplexer Darstellung (T = komplex konjugiert)

F:]{p-idz:—ffvzdz,
I 2 I

da po keinen Beitrag liefert. Nun ist auf I' wegen vy dxy = vy dzy (vgl. (9.7))

w?dz = w(wdz) = (v — ivy)(vy doy + vy day)
=vidr; + i dry — i(v] doy + v dry)

= 7%dz ,
woraus (9.8) folgt. O

Satz (Kutta-Zhukovski). Es sei (%) — U fiir |Z] — oo, und
Z die Zirkulation (9.6) um K. Dann ist

F = pZ(voca, —Vso1) = —pZTL . (9.9)
Beweis. Im Ausseren eines Kreises um K hat w(z) eine Laurent-Entwicklung:
w(z) = Z Wz "
n=0
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mit Wy = Veo1 — 1Wee2 Und

1 A
U= on Fw(z) “ T o
Somit ist fiir z — oo
9
w(z) = wd + 2 L O(7?)

1 ) -
=t oz 22 (Vo1 — iVoc2) + O(277)

und nach (9.8)

F=F —iF, = % 27 (Voo1 — 10s02) = PZ (Voo + 1Us01) ;
da Z reell ist, folgt (9.9). O
Beachte, dass K nur Auftrieb, aber keinen Widerstand erfiahrt!

Bemerkung. Im 3-dimensionalen Fall (fiir einen Korper K endlicher Ausdehnung) im
analogen Fall stets F' = 0! (Satz von d’Alembert)

Beweisskizze: v = — grad ¢ mit
0
Ap =0 auf R*\ K , 8—S0:Oauf8K, gradngmTOO.
n Z|—o00
Die einzige Losung ¢ mit
o(Z) = =V - T+ 0(1) (9.10)

fir || = r — oo erfiillt

O(T) = —Uno - T+ O(r?). (9.11)

Zur Begriindung kann man ¢ auf beliebige glatte Art ins Innere von K fortsetzen und
erhilt so Ap(Z) = p(Z) mit suppp C K. Die einzige Losung davon mit (9.10) ist

1 . y
o) =~ 7 - [ @y 2
K

A ER
= T T -+ O (9.12)
T
Wegen v || 0K und div v = 0 gilt aber
o:/ 7-di= lim 7-do=—a- lim 2. 5= —4ma

da der erste und dritte Term in (9.12) nicht beitragen. Damit ist (9.11) bewiesen. Nun
beniitzen wir (vgl. (6.7))

F, = —]{ pdo; = —]{ (pvivg + pdix) dog, (da ¥ || OK)
0K 0K
= —/ (pvivk, + pdix) doy, .
#=R
Mit 7 = U 4+ O(r™?), p = pos + O(r?) (letzteres aus p + 1pv? = const ) folgt
F, = — lim (PVoo0iVook + Poclir) dox =0 .
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2. Konstruktion von 2-dim. Potentialstromungen

Im Gegensatz zum 3-dim. Fall, legt die Geschwindigkeit v,, im Unendlichen die Losung
¢ nicht eindeutig fest. Diese Nichteindeutigkeit entspricht verschiedenen Werten der Zir-
kulation Z.

Wir illustrieren an einfachen Beispielen die Niitzlichkeit konformer Abbildungen, hier der
Abbildung

2

UH,Z(U,):U—F? : (9.13)

AR
\OJR 2R 0 2R

u-Ebene z-Ebene
“Zylinder” “Platte”

Der “Zylinder” |u| = R wird dabei abgebildet auf die “Platte”:
u= Re — 2 = 2R cos @ (9.14)

mit 0 <60 < 27 . Aus
R2

Z(u)=1- R 2(R?Ju) = z(u)

ersicht man, dass die Abbildung (9.13) das Aussere des Zylinders eindeutig (mit ana-
lytischer Inverse) auf das Aussere der Platte abbildet (z = z(u) hat 2 Urbilder u, eins
davon im Ausseren des Zylinders). Die Abbildung hat nur die Singularititen u = +R
(2'(u) = 0). Thre Inverse ist gegeben durch

u=—-+1/——R?, (9.15)

wobei in der (durch die Platte) geschnittenen z-Ebene derjenige Zweig der Wurzel zu
wéhlen ist, fiir den /7 > 0 ist, falls z reell > 2R ist. Ferner ist

z(u) > u (u— o0), u(z) =z (2 — 00). (9.16)

Transformation der Strémungen (s. S. 87)

Potentiale
¢(u) — ¢(2) = ¢(u(z))
Stromung am Zylinder Stromung an der Platte
Geschwindigkeiten
d¢ —do/du
wlw) = =5, — W) = " paa
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Tangentialgeschwindigkeiten am Rand (9.4)

R do dx dz
. de/do
o i6 _
(u = Re®) T 2Rsing

dep/do
dz/do

(9.17)

Dabei bleibt die Zirkulation unverdndert. Falls ¢(u) — —weou, (v — 00), so gilt nach
(9.13) auch ¢(z) — —wuwoz, (2 — 00). Nach dem Satz von Kutta-Zhukovski wirkt somit

auf den Zylinder und die Platte dieselbe Kraft.

Ferner gehen unter (9.13) Stromlinien in Stromlinien, und Staupunkte (w = 0) in Stau-

punkte iiber (ausser evtl. bei u = £R!)
Beispiele (v reell > 0)
(1) Die triviale Plattenstrémung
O(2) = —Vsoz w(z) = Vso
entspricht der Zylinderstréomung

¢@J=—%Ju+%;, umo:vm@_gg%

beide haben Zirkulation = 0 (Kraft F' = 0).

(9.18)

Zwei Staupunkte +R

(2) Die einfache Wirbelstromung um den Zylinder:

A iz
| __“ |
o(u) e ogu o arg u + 5 og |ul ,
A4
w(u) = S (Z reell)

hat nach (9.6) die Zirkulation Z und kreisformige Stromlinien. Wegen we, = 0 ist F' = 0.
Unter (9.13) gehen die Stromlinien |u| = rel (konzentrische Kreise, 7 > R) in konfokale

Ellipsen
2
z=re + e~
,
mit a = r+R?*/r, b = r—R?/r (konfokal, da ¢* = a®*—b? = 4R?
unabhéngig von 7).

9 — qcosf + ibsin @
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Lings des Zylinders ist u = Re'?,| ¢(u) = —Z6 /2w +const , die Tangentialgeschwindigkeiten
(9.17) dort und an der Platte also
Z Z
_ - = 9.19
"Torr "7 T 4xRsing’ (9-19)
was an den Kanten 6 = 0,7 (vgl. (9.14)) divergiert. Damit treten (nach Bernoulli) dort
immer negative Drucke auf: Diese Stromung an der Platte ist unphysikalisch!

(3) Drehung von (1)
Jede Stromung ¢(u) am Zylinder geht unter einer Drehung

ur—ue® s ga(u) = ¢eu)

wieder in eine Stromung ¢, (u) am Zylinder iiber. Dabei werden die Geschwindigkeiten
mitgedreht

i=—

o(u) = e“w(e u) , (W = vy +ivy) .

gl

So wird aus (9.18):
2

ta(t) = —Us (e’io‘u + eio‘R—)

IS

und mit der Abbildung (9.13) die entsprechende Strémung an der Platte:

% 2

z = 2R cos o

\

Sa=n/1

N
N

Langs der Platte gilt weiterhin (9.14), also

Pa(u = Re¥’) = —v R(e!O™) 4 ¢707))
= —2u,Rcos(0 — )

und damit die Tangentialgeschwindigkeiten (9.17):

sin(f — «

~—

V= —20ysin(0 — a) , V= VU (9.20)

sin 6
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Es gibt zwei Staupunkte (6 = a,a + 7), und an den Kanten (f = 0,7) ist w, immer
noch divergent (unphysikalisch). Die blosse Drehung um den Zylinder erzeugt so in der

Plattenebene eine nicht-triviale Transformation der Strémung!

(4) Superposition von (1) und (2)

R? Z
o(u) = —voo(u+ 7) — 2—m10gu
R? Z
w(u) = veo (1= 5) + 5

Kraft auf den Zylinder:

Staupunkte: w(u) = 0 fithrt auf

U\ 2 JR™' wu
(E) B +2moo'ﬁ_0

7= )

Z. =41 Rvu .

d.h. auf

F=pZ(0,—vs) .

(9.21)

Diese Stromung bewirkt nach Kutta-Zhukovski (9.9) eine

Fiir |Z| < Z. ist |ul*> = R?: Die zwei Staupunkte liegen auf dem Zylinder; fiir Z = Z,
riicken sie zusammen zu u = iR, fir Z > Z. bleibt nur ein Staupunkt ausserhalb des

Zylinders (fiir die andere Losung ist |u| < R):

‘eli'oN'e!

Z =0 0<Z<Z, 4 =2

e
<<<<<

(5): Drehung von (4) (= (3) + (2))

; R? A
= —Us(eu+e —) - %log(

¢(u

~—

(Der Faktor e™ im letzten Term addiert zu ¢ nur eine irrelevante Konstante).

Tangentialgeschwindigkeiten sind die Summen von (9.20, 9.19):

v = —2vysin(f —a) + _ VR sin(f —

OF

a) —

&<<g

Z > Z.

(Z/4m)

21 R
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bei z = 2Rcosf. Durch passende Wahl von Z konnen wir nun einen Staupunkt am
Zylinder nach # = 0 bringen,

Z
P —UsoRsina (d.h. Z = —-Z.sina) , (9.24)
77

sodass er auf der Platte auf die Singularitdt des Nenners trifft. Dadurch wird die Ge-
schwindigkeit ldngs der Platte

sin(f — «) + sin «
sin 6

V= Vs
an der “Hinterkante” § = 0 endlich, und zwar (de I'Hopital-Regel)
w=0vl =0) =vycosa.

Der Auftrieb ist dann
|F| = 4mpv?, Rsin o . (9.25)

-

Es bleibt ein Staupunkt und die Geschwindigkeit an der “Vorder-

kante” z = —2R ist immer noch divergent! Diese Stromung erfiillt &)
aber die experimentell beobachtete Kutta-Bedingung: An der >_

(= 7/6)

W

Hinterkante eines spitz auslaufenden Fliigels 16sen sich die Strom-
linien in Richtung der Spitze ab mit gleichen Geschwindigkeiten
oben und unten.

Die Zirkulation stellt sich in der Startphase (keine Potentialstromung!) entsprechend ein.

Bemerkungen. 1) Der Grund der Kutta-Bedingung liegt in der Viskositét und kann so-
mit erst mit den Begriffen aus Kap. 10 verstanden werden. Fiir ideale Fluida ist Z beliebig
und insbesondere nicht durch v, bestimmt, wie dies in (9.24) der Fall ist. Die entspre-
chenden Losungen sind keine Naherungslosung fiir das reale Fluidum, schon wegen den
unterschiedlichen Randbedingungen (6.14, 6.21). Fiir kleine Viskositdten und in giinstigen
Fillen bleibt die ideale Losung aber brauchbar ausserhalb einer diinnen Grenzschicht, in
der die reale Geschwindigkeit von Null auf den Wert der Losung springt. Giinstig ist der
Fall, falls das Fluidum am Rand beschleunigt wird, oder nur wenig verzégert wird; anson-
sten 16st sich die Grenzschicht vom Rand ab und die ideale Losung wird irrelevant. Die
Hinterkante in der Figur auf S. 92 (rechts) weist wegen der Divergenz der Geschwindigkeit
eine starke Verzogerung auf, nicht aber die in der Figur oben.
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2) Ahnliches gilt im Beispiel 4 fiir die Stromung um einen sich mit Winkelgeschwindig-
keit €2 drehenden Zylinder. Solange die Losungen auch fiir eine haftende Randbedingung
relevant sind (dies ist der Fall fiir v, < QR), erfihrt der Zylinder eine Kraft (9.9) mit
Z = 27QR?* (Magnus-Effekt).

(6) Zhukovski-Fliigel
Wir vergrossern den Zylinder um den Faktor

R+
A=—>1
R >
um den Punkt u = R:
o oR
Z=u+ %2
(u-Ebene) (z-Ebene)

Das Zhukovski-Profil ist das Bild des Zylinders (grosser Kreis). Wir diskutieren den Ver-
lauf bei z = 2R mittels der Entwicklung
R

u Uu
= - =9 — — 12— (==1)+...
2 u+%_1+1 R+R[(R ) (R )+

wobei u — R = A\(Re'? — R), d.h.

. 1
%—1:A@ﬁ—1yzmw—§m+.”%
also R
- _ e 2 - 3
e =6 i =-0"+iA-1)0"+... .
Die Hinterkante des Profils hat damit die Gestalt einer Spitze:
3
gl - _02 ) T
= (= D = (A - (&) G

Die diskutierten Stromungen lassen sich auf den vergrosserten Zylinder iibertragen, so
z.B. das Potential (9.22)

(R+0)* o  Z o
me )——,log(e

2mi
Die Tangentialgeschwindigkeit am Zylinder ist dann wie in (9.23) bis auf die Ersetzung
R~ R+ 6. Insbesondere ist der Auftrieb bei Einhaltung der Kutta-Bedingung

|F| = 4mpv? (R + 6) sina . (9.26)

¢@p:ﬂ®«u+®am+ (u+9)) .
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Hier ist nun ¢ iiberall endlich! Schon bei kleinen Anstrémungswinkel a@ kommt es aber
oberhalb der Vorderkante zu einer starken Verzégerung und damit zum ungiinstigen Abriss
der Grenzschicht (vgl. Bemerkung auf S. 94). Relevant ist die Stromung fir |a] < .
Durch Wahl des Profils (d.h. von \) kann man . beinflussen innerhalb von . < 15°.

Einen asymmetrischen Zhukovski-Fliigel erhilt man so:

g

—2R 2R

Hier ist der Mittelpunkt des Zylinders bei —§ (komplex) und der Radius |R+0| so gewéhlt,
dass der Zylinder immer noch durch die Singularitit u = R der Abbildung (9.13) verlduft,
bzw. die Spitze bei z = 2R liegt. Bei der Parametrisierung u+ 3 = |R+§|e'’ des Zylinders
bleibt zwar die erste Gleichung (9.23) bis auf R 4+ § ~ |R + ] giiltig, aber dem Punkt
u = R entspricht nun § = —3 < 0 (s. Figur) statt § = 0. Entsprechend folgt aus der
Kutta-Bedingung

|F| = 47mpv? |R + 6| sin(a + 3) .

Das asymmetrische Profil ist aber hinsichtlich des Auf- '

triebs nur scheinbar dquivalent zu dem um — /3 gedrehten oS (o + )
symmetrischen Profil, vgl. (9.26). Das relevante Inter-
vall ist neu nicht einfach das entsprechend nach links _sina
verschobene Intervall, d.h. |a+ (| < i, sondern es ist ’
weiterhin durch den Anstromungswinkel gegeniiber der 4
Vorderkante bestimmt. Da diese nach unten geneigt ist, =0 Qgrip O
wird das Intervall |o| < auqi eher nach rechts verscho- p
ben. Somit lassen sich mit dem asymmetrischen Profil
grossere Auftriebe erzielen.
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3. Auftrieb und Widerstand

Im Unterschied zum 2-dim. Fall kann ein Fliigel mit Zirkulation in Dimension 3 nicht
von einer wirbelfreien Strémung umgeben sein, da sein Komplement nun einfach zu-
sammenhingend ist. Der Fliigel ist mit dem Unendlichen iiber eine Wirbelschleppe
verbunden, die sich mit der Bewegung stets verlingert. Die dazu erforderliche Arbeit be-
wirkt einen induzierten Widerstand, der im Folgenden berechnet und minimiert wird. Wir
idealisieren die Wirbelschleppe als ein Blatt > x R, in der Ebene x5 = 0 der Wirbeldichte

() = w(xs)o(xe)l(z)e] (9.27)

das sich hinter dem Fliigel ausbreitet. Wir zeigen, dass w sowohl Auftrieb wie Widerstand
bestimmt.

__________ —b bx3
Y xR, )
T T2
@
---------- b —b

T3

Das Profil des Fliigels dndert sich mit x5 und ebenso seine Zirkulation Z(x3). Der Satz
von Stokes, angewandt auf einen Zylinder, der den Fliigel zwischen den Querschnitten %
und 2% umbhiillt, liefert

zy

Z(x3) — Z(x5) = / w(xs) dzs (9.28)
3

d.h. dZ/dzs = w(zs). Das Geschwindigkeitsfeld ¢ soll fortan auf das Ruhesystem des

Fluidums im Unendlichen bezogen sein. Wir gehen ferner davon aus, dass es weit hinter

dem Fliigel (27 > b) wie in (7.12, 7.13) durch & bestimmt ist. Insbesondere ist v; = 0
und ¢ symmetrisch bzgl. der 2-Achse.

Der Widerstand W ist gleich der Energie pro Léngeneinheit (in 1-Richtung) der Wirbel-
schleppe:

W= g/(vg + v3)dzodrs = g/(ﬁgbl)degdx;),

= —gjiasl%l - dii . (9-29)

Hier wurde benutzt, dass (i) die Stromung ausserhalb 3 wirbelfrei ist und somit auf R?\ 2
ein Potential ¢y = ¢1(x2, 23) besitzt,

(v2,v3) = —(5—



(i) die Strémung inkompressibel ist, und somit A¢, = 0 in der Identitit div(¢ V) =
(Vé1)? + ¢1A¢;. Die Eigenschaften (i) und (ii) werden wie in (9.2) zusammengefasst zu

: d :
w:vg—wg:—d—f, (z = x5 + ixq)
fiir eine analytische Funktion ¢(z) = ¢; — ige. Somit ist in (9.29)

Vo, - dit = (Ve )* - dZ = -7+ - d7 = Im (?dz) ,
V4

vgl. (9.7). Der Widerstand ist zu vergleichen mit dem Auftrieb (9.9)
b
F = —pvoo/ Z(x3)dxs (9.30)
b
wobei Z(x3) = ¢1(x2,a:3)|2;0_. Zu diesem Zweck stellen wir die geschlitzte z-Ebene
einmal mehr mittels der Abbildung (9.13) dar (bis auf Multiplikation mit i, da der Schlitz

¥ nun vertikal ist), s. Fig. auf S. 90. [hm entspricht ein Kreis C vom Radius R = b/2 und
dxs = bsin 0 df. Dann wird aus (9.29, 9.30)

W — —/—)j{@hn (@du) . F= —pvoobqul sin 0 do
2 c a'U/ I

mit ¢(u) = ¢(z(u)). Die Funktion ¢(u) ist analytisch in |u| > /2 und hat deshalb eine

Laurent-Reihe
o

. bin _,
o(u) = —1;%(5) (T
Die Stromung ist nun symmetrisch bzgl. der Re u-Achse, also ¢(u) = —¢p(u), was ¢, = G,

d.h. ¢, reell, zur Folge hat. Auf C ist u = (b/2)e?, du = iudf, also

o0

0¢p bin _,
8_udu = —n;cn(§) u” " df
Im (%du) = ann sinnf do .
n=1

Zudem ist dort ¢ = — >~ | ¢, sin @ df. Daraus folgen
W = Wg nz::lnci , F = mpuyber .

Das Verhiltnis von Widerstand und Auftrieb erfiillt
W C1
— >

F = 2u.b

fiir £/ > 0 und erzielt den minimalen Wert auf der rechten Seite, falls ¢, = 0 fiir n > 2.
Dem entspricht ¢(u) = icy - b/2u = icy - 2a/b und nach (9.15, 9.28)

Z(x3) = —2c1\/1 — (23/b)? ,

261 .’Eg/b

" =G

98

(9.31)



Insbesondere nimmt die Wirbeldichte gegen die Fliigelspitzen hin zu.

Um die Abhéingigkeit des minimalen Widerstands von der Grésse der Fliigel sichtbar zu
machen, fithren wir dimensionslose Auftrieb- und Widerstandskoeffizienten ein:

F w

Cr = Cw =

1 2 ’ 1 2 )
3PVES SPV3S

wobei S die Flache des Fliigels ist. C'r ist invariant unter einer homogenen Vergrosserung
des Fliigels. Dann lautet (9.31)

W Cw < Cp S

F Cp =~ 4m b’
wobei S/ = O(b™!), (b — 00). Bei dieser Diskussion unberiicksichtigt geblieben sind: (a)
Die Wirbeldichte (9.27) ist keine Losung der 2-dim. Wirbeldynamik (7.14). Unter dieser

rollt sich sich die Wirbelschleppe seitwirts auf; (b) Der Widerstand infolge Viskositét des
Fluidums.
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10. Inkompressible, reibende Fluida

1. Allgemeines

Es sei an die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen (6.20) erinnert:

divi =0,
_D_,‘ — —
pﬁz = pF — Vp+nAv. (10.1)

Der Reibungsterm wirkt dissipativ: Wegen

Oik = —poik, + N(Vi g + Vi) (Spannungstensor)

1—}'2

=5 + U(Z) (F=-VU), (Energiedichte pro Masseneinheit)

und DU/Dt = v - VU lautet die Bilanzgleichung (6.9) der Energie eines mitgefiihrten

Volumens V, p

T pad?’:z::/ UiO'ikdOk—/ U@kmkd%.
tJv, Vi Vi

Der erste Term auf der rechten Seite beschreibt die Leistung o - d f der Oberflichenkrifte
fi = o doy; der zweite,

Vi Vi

1
D;, = §(Uzk + k) (Verzerrungsgeschwindigkeit) |

die Reibungsverluste.

Randbedingung. Am Rand eines (ruhenden) Gefisses G soll die Fliissigkeit haften
=20, (10.2)

(statt bloss v - = 0 fiir die ideale Fliissigkeit; mathematisch: Die Gleichung (10.1) ist
2. Ordnung im ¥). Wegen

1
2 2
D = — (Vi — Vr)” + 4 Ui Uk
4 ~——
(Vi kVE) i

lautet die Energiebilanz fiir beschrinktes G auch

% ped’r = —77/(1"0t77)2 . (10.3)
G G

—

Reynolds-Skalierung. (F' = 0) Es sei A eine durch die Anordnung ausgezeichnete Linge
und v eine ausgezeichnete Geschwindigkeit, z.B. A = R und v = v, fiir die Stromung
um eine Kugel. Dann fithren wir statt Z,¢ dimensionslose Variablen #', ¢ ein durch

’ ’ A

F=X\i', G=vi — t=2t.
1%
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Ferner skalieren wir

p=pp.
Dann lautet (10.1)
D’ S
Dy —V'p' + §A U (10.4)
PUA
Re = T : Reynolds-Zahl des Problems.

Geometrisch dhnliche Stromungen mit gleicher Reynoldszahl sind nur verschiedene Ska-
lenmodelle einer einzigen, durch (10.4) beschriebenen Stromung.
2. Beispiele von Stréomungen

Die Stromungen sind stationér, ausser das Gegenteil sei gesagt. Stets ist F =0.

(1) Ebene Stromungen
Wir verwenden kartesische Koordinaten (x,y, z) und Komponenten. Stromung;:

U= (v(y),0,0) .

Damit ist .
divi=0, (3-V)i=0 (10.5)
und Gl (10.1) lautet
Vp = nAT = (@00) (10.6)
p=n = dyQ’ ) . .

Somit hat ﬁp hat nur eine z-Komponente: p = p(z). Wegen div v = 0 ist
Ap=p"(z)=0, also p(z)=py—ox

(a: Druckabfall pro Liangeneinheit in z-Richtung). Gl. (10.6) lautet noch d*v/dy* = —a/n.

Nach zweimaliger Integration mit v(0) = 0,v(h) = U ist

o U
v(y) = %y(h —y)+ na

Die Schubspannung auf eine horizontale Fléche ist

dv a U
Z—Z(h-2 .=
" 2( y)+n ?

und der Massenstrom pro Lingeneinheit in z-Richtung

h o U
d —(—Rr+ = .h)-p.
p/o yu(y) (1277 +3 ) p

Spezialfille sind a = 0 (Couette-Stromung) und U = 0 (Poiseuille-Stromung).

(2) Poiseuille-Stromung im Rohr (Kreiszylinder)
Wir rechnen mit kartesischen Komponenten, ausgedriickt in Zylinderkoordinaten (7, ¢, 2).
Die Stromung

U = (v1,v2,v3) = (0,0,v(r))
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erfiillt (10.5), sodass Gl. (10.1) lautet:

1d d
— nAT = t4,.e 10.
grad p = nAT = (0,0, ~—-r—v(r)) (10.7)
(benutze z.B. x = (21, x9,0), Vr = x/r,
- x dv x dv
vv(r)—i—?.dr TR
r = dv 1d dv
A - =. -
v(r) r2 vr dr _ rdr dr’

da divz/r? = 0). Somit hat v p nur eine z-Komponente, d.h. p = p(z). Ferner ist nach
(10.7) wegen divd = 0
Ap=p"(2)=0

also p = pp — az: a = Druckabfall pro Langeneinheit in z-Richtung. Die 3-Komponente
von (10.7) lautet somit

1d dv o
_— = ——
rdr dr n
und nach Integration
dv o 2L o r) (0) o 4
r— = ——r v(r) =v(0) — —r
dr 2n ’ 4n

(dv/dr(0) endlich — C' = 0). Die Randbedingung erfordert v(R) = 0, also

o(r) = 3 (R = 1) = v(0) (1= 35)
Die Schubspannung auf die Wand ist
_dv _ aR
77dr 2
und der Massenstrom durch das Rohr
f p
27r,0/ dr ro(r) = 57)(0) -TR?
0
4
= WgR e’ (Hagen-Poisenille)
n

ist halb so gross wie fiir eine homogene Strémung v(r) = v(0). Im Eulerschen Fall (n =0
ist jedes Stromungsprofil ¥ = (0,0, v(z1, z2)) moglich, aber nur wirbelfrei falls v(xy, z9) =
konstant.

(3) Laminare Grenzschicht
Nicht-stationére Losung: Einfithren einer ebenen Wand in eine homogene Stromung (Ge-
schwindigkeit v.,) zur Zeit t = 0, bzw. plotzliches Anhalten einer mitgefithrten Wand

t<0:7=(v,0,0)
t>0:0=(v(y,t),0,0)
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Damit gilt auch hier (10.5) und die Navier-Stokes Gl. (10.1) lautet

ot pox oy?’ oy’ pl

Wie oben folgt p(x) = pyp — a(t) - . Gleicher Druck bei x = o0 erfordert a(t) = 0:

v 0*v
mit
v(y,0) = v ; v(00,t) = Ve v(0,t) =0.

Die Gleichung (10.8) mitsamt Randbedingungen ist invariant unter Skalierung ¢t — A\t
y — Ay, wobei y/+/ fest bleibt:

v(y,t) = v( Ay, A\*t)

( 1 1
v(—=y, —
2\/1/ty 4y
——

:;5

)va'gp(g)'

Mit 0¢/0t = —&/2t ,0¢ /0y = #ﬁ folgt

@' +2¢" =0.
Randbedingungen:
t=0,y#0 _ _
t>0,y=0:£=0—p(0)=0.
Losung;:

N3

3
SO =ac®,  o6)=a / dse ™ —a¥"
0 E—o0 2

oo [, o y 1
o(y,t) = —= dse™ 525\/—1/7-

Die Grenzschicht, in der v(y,t) wesentlich von v, verschieden ist, wichst mit v/%.

(4) Couette-Stromung zwischen rotierenden Zylindern
Wir rechnen mit 2-dim. kartesischen Geschwindigkeitskomponenten, ausgedriickt in Po-
larkoordinaten (r, ¢):

U =v(r)(—sin g, cos ¢)

(tangential und stationir). Nun ist

- 1 2 1 1 02
-V =uv(r) 0 A 0 0 0

rdp’ ST o ror ragr

also
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2
(v-V)U = —U?(Cos @, sin ) , (radial)

1
AT= (V"4 =0 — %)(— sin @, cos ) , (tangential)
r r

Die Navier-Stokes Gl. (10.1) lautet
a=—p(0V)T — Vp+ A7 .
Radialkomponente: Wegen der Zylindersymmetrie p = p(r) ist

T ’1)2(8) '

v
PO =25 ) = plR) +p [ ds (10.9)
r R S
Tangentialkomponente: Die Gleichung
U//+1U/—£:O' v(Ry) = wiR; (i=1,2)
r 7/_‘2 I (2 7 7 )
hat die linear unabhiingigen Losungen v = r,7~1. Somit ist
b
v(r) =ar + - (10.10)

r

mit (aus Randbedingungen)

_ R%WQ — R%wl . b— (wl — WQ)R%R%
R_R R R

3. Instabilitiaten

Die Couette-Stromung (10.10) war eine der ersten, fiir die man die Stabilitédt experimen-
tell und theoretisch untersuchte. Im Fall w; > 0, ws = 0 kann man z.B. die Reynolds-Zahl
Re = p(w1Ry)(R1/n) = pwiR?/n beniitzen. Fiir kleine Re (kleine w;) ist die Couette-
Stromung stabil. Bei einem kritischen Wert Re. kippt sie aber um in eine andere sta-
tionére, stabile und immer noch p-unabhéngige Stromung, die nun aber z-abhéngig ist
(Taylor-Stréomung). (Fiir noch hohere w; treten kompliziertere Muster auf, bis schliesslich
Turbulenz eintritt.) Wir untersuchen das Einsetzen der Instabilitét.

A. Das Rayleigh-Kriterium. Wann ist eine tangentiale Stromung v = v(r)e,, eines
idealen Fluidums instabil? Heuristisches (notwendiges) Kriterium: Falls es energetisch
giinstig ist benachbarte Stromlinien (bei ry > 1) zu vertauschen. Dies geschieht unter Er-
haltung der Zirkulation Z(r) = 27rv(r) (Wirbelsatz von Kelvin, (7.9)). Die Energiedichte
pro Masseneinheit ist e(r) = v(r)?/2 = Z(r)?/87%r?, also

vorher :  8r%e = Zir? + Z3ry?,
nachher : 872" = Ziry? + Zir?,
also . 1
Sr(e" — &) = (23 - Z}) (5 — =) .
't T
——
>0
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d.h. Instabilitét tritt ein, falls Z%(r) irgendwo fallend ist. Im Fall der Couette-Strémung
(10.10), wo
Z(r) = 2m(ar®* +b) ,

also, falls wy - a < 0. Allerdings hat die (nicht beriicksichtigte) Reibung eine Ausweitung
des Stabilitiatsgebiets zur Folge.

B. Linearisierung der Navier-Stokes Gleichungen. Wir verwenden nun zylindrische
Koordinaten und Komponenten,

T = 0,€ + V€, + V€, ,
beschréanken uns aber auf axialsymmetrische, d.h. p-unabhéngige Felder:
v; = vi(r, z) (t=r,0,2).

(Damit wird die Beobachtung vorweggenommen, wonach die Taylor-Stromung diese Sym-
metrie aufweist.) Dann ist

R—ﬁ—kvé—l—vﬁ (skalar)
Dt ot or Coz’
Dy Do, Ui . Dv, wvyv,.,,  Dv,
DT T L TR S o T
0? 10 0?
A=2 22,7 kal
or? + ror + 022 (skalar)
o Ury o Vo o o
AT = (Av, — ﬁ> e + (Av, — T—‘;)ew + (Av,)ée, ,
div ov, . v, 0v,
VU = — .
or r 0z

Damit lauten die Navier-Stokes Gleichungen (10.1)

Dv, v 10p v,
2o % 2 A -y
Dt r por +v(Av 7“2)
Dv, wv,v, Uy
St = v(Av, — r_Q) , (10.11)
Du, 10p
S RN
Dt p Oz ey
mit v = n/p, sowie die Kontinuitatsgleichung
ov, v, Ov,
U —0. 10.12
or * r i 0z ( )
Die Losung (10.10) schreibt sich hier als (¢, p°) mit
b
vg = ar + o= V(r), " =v2=0, p’ = (10.9) . (10.13)

In den Gleichungen (10.11, 10.12) setzen wir nun

T=0"40, p=p"4+p



und behalten nur Glieder 1. Ordnung in (5, p). Diese erfiillen die Randbedingung

=0 fir r = R17 R2 (1014)

Sy

(die Drehung der Zylinder ist schon in #7° beriicksichtigt). Die so linearisierten Gleichungen

ov, 2V _ 10p . Uy
L A, S AG, — =
ot r e p37’+y( Y 7’2)’
95, AV V 7
Qe @V Vo as Ve
ot +(dr+r)vr V(AT 7‘2)’
—_—— —
e
05,  10p )
= ——— + VAT, ,
ot p@z+y !

ov, v, 00U,
— = 10.1
ar  r 0z 0 (10.15)

behandeln wir im Grenzfall eines engen Zwischenraumes:
d:= RQ - Rl < Rl . (1016)

Wegen 0/0r = O(1/d), 1/r = O(1/R;) konnen dann die unterstrichenen Terme wegge-
lassen werden, und A = §%/0r* + 0%/922.

Ansatz: (Translationsinvarianz in z-Richtung)

—

(0,p) = (@‘(T)m(r))eotﬁkz '

Durch Einsetzen in (10.15) bestimmt man Moden (7,(r), pa(r)) und komplexe “Frequen-
zen” o, = 0.(k), (e = 1,2,...). Dabei bedeutet

abfallende

anwachsende

Reo, { i 8 } eine exponentiell { } Storung.

Die Stabilitdtsgrenze (im Parameterbereich (wy,ws)) liegt dort, wo

Reo,(k) <0 fir alle a, k,

Reoy(k) =0 fiir ein a, k. (10.17)
Explizit:
2V 1
v(D* — k* — z)vr =——v,+-Dp,
v r 0
1d
D k2= Ly, ==
v( V)Mp o (rV) - v,
o ik

Dv, = —ikv, (10.18)
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mit D = d/dr. Auflésung der letzten beiden Gleichungen nach v,, p und Einsetzen in die
ersten beiden liefert

Vo, o 9 0., 5 o2V
—kz(D —k —;)(D —/{Z)UT——T Vo
2 42 0y, _1d
v(D* —k 1/)% = Tdr(rV)vT. (10.19)

Dabei ist mit (10.13): -L(rV) = 2a, und im Sinne der Néherung (10.16),

V(r)

w(r)ET%WQx—l—wl(l—x):wl(l—i-a-x),
-R
{B:r ] 16[0,1],
a:ﬂ—l
w1

Schliesslich werden die Parameter in (10.19) dimensionslos durch die Substitutionen

d? d v
O',:O'?7 k,:k'd, D/:%:dl), UZP:U‘P’ U;:WUT

(wir lassen die Striche gleich wieder weg):

(D?* — k* — 0)(D* — k*)v, = (1 + ax)v,
(D* —k* —o)v, = =T - k*v,

mit der Taylor-Zahl

4w d*
T=q- “’12
-
und Randbedingungen (s. (10.14, 10.18))
v, = Dv, = v, =0 bei z=0,1. (10.20)

Die Instabilitéat setzt ein, wenn erstmals ein Eigenwert mit Re o = 0 eintritt. Wir nehmen
an (und dies kann bewiesen werden), dies geschehe mit Im o = 0 (Frequenz der Stérung),
was experimentell dadurch bestétigt ist, dass die Taylor-Stromung stationér ist. Dann gilt
fiir die betreffende Mode

(D?* — k*)?*v, = (1 + ax)v, , (10.21)
(D* — K*)v, = —Tk*v, , (10.22)

was eine Beziehung zwischen T und k? impliziert. Eine approximative Losung setzt
vy(2) =sinmz 0<z<1) (10.23)

an, unter Vernachlidssigung hoherer Fourier-Anteile. Die Losung v, von (10.21, 10.20) ist
eine Linearkombination von

etk geh sinwx, rsinma,
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die man im Sinne der Approximation wieder auf die niedrigste Fourier-Mode projiziert:

(2) =2+ K2+ 7
v(z) = Q- ——— -sinmr,
~—~— k*T(k?)
142
2 k’2 2)\3
T(1?) = W+ ) . (10.24)
k2{1 — 16k7? ch” 5 /[(k? + 72)%(shk + k)] }
Einsetzen in (10.22) liefert dann
T 2
TG
1+ 2
w1
Das Minimum von 7T'(k?) ist
T(k*) = 3430  erreicht bei k= 3.12, (10.25)
also ist die Stabilitiatsgrenze (10.17) erreicht fiir
3430
T(wl,CUg> = 11 ‘{:—i . (1026)

Die Beriicksichtigung hoherer Fourier-Moden in (10.23) dndert das Resultat nur wenig.

Die Stabilitatsgrenze stimmt gut mit dem Experiment iiberein. Ebenfalls gut ist die Vor-
hersage des Taylor-Stromungsbildes (Konvektionszellen),

v, = Asinmxcoskz , v, = —Acosmrsinkz ,

sowie der Wellenlénge, s. (10.25)

21 27
= = .dx~=9].
A k 3.12 d d

4. Stokes’sche Widerstandsformel

Eine ruhende Kugel wird mit der Geschwindigkeit @ im Unendlichen angestromt. Dann
ist nach Stokes (in erster Ndherung)

—

F = 6nRnu

die Kraft auf die Kugel K. Die (fiir kleine Re = pv,R/n) gute Naherung besteht in der
Vernachléssigung des Konvektionsterms:

0=—p(7-V)7—gradp+ nAv . (10.27)
~0
A. Bestimmung des Geschwindigkeitsfelds. Wir l6sen (10.27) und div ¢ = 0 mit den
Randbedingungen

fir |Z|=r=R, (10.28)

=0
—u fir r—o00. (10.29)

<y
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Wir benutzen die harmonischen Funktionen
o" 1

0y ...0x;, r

Damit kann man die harmonischen Vektorfelder @', %" (d.h. Aw = 0) konstruieren:

7 r ?
0?1 0 - 1
Y =uj——— = u-V)—, 10.30
Wi = O0x;0x;r O, (@ )r ( )
bzw.
L o 3T u)E — TP
w = ; s w = 7"5
Die Divergenzen sind
, u-T " 0 0*1
d' i =—— d T e — =
iv el iv u; 9z, a2 r
(Beachte, vgl. Ubungen, dass © = i — %2117 " die Losung fiir die Euler Gleichung bei selber

Geometrie ist). Nun muss hier ¥ nicht Av = 0 16sen, sondern Av muss ein Gradient sein.
Beachte aber, dass

Ar?a” =A@ a")
—2((Vz?) - V]a" + (AZ*)@"
= 4@V)5" + 60" = (—12+6)@" = —6@"

1" 1" 1" 4
2 o — — —2 . — o - =
div(r ) =220 + & ~d1v:)u =302
von derselben Form wie divw’'. Ansatz:
=1+ AW + Bw" + Cr*a’ . (10.31)

Der erste Term, u, gewahrleistet (10.29). Die Bedingung div ¢ = 0 verlangt
—A+4C =0. (10.32)

Auf der Kugel r = R sind @ und (4 Z)Z linear unabhéngige Funktionen. Damit ist (10.28)
dquivalent zu

1+ = - = —0
N R R} R ’
B C
355+ 3) =0 (10.33)
Einsetzen der Losung von (10.32, 10.33),
1 1
A=-R, B=1R', C=-R



in (10.31) liefert

3R . R »

(Beachte, dass wegen dem mittleren Term v — @ = O(r~!) (r — o0), statt O(r=3) wie im
Euler Fall, vgl. S. 89). Daraus bestimmt man noch den Druck

gradp = nAG =1 - CA(r*@") = —=6nCw" |
_ _§nRﬁ- 7

p=—6nC(i- V) = —"nR—;

(10.35)

S |-

B. Berechnung der Kraft. Zuerst bemerken wir, dass wegen divd = 0 und (10.27) fur
Ok = —POi + Ot Gk = (v + vig)
gilt

Oty = =g+ N(Vk + Vi)
= —pi+nAv, + (dive) , =0.

F 27{ o doy ng o doy
|Z|=R |&|=r

unabhingig von r! Nur die ersten zwei Terme in (10.34) liefern Beitrige ~ r~2 zu &y,
néamlich

Deshalb ist

“ 3 xiékl 3l‘i$k$l
O'kl:_§7]Rui( R )

+0(r ™). (10.36)

Damit ist

T
Okl dOl = (—p+ Ukl)?l -do

9 i
r

-y - do
2 ~—~

—r2
da sich der erste Term (10.36) gegen den Beitrag von (10.35) weghebt, und schliesslich

9 R
F. = —n—ui% xixp do = 6mnRuy, .
2t Jig=r

Dabei wurde verwendet, dass das Integral von der Form Ady, sein muss, und A = (47/3)r?
durch Bildung der Spur ermittelt.

5. Grenzschichten

Inkompressible Navier-Stokes Gleichungen (dimensionslos)

Dv 1
— = —gradp+ —Av 10.
D gra p—l—Re v, (10.37)
divi=0,
v=0  auf 0G. (10.38)
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Fragen:
1) Streben die Losungen fiir Re — oo gegen die der Euler Gleichungen?

D—)
th] — —gradp, divi=0, (10.39)

v-n=0 auf 0G (10.40)
Nein: Da der kleine Parameter (Re)™! vor der héchsten Ableitung steht, ist (10.37) keine
“regulére” Storung von (10.39). Typischerweise bleibt

1
§A17 = 0(1) fiir Re — o0 .
2) Stationére Potentialstromungen (s. Kap. 9) erfiillen (10.39) sowie
AY = grad divy —rotroty =0,
~—~ <~
=0 =0

also auch die Navier-Stokes Gleichungen?
Nein: Sie erfiillen die Randbedingung (10.38) nicht!

Dies legt nahe, dass eine Losung von (10.39, 10.40) bloss in einer Grenzschicht beim
Rand 0G abgeéndert werden muss, um (10.37, 10.38) zu erfiillen; die Anderung verschwin-
det aber nicht fiir Re — oo.

IMustration. Die Differentialgleichung auf z € [0, 00)
d,
d—J;:O, lim f(z) =1

hat die triviale Losung: fo(z) = 1. Die singulére Storung

Pf L, df

T2 T = 0, (¢ > 0 klein)

mit der zusétzlichen Randbedingung (da die Gleichung von 2. Ordnung ist)

f(0)=0

hat die Losung
folz)=1—e"".

Zwar gilt f.(x) ? fo(x) fiir festes x > 0, aber nicht gleichmissig.
15
Grossenordnungen in der Grenzschicht

Die Dicke §(z) sei anndhernd konstant

d

—0 1.
dx (z) <

Setze U = (u,v). Stationdre Navier-Stokes Gleichung;:

ou ou op 1 ,0°u 0%u

u% + Ua—y = —£ + %(@ + 8_y2) (1041)
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ov ov op 1 0%v 0%

A P I s 10.42
ou Ov
—+==0 10.43
zudem
u=v=0 bei y= (10.44)
u—Ulzx), v—0 fir y— oo. (10.45)

Grossenordnungen: = ~ O(1), y =~ O(9)
u(z,y) =0(1),  plz,y)=0(1)
Yy
(10.43,10.44) : v(z,y) = —/ ?(m,y’) dy' = 0(0) ;
x

=0, =06
W2t~ o), vg—z —om, Poon).
% —0(s) vg—z —0() g—z _ 0@,
Si-om.  h-0G). Si-ow). Sh=06)

Die Gleichung (10.41) erfordert O(1) = (Re)'O(572) fiir Re — 0o, damit sie nicht trivial

wird, also
1

T
Nach Weglassen der Terme, die fiir Re — oo irrelevant werden, lauten (10.41—10.43)
noch

§ =

ou  Ou op 1 0%

u£+va_y:_8_x+§8_gﬂ’
dp
0= —-*X
oy’
ou Ov
e T 10.4
52 " 3y = ° (10.46)

mit Randbedingungen (10.44). “y — oo” bedeutet ausserhalb der Grenzschicht. Deshalb
ist (10.45) zu interpretieren als

u(r,y) — Ux); plr,y) — px)  (y— o0)

wobei U(z),p(z) die Randwerte der Losung der Euler Gleichungen sind, von der man
ausgeht. Nach Bernoulli bei y = 0 ist

1
p(x) + §U(.11:)2 = const ,
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also —2 = U Nach (10.46) gilt dann p(z,y) = p(x). Zusammenfassend:

ou ou dU 1 0%u

u% + Ua—y =V + %a_yQ )
Ju Ov
T 10.47
ox + oy ( )
mit Randbedingungen
u=v=>0 auf y =0
u— Ulx), (y — o0)

(Prandtl-Gleichungen). Da nur 1. Ableitungen von v vorkommen, ist dafiir keine wei-
tere Randbedingung bei y — oo zu setzen. Zur eindeutigen Festlegung der Loésung wird
noch ein “Anfangsprofil” benotigt:

u(xo,y) = uo(y)
(U, ug vorgegeben).

Beispiel. Die Grenzschicht an der Halbplatte. Durch Einfiihrung der Stromfunktion
(dank (10.43)),
oY oY

u = a_y ) v = _% y
lautet (10.47)
o & Oy Py _ O

Jdy Oxdy Ox 0Oy? _Vﬁy?’

(wir schreiben v statt Re™!, da keine ausgezeichnete Lingenskala vorhanden) mit

(10.48)

Z—Z =U bei =0 (Anfangsprofil)
oL o

il et

oY

5, =v=0 bei y=0
(da 0y /0x = 0 bei y = 0). Die Losung 1 erfiillt

2b(‘fm y) =0- 77[)(5_21‘, 5_1y)

(0 # 0 beliebig), da die rechte Seite sowohl Gleichung wie Randbedingung erfiillt. Mit

1st

Y(z.y) = Ud(x)f(€) s:f%.
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Dann ist

oY dd , , d
9 = U=, (_df)
oy - 1dy
oxdy _USE &
A v U,
ay U 9 T
agw U "
ap ~ el
Einsetzen in (10.48) liefert wegen % = —12
1
S =0 (10.49)

mit Randbedingungen
f(o0) =1, f(0)=f'(0)=0.
Das Geschwindigkeitsprofil ist dann

W _ oy A
=g, =U-1), f—y\/j- (10.50)

Die Differentialgleichung (10.49) kann nicht in geschlossener Form integriert werden. Nu-
merisch ist & := [;7(1 — f'(§)) d€ = 1,72.

Die Stromungsgeschwindigkeit (10.50) unterscheidet sich von der Eulerschen u = U, was
auf eine Differenz Arin der Massenstrome hinfiihrt:

Am = h — f = ) .
= p / U f(f)):(%:l& pUEd ()

Somit ist &yd(x) die effektive Dicke der Grenzschicht.
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11. Turbulenz

1. Statistische Beschreibung

Fiir kleine Werte v = n/p > 0 der kinematischen Viskositéit wird die Fliissigkeitsbewegung
turbulent, d.h.

e Die Stromung weist Strukturen (Vortizes) auf, deren Langenskalen sich um etliche
Zehnerpotenzen unterscheiden.

e Starke Abhéngigkeit der Stromung von den Anfangsbedingungen und den &dusseren
Kréften: Das einzelne Stromungsbild ist nicht reproduzierbar.

e Verschiedene Momentaufnahmen erscheinen als zufillige Stichproben einer Gesamt-
heit: Das statistische Verhalten ist reproduzierbar.

Die Navier-Stokes Gleichung

o7 N . o
a_?tj+<qj’.V)U:F—p_IVp—|—VAl7, divi =0 (11.1)

beschreibt eine grundsétzlich deterministische Zeitentwicklung. Die Momentaufnahmen
(e ty), ... U(-, tp) (11.2)

zu hinreichend verschiedenen Zeiten t1,...¢, aber zum selben Kraftgesetz F = F (Z,1)
(und z.B. Anfangsbedingung v = 0) erscheinen unkorreliert: Sie scheinen der selben Ge-
samtheit zu entstammen, wie Felder ¢(+, t) zur selben, grossen Zeit ¢ aber zu verschiedenen
Kréften
F,...E,.

Der Zufallscharakter kommt explizit ins Spiel, indem wir F(Z,t) und demzufolge #(Z, t)
als Zufallsvariable auffassen. Wir postulieren statistische Stationaritdt, Homogenitét
und Isotropie:

(Fiy (%1, t0) - By (T ) = (R, Fy (RE +dty + 7)o Ry, By (BT, + d by + 7))

wobei R € SO(3), @ € R3 7 € R und (-) den Mittelwert bezeichnet. Insbesondere ist
(F(Z,t)) = 0 und (F(Z1,t1) - F(¥s,t2)) nur von |7, — Ty, |t — t2| abhéngig. All dies
iibertragt sich auf v, abgesehen von einer anfénglichen Erinnerung an die Anfangsbedin-

gung.

Energiebilanz
1 Do? Dv - -
Z — .- — =7 (F—p1 AT
5D =0 s ( p~Vp + vAD)
d.h. (verwende A¢ = grad div ¢ — rotrot ¥ und divd = 0)
0 2 =2 .
E% =— div((% +p 'p)¥) + T F —vi'-rotrot ¥ .
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In gemittelter Form lautet die Bilanz

 (7?)

o g =T F) — v{(rot 7)?) .

Beniitze dazu, dass (div @) = div(@) = 0 fur (@(Z)) = (@) unabhéngig von Z. sowie
div(7 A rot ©) = (rot¥)? — - rot ot ¥ .

Detaillierter lasst sich die Bilanz im Fourierraum fiihren. Setze dazu

7(Z) = / 3(k)e* &k . (11.3)
Mit (27) [ d3k e F% = (k) folgt daraus
(6(k)) = ()d(k) .
und, auf 7 @(k) = [ d3q(q) - H(k — ) angewandt,
[ #ali@ il - a) = @ @3(E). (11.4)

Insbesondere ist fiir ¥(Z) reell

/ B (3@ - 57— B) = (@F5(F) (115)

Fiir festes K > 0 ist
T (T) = / 7(k)e™ &k (11.6)
|K|<K

der langwellige Anteil von 0(Z). Beachte, dass

Dies folgt aus

e (7) = (2m) 73 By &k FED () | (11.8)

wobei (7(7) - @(Z)) = (#(—%) - @(—7)) (Translation um —7 — ) und Substitution k¥ — —k
verwendet wurde. Mit vx verbunden sind die kinetische Energiedichte

1,
EK:§< i)

116



(auch ohne Index K') und die quadratische Wirbeldichte (Enstrophie)
1 Y
O = 5((rot Uk)?) .

Multiplikation von (11.1) mit ¥x und anschliessender Mittelung liefert

oWy . = . o= B
5¥£%§2‘+< K (T V)0) = (U - F) — v{(vot Tk )°)
d.h.
CZE_tK Tl (T Fr) — 200 (11.9)
Mg = (T - (7-V)D) - (11.10)

Die kinetische Energie in den Fouriermoden |k| < K &ndert sich nach Massgabe der einge-
spiesenen Leistung (- Fc ), der Reibungsverluste 20, sowie der an hohere Fouriermoden
abgetretenen Leistung IIy.

Beachte, dass
QO < K’Ex < K°F . (11.11)
Beweis. Heuristisch folgt dies aus

— — N —

rot 9(k) =ik AG(K),  |rota(k)|? < k2|5(k))?

und (11.5) fiir k¥ = 0. Da #(Z) nicht abfillt und somit #(k) eine Distribution ist, wenden wird die Parseval-
Identitéit auf ¢(Z)U(Z) an, wobei ¢ eine reelle Testfunktion ist:

Je@a@)? as = @n® [ 16 HEE ek (11.12)
und ebenso

/(rot(w))Qd% = (zw)3/15'2|(¢*5)(12)|2d3k. (11.13)

Nun ist prot & = rot(¢7) — Ve AT=a —bund (@ — )2 < (14 8)@2 + ((1 4 6-1)b2 fiir jedes § > 0. Wir
wihlen ¢ mit ¢(k) = 0 fiir || > x und [ (&) d*x = 1. Ersetzt man (%) durch ¢, (7) = L~%/2p(%/L),
womit [ o (2)2dPz =1, [(Ver)?d3z = CL™" und &7 (k) = L3/2¢(Lk), sowie ¥ durch g, so wird nach
(11.12,11.13)

((rot Tx)%) < (1+0)(K + (1/L)* () + C(1+8"HLHTk) ,

also folgt im Limes L — oo, 6 — 0 die erste Ungleichung der Behauptung. Die zweite folgt aus (11.7). O

2. Der Limes kleiner Viskositaten

Fluidum im R3, statistisch homogene Kraft F' = F(Z,t). Nach kurzer Zeit stellt sich ein
statistisch stationdrer Zustand ein. Insbesondere: dEg /dt = 0.

Annahmen (Richardson, Kolmogorov) im Limes v — 0

i) Eine endliche, positive Leistung wird eingespiesen:

lim(F - %) = ¢>0.

v—0
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Die Kraft (pro Masseneinheit) F wirkt auf makroskopischer Skala K ! d.h.
Fx=F fir K>Kp.

ii) Im stationéren Zustand bleibt die Energiedichte endlich und wir bezeichnen den Limes
wieder mit £

N
II/ILI[I) 5(7} )= F.
Solange vK?FE < ¢, d.h. fiir
2 2 _ ¢
K < Ki = _E]/ (V—w> OO) s

sind wegen (11.11) die Reibungsverluste vernachlissighar und (11.9) vereinfacht sich zu
g =¢ (unabhéngig von K)

fir Ky < K < K; (“inertial range”). In anderen Worten: Die Energie wird auf der Skala
K, eingespiesen, dann an sukzessive kleinere Skalen iibertragen, um schliesslich bei Ki_l
verheizt zu werden.

iii) Im Limes v — 0 sind alle statistischen Eigenschaften durch € und v bestimmt. Mit
den physikalischen Dimensionen

m m m
—_ — = — E [—
=" H=%. B=5
folgt aus Dimensionsgriinden
3
E o (ev)'/? Kl o (&)V4.
€
Beispiel: 1 Liter Wasser im Kiichenmixer.
tt 2 2
e =100 = 100, v =109
k s? s

Die Umsetzung der kinetischen Energie in Wirme erfolgt auf der Liangenskala

K '~ 10°mm .

Geschwindigkeitskorrelationen

Benachbarte “Teilchen” des Fluidums entfernen sich rasch voneinander aufgrund ihrer
verschiedenen Geschwindigkeiten. Quantitativ erfassen kann man dies anhand von Kor-
relationsfunktionen der Form

Sn(r) = ([0(Z +7) — 0(@)|") = (|6v(Z, 7)) (11.14)

(wegen statistischer Isotropie nur abhéngig von r = |7]), oder dhnlich, z.B. fiir n = 3
Ss(r)e = ((60)%60) ,  (€=7/r), (11.15)
S5(r) = (05 )%)
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die erste Korrelation ist o< € wegen der Isotropie. Erwartet wird ein Verhalten
Sp(r) oc o (r —0)

im Limes v — 0. Genauer,
log S,
¢, = lim lim 28%(")
r—0v—0 logr
wobei die Reihenfolge der Grenziibergénge dafiir sorgt, dass diese innerhalb des “inertial

range” (r > K; ') erfolgen.

Bestimmung von (3
Nach (11.10, 11.8) ist (setze y = & + 1)

= /d3r K*F(Kr)f(7) (11.16)
mit

K3P(Kr) = (27) /

-

Bk e—ilZF _ K3<27T)_3 / d3q ) 7

k|<K <1
1 sinp—pcosp

(Auswertung in Kugelkoordinaten fiir ¢). Wie (11.14) ist die Funktion f von der Form
f(7) = f(r). Sie steht in Verbindung zu S3(r):

((60)*60) =((0(Z + 7)* + ¥(Z)* — 20(2) -

(0(& + 72 (U@ + ) — 0(F)))

+ 2((0(Z) - (T + 7))v(F)) —

== 2(g(r) — g(=7)) :

Die erste Zeile des mittleren Ausdrucks ist von der Form h(r)é — h(r)é = 0. Wegen
div, 9(Z + 7) = 0 ist div,.(7(Z)*v(Z £ 7)) = 0 und

Andererseits ist

2/r

zusammenfassend also (s. (11.15))
d .-
7“7257”25’3 = —4f(7") .
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Damit lautet (11.16)
”

1 -
Iy = —Z/d?’r K3F(Kr) T_Qdir253(7“) .

Fiir r — 0 gilt IIx = € in einem Bereich, der K — oo zulédsst. Dann kommt der Haupt-
beitrag zum Integral von r < K~ — 0, d.h.

I

€ r—0 °

1 3. 773 24 g
- (/d rK F(KR)Z(T %7" 53(7°>>‘

[

1
Demzufolge ist fiir kleine r

d ~
57’253(7“) > 4er? |
~ 4

Sy(r) = —3er (11.17)

und insbesondere (3 = 1. Daraus kann (ohne Beweis) auch

Slr) = —%157“ (11.18)

hergeleitet werden.

Eine Berechnung der Exponenten (,, (n # 3) auf der Basis der Navier-Stokes Gleichung
ist nicht bekannt, was man durch eine weitere Annahme iiberbriicken kann:

iv) Das Geschwindigkeitsfeld ¢ ist (im Limes v — 0) statistisch skaleninvariant
6U(Z,7) und  A'6T(F, A7)
sind gleichverteilt (fiir geeignetes h).
Dann folgt aus (11.14) mit A = r—!
S,(r) = XS, (W) = r7"8,,(1)
(Kolmogorov-Skalierung) und aus (11.17) oder (11.18)
h=-1/3 (11.19)
also allgemein (,, = n/3. Experimentell werden etwas kleinere Werte gemessen.

Energiespektrum .
Statt in (11.6) tiber M = {|k| < K} zu integrieren, kann man dafiir eine beliebige Menge
M C R3 wiihlen:

Fur(F) = / () &5 o
keM
mit zugehoriger kinetischer Energie (pro Masseneinheit)

1 1

Ey = (|0 ) = {0 - Tnr) = 5 (0 - 0)
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(beniitze Ty = T_p , (Tag - W) = (T-W_ps)). Nach (11.4) gilt
(B - ) S(F) = / PalF@) - 5 — ) .
M

Damit kann man eine Energiedichte im Fourierraum dE/d®q einfiihren,

fiir welche gilt

(0@ + ENSE) = [ dae 5@ 5(E - 0) =2 [ Fae TI)5D
Also IE
25 = (2m) / T (5(F + ) - #(&)) dr -

Die spektrale Energiedichte ist die Fouriertransformierte der Paarkorrelation (Wiener-
Kintchine Theorem).

Nun folgt mit (7(Z + 7)v(Z)) = —5((60)%) + (0%) = —35(r) + 2F, dass

dE 1 -

= _Z.(9 -3 iqr 3 E - .

Pa 1 (2m) /e So(r)d’r+ E - 0(q)

Fiir grosse |q] erstreckt sich das Integral im wesentlichen iiber r < |g]™*, wo nach (11.19)
Sy(r) oc r?/3, also

— x 82/3’CT|_11/3 ’
q

wobei der Faktor £%° aus Dimensionsgriinden (vgl. iii)) bestimmt ist. Ofters wird die
Dichte nur bzgl. des Betrags ¢ = |q] , d®q = 47¢* - dq gemessen:

@ = 47rq2@ x e2/3
dq

-5/3
d3q

q

Dieses Energiespektrum und insbesondere das Potenzgesetz sind experimentell recht gut
verifiziert.
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Formelsammlung zur Vektoranalysis

(00 Vektorfeld; v: Skalarfeld)

- Vektoridentitaten:

rot ﬁv =0
divrotv =0

rot rot ¥ = V(divv) — Av
(0- V)0 =V(5%/2) — T Arot v

- Produktregeln:

- Satze:
wod’x = v - do
fvd v d’ fav v-do
rotv - do = U-ds
fs v do fas v-ds
- Korollare:
Vo ddz = vdo
fv Vud® faV d
rotvd’x = ONU
fv o' d’® fav doNv
[, (uAv + Vu - Vo) &z = [, uVv-do
[y (uAv —vAu) &z = fBV(U6U —oVu) - dé
GAVu = u ds
fs donV fas d
- Kettenregeln:
(P:R—R% 7:R?®—=R)
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