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Aufgabe 11.1 Gruppengeschwindigkeit

Ein GauBsches Wellenpaket u(x,t) bewege sich in einem Medium, in dem w nichtlinear
von k abhéngt. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei
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u(z,t =0) =e 2897 (1)

wobei wir Az als Mass fiir die “Unschérfe” des Wellenpakets auffassen. Die Zeitentwick-
lung ist durch

1 oo .
u(x,t) = — dk u(k)e'ke=wk)t) 2
(@1) V2T /_OO (k) (2)
gegeben, wobei u(k) die Fouriertransformierte von u(z,t = 0) ist.

a.) Zeige mittels quadratischer Ergénzung, dass das Wellenpaket auch im Impulsraum
ein Gauflsches Profil hat (setze t=0). Welches Verhéltnis besteht zwischen Az und
dem analog definierten Ak? Was bedeutet dies?
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Tipp:

b.) Sei ko der Wellenvektor k, fiir den u(k) maximal ist. Entwickle w(k) in erster Ord-
nung in k um ko, setze dies in Gleichung (2) ein und zeige damit, dass sich das Ma-
ximum des Wellenpakets (bis auf einen Phasenfaktor) in der Zeit ¢ vom Ursprumg
um v,t fortbewegt, wobei die Gruppengeschwindigkeit v, gegeben ist durch

_dw

= Tkl (4)
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c.) Mit welcher Geschwindigkeit bewegen sich die einzelnen Phasen?

d.) Schétze ab, wie schnell sich das Wellenpaket verbreitert, indem Du einen Ausdruck
fiir die Variation der Gruppengeschwindigkeit innerhalb des Pulses findest. Benutze
dazu das Resultat aus Teil a) und interpretiere das Ergebnis.

Aufgabe 11.2 Energietransport in Hohlleitern

Der Hohlleiter mit ideal leitenden Wanden sei mit einem Medium mit Permeabilitdt p
und Permittivitdt e gefiillt. Seine Achse zeige in e,-Richtung. Die Felder erfiillen die
Wellengleichung mit Randbedingungen

(Vi +7)¥(z,y) = 0;
V|, =0 mit ¥ = £, (TM-Moden), (5)
Op¥|s =0 mit ¥ = H, (TE-Moden),

wobei 73 = pew?/c* — k3 und V, = 0,e, + J,e,.



Mit der Grenzfrequenz wy = —=7x gilt fiir die Wellenzahl k3 = pe/c?(w? — w?). Die

Losungen sind gegeben durch
1
Et = —|——2VtEZ, Ht = —i—Z—eZ A Et (TM),
A
Ht = +—2th2, Et = —Z,\ez VAN Ht, (TE)

Die Wellenimpedanz ist gegeben durch

k
T2 (M),
EW
Z\ = 1w
— (TE).
o (TE)
Der komplexe Poyntingvektor
S= SEAH
8w

gibt Betrag und Richtung des Energieflusses an.

a.) Zeige, dass
whky e[|V ¥)%e. + iZ—i\I/Vt\P*] (TM)

SR\ ullVe¥Pe, — i3 9 VW] (TE)

(6)

(9)

b.) Welcher Teil trégt zum Energietransport in z-Richtung bei? Integriere diesen Teil
iiber den Leiterquerschnitt, nutze die erste Greensche Identitéit und die Randbedin-

gungen und zeige damit dass fiir die transportierte Leistung gilt:
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Tipp: Die erste Greensche Identitat lautet fiir zwei Skalarfelder @,V

/(¢V2\D+V¢-V\P)aﬂ/:j{ @a—\yda
1% av  On

c.) Berechne analog dazu die Energie pro Langeneinheit U. Ergebnis:
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U:—(i) { ¢ }/d%\p*qf‘
8T \ wx H A

Tipp: Die zeitgemittelte Energiedichte ist gegeben durch

1
(e|B* + p|H*).
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d.) Berechne aus Gleichung (10) und (12) die Geschwindigkeit des Energiestroms und

vergleiche diese mit der Gruppengeschwindigkeit vy = dw/dk.



Aufgabe 11.3 Strahlender Quadrupol

Ein strahlender Quadrupol bestehe aus einer Anordnung von vier Ladungen 4¢, die sich
mit abwechslendem Vorzeichen auf den Ecken eines Quadrats mit Seitenléinge a befinden.
Das Quadrat rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit w um die Achse, die durch seinen
Mittelpunkt geht und senkrecht auf der von ihm aufgespannten Fléche steht.

a.) Schreibe die zeitabhéngige Ladungsverteilung auf und berechne daraus den Qua-
drupoltensor. Ergebnis:

Q3i - Qi3 - 07 1= 17273
Qu=-—Qxn= 3(]@2%(6—1‘(2@))7 (14)
Qa1 = 3qa®R(ie "),

Tipp: Der Quadrupoltensor ist gegeben durch

Qij = /dgﬂfﬂ(ﬂ?)(%i% — [x[*0;5)- (15)

b.) Zeige, dass sich die Winkelverteilung der Strahlungsleistung in der Wellenzone schrei-
ben lésst als

dP C L gm 9
- = Q 1
dQ) 2887Tk FAQI, (16)

wobei in diesem Fall k£ = 2w/c gilt.
Der “Vektor” Q ist gegeben durch

(@)=Y Quiy (17)

Tipp: Die Felder sind in diesem Bereich durch

,lk3€zk7“A
B=—%71"Q (18)
E=BAr

gegeben. Die abgestrahlte mittlere Leistung ist

dP  cr?
— =7 . 1
70 87rr (EABY) (19)

c.) Berechne (16) fiir die vorliegende Ladungsverteilung und interpretiere das Resultat,
indem Du sie mit der Winkelverteilung der Strahlung eines Dipols vergleichst.

Tipp: Driicke den normierten Ortsvektor T in Kugelkoordinaten aus, d.h.

T = (sinf cos p, sin O sin @, cos 6). (20)



