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THERMODYNAMIK

(N. Straumann)

Eine Theorie ist desto eindrucksvoller, je grosser die Einfachheit
ihrer Primissen ist, je verschiedenartigere Dinge sie verkniipft
und je weiter ihr Anwendungsbereich ist. Deshalb der tiefe Ein-
druck, den die klassische Thermodynamik auf mich machte. Es
ist die einzige physikalische Theorie allgemeinen Inhalts, von der
ich {iberzeugt bin, dass sie im Rahmen der Anwendbarkeit ihrer
Grundbegriffe niemals umgestossen wird. (zur besonderen Beach-
tung der grundsétzlichen Skeptiker).

A. Einstein



VORWORT

An der Universitdt Zirich wird der Kurs Uber Warmetheorie nach
wie vor zweigeteilt., Der Statistischen Mechanik stellen wir eine l-se-
mestrige 3-stindige Vorlesung iiber ph&nomenologische Thermodynamik und
kinetische Gastheorie voran., Dieser etwas altmodische Zugang hat immer
noch unbestreitbare Vorziige - ganz abgesehen davon, dass die Thermody-

namik bis heute nicht in wirklich befriedigender UWeise statistisch be-
grindet worden ist,

Das vorliegende Bandchen enthdlt die fast unverdnderten Noti-
zen, die ich den Studierenden zum thermodynamischen Teil des Kurses
verteilt habe, um ihnen das Mitschreiben zu ersparen, Bei deren Abfas-
sung habe ich nicht an eine weitere Verbreitung gedacht., Jirgen Ehlers
hatte zuf&allig Einsicht in das Manuskript und winschte, dieses in die
Lecture Notes aufzunehmen,

Die phanomenologische Thermodynamik wird von Dozenten und Stu-
denten mit Recht immer wieder als eine Disziplin empfunden, die zuar
mathematisch anspruchslos, aber begrifflich doch recht subtil ist. Hin-
zu kommt, dass diese Theorie anderen Gebieten der theoretischen Physik
in ihrem ganzen Aufbau fremdartig gegenibersteht. fFiir die meisten Stu-
dierenden ist es verninftig, nicht zu viel Zeit in das Studium der
Thermodynamik zu investieren und sich moglichst rasch der Statistischen
Mechanik zuzuwenden, Ich hoffe, dass die vorliegenden Vorlesungsnotizen
dies erleichtern und trotzdem eine klare Darstellung der Grundlagen der
Theorie und einige ihrer wichtigen Anwendungen vermitteln. Bei einem
so klassischen Gegenstand ist es schuwierig, originell zu sein., Wenn ge-
geniber anderen Darstellungen einige Verbesserungen erzielt worden sein
sollten, so dirfte dies hauptsdchlich auf neueren Beitrdgen von J.M.
Jauch und A.S. Wightman beruhen.

J. Ehlers danke ich fir eine Reihe von Verbesserungsvorschl&-
gen. Meinen Mitarbeitern Ruth Durrer und Narkug Heusler bin ich fir die
Suche nach Schreibfehlern und die Anfertigung des Sachwortverzeichnis-
ses zu Dank verpflichtet., Danken mdchte ich auch frau D, Oeschger fiur

ihre Mihe beim Tippen des Manuskripts.

Zidrich, August 1986
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Einleitung

"Eine Theorie ist desto eindrucksvoller, je grdsser die
Einfachheit ihrer Pré@missen ist, je verschiedenartigers
Dinge sie verkniupft und je weiter ihr Anwendungsbereich
ist, Deshalb der tiefe Eindruck, den die klassische
Thermodynamik auf mich machte, Es ist die einzige phy-
sikalische Theorie allgemeinen Inhalts, von der ich iiber-
zeugt bin, dass sie im Rahmen der Anuendbarkeit ihrer
Grundbegriffe niemals umgestossen wird (zur besonderen

Beachtung der grundsétzlichen Skeptiker),"

R, Einstein

Die Thermodynamik ist urspriinglich aus den Bedirfnissen des
Dampfmaéchinenbaues hervorgegangen,

In dieser Vorlesung behandeln wir die Thermodynamik der
Gleichgewichtszustande (Thermostatik). Es ist dies eine Rahmen-
theorie fir makroskopische Materialien, welche von deren spezifi-
schen Eigenschaften unabhdngig ist. In der Thermostatik wird kein
Bezug auf die atomistische Struktur der Materie genommen, Insbe-
sondere macht man sich keine Vorstellungen iUber die Natur der
Warme,

Die Prinzipien der Theorie beruhen auf einer gedanklichen
Analyse von wenigen einfachen (alltadglichen) Erfahrungstatsachen,
die durch zahllose Experimente gesichert sind. Die Theorie fiihrt
deshalb nur zu allgemeinen, aber dafiir sicheren Gesetzmdssigkei-
ten fiir (alle) Erscheinungen, bei denen Wirme und Temperatur
eine Rolle spielen., DBer Grad der Sicherheit zeigt sich z.B. da-
rin, dass die Thermodynamik von der Quantenrevolution nicht be-
riihrt wurde. (Auf gewisse Unterschiede, welche sich in der Spe-
ziellen und in der Allgsemeinen Relativitdtstheorie ergeben, gehen
wir in diessr Vorlesung nicht ein,)

Die vielfdltigen speziellen Eigenschaften der verschieden-
sten makroskopischen physikalischen Systemse kdnnen grundsdtzlich
erst von der statistischen Mechanik erklart werden, Diese Theorie
liefert auch eine atomistische Begrindung der Thermodynamik,
Trotzdem hat aber die phanomenologische Thermodynamik ihren ei-
genen, unvergidnglichen Wert (was auch von den zukiinftigen Mit-

telschullehrern besonders beachtet werden sollts).



—_—2

KAPITEL I, MATHEMATISCHE HILFSMITTEL

In der Thermodynamik werden nur bescheidene mathematische Hilfs-
mittel bendtigt. Besonders wichtig ist der Begriff der Differential-
form, sowie die Legendre-Transformation von konvexen funktionen,

Fir detailliertere Ausfiihrungen und gewisse Beweise verweise ich
gelegentlich mit dem Zeichen [F,ff1 auf das folgende Buch:

We Fleming, functions of Several Variables, Springer-
Verlag 1977,

l, Lineare Differentialformen

Obschon der Begriff des Differentials einer Funktion (allgemei-
ner einer Abbildung) aus der Analysis geldufig sein sollte, erinnere
ich an die genaue

DEFINITION: SEI U OFFEN INR™ UND f : U —= R EINE FUNKTION.
DIESE HEISST DIFFERENZIERBAR IN x , WENN ES EINE LINEARE ABBILDUNG
A: ' —eR GIBT, SO DASS

focky ={ed + A ol , fw o/ Ikl =0,

A ist (falls es existiert) eindeutig bestimmt und ist das Differen=~

tial von f im Punkte x , welches wir mit df (x) bezeichnen., f

ist differenzierbar in U , wenn es in jedem x & U differenzierbar

ist,
Das Differential df ist also eine Abbildung
) n\¥
df + U — L(R,R =®"Y.
. . . . i i 1 n i
Wir betrachten speziell die Funktionen 7, x (X ,.e,x ) = x~ ,
i *

i =ly0e, n . Die dx* bilden eine Basis von (W") , welche zur ka-

nonischen Basis .{el,..,en} des [R' dual ist, d.h. es ist

\
1
L
dwe(e =‘60~ _ (1.1)
Die Grisse df(x).h ist die Richtungsableitung von f in Richtung
h und es gilt

FIVON =%m w%mm

(iber doppelt vorkommende Indizes wird stets summiert)., DBeshalb ist

4L = U 60 dried.
Coxt
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Statt dtl schreibt man auch etwas inkonsequent dxl und erh3dlt da-
mit den Anschluss an die klassische Schreibuweise:

ldif = g%%%:dlxt

. (1.2)
Man beachte, dass die dx' aber nicht "infinitesimale" Grdssen sind,
sondern wohldefinierte Linearformen,

Die Zuordnung x k—t> df(x) definiert eine spezielle Diffe-

rentialform, Der allgemeine Begriff ist wie folgt erkléart,

DEFINITION: EINE IN U DEFINIERTE LINEARE DIFFERENTIALFORM (DIFFE=-
RENTIALFORM VOM GRADE 1, PFAFFESCHE FORM) IST EINE ABBILDUNG

w: U — (R

n

(1.3)

DIESE HEISST VON DER KLASSE C , WENN DIE ABBILDUNG (3) VON DER KLAS-

se c" (n30) 1IsT.

Das Produkt einer Funktion f mit einer l-Form @ ist punkt-

weise erklart,
f )60 =£6d GO
und gibt wieder eine l-form.,

o kdnnen wir nach der Basis dx’ zerlegen °
W= @, dxv (1.4)
Ist ®w von der Klasse Cn , S0 sind die 0, Funktionen der Klasse Cq

Wir nennen © exakt, falls eine Funktion f @existiert, so dass
w = df 1ist, fFalls U zusammenhd@ngend ist, ist f bis auf eine Kon-
stante eindeutig., Notwendig fir die Exaktheit von o ist offensicht-

lich die Bedingung 1)

()60;_.C2c3~

) = O, (1.5)
QX Qxi
Falls o die Gl, (5) erfiullt, nennen wir die Differentialform ge-
schlossen,
1)

Die Operation d kann man auf Differentialformen (beliebiger Stufe)

ausdehnen, Die Bedingung (5) lautet dann

&Q:O. (1.57")
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Es sei'x eine stiickweise glatte Kurve in U ., Dann ist das In-

tegral

& )
N &)(5&3)08(50(‘5 , (1.6)

bei gegebener Orientierung von‘x , unabhé&ngig von der Parametrisie-~
rung t +—» Y (t), tela,bl, der Kurve Y und ist das Linienintegral

von © l&angs x e Wir bezeichnen dieses mit

Sb’ 6. (1.7)
Bei einer Umorientierung des Weges x (Bezeichnung -X) gilt
63 = - CO. l,
S—x Sa’ (1.8)
Ist o exakt, o =df , so gilt
&d.‘ = {-(Endpunkt) - {(Anf“angsp.)' (1.9)
d :

Der folgende Satz ist wichtig (insbesondere fir die Thermody-
namik),

SATZ 1. ES SEI UCW®R' OFFEN UND o EINE 1-FORM MIT DEFINITIONS=-
BEREICH U ., DIE FOLGENDEN AUSSAGEN SIND AEQUIVALENT:

(i) o IST EXAKT.

(ii)  FUER JEDE GESCHLOSSENE KURVE ¥ IN U GILT

ch\)= 0.
(111) SIND ¥, ¥, ZUEI KURVEN IN U MIT DENSELBEN ANFANGS=
UND ENDPUNKTEN, SO GILT

yo={ e

Fir den einfachen Beueis siehe [F, Theorem 6.1].

Mit Hilfe des Stokesschen Satzes beweist man (siehe [F, Theorem
8.4]1) den

SATZ 2., WENN U EINFACH ZUSAMMENHAENGEND IST, DANN IST JEDE GE-
SCHLOSSENE 1-FORM (MIT BEREICH U) IN U EXAKT,

In Kapitel II wird sich zeigen, dass die einem System reversibel
zugefiihrte Warme durch eine l-fForm beschrieben wird, Diese ist nicht

exakt, besitzt aber einen inteqrierenden faktor im Sinne der folgenden

DEFINITION: EINE FUNKTION g IN U, MIT o(x) # 0 FUER ALLE xeU,
IST EIN INTEGRIERENDER FAKTOR DER 1-FORM ® , FALLS gw EXAKT IST,
doh. WENN GILT

gw=4£ (1.10)




FUER EINE FUNKTION f

€in fUr die Thermodynamik wichtiges Kriterium fir die Existenz
eines integrierenden Faktors werden wir im Anhang zu Kap. II beweisen,
Interessant ist auch das folgende Kriterium von Frobenius (velches wir
jedoch nicht bendtigen).
SATZ 3, a) FALLS ® EINEN INTEGRIERENDEN FAKTGR HAT, SO GILT 2)

Quy ) + zykl.,Vert, von (L, )\(}::.O (1.11)
Gré— ??—l J

b) GILT UMGEKEHRT DIE GL. (11), DANN GIBT ES ZU JEDEM x &U MIT
m(xo) # 0 EINE UMGEBUNG D , SO DASS o IN D EINEN INTEGRIE-
RENDEN FAKTOR HAT.

Beweis: a) Nach (10) ist w, = %¢3 :i . Setzt man dies in die linke
Seite von (11) ein, so heben sich die Terme paarueise weg. Wesentlich

schwieriger ist die Umkehrung b). Den Beweis dafir findet man in

(r,s7.101. O

In thermodynamischen Anwendungen missen wir Differentialformen
hdufig auf neue Koordinaten transformieren, Wir betrachten hier etuwas
allgemeiner eine differenzierbare Abbildumg w: M —%> N von einem
offenen Gebiet MCRm nach NC Rn . Auf einem offenen Gebiet UDN

sei eine 1l-Form w definiert.

DY (x)'v
Y A
y P X
@)Y
R" . R" 4
> Y = X
Fig. 1,1

3)

so kbnnen wir die l-Form o wie folgt auf M “zuriickziehen" (vgl.
Fige l.1):

(P*0YO) v = @ (@Y DOV . (1.12)

Bezeichnet De¢(x) das Differential von @ im Punkte xeM ,

2)

Im Busseren Formenkalkiil lautet die Bedingung
Co/\da)= 0. (1.11)

3) siehe ndchste Seite.,
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Offensichtlich ist die induzierte Abbildung additiv

@,y = C@y+ %W, . (1.13)

Da fir die Zusammensetzung ¢o ¢ von zwei Abbildungen @ und &
gilt

tI)(L?C>4)T>==TI>q7'-jb(b p)
entnehmen wir aus (12) .
(o ¥ = W¥o ©F (1.14)

Aus dem gleichen Grund. sowie der Definition df(x) = Df(x) fir ei~-
ne Funktion f , folgt aus (12) fir o = df :

AR V= d{(008y DOy = d (o @)V

W¥(45) = A(Lo@) = A(©¥%) (1.15)

wenn wir fuUr die transformierte Funktion fe ® auch o%f schreiben.

Aus der Definition (12) entnimmt man sofort, dass fir das Pro-

dukt fw einer Funktion f wund einer l-form w folgendes gilt

C¥(fay = @ @) . (1.16)

Aus den Regeln (13, (15) und (16) ergibt sich

. : 4 N \ . N
W0 = 0¥ dxt)= oD@ (4x }-—@(1034(60 XD )

oder \
0¥ = (w0,0@) d (x% ©). (1.17)
Schreiben wir also die Abbildung ¢ in der Form
\ of A " -
XL= w‘-(g)...)g > ) &=‘t)'..)w ) (1018)
so gilt
3)

Darunter versteht man - im Sinne einer Verallgemeinerung des Dif-
ferentials einer Funktion - die lineare Abbildung Dw(xEL(ﬂ,Rn),

welche eindeutig definiert ist durch die Gleichung
@ity = L +Decdh + ol .

In den natirlichen Basen von E@ und E{n wird Dw durch die

Jacobi~Matrix reprasentiert,
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L@‘Q)(gb = W, (el 4‘(”%33

(1.19)

= 1(ﬁ0( CEEQE B
[coz Lot di. (5] dy¥

Setzen wir also .
©*e = ( (O*Co)é dgs

so gilt fir die Komponenten von o¢*w das Transformationsgeset:z

Go"co)d (= %‘%(p @; (@ . (1.20)

In der Praxis benutzt man als Ausgangspunkt die erste Zeile von (19)
und rechnet von dort an mechanisch weiter,

Ist @ ein aorientierungstreuer Diffeomorphismus, so gilt

SB(P“CO = S‘PQS? > (1.21)

wobei @(Yf) der transformierte Weg ist. In der Tat ist nach (6) und

(12)
6- [}
| @ = [ (one ot
! a

¢ :
- S (@) DOy 3 &)dé

a

§
= S O(Ey)- CREY db = S w .
& Coy)

|
Dabei haben wir benutzt, dass Dm(x(t)x(t) der Tangentialvektor von
t p—o w(x(t)) ist,

In den thermodynamischen Anwendungen ist z.8. die reversibel
zugefihrte Wirme ein Uegintegral‘S ¢ . Die Eigenschaft (21) bedeu-
tet deshalb in physikalischer Sprag%e lediglich, dass die zugefiihrte
Wdrme nicht davon abhdngt, in welchen Koordinaten das Warmedifferen-

tial ausgedriickt wird,

Hinweis, FuUr andere Gebiete der Physik (Mechanik, allgemeine Relati-
vititstheorie) ist die Erweiterung der Begriffe auf hohere Differen-

tialformen sehr niitzlich, Eine elementare Einfihrung findet man in
[F, Kap.77.
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2. Konvexe Funktionen

Konvexe Funktionen spielen in der Thermodynamik eine wichtige
Rolle, Beispielsweise werden wir sehen, dass die innere Energie ei-

nes Systems im thermodynamischen Gleichgewicht eine konvexe Funktion
ihrer "natirlichen" Variablen ist,.

Eine Menge K(:nil ist konvex, falls die Strecke, welche zuei

beliebige Punkte von K verbindet, ebenfalls in K enthalten ist

(Fig.2.1),
./

Fig. 2.1

Der Durchschnitt jeder Kollektion von konvexen Mengen ist of-
fensichtlich wieder konvex.

Ein Punkt xeRn ist eine konvexe Kombination der (verschie=-
denen) Punkte Xiseeesx  falls

w W
X=% 'bJ'X'j P 'E\i>/0) % £j=4 (2.1)

Durch Induktion nach m beweist man leicht [F, Proposition 1.6]:

Hilfssatz 1, Eine Menge K 1ist genau dann konvex, wenn jede konvexe

Kombination von Punkten aus K in K ist,

A
Ist S eine Teilmenge von ﬁZn , SO ist die konvexe Hills S

von S die Menge aller konvexen Kombinationen von Punkten aus S

A
Zeige, dass S konvex ist und dass % die kleinste konvexe Menge
ist, welche S enthilt,

Es seien X XpreeesX y TZh verschiedene Punkte in EZ“ y SO
dass die Differenzen X =Xgreeey X =X linear unabhidngig sind,., Die
Menge der konvexen Kombinationen von Xqseees Xy ist ein r=Simplex
mit Vertizes Xg9XyreeegX @ £in 1-Simplex ist eine Strecke, ein 2-
Simplex ein DOreieck und ein 3-Simplex ein Tetraeder, Nach Hilfssatz 1
ist jeder Simplex, dessen Vertizes in einer konvexen Menge K lie-
gen, in K enthalten (vgl., Fig. 2.2).




Jeder Punktreines r-Simplexes ldsst sich egindesutig als konvexe
Kombination x = t.x, darstellen (Uebungsaufgabe). Die Zahlen
J=0
t seest. sind die Schuerpunktskoordinaten von x . Die (r-l)-dimen-

sionale Seite gegeniiber dem Vertex X5 ist die Punktmenge des Sime-

plexes mit ti= 0 . Den Beweis der folgenden Aussage findet man in
(rF, s.251.

Hilfssatz 2, Es sei S eine zusammenhdngende Teilmenge von E{n und

x eine konvexe Kombination von Punkten aus S . Dann ist x eine

konvexe Kombination von n oder weniger Punkten aus S .

Es sei K eine konvexe Menge, Ein Punkt xe&K 1ist ein Extre-
malpunkt von K , falls nicht zwei verschiedene Punkte xl,x2¢5l( und
te (0,1) existieren, so dass x = tx,+ (l-t)x2 . Es gilt

Hilfssatz 3, Es sei K eine konvexe und kompakte Menge. Dann ist je-

der Punkt von K eine konvexe Kombination von Extremalpunkten in K,
Beweis: Siehe [F, Propos. 3.8]1. [J

Eine konvexe Menge K 1liege im Definitionsbereich einer reell-
vertigen Funktion f , Die Funktion f ist auf K konvex, falls fir

beliebige x;,x,€K und t€ [0,1]:
$ (Ex+ U610 < {00+ (-D 400>

Wenn fur alle x,# x, und te (0,1) eine strikte Ungleichung gilt,

dann sagen wir f sei auf K strikte konvex,

Bilden wir die Punktmenge
k*‘.—.-{(_x,z)l xe ¥, 22{—{0} )

so ist K* eine konvexe Punktmenge von E¥1+l . Es gilt sogar [F,
Prop. 3.4] der

Hilfssatz 4, Die Funktion f ist genau dann konvex auf K
n+l

, Falls

+ . . .
K eine konvexe Teilmenge von [R ist.

Eine Funktion f ist auf K konkav, falls - f auf K konvex
ist,
Der folgende Satz ist nicht schwierig zu beweisen [F, Theorem

3.5].

SATZ 1, ES SEI K EINE OFFENE KONVEXE MENGE UND f EINE KONVEXE
FUNKTION AUF K ., DANN IST f AUF K STETIG.

Die beiden folgenden Aussagen beweist man sehr leicht [F, Prop.
3.6a, 3.6b].
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Hilfssatz 5. Oie Funktion f sei auf K differenzierbar. Dann gilt:

a) f ist genau dann auf K konvex falls
F(x)> f-‘(vxo) + df‘(xo)-(x-xo) fir alle x_,x&€K ;
b) f ist genau dann auf K strikte konvex falls

F(x) > f‘(><0) + df“(xo)-(x-xo) fir alle x_, x&K , xoaé X .

In einer Dimension gilt [F, Prop. 3.7] der
Hilfssatz 6. Sei KR ein Intervall und f eine funktion, deren

Ableitung f' (berall in K existiert, Dann gilt

a) f 1ist konvex auf K genau dann, wenn f!' auf K nicht ab-
nehmend istg

b) f ist strikte konvex genau dann, wenn f' auf K zunehmend

ist.

Im folgenden bezeichne Q die Funktion auf Kxﬁf’, definiert

durch
4 \ N
QU =0 (k) = = o k!,
43 PO 2 4
Es gilt [F, Theorem 3.6] der naheliegende

SATZ 2, SEI f VON DER KLASSE C2 AUF EINER OFFENEN KONVEXEN MENGE
K. DANN GILT

a) f IST AUF K GENAU DANN KONVEX, WENN Q(x,e)S» O IST FUER
ALLE xe&K .

b) WENN Q(x,e)>> 0 IST FUER ALLE xe& K , DANN IST f AUF K
STRIKTE KONVEX.

ENTSPRECHENDE AUSSAGEN GELTEN FUER KONKAVE FUNKTIONEN,

Wenn eine differenzierbare und konvexe Funktion f auf einer

offenen konvexen Menge K einen kritischen Punkt x & K hat, dann

nimmt f in Xq ein absolutes Minimum an, In der Tat folgt aus
dF(xo) = 0 und Hilfssatz 5a), dass f(x)> F(xo) fir alle xe& K
gilt, Ist f strikte konvex, so gibt es hochstens einen kritischen
Punkt. [Andernfalls kdnnte man mit Hilfssatz Sb) leicht einen Wider~

spruch konstruiersn.)
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3. Legendre-Transformation von konvexen Funktionen

ts sei f eine konvexe Funktion iber der konvexen Menge chn.

Dann wird die Legendretransformierte f* Q“—-»RU_{-&OO}
von f durch

£oxy = Sup [ (x,x%-Luo] (3.1)
0 xe X

Wir zeigen zuerst, dass f* wieder konvex ist:

PG+ G- ) = su(o.{’c(x )+ (4B (> —&6073
Sur{ic. COxEy-foo] + -y Lox,x* (=60 ] }

< T sup Lo - L] + (- Sup (04 -4
=t ~<€¥'(x4 3+ (4= $¥6

Fir die Diskussion der gecmetrischen Bedeutung betrachten wir zuerst

definiert,

den Fall einer Variablen, Fir ein gegebenes x* zeichne man die Ge-
rade y = x¥x und suche den Punkt x(x*), bei welchem der Graph von
f in der vertikalen Richtung am weitesten von dieser Geraden ent-
fernt ist (vgl. Fig. 3.1).

-f*(x*)+

Fig, 3.1l. Geometrische Deutung der Legendre~Transformation

4)

Wir identifizieren wie Gblich den Dualraum (TR")* mittels des

euklidischen Skalarproduktes (x,y) =:Z.xlyl mit R" .
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Dann ist f*(x¥) = x(x*).x* = f(x(x*))
Im differenzierbaren strikte konvexen Fall wird x(x*) durch

2L -Lool=o0

bestimmt, d.h. durch

x* = grad f(x) , (3.2)
» : 02¢ Q¢
[Beachte: (grad f,v) = dfsv.] Wenn die Hessesche = (—=r—
’ ‘bxl')A
nichtsinguldr ist, ldsst sich die Gl. (3.2) lokal aufliisen, x = @(x¥%)

und man erh&@lt die aus der Mechanik geldufige Legendre-Transforma-

tion, In diesem Fall gilt wegen

ALty = d (@i, x* ) — d (£ (<*Y)
=delt & wiixf—z_{; Aot — (pi,{xf
XL

die bekannte Beziehung
U¥® _ o8
Cx”' = X‘/
Qx> e >

Im strikte konvexen und differenzierbaren Fall hat die Flache
ZL=‘¥~<"12> |xek,z=fwo

in XOE:K eine Tangentialebene mit dem Normalenvektor

<grad F(xo), - l> . Fir die Punkte (x,z> auf dieser Tangen-
tialebene gilt also

( grad F(xo),-lt> . <:x-xo, z-F(xO):>)

(3.3)

oder
(x,grad F(xo)) - (xo,grad F(xo)) -z + F(xo) =0 ;
dehe
(x,grad f(x_ )) = F*(xx) . (3.4)
Daraus sieht man, dass die Tangentialebene die z-Achse in z = -F*(xg)

schneidet, (Dies verallgemeinert Fig. 3.1.)

Wenn der Graph von f gerade Sticke enth#lt, ist natirlich x
nicht eindeutig durch x* bestimmt (vgl. Fig. 3.2).
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Fig. 3.2

Die geraden Stiicke gehen in Ecken des Graphen von f¥* {iber und die

Ecken gehen in gerade Strecken iiber,

SATZ 1, IM DIFFERENZIERBAREN UND STRIKTE KONVEXEN FALL IST DIE LE-
GENDRE-TRANSFORMATION INVOLUTIV:

(F*)* = f
Beweis: Nach (3.4) ist die Tangentialebene an den Graphen :ff von f
durch den Punkt <x0,f‘(x0)> gegeben durch

2= (x5 - £°05. (5.5)

Auf Grund der Konvexitdt liegen alle Tangentialebensn unterhalb der
Flache :Z'f und bei festem x = x**¥ ist das Maximum der Ordinate =z,

bei variablem x¥* , gerade gleich f(x**) (vgl, Fig., 3.3):

F(x**%) = Max [(x*¥,x*) -~ F*(x*)],
o *

Die rechte Seite ist aber gerade (F¥)*(x**) , (O

Gl. (3.5)

%* %
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Bemerkung: Sei f(x) eine differenzierbare strikte konvexe Funktion

in einer Variablen mit der Eigenschaft, dass sich
Qf
k. 4.
* =g (X

eindeutig nach x auflBsen ldsst. Wir bilden die Funktion g(x*) =
f(x(x*)) und zeigen, dass sich daraus die urspriingliche Funktion
nicht mehr eindeutig rekonstruieren lisst. (Beim Uebergang von f
nach g geht also Information verloren, Fir die Legendre-~Transforma-
tion ist dies nicht der Fall,)

Fir gegebenes g muss f der folgenden Differentialgl., geniigen
df
Fx) = g(g;)
oder, wenn g-l die Umkehrfunktion von g bezeichnst,
df -1
o - 9 ().
Da diese Diffgl. x nicht explizite enthalt, ist mit f(x) auch
f(x+const.) eine Losung. (Die Graphen dieser verschiedenen L@sungen
gehen durch Parallelverschiebung in der x-~-Richtung auseinander hervor.)
Weitere Ergdnzungen ergeben sich aus den Uebungsaufgaben am

Schluss dieses Kapitels.

4, Der Begriff der differenzierbaren Mannigfaltigkeit

Es wird sich zeigen, dass die Gleichgewichtszustande eines
thermodynamischen Systems eine differenzierbare Mannigfaltigkeit bil-
den, Deshalb wollen wir diesen Begriff genau definieren, (Er spielt
auch z.B. in der Mechanik und in der allgemeinen Relativitatstheorie
eine zentrale Rolle,)

Es wird sich spadter zeigen, dass in der Thermodynamik der Zu-
standsraum immer als Graph einer konvexen Funktion im 1RP aufgefasst
verden kann, Deshalb erinnern wir lediglich an die Definition von Man-
nigfaltigkeiten im R .

Anschaulich gesprochen, verstshen wir unter einer k-dimensio-
nalen Untermannigfaltigkeit wvon R" eine Teilmenge von E&j , welche
lokal in geeigneten "krummen" Koordinaten wie ELk in R" aussieht

(vgl. Fige. 4.1). Die prédzise Begriffsbildung gibt die folgende

DEFINITION, EINE TEILMENGE MC®' I1ST EINE k~DIMENSIONALE cl-mAnNTG-
FALTIGKEIT voN R, FALLS FUER JEDEN PUNKT x&M DIE FOLGENDE BEDIN-
GUNG (M) ERFUELLT 1IST:
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(M) Es existiert eine offene Umgebung U von x in ug' und

ein Cl-DiFFeomorphismus v: U —b Vcan s SO dass
k
e(unm) = va (R*x {o})
={er: Xk+l= ceee = xn= 0} .

Eine solche Abbildung & heisst Karte der Untermannigfal-

tigkeit.
v _____LB. ¢ (UNM)
7
N
M
Fig, 4.1

Viele Beispiele von Cl-mannigfaltigkeiten werden durch den fol-
genden Satz geliefert,

SATZ 1, SEI U OFFEN IN IR UND f: U — Rk EINE Cl1-ABBILDUNG.
IST ve [Rk EIN REGULAERER WERT vON f [Df(w) hat Rang k1, SO IST
f'l(u) EINE UNTERMANNIGFALTIGKEIT DER DIMENSION n-k [KODIMENSION k ]J.

Beweis: Dies ergibt sich ziemlich einfach aus dem Satz iUber die Um-
kehrabbildung. Fur Einzelheiten verweisen wir z.B. auf: T, Brocker,

Analysis in mehreren Variablen, Teubner Studienbicher, 1980, C]

Ist 9: U —e= VV eine Karte um p&M , U' =UAM ,
V' = \Ir\(lkkx{o}) ,und ojuUAM = : ¢ , so ist &: U' —= V' ein Homdo-
morphismus, und ¢ besitzt die stetig differenzierbare Umkehrung ¢-l,

welche M 1lokal um p durch Koordinaten in V'C;E£< parametrisiert,

Durch Einfiuhren lokaler Koordinaten (Karten) kann man viele Begriffe
von offenen Mengen des IZn auf Mannigfaltigkeiten ibertragen, S)Bei-
spielsweise heisst eine funktion f: M —& R differenzierbar in p
falls fo ¢ s y! —=R fir eine Karte @: U —e V (und damit fir
jede) differenzierbar ist.

’

5) Fiir eine elementare Darstellung verweisen wir auf G. Nobeling,
Integralsitze der Analysis, de Gruyter Lehrbuch 1979,
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In der Thermodynamik sind die Zustandsgrossen stetige oder

differenzierbare Funktionen auf der Zustandsmannigfaltigkeit,

UEBUNGSAUFGABTEN

W
l. Es sei @ eine l=-form auf VC i und o: U —R" sei eine dif-
¥*
ferenzierbare Abbildung. Zeige, dass ¢ w geschlossen ist, wenn o
geschlossen ist.

2

2. In Rsei o = dy. Berechne ¢¥*w fir w:'l{z-—vR , w(xl,x2)=X§ + X,

3, Zeige, ,dass sich jeder Punkt eines r-Simplexes eindeutig als kon-

vexe Kombination der Vertizes darstellen ldsst,

4, Es sei f eine stetige Funktion auf einer konvexen Menge K .

Ferner sei fir alle X19 X0 & K
PR (xpex,))E 4 Flxp) + 3 F(x,) .

Zeige, dass f auf K konvex ist.

5. Bestimme die Legendre-Transformierte von f(x) = x*/a  und dedu-

ziere aus dem Ergebnis die Youngsche Ungleichung:

x.yé-i-xa+ % y? fir alle x>0, y>0, a>1, B8>1

11 _
und '&+-B-—l.
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KAPITEL II, DIE GRUNDLAGEN DER THERMODYNAMIK

In diesem Kapitel besprechen wir die grundlegenden Begriffe
und die Hauptsitze der Thermodynamik (TD). Im Interesse der Klarheit
wollen wir die Gedankenfiihrung nicht durch Anwendungen unterbrechen
und diese auf Kapitel III verschiebsen,

l. Thermodynamische Systeme und Zustande

In der TD versteht man unter einem (thermodynamischen) System

ein wohldefiniertes Teilstick der Welt, welches durch einen geschlos-
senen Rand von der Umgebung abgegrenzt, aber nicht notwendig isoliert
ist., (Z.B. ist das im Meer gel@ste Salz kein System.) Die Begrenzung
kann einen festen Korper, eine Fliussigkeit, ein Gas, oder Wirmestrah-
lung einschliessen, Sie kann reell sein, wie etwa die Innenfliche ei-
nes Gefadsses, oder auch nur gedacht, wie etwa die Oberfldche eines be-
stimmten Quantums einer Flissigkeit l).
Wichtig sind die Wechselwirkungsmoglichkeiten eines Systems

mit der Umgebung. Verhindert die Begrenzung einen Materieaustausch, so

heisst das System materiell abgeschlossen.

Wenn das System mit seiner Umgebung keine Arbeit austauschen

kann, heisst es mechanisch abgeschlossen. [Der Begriff der Arbeit wird

aus "Vortheorien" (Mechanik, Elektrodynamik) als bekanrt angesehen. ]
Auch wenn ein System mechanisch und materiell abgeschlossen
ist, ldsst es sich im allgemeinen trotzdem von der Umgebung beeinflus-
sen (Kochtopf auf heisser Kochplatte). Beispiele aus der Technik
(Thermosflasche) zeigen aber, dass es Begrenzungen gibt, welche dies
in hohem Masse verunmﬁglichen.(Von langreichweitigen Wechselwirkungen,
wie der Gravitation, wollen wir vorlaufig absehen.) Wir machen die
Idealisierung, dass es thermisch vollstidndig isoclierende Winde gibtg)

Diese heissen adiabatische Wdnde, und wenn ein System durch sine

solche Wand begrenzt wird, sagt man, es sei adiabatisch abgeschlossen.,

1) Damit ist der Begriff "thermodynamisches System" nur vage umschrie-
ben. In einer konkreten Situation wird aber ein Physiker kaum Mihe
haben zu entscheiden, ob die im Folgenden entwickelte Theorie an-
wendbar ist odser nicht.

2) Vgl., die Fussnote 4 auf S. 24.



Ein System, das mit seiner Umgebung materiell, mechanisch und

adiabatisch abgeschlossen ist, heisst isoliert (oder abgeschlessen),

Den Systemen sind bestimmte messbare Eigenschaften zugeordnet,

die den Zustand charakterisieren und deshalb Zustandsvariable oder

Zustandsgrossen genannt werden, Beispiele dafir sind Druck und Vo-

lumen, Der Zustandsraum eines thermodynamischen Systems ist im allge-
meinen sehr kompliziert, weil man zur Charakterisierung des Zustandes
eine Anzahl von Feldern benttigt. (Z.B. wird der Druck im allgemeinen
ortlich und zeitlich variabel sein.) Die Zustandsgrossen sind dann
Funktionale dieser Felder,

In der Thermostatik beschré@nkt man sich auf Gleichgewichts-

zustinde (GZ), d.h. auf Zustinde, die sich unter zeitlich unverinder-
ten Nebenbedingungen nicht mehr (oder nur "sehr langsam") &ndern. Aus
Erfahrung wissen wir, dass die GZ vom Standpunkt der makroskopischen
Beobachtung3) durch endlich viele Zustandsgrossen charakterisiert

werden, Dies leqt das folgende Postulat nahe:

Die Gleichgewichtszustdnde eines thermodynamischen
Systems 2 bilden eine endlichdimensionale differen-
zierbare Mannigfaltigkeit FB: der Klasse Cl.

Zustandsgréssen sind (stickweise) stetige oder

differenzierbare Funktionen auf M2: .

2. Die empirische Temperatur

Die ganze Warmelehre wird vom Begriff der Temperatur beherrscht

Dieser ist aus unseren Sinnesempfindungen warm und kalt sntstanden.
Eine physikalisch prdzise Definition l&sst sich nur in mehreren
Schritten geben., Kurz angedeutet werden dies die folgenden sein:

(1) Begriff der gleichen Temperatur; (2) Einfihrung einer (weitgehend
willkiirlichen) Temperaturskala; (3) Nachweis, dass diese mit der li-
nearen Ordnung "wdrmer-kilter" (welche im Anschluss an den 1. Haupt-
satz eingefithrt wird) vertriglich gewdhlt werden kann; (4) Einfihrung

der absoluten Temperaturskala im Anschluss an den 2. Hauptsatz.

3) In der ph&@nomenologischen Thermodynamik verzichtet man auf mikro-
skopische Beobachtungen, wie z.B., die Verfolgung der Bewegung
eines sehr kleinen Partikels in einer Flissigkeit (Brownsche
Bewegung). Sonst wiirden auch Fluktuationen der Observablen um
ihre Mittelwerte eine Rolle spielen,
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In dissem Abschnitt besprechen wir die Schritte (1) und (2).
Zundchst betrachten wir zwei isolierte Systeme 21 und 22 , die

beide einen GZ erreicht haben., Sodann bringen wir sie in thermischen

Kontakt, indem wir die adiabatische Trennwand durch eine diathermane

ersetzen, Im allgemeinen werden dann Verdnderungen eintreten und das
Gesamtsystem :Z£2 wird sich einem neuen Gleichgewichtszustand n&-
hern. Wir sagen dann, dass die beiden Systeme miteinander im Gleich-

gewicht sind, Fur die Mannigfaltigkeiten der GZ gilt Nz_ [
12

mzlx sz und aus Erfahrung wissen wir, dass

dim M = di i -1
im = dim l"lzl + dim NZ.2

12
Ist das Paar (21,22) der beiden urspringlichen Zustinde 2z, &M=
(i=1,2) schon in MEE y S0 treten bei der thermischen Kopplungl
keinerlei Verénderunge%zauf; die beiden Systeme sind bereits mitei~
nander im Gleichgewicht.

Fir die weitere Diskussion ist die folgende Erfahrungstat-
sache (0. Hauptsatz) wichtig:

1) Sind zwei Systeme :?l und ;Z2 miteinander im Gleich-
gewicht und herrscht zwischen :?2 und einem dritten
System 253 ebenfalls Gleichgewicht, so besteht dieses
auch zwischen den Systemen :Zl und ;?3 (Transitivitat

des thermodynamischen Gleichgewichts).

2) Falls von drei oder mehr Systemen jedes mit jedem in
thermischem Kontakt ist und sie zusammen im Gleichgewicht

sind, dann sind auch je zwel beliebig herausgegriffene

miteinander im Gleichgewicht,

Damit liegt eine Aequivalenzrelation vor und wir sagen, dass die Sy-

steme in einer Aequivalenzklasse die gleiche Temperatur haben,

Halten wir nun, mit den obigen Bezeichnungen, z2,€ Mz fest,
2

so bildet die Menge der Zustande zles N:! , welche zu z, dqui-
valent sind, eine Hyperfliche in "< 1 (Untermannigfaltigkeit
der Kodimension 1). Diese nennen wir eine Isotherme. Durch Varia-

tion wvon z, erhalten wir schliesslich eine Faserung von N::l in
Isothermen; dies ist in der folgenden Fig. 2.1 angedeutet.

Aus dem 0, Hauptsatz folgt, dass diese Faserung unabhdngig vom Ver-
gleichssystem 2 5 ist !



Isotherme

Fig. 2.1

Bie Mannigfaltigkeit der Isothermen ist eindimensional und je-

de injektive Abbildung nach iz definiert eine empirische Temperatur;

wir deuten dies in einem Diagramm an:

empirische Temperatur

Tsoz —=R

Eine empirische Temperatur ist also eine Zustandsfunktion, die auf den
isothermen Fasern konstant ist und zwei verschiedenen Fasern verschie-
dene Werte zuordnet. Die so definierten empirischen Temperaturskalen

weisen natirlich eine grosse Willkir auf, welche wir erst in Abschnitt

5 beseitigen werden,

3. Der erste Hauptsatz

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns nicht auf GZ.

Wir betrachten zunidchst beliebige Arbeitsprozesse an einem

adiabatisch abgeschlossenen System, Den Energiesatz kdnnen wir uvie

folgt formulisren:

(i) 2Zu je zwei Zustdnden 2y 9 25 gibt es einen Arbeits-

prozess, der z, in z, oder z, in z, uberfihrt,

(ii) Die damit verbundene Arbeit héngt nur vom geordneten

Paar (21’22) und nicht vom Prozess ab,
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Damit konnen wir in offensichtlicher Weise eine Zustandsfunk-

tion, die innere Energie U , definieren., Ist fir einen fest ausge-

wdhlten Zustand z, U= U0 gewdhlt, so setzen wir
u(z) = U, + A(z0 —_—t z) , (3.1)

wobei A(zo———=> z) die prozessunabhingige Arbeit am adiabatisch ab-
geschlossenen System von z, nach z bezeichnet. [Wir setzen

A(z2 ——1>'zl) = - A(zl — 22), wenn nur z; —& z, rTealisierbar
ist.] Bei einem beliebigen Arbeitsprozess z, —& z, an diesem Sy-

stem ist dann die Aenderung AU der inneren Energie gleich der
Arbeit A(zl —_ 22) :

AU = A(zl — z, ) . (3.2)
Nun konnen wir aber auch nichtadiabatische Prozesse betrachten
(Erwdrmung durch Bunsenbrenner, stc.). Dann wird die Gl. (3.2) nicht

mehr gelten, Nachdem aber die innere Energie fir jeden Zustand defi-

niert ist, konnen wir nun durch die Gleichung

AU = A(zl —c 22) + Q(zl ——=—»22) (3.3)

die dem System zugefihrte Warme definieren., Meistens bezeichnet man

In der allgemeinen Form (3.3) kdnnen wir mit diesem Satz nicht
viel anfangen, solange wir keinen konkreten Ausdruck fir A(zl-—i>-22)
haben., Darauf werden wir im ndchsten Abschnitt fir reversible quasi-

statische Prozesse eingehen.,

4) In der Thermodynamik ist es wichtig, dass man Warme und Arbeit
streng unterscheidet, obwohl im 1, Hauptsatz ihre Aequivalenz
festgestellt wird, Diese Unterscheidung 1ist nur mdglich, wenn

“man sich auf die Existenz adiabatischer Wande beruft. Diese sollen
zuar selber keine thermodynamischen Eigenschaften haben, aber
dennoch den Ausgleich von Temperaturdifferenzen verhindern,
Rehnliche Fiktionen (z.B. ideale Antikatalysatoren) werden wir
spdter bencdtigen, Fir deren Existenz kann man sich nicht wirk-
lich auf die Erfahrung berufen, und deshalb hat diese Pauli mit
Recht "Zaubermittel" genannt., Erst in der statistischen Mechanik
hat man diese Zaubermittel nicht mehr notig. In dieser ist die
Warme der jenige Anteil der Energie, der den makroskopisch nicht
beobachteten Freiheitsgraden zugeschrieben werden muss, UWas
aber makroskopisch beobachtet wird, hangt wesentlich von den
Beobachtungsmdglichkeiten ab. Darum ist die W&rme, und damit
die Entropie (s.u.), in der statistischen Mechanik streng ge-
nommen immer nur relativ zu einem makroskopischen Beobachter
definiert,

4)

(3.3) als den Energiesatz, bzw. den ersten Hauptsatz der Thermodynamik,
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An dieser Stelle wollen wir noch die lineare Ordnung "wdrmer-
kidlter" besprecher und den auf S, 18 angekiindigten Schritt (3) durch-
fihren,

Wir betrachten zwei Systeme :Zl und 2?2 in den GZ z, und
z, und bringen sie miteinander so in thermischen Kontakt, dass sie
aufeinander keine Arbeit ausiben. Uir sagerlzzl sel warmer als:Z2
(:Ez kdlter als :El)’ venn anschliessend :Zl Wdrme verliert und da-
mit 2?2 auf Grund des Energiesatzes Wdrme gewinnt, Dafir schreiben
wir avch z;32, (2255 Zl)' Natiyrlich ist 2z; =z, , wenn z; und
zur gleichen Temperatur gehdren,

22

Wir zeigen nun, dass dadurch eine lineare Ordnung (&) defi-
niert wird. Nichttrivial ist lediglich die Transitivitdt von << . UWir
nehmen an, diese gelte nicht und konstruieren einen Widerspruch zum
2, Teil des 0., Hauptsatzes., Uirde die Transitivitdt nicht gelten, so
miisste es Zustidnde zZ19 24 und z; von drei Systemeru:fl ,_:?2 und
:2:3 geben, so dass Z21>2,°>24 und 23:> zy gilt. Dann ist aber
der Wdarmeaustausch bei thermischer Kopplung wie in der folgenden fig.

3.1 angedeutet.

25,2,

Fig, 3.1

Durch geeignete Wahl der thermischen Kopplung kdnnten wir erreichen,
dass das zusammengesetzte System in einem ("dynamischen") Gleichge-

wicht ist, im Widerspruch zum 2., Teil des 0, Hauptsatzes,

Die isothermen fasern der Zustandsmannigfaltigkeit sind damit
linear geordnet. Wir lassen nur solche empirische Temperaturen € =zu,
welche diese Ordnung respektieren: aus z;3» z, soll 9(21);;. 9(22)
folgen.,



4, Reversible Aenderungen, Differentialform der reversiblen Arbeit

Bei einer Zustandsanderung eines Systems lasst sich die van
aussen geleistete Arbeit nur dann einfach berechnen, wenn der Prozess
gewisse idealisierende Bedingungen erfiillt, Dies wollen wir uns an ei-

nem Beispiel klarmachen.

Dazu denken wir uns ein Gas in einem zylindrischen Gef3dss vom
Querschnitt F, das z.B. von adiabatischen Wdnden eingeschlossen und
nach oben durch einen gewichtslosen Kolben abgedeckt ist (vgl. Fig,
4,1), Der Kolben werde durch eine Kraft (Gewicht) der Grésse p-F
(p = Gasdruck) gegen den Gasdruck im Gleichgewicht gehalten,
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Fige 4.1

Bei Verdnderungen des Volumens V ist die von aussen geleistete Ar-
beit nur dann gleich dem Integral der Differentialform - pdV, wenn die
folgenden Bedingungen erfillt sind,

Zundchst muss der Prozess gquasistatisch sein, d.h., "unendlich"

langsam verlaufen, damit das Gas stdndig im Gleichgewicht ist. Anson-
sten missten wir den Aussendruck p' # p(V) widhlen. Bei einer Pro-
zessfihrung mit endlicher Geschwindigkeit kd@men auch noch andere Ef-
fekte ins Spiel (z.B. misste man die kinetische Energie der an den
Stempel angrenzenden Gasmassen beriicksichtigen). Ferner darf bei der
Zustandsdndsrung keine Reibung auftreten, Sonst miisste bei der Kom~
pression des Gases p's p(V¥) und bei der Expansion p'« p(V) sein.
Wenn beide Bedingungen erfillt sind, sprechen wir von einer
reversiblen Zustandsénderung. Allgemein definieren wir 5): Ein Pro-

zess ist reversibel, wenn er quasistatisch ist und ausserdem seine

5) In der Literatur werdsn "quasistatisch" und "reversibel" haufig
als nahezu synonym verwendet,
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Richtung in jedem Moment durch eine infinitesimale Aenderung einer
Systemeigenschaft umgekehrt werden kann,

Ein quasistatischer Prozess braucht nicht reversibel zu sein !
Beispiele: (1) Wirmeaustausch zwischen zwei Kdrpern mit verschiedenen
Temperaturen, der durch Einfihrung eines thermischen Widerstandes ver-
zogert wird. (2) Entladung eines Kondensators iber einen sehr grossen
Widerstand,

Der idealisierte Begriff des reversiblen Prozesses ist fir
das Folgende von grundlegender Bedeutung.

Bei einer reversiblen Zustands&nderung eines Systemsz l3angs
eines lWeges XC Hz ist die am System geleistete Arbeit von der Form

A=IXQ( y, (4.1)

wobeli o 'eine l=-Form auf FEE ist, Wir nennen sie die Differential-

form der reversiblen Arbeit. Im obigen Beispiel war

o = - pdV . (4.2)

Weitere Beispiele werden wir spdter betrachten. Im Moment stellen wir
uns auf den Standpunkt, dass die Differentialform o« aus Vortheorien
(Mechanik, Elektrodynamik) bekannt ist. Dies bedeutet, dass es eine

Darstellung

n
o = dx® (4.3)
2 g

gibt, in welcher die Zustandsgrossen Y und x' eine aus Vortheo-

rien bekannte Bedeutung haben., Die x* nennen wir die Arbeitskoordi-

naten und die Y die zugeordneten Arbeitskoeffizienten, Letztere

konnen grundsdtzlich durch statische Kraftmessungen bestimmt werden.,
Hdufig bilden die x1  und die Temperatur (oder die innere
Energie) zusammen ein Koordinatensystem von NE:’ d.he dim M = n+l,

=

Wir sprechen dann von einem einfachen System,

Die Funktionen
i n
Yi = Yi(ey X gee9 X ) (404)

werden Zustandsgleichungen genannt,

Durch
o = dU - o« (4.5)

definieren wir die Differentialform der reversiblen W&rme 6)

6) In der Literatur schreibt man dafir dQ, 8Q oder dQ. Ich halte
mich nicht an diesen ehrwiirdigen Brauch, da eine nicht exakte Dif-
ferentialform nicht ein "irgendwie geartetes d, & ... von etuas"
iste Mit 608 werde ich eine Variation w(g) von “w bezeichnen,
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Mit dieser wird sich der 2. Hauptsatz befassen,

Bei einem reversiblen Prozess ist die dem System zugefiihrte
Wérme nach dem ersten Hauptsatz

Q:r gg(.!). (4.6)
Fir die Differentialformen dU, o, w machen wir die folgende plau-
sible Additivitdtsannahme:
Fir zwei Systeme in thermischem Kontakt sind die
] Differentialformen dU wund o additiv.

Aus (4.5) folgt, dass auch ® additiv ist.

Diese Annahme ist natirlich nur sinnvoll, wenn Oberfldchen-

effekte vernachlédssigbar sind, was z.,B. bei der Tropfchenbildung nicht
der Fall ist,.

5. Der zweite Hauptsatz

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass aus der Unmdglichkeit ei-
nes Perpetuum mobile zweiter Art die Existenz eines integrierenden
Nenners fir die Differentialform w®w der reversiblen Warme folgt,

o =T dS , (5.1)

wobei dieser eine universelle Funktion allein der empirischen Tempe-

ratur @ ist, T ist die absolute Temperatur, Diese ist bis auf eine

Proportionalitdtskonstante eindeutig. Die Zustandsgrisse S ist die
Entropie.

Wir leiten dieses Resultat auf zwei Arten ab., Zundchst geben
wir den lehrreichen Carnot-Clausiusschen Beuweis, welcher in allen
Lehrbichern zu finden ist. Im Anhang zu diesem Kapitel wird eine ana-

lytische Ableitung durchgefihrt, welche zumindest mathematisch befrie-
digender ist,

A, Formulierungen des zweiten Hauptsatzes

Es gibt Prozesse, die nach dem 1, Hauptsatz moglich sind, aber doch in
der Natur nie vorkommen, Z.B. hat man nie beobachtet, dass sich ein
Stein plotzlich abkiihlt und dabei hochhebt, Natirliche Prozesse sind
streng genommen immer irreversibel, d.h., es ist unméglich, den Pro-

zess ohne Verdnderung in der Umgebung (ohne Kompensation) riickgéngig




zu machen., Beispielsweise sind die innere Reibung und die Warmeleitung
irreversible Prozesse,

In der Natur nicht vorkommende Prozesse werden durch die folgen=-

den Aussagen erfasst,

Clausius (1854): "Es kann nie Wdrme aus einem kdlteren

in einen warmersen Korper uUbergehen, wenn nicht gleich-
zeitig eine andere damit zusammenhd&ngende Aenderung

gintritt."”

Planck (Thomson): "Es ist unmdglich, eine periodisch funk-

tionierende Maschine zu konstruieren, die weiter nichts
bewirkt als Hebung einer Last und Abkiihlung eines Wirme-
reservoirs.," (Unmdglichkeit eines Perpetuum mobile zweiter
Art.)

Diese beiden Aussagen sind aquivalent, Das sieht man so:

(i) uirde die Plancksche Aussage nicht gelten (gibe es also ein Per-
petuum mobile zweiter Art), so kdnnte man die aus der Abkihlung des
Warmereservoirs gewonnene Arbeit in einem wd@rmeren Korper wieder in
Warme verwandeln und deshalb wdre auch die Aussage von Clausius
falsch.

(ii) Angenommen die Aussage von Clausius wdre falsch. Dann kdnnten
wir eine Maschine (d.h. ein thermodynamisches System, das eine zyk-
lische Zustandsinderung durchlduft) konstruieren, die folgendes macht.
Dem wdrmeren Kodrper wird die Warmemenge Ql entnommen und dem kilte-
ren die Warme 02 abgegeben, Die dabei von der Maschine geleistete
Arbeit ist A = Ql- 02 . Uebertrigt man anschliessend (entgegen der
Aussage von Clausius) die Wdrme Q2 vom kiihleren Speicher in den
wdrmeren Speicher, so bleibt als einzige Aenderung die vollstdndige
Umwandlung der Warme Ql- 02 des wa@rmeren Korpers in Arbeit, Dies

viderspricht aber der Aussage von Planck,

B, Der Carnotsche Kreisprozess

Aus der Unmoglichkeit eines Perpetuum mobile zweiter Art ziehen uvir
nun wichtige Konsequenzen, Dazu untersuchen wir den Wirkungsgrad der
Carnot-Maschine.,

Der Carnotsche Kreisprozess an einem belisbigen Medium ver-

lduft auf reversible Weise wie folgt (vgl. Figur 5.1).
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V77777777777 77)
Warmespeicher 2 2

Fige 5.1. Der Carnot-Prozess

Vom Anfangszustand Vl’ Bl ausgehend wird das Volumen im Kontakt

mit einem ersten Wirmebad 7) (Temperatur Gl) isotherm auf das Vo-

lumen Vi expandiert, Dabei wird dem Warmebad die ldrme Ql ent-
nommen,

Der Kontakt mit dem Warmebad wird gelost und das System adiabatisch

auf das Volumen Vé expandiert, Da auch die adiabatische Expan-
sion mit einer Arbeitsabgabe nach aussen verbunden ist, muss sich
die innere tnergie verringern, und die Temperatur sinkt auf die

Temperatur 62 eines zweiten Warmebades.

Im Kontakt mit dem zweiten W&armebad komprimieren wir das Volumen

von Vé isotherm auf V2 . Es wird dabeil die W&rme 8) 52 an das

zweite Warmebad abgegeben.

Wir komprimieren schliesslich adiabatisch vom Volumen V2 zum Vo=

lumen V1 » Dadurch wird die Temperatur wieder auf 91 erhoht, Mit

diesem Schritt ist der Ausgangszustand wieder erreicht und eine

Periode des Arbeitsvorganges vollendet.

7)

Ein Warmereservoir wird stets so gross angenommen, dass die Warme-
abgabe oder Warmeaufnahme seinen Zustand nur vernachlédssigbar
wenig &dndert,

Rechnen wir die nach aussen_abgegebene Warme, bzw. Arbeit positiv,
so bezeichnen wir sie mit Q bzw. A .



Aus dem Energiesatz folgt

AU =0 =A + Q , Q = Ql- 02 = Ql + 02
oder
A=-A=Ql-02=Ql+Q20

Der thermische Wirkungsgrad einer Maschine ist das Verhdltnis aus ab-

gegebener Arbeit und zugefihrter Warmemenge

= Q
% t= -g— =1 - a‘g . (5’2)
1 1
Dieser liegt zwischen.null und eins., Fur n.= 1 wére 32 = 0 und da-

mit h&tten wir ein Perpetuum mobile 2, Art.
Wir beweisen nun den folgenden

SATZ (Carnot 1824)., a) KEINE MASCHINE, DIE ZWISCHEN ZWEI WAERME=-
SPEICHERN (MIT ZWEI VORGEGEBENEN TEMPERATUREN) ARBEITET, HAT EINEN
BESSEREN WIRKUNGSGRAD ALS DIE CARNOT-MASCHINE,

b) FUER ALLE REVERSIBLEN MASCHINEN ZWISCHEN DEN BEIDEN WAERMERESER-
VOIRS IST DER WIRKUNGSGRAD GLEICH,

Beweis: Beniutzt man eine Carnot-Maschine C in umgsekehrter Richtung, so
wirkt sie als W&drmepumpe, indem sie die Warmemenge 02 dem Warmere-
servoir mit der niedrigeren Temperatur 92 entnimmt und im Warmebe-
1 1 abgibt. Die dabei

dem Arbeitsmedium der Carnot-Maschine zugefihrte Arbeit ist

A = ')[Q _lTQ

Nun lassen wir zwischen den gleichen Reservoiren eine beliebige Ma-

hilter mit der Temperatur © die Warmemenge Q

schine X mit dem Wirkungsgrad q(' laufen, Fir die in der Abbildung

5.2 eingefihrten Grossen gilt
-/

/ / ! ,__ GDZ
}\ ==’Y GQA ) al - (l{

Benutzen wir nun C, um die von X bei 02 abgegebene Wiarme ﬁé vie=-

der auf 91 hinaufzupumpen (ﬁé = 02) , 50 bendtigen wir die Pump-

Ae T = (4D
A~y A~y

arbeit

Die gesamte, aus beiden Maschinen gewonnene Arbeit ist daher



A

[/

Qq V 61 A
beliebige Carnot—Maschine
_ Maschine als Warmepumpe
A' X C A
Q,\ QZ/K

A = A- A=[f7

4.

'>]©.—_—l_’l_©

Da das kihlere Warmereservoir seinen Anfangszustand wieder erreicht

hat, muss nach der Planckschen Aussage

'ﬁ"}l)

da Qi

SN,

Ages <. 0 sein, Daraus folgt

(5.3)

positiv und 'l[<l ist, Damit ist Teil a) des Satzes bewie-

Wir nehmen nun an, die Maschine durchlaufe einen reversiblen

Kreisprozess, Dann gilt auch die umgekehrte Ungleichung =

)

— y

denn wir konnen nun X als Pumpe mit dem gleichen Wirkungsgrad 'Q/

und die Carnot-Maschine in der urspringlichen Richtung laufen lassen

(in Fig. 5.2 sind alle Pfeilrichtungen umzudrehen),

Damit ist ='l("

q['<:fn- muss der Kreisprozess in X irreversibel sein.
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C. Die absolute Temperatur

Nach dem Satz von Carnot gibt es eine universelle Funktion F(Brﬂz),
so dass fir alle reversiblen Maschinen, die zwischen zwei Reservoiren

mit den Temperaturen @ und @ arbsiten, folgendes gilt:
1 2

=

L =r(0,,0,) . (5.4)
T 1?72

2
Um iiber die Funktion f weitere Aussagen zuy erhalten, ziehen wir noch
gein weiteres Wirmebad heran und betrachten mit zwei Carnot-Maschinen

die folgende Anordnung (Fig. 5.3).

1
Q ©
Q,

2
Q, ©e
Q

3 2 0,

Fige 5.3

Die Maschinen sind so gewdhlt, dass 52 = 02 ist, Es gilt

Ql 02 Ql
- = f(el’GZ) r =T F(62793)) - = F(el’e;’)) .
. Us 05
Daraus ergibt sich
F(8,,0,) 7(8,,8,) = £(0,,83) . (5.5)

Da 62 eine unabhidngige Variable ist, die nur links erscheint, muss
F(Bl,ez) = m(ef/w(ez), mit einer monotonen Funktion ¢ , sein 9). Es
gilt also

4 o(8,)

g, (8]

wobei (@) eine universelle monotone Funktion ist,

9)F'Lir ein festes GD sei 9(@):= F(G,GO). Aus (5.5) folgt

F(G,Sl)m(el) = 0(@) , deh. die Behauptung ergibt sich ohne weitere
Annahmen aus der Funktionalgleichung.
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Wir definieren die absolute Temperaturskala T proportional zu
©(®) . Dann ist

Q T

1
EE = T; (5.7)

und der Carnotsche Wirkungsgrad (5.2) ist

QL== 4~ tEE— < 1.

.Tk (5.8)

Die absolute Temperatur ist eindeutig festgelegt, wenn wir in (5.7)
fir das zweite Wdrmereservoir z.B, ein System aus Eis, Wasser und
Wasserdampf (Tripelpunkt von Wasser) wihlen und T2 irgenduie fest-
setzen,

Es ist sehr wichtig, dass diese Temperaturmessung von keiner
speziellen Substanz abhidngt, Wegen q1<:1 ist T>01¢

D, Die Entropie

Nun beweisen wir den zentralen

SATZ (Clausius). BEI EINEM BELIEBIGEN REVERSIBLEN KREISPROZESS GILT
DIE GLEICHUNG é

% = 0, (5.9)

WOBEI SICH DAS INTEGRAL UEBER EINEN VOLLEN ZYKLUS ERSTRECKT.

Beweis: UWir denken uns den Kreisprozess am System 2. durch geeignete
reversible isotherme und adiabatische Schritte angendhert (vgl. die
Abb. 5.4). Das System =. wuird wihrend der Zustandsd@nderung nacheinan-
der mit Warmereservoiren, welche die gleiche Temperatur Tl,...,Tn
haben wie sie das System wdhrend der isothermen Schritte hat, in Kon-
takt gebracht, wobei Q; die Warmemenge ist, die das System S im
i-ten Schritt aus dem i-ten Speicher aufnimmt. Wir fiigen dieser An-
ordnung noch n Carnot-Maschinen (Ci) hinzu, die zwischen T, und
T, (T0:> Ti) arbeiten. Die verschiedenen aufgenommenen und abgegebe-
nen Wd&rmemengen sind in der fig. 5.4 eingezeichnet. Dabei wlhlen wir

5{ = Q, ., Fir jede dieser Carnot-Maschinen gilt nach (5.7)

1
0 o}
Oi T0 Qi To
= =7 = 37 = T °
D{ i i i

(Das Vorzeichen der Wirmemengen bezieht sich auf die jeweiligen Ma~
schinen,) Fir die gestrichelt eingerahmte Anordnung gilt deshalb: Die

n Warmespeicher Tl,...,Tn bleiben nach einem vollen Zyklus unver-
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Warmereservoir T,

Arbeitsreservoir

o
1. Hauptsatz: A, + A + ZQi =0
2, Hauptsatz: ZAi + A0

Fige. 5.4

andert; lediglich vom Ressrvoir T0 vird den Carnot-Maschinen die

n n Q.
o i
Qo :=§ Qi = T Z T

[a] . .
i=1 i

Warme

zugefithrt und vollstdndig in Arbeit verwandelt. Dies ist nach der

Planckschen Formulierung des 2. Hauptsatzes nur mdglich, wenn Qofs 0

iste. Da TJ)-O ist, folgt

n Qi UO
2:..; === S0, (5.10)
1= 1 [s]

Dies beweist (nach einem Grenziibergang)

&%éo.
n

Dasselbe gilt auch fiir den umgekehrten Prozess und somit folgt (5.9).












































































































































































































































































































