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THERMODYNAMIK 

(N. Straumann) 

Eine Theorie ist desto eindrucksvoller, je grösser die Einfachheit 
ihrer Prämissen ist, je verschiedenartigere Dinge sie verknüpft 
und je weiter ihr Anwendungsbereich ist. Deshalb der tiefe Ein- 
druck, den die klassische Thermodynamik auf mich machte. Es 
ist die einzige physikalische Theorie allgemeinen Inhalts, von der 
ich überzeugt bin, dass sie im Rahmen der Anwendbarkeit ihrer 
Grundbegriffe niemals umgestossen wird. (zur besonderen Beach- 
tung der grundsätzlichen Skeptiker). 

A. Einstein 
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K A P  I T E L  I . RATHEUATISCHE HILFSRITTEL 

I n  d e r  Thermodynamik werden  nur b e s c h e i d e n e  ma thema t i sche  H i l f s -  
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F ü r  d e t a i l l i e r t e r e  Aus füh rungen  und  gew isse  Beweise v e r w e i s e  i c h  

g e l e g e n t l i c h  m i t  dem Z e i c h e n  [F,#] a u f  das f o l g e n d e  Buch: 

W. F l em ing ,  F u n c t i o n s  o f  C e v e r a l  V a r i a b l e s ,  S p r i n g e r -  

V e r l a g  1977. 

1. L i n e a r e  D i f f e r e n t i a l f o r m e n  

Obschon d e r  B e g r i f f  des D i f f e r e n t i a l s  e i n e r  F u n k t i o n  ( a l l g e m e i -  

n e r  e i n e r  ~ b b i l d u n g )  aus  d e r  A n a l y s i s  g e l ä u f i g  s e i n  s o l l t e ,  e r i n n e r e  

i c h  a n  d i e  genaue 

DEFINITION: SEI U OFFEN I N  -fRn UND f : U F? E I N E  FUNKTION. 

DIESE HEISST DIFFERENZIERBAR I N  X , WENN ES EINE LINEARE ABBILDUNG 

A :  kn - c r R  GIBT, 50 DASS 

A i s t  ( f a l l s  es  e x i s t i e r t )  e i n d e u t i g  b e s t i m m t  und  i s t  das D i f f e r e n -  

t i a l  von  f i m  Punk te  X , w e l c h e s  w i r  m i t  d f ( x )  beze ichnen .  f 

i s t  d i f f e r e n z i e r b a r  i n  U , wenn es i n  jedem X E  U d i f f e r e n z i e r b a r  

i s t .  

Das D i f f e r e n t i a l  d f  i s t  a l s o  e i n e  A b b i l d u n g  

i i 1 n i 
W i r  b e t r a c h t e n  s p e z i e l l  d i e  F u n k t i o n e n  r , r ( X  ,..,X ) = X , 

i i = l,.., n . D i e  d r  b i l d e n  e i n e  B a s i s  von  ( R ~ ) *  , we lche  z u r  ka- 

n o n i s c h e n  B a s i s  {el,. . ,en) des kn d u a l  i s t ,  d.h. es  i s t  

(1.0 

D i e  Grösse  d f ( x ) , h  i s t  d i e  R i c h t u n g s a b l e i t u n g  von f i n  R i c h t u n g  

h  und es g i l t  

( ü b e r  d o p p e l t  vorkommende I n d i z e s  w i r d  s t e t s  summie r t ) .  Desha lb  i s t  



i S t a t t  d r i  s c h r e i b t  man a u c h  etwas i n k o n s e q u e n t  d x  u n d  e r h ä l t  d a -  

m i t  d e n  A n s c h l u s s  a n  d i e  k l a s s i s c h e  S c h r e i b w e i s e :  

Nan b e a c h t e ,  d a s s  d i e  d x i  a b e r  n i c h t  " i n f i n i t e s i m a l e w  G r ö s s e n  s i n d ,  

s o n d e r n  w o h l d e f i n i e r t e  L i n e a r f o r m e n .  

Die Z u o r d n u n g  X d f ( x )  d e f i n i e r t  e i n e  s p e z i e l l e  D i f f e -  

r e n t i a l f o r m .  Der a l l g e m e i n e  B e g r i f f  i s t  wie f o l g t  e r k l ä r t .  

DEFINITION: E I N E  IN U DEFINIERTE LINEARE DIFFERENTIALFORM ( D I F F E -  

RENTIALFORM VOM G R A D E  1, PFAFFESCHE F O R ~ )  I S T  E I N E  ABBILDUNG 

DIESE HEISST V O N  D E R  KLASSE C" , WENN D I E  ABBILDUNG ( 3 )  V O N  D E R  KLAS- 

S E  C" ( n 3 0 )  IST. 

Das P r o d u k t  e i n e r  F u n k t i o n  f m i t  e i n e r  1-Form m i s t  p u n k t -  

w e i s e  e r k l ä r t ,  

u n d  g i b t  w i e d e r  e i n e  1-Form. 

i 
W k ö n n e n  w i r  n a c h  d e r  B a s i s  d x  z e r l e g e n :  

n I s t  m v o n  d e r  Klasse C" , s o  s i n d  d i e  m F u n k t i o n e n  d e r  Klasse  C .  i 

Wir n e n n e n  m e x a k t ,  f a l l s  e i n e  F u n k t i o n  f e x i s t i e r t ,  s o  d a s s  

UI = d f  i s t .  F a l l s  U z u s a m m e n h ä n g e n d  i s t ,  i s t  f  b i s  a u f  e i n e  Kon- 

s t a n t e  e i n d e u t i g .  N o t w e n d i g  f ü r  d i e  E x a k t h e i t  v o n  i s t  o f f e n s i c h t -  

l i c h  d i e  B e d i n g u n g  1 )  

F a l l s  m d i e  G 1 .  ( 5 )  e r f ü l l t ,  n e n n e n  w i r  d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m  ge- 
s c h l o s s e n .  

Die O p e r a t i o n  d  k a n n  man a u f  D i f f e r e n t i a l f o r m e n  ( b e l i e b i g e r  S t u f e )  

a u s d e h n e n .  Die B e d i n g u n g  ( 5 )  l a u t e t  d a n n  



Es sei \d e i n e  s t ü c k w e i s e  g l a t t e  K u r v e  i n  U  . Dann i s t  das In-  

t e g r a l  

Q 
J' &l(8[k\) 8 dk 

b e i  gegebener  O r i e n t i e r u n g  von  , unabhäng ig  von  d e r  P a r a m e t r i s i e -  

r u n g  t (t), t~ [a,b],  d e r  Ku rve  und  i s t  das L i n i e n i n t e g r a l  

v o n  m l ä n g s  3 .  W i r  b e z e i c h n e n  d i e s e s  m i t  

B e i  e i n e r  U m o r i e n t i e r u n g  des Weges (Beze i chnung  - 8 )  g i l t  
- 

(1.8) 

I s t  U e x a k t ,  m = d f  , so g i l t  

d l  3 6 ( ~ n d p u n k t  ) - f ( ~ n f a n g s p .  1. (1.9) 

8 
Der f o l g e n d e  S a t z  i s t  w i c h t i g  ( i n s b e s o n d e r e  f ü r  d i e  Thermody- 

namik ) .  

SATZ 1. ES SEI U C OFFEN UND rn EINE 1-FORm MIT DEFINITIONS- 

BEREICH U  . DIE FOLGENDEN AUSSAGEN SIND AEQUIVALENT: 

(1 tu I S T  EXAKT. 

(ii) FUER JEDE GESCHLOSSENE KURVE 8 I N  U GILT 
f 
&O= 0 9 

(iii) SIND 'dl, x 2  ZWEI KURVEN I N  U  A IT  DENSELBEN ANFANGS- 

UNO ENDPUNKTEN, SO GILT 

F ü r  den e i n f a c h e n  Beweis  s i e h e  [F, Theorem 6.l ' j . 

M i t  H i l f e  des S tokesschen  Sa tzes  b e w e i s t  man ( s i e h e  [F ,  Theorem 

8.41) den 

SATZ 2. WENN U EINFACH ZUSAMmENHAENGEND IST, DANN IST JEDE GE- 

SCHLOSSENE 1-FORM (NIT BEREICH U)  I N  U EXAKT. 

I n  K a p i t e l  I 1  w i r d  s i c h  ze igen ,  dass d i e  einem System r e v e r s i b e l  

z u g e f ü h r t e  Wärme d u r c h  e i n e  1-Form b e s c h r i e b e n  w i r d .  D iese  i s t  n i c h t  

e x a k t ,  b e s i t z t  a b e r  e i n e n  i n t e g r i e r e n d e n  F a k t o r  i m  S inne  d e r  f o l g e n d e n  

DEFINITION: EINE FUNKTION g  I N  U , MIT g ( x )  f 0  FUER ALLE x f U ,  

I S T  E I N  INTEGRIERENDER FAKTOR DER 1-FORM m , FALLS gm EXAKT IST, 

d.h, WENN GILT 



FUER EINE FUNKTION f . 
E i n  f ü r  d i e  Thermodynamik w i c h t i g e s  K r i t e r i u m  f ü r  d i e  E x i s t e n z  

e i n e s  i n t e g r i e r e n d e n  F a k t o r s  werden  w i r  i m  Anhang zu Kap. I 1  bewe isen .  

I n t e r e s s a n t  i s t  auch  das f o l g e n d e  K r i t e r i u m  von  F r o b e n i u s  (we l ches  w i r  

j e d o c h  n i c h t  b e n ö t i g e n ) .  

SATZ 3. a )  FALLS m EINEN INTEGRIERENDEN FAKTOR HAT, SO GILT 2 

b )  GILT URGEKEHRT D I E  GL. (ll), DANN GIBT ES Z U  JEDEN x o e U  N I T  

m(xo) d 0  EINE UNGEBUNG D , SO DASS m I N  D EINEN INTEGRIE- 

RENDEN FAKTOR HAT. 

Beue i s :  a )  Nach (10 )  i s t  m = - la - . S e t z t  man d i e s  i n  d i e  l i n k e  
i 9  q x i  

S e i t e  von  (11) e i n ,  s o  heben  s i c h  d i e  Terme p a a r w e i s e  weg. W e s e n t l i c h  

s c h w i e r i g e r  i s t  d i e  Umkehrung b ) .  Den Beweis  d a f ü r  f i n d e t  man i n  

[ F ,  $7.101. 0 
I n  the rmodynamischen  Anwendungen müssen w i r  D i f f e r e n t i a l f o r m e n  

h ä u f i g  a u f  neue K o o r d i n a t e n  t r a n s f o r m i e r e n .  W i r  b e t r a c h t e n  h i e r  e twas  

a l l g e m e i n e r  e i n e  d i f f e r e n z i e r b a r e  A b b i l d u n g  W :  N N von e inem 

o f f e n e n  G e b i e t  fl C R~ nach  N C R~ . Auf einem o f f enen  Geb ie t  U 2  N 

s e i  e i n e  1-Form m d e f i n i e r t .  

F i q .  1.1 

B e z e i c h n e t  D W ( X )  das D i f f e r e n t i a l  3, von  rp i n  Punk te  x e N  , 
s o  können  w i r  d i e  1-Form m w i e  f o l g t  a u f  M g lzu rückz iehen"  ( v g l .  

F i g .  1.1): 

I r n  ä u s s e r e n  F o r m e n k a l k ü l  l a u t e t  d i e  Bed ingung  

~ ~ d k  0. 

3 )  s i e h e  n ä c h s t e  S e i t e .  



O f f e n s i c h t l i c h  i s t  d i e  i n d u z i e r t e  A b b i l d u n g  a d d i t i v  

Da f ü r  d i e  Z u s a m m e n s e t z u n g  Q O @  v o n  z w e i  A b b i l d u n g e n  cp u n d  Ji 

g i l t  

3 ( q c < 1 > ) = 3 ( 0  a d J ,  
e n t n e h m e n  w i r  a u s  ( 1 2 )  

Aus dem g l e i c h e n  G r u n d ,  s o w i e  d e r  D e f i n i t i o n  d f ( x )  = ~ f ( x )  f ü r  e i -  

n e  F u n k t i o n  f , f o l g t  a u s  ( 1 2 )  f ü r  m = d f  : 

wenn wir f ü r  d i e  t r a n s f o r m i e r t e  F u n k t i o n  f o  cp a u c h  cp*f s c h r e i b e n .  

Aus d e r  D e f i n i t i o n  ( 1 2 )  e n t n i m m t  man s o f o r t ,  d a s s  f ü r  d a s  P r o -  

d u k t  f w  e i n e r  F u n k t i o n  f  u n d  e i n e r  1-Form m f o l g e n d e s  g i l t  

Aus d e n  R e g e l n  ( 1 3 ,  ( 1 5 )  u n d  ( 1 6 )  e r g i b t  s i c h  

S c h r e i b e n  w i r  a l s o  d i e  A b b i l d u n g  i n  d e r  Form 

. 
4 a i,...) h 

s o  g i l t  

3 
D a r u n t e r  v e r s t e h t  man - i m  S i n n e  e i n e r  V e r a l l g e m e i n e r u n g  d e s  D i f -  

f e r e n t i a l s  e i n e r  F u n k t i o n  - d i e  l i n e a r e  A b b i l d u n g  D . ( X ~ L ( ~ ,  R " ) ,  

w e l c h e  e i n d e u t i g  d e f i n i e r t  i s t  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g  

I n  d e n  n a t ü r l i c h e n  B a s e n  v o n  u n d  4" w i r d  Dv d u r c h  d i e  

J a c o b i - M a t r i x  r e p r ä s e n t i e r t ,  



S e t z e n  w i r  a l s o  

s o  g i l t  f ü r  d i e  K o m p o n e n t e n  v o n  q *  d a s  T r a n s f o r m a t i o n s g e s e t z  
a 

I n  d e r  P r a x i s  b e n u t z t  man a l s  A u s g a n g s p u n k t  d i e  e r s t e  Zei le  v o n  ( 1 9 )  

u n d  r e c h n e t  v o n  d o r t  a n  m e c h a n i s c h  w e i t e r .  

I s t  q e i n  o r i e n t i e r u n g s t r e u e r  D i f f e o m o r p h i s m u s ,  s o  g i l t  

J (P%,= 0 , 
6 W) 

( 1 . 2 1 )  

w o b e i  V ( $ )  d e r  t r a n s f o r m i e r t e  Weg i s t .  I n  d e r  T a t  i s t  n a c h  ( 6 )  u n d  

D a b e i  h a b e n  w i r  b e n u t z t ,  d a s s  ~ t p ( x ( t ) i ( t )  d e r  T a n g e n t i a l v e k t o r  v o n  

t tP ~ ( x ( t ) )  i s t .  

I n  d e n  t h e r m o d y n a m i s c h e n  A n w e n d u n g e n  i s t  z.B. d i e  r e v e r s i b e l  

z u g e f ü h r t e  Wärme e i n  W e g i n t e g r a l  Saa . Die E i g e n s c h a f t  ( 2 1 )  b e d e u -  

t e t  d e s h a l b  i n  p h y s i k a l i s c h e r  S p r a c h e  l e d i g l i c h ,  d a s s  d i e  z u g e f ü h r t e  

Wärme n i c h t  d a v o n  a b h ä n g t ,  i n  w e l c h e n  K o o r d i n a t e n  d a s  W ä r m e d i f f e r e n -  

t i a l  a u s g e d r ü c k t  w i r d .  

H i n w e i s .  F ü r  a n d e r e  G e b i e t e  d e r  P h y s i k  ( f l e c h a n i k ,  a l l g e m e i n e  R e l a t i -  

v i t ä t s t h e o r i e )  i s t  d i e  E r w e i t e r u n g  d e r  B e g r i f f e  a u f  h ö h e r e  D i f f e r e n -  

t i a l f o r m e n  s e h r  n ü t z l i c h .  E i n e  e l e m e n t a r e  E i n f ü h r u n g  f i n d e t  man i n  
[F, Kap.?].  



2. Konvexe F u n k t i o n e n  

Konvexe F u n k t i o n e n  s p i e l e n  i n  d e r  Thermodynamik e i n e  w i c h t i g e  

R o l l e .  B e i s p i e l s w e i s e  werden w i r  sehen, dass  d i e  i n n e r e  E n e r g i e  e i -  

nes Systems i m  the rmodynamischen  G l e i c h g e w i c h t  e i n e  konvexe  F u n k t i o n  

i h r e r  " n a t ü r l i c h e n n  V a r i a b l e n  i s t .  

E i n e  menge K ~ R ~  i s t  konvex,  f a l l s  d i e  S t r e c k e ,  we l che  z w e i  

b e l i e b i g e  Punk te  von K v e r b i n d e t ,  e b e n f a l l s  i n  K e n t h a l t e n  i s t  

( ~ i g . 2 . 1 ) .  

F i q .  2.1 

Der  D u r c h s c h n i t t  j e d e r  K o l l e k t i o n  von  konvexen  Mengen i s t  o f -  

f e n s i c h t l i c h  w i e d e r  konvex.  

E i n  P u n k t  X 6 R~ i s t  e i n e  konvexe  K o m b i n a t i o n  d e r  ( v e r s c h i e -  

denen)  P u n k t e  xl,...,x f a l l s  
m 

rU W 

X =  2 & * X *  
4 J J 2 J= 4 Li=, .  (2.1) 

Durch  I n d u k t i o n  nach  m b e w e i s t  man l e i c h t  [F, P r o p o s i t i o n  1.61: 

H i l f s s a t z  1. E i n e  Menge K i s t  genau dann konvex ,  wenn j ede  konvexe  

K o m b i n a t i o n  von  Punk ten  aus K i n  K i s t ,  
)r 

I s t  S e i n e  Te i lmenge  von  1 ~ "  , so i s t  d i e  konvexe  H ü l l e  S 

von  S d i e  Menge a l l e r  konvexen  K o m b i n a t i o n e n  von  Punk ten  aus S . - 
A A 

Ze ige ,  dass  C konvex  i s t  und dass  S d i e  k l e i n s t e  konvexe  Menge 

i s t ,  w e l c h e  C e n t h ä l t .  

Es s e i e n  xo, xl ,..., X r d h  v e r s c h i e d e n e  Punk te  i n  qn , so r '  
dass d i e  D i f f e r e n z e n  X - X  ,..., X - X  l i n e a r .  unabhäng ig  s i n d .  D i e  

1 0  r o 
flenge d e r  konvexen  K o m b i n a t i o n e n  von  xo,...,x i s t  e i n  r - S i m p l e x  r 
m i t  V e r t i z e s  X xl,...,x o  ' r 

E i n  1-S implex i s t  e i n e  S t r e c k e ,  e i n  2- 

S imp lex  e i n  D r e i e c k  und  e i n  3-S implex e i n  T e t r a e d e r .  Nach H i l f s s a t z  1 

i s t  j e d e r  S imp lex ,  dessen  V e r t i z e s  i n  e i n e r  konvexen  Menge K l i e -  

gen, i n  K e n t h a l t e n  ( v g l .  F i g .  2.2). 

F i q .  2.2 



J e d e r  P u n k t  - e i n e s  r -S imp lexes  l ä s s t  s i c h  e i n d e u t i g  a l s  k o n v e x e  

K o m b i n a t i o n  X & t .X d a r s t e l l e n  ( ~ e b u n g s a u f g a b e ) .  D i e  Z a h l e n  
j =o J j 

t 0 , . , t  s i n d  d i e  S c h w e r p u n k t s k o o r d i n a t e n  v o n  X . D i e  ( r -1) -d imen-  

s i o n a l e  S e i t e  qeqenüber  dem V e r t e x  X i s t  d i e  Punktmenge des S i m -  i 
p l e x e s  m i t  

i 
= 0  . Den Beue is  d e r  f o l g e n d e n  Aussage f i n d e t  man i n  

[F,  S . 2 ~ 1  

H i l f s s a t z  2. Es s e i  C e i n e  zusammenhängende Te i lmenge  v o n  R'' u n d  

X e i n e  konvexe  K o m b i n a t i o n  von  P u n k t e n  aus  S . Dann i s t  X e i n e  

konvexe  K o m b i n a t i o n  von  n o d e r  w e n i g e r  P u n k t e n  aus  S . 
Es s e i  K e i n e  konvexe  Menge. E i n  P u n k t  x e K  i s t  e i n  E x t r e -  

m a l p u n k t  von  K , f a l l s  n i c h t  z w e i  v e r s c h i e d e n e  Punk te  x1,x2eK und  
- 

t ~ ( 0 . 1 )  e x i s t i e r e n ,  s o  dass X = txl+ ( 1 - t ) x 2  . ES g i l t  

H i l f s s a t z  3. Es s e i  K e i n e  konvexe  und  kompak te  Menge. Dann i s t  j e -  

d e r  Punk t  von  K e i n e  konvexe  K o m b i n a t i o n  von  E x t r e m a l p u n k t e n  i n  K .  

Beweis:  S iehe  [F, Propos. 3.83. 

E i n e  konvexe  Menge K  l i e g e  i m  D e f i n i t i o n s b e r e i c h  e i n e r  r e e l l -  

w e r t i g e n  F u n k t i o n  f . D i e  F u n k t i o n  f i s t  a u f  K konvex,  f a l l s  f ü r  

b e l i e b i g e  xl,x2€ K und  tE [ 0,1] : 

Wenn f ü r  a l l e  xlf X und t~ ( 0 , l )  e i n e  s t r i k t e  U n g l e i c h u n g  g i l t ,  2  
dann sagen w i r  f s e i  a u f  K s t r i k t e  konvex.  

B i l d e n  w i r  d i e  Punktmenge 

s o  i s t  K +  e i n e  konvexe  Punktmenge v o n  ~"' l . Es g i l t  s o g a r  [ F ,  

Prop. 3.41 d e r  

H i l f s s a t z  4. D i e  F u n k t i o n  f i s t  genau dann konvex  a u f  K , f a l l s  
n + l  

K+  e i n e  konvexe  Te i lmenge von  i s t .  

E i n e  F u n k t i o n  f i s t  a u f  K konkav ,  f a l l s  - f a u f  K konvex  

i s t .  

Der f o l g e n d e  Sa tz  i s t  n i c h t  s c h w i e r i g  zu bewe i sen  [F ,  Theorem 

& S I .  

SATZ 1. ES SEI K E I N E  OfFENE KONVEXE MENGE UND f E I N E  KONVEXE 

FUNKTION AUF K . DANN I S T  f AUF K STETIG. 

D i e  b e i d e n  f o l g e n d e n  Aussagen b e w e i s t  man s e h r  l e i c h t  [F,  Prop. 

3.6a, 3,6b]. 



H i l f s s a t z  5. D i e  F u n k t i o n  f s e i  a u f  K d i f f e r e n z i e r b a r .  Dann g i l t :  

a )  f i s t  genau dann  auf  K k o n v e x , f a l l s  

f ( X ) )  f ( x o )  + d f  ( x ~ - ( x - x o )  f ü r  a l l e  x o , x ~  K ; 

b )  f i s t  genau dann a u f  K s t r i k t e  k o n v e x , f a l l s  

f ( X )  > f ( x o )  + d f ( x o ) a  ( X - x o )  f ü r  a l l e  xo, x(K , x o f  X . 
I n  e i n e r  D imens ion  g i l t  [F, Prop. 3.71 d e r  

H i l f s s a t z  6. S e i  KcR e i n  I n t e r v a l l  und  f e i n e  F u n k t i o n ,  d e r e n  

A b l e i t u n g  f '  ü b e r a l l  i n  K e x i s t i e r t .  Dann g i l t  

a )  f i s t  konvex  a u f  K genau dann, wenn f '  a u f  K n i c h t  ab -  

nehmend i s t ;  

b )  f i s t  s t r i k t e  konvex  genau dann, wenn f '  au f  K zunehmend 

i s t .  

I m  f o l g e n d e n  b e z e i c h n e  Q d i e  F u n k t i o n  au f  Kx , d e f i n i e r t  

Es g i l t  [F, Theorem 3.61 d e r  n a h e l i e g e n d e  

SATZ 2. SEI f V O N  DER KLASSE C' AUF EINER OFFENEN KONVEXEN AENGE 

K. DANN GILT 

a )  f I S T  AUF K GENAU DANN KONVEX, WENN ~(x,.)), 0  I S T  FUER 

ALLE x 6 K  . 
b )  WENN ~(x , . ) )  0  I S T  FUER ALLE XE K , DANN IST f AUF K  

STRIKTE KONVEX. 

ENTSPRECHENDE AUSSAGEN GELTEN FUER KONKAVE FUNKTIONEN. 

Wenn e i n e  d i f f e r e n z i e r b a r e  und  konvexe  F u n k t i o n  f au f  e i n e r  

o f f e n e n  konvexen  Menge K e i n e n  k r i t i s c h e n  Punk t  xo€ K h a t ,  dann  

nimmt f i n  X e i n  a b s o l u t e s  Minimum an. I n  d e r  T a t  f o l g t  aus  
0 

d f  ( x o )  = 0  und  H i l f s s a t z  ~ a ) ,  dass f ( X ) >  f ( x o )  f ü r  a l l e  X €  K 

g i l t .  I s t  f s t r i k t e  konvex,  s o  g i b t  es  h ö c h s t e n s  e i n e n  k r i t i s c h e n  

Punkt .  [ ~ n d e r n f a l l s  k ö n n t e  man m i t  H i l f s s a t z  5b) l e i c h t  e i n e n  Wider -  

s p r u c h  k o n s t r u i e r e n . ]  



3. L e g e n d r e - T r a n s f o r m a t i o n  v o n  k o n v e x e n  F u n k t i o n e n  

E s  s e i  f  e i n e  k o n v e x e  F u n k t i o n  ü b e r  d e r  k o n v e x e n  menge  K C R ~ .  

Dann w i r d  d i e  L e q e n d r e t r a n s f o r m i e r t e  f* : P'( -r R U ~ ~ D O  1. 
v o n  f d u r c h  

d e f i n i e r t .  4 ) 

Wir z e i g e n  z u e r s t ,  d a s s  f *  w i e d e r  k o n v e x  i s t :  

F ü r  d i e  D i s k u s s i o n  d e r  g e o m e t r i s c h e n  B e d e u t u n g  b e t r a c h t e n  w i r  z u e r s t  

d e n  F a l l  e i n e r  V a r i a b l e n ,  F ü r  e i n  g e g e b e n e s  X *  z e i c h n e  man d i e  Ge- 

r a d e  y  = x*x u n d  s u c h e  d e n  P u n k t  x ( x * ) ,  b e i  w e l c h e m  d e r  G r a p h  v o n  

f  i n  d e r  v e r t i k a l e n  R i c h t u n g  arn w e i t e s t e n  v o n  d i e s e r  G e r a d e n  e n t -  

f e r n t  i s t  ( v g l .  F i g .  3.1). 

F i q .  3.1. G e o m e t r i s c h e  D e u t u n g  d e r  L e g e n d r e - T r a n s f o r m a t i o n  

PP - 

4, Wir i d e n t i f i z i e r e n  w i e  ü b l i c h  d e n  D u a l r a u r n  ( W ) *  m i t t e l s  d e s  

i i 
e u k l i d i s c h e n  S k a l a r p r o d u k t e s  ( x P y )  = 2 X y  m i t  Rn  , 



Dann i s t  f*(x*)  = X (X*) .  X* - f ( X  ( X * ) )  . 
I m  d i f f e r e n z i e r b a r e n  s t r i k t e  k o n v e x e n  F a l l  w i r d  x ( x * )  d u r c h  

b e s t i m m t ,  d.h. d u r c h  

X* = g r a d  f ( x )  . - 

2 a2f ) [ ~ e a c h t e :  ( g r a d  f , v )  = d f a v . ]  Wenn d i e  H e s s e s c h e  
D f = (axiad 

n i c h t s i n g u l ä r  i s t ,  l ä s s t  s i c h  d i e  G 1 .  ( 3 . 2 )  l o k a l  a u f l ö s e n ,  X = V ( X * ~  

u n d  man e r h ä l t  d i e  a u s  d e r  M e c h a n i k  g e l ä u f i g e  L e g e n d r e - T r a n s f o r m a -  

t i o n .  I n  d i e s e m  F a l l  g i l t  w e g e n  

d i e  b e k a n n t e  B e z i e h u n g  

Im s t r i k t e  k o n v e x e n  u n d  d i f f e r e n z i e r b a r e n  F a l l  h a t  d i e  F l ä c h e  

i n  x o E  K e i n e  T a n g e n t i a l e b e n e  m i t  dem N o r m a l e n v e k t o r  

4 g r a d  f  ( x o ) ,  - 1 > . F ü r  d i e  P u n k t e  < x , z  > a u f  d i e s e r  T a n g e n -  

t i a l e b e n e  g i l t  a l s o  

o d e r  

D a r a u s  s i e h t  m a n ,  d a s s  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e  d i e  z - A c h s e  i n  z = - f * ( x g )  

s c h n e i d e t .  ( ~ i e s  v e r a l l g e m e i n e r t  F i g .  3.1. ) 

Wenn d e r  G r a p h  v o n  f g e r a d e  S t ü c k e  e n t h e l t ,  i s t  n a t ü r l i c h  X 

n i c h t  e i n d e u t i g  d u r c h  X* b e s t i m m t  ( v g l .  F i q .  3 . 2 ) .  



D i e  g e r a d e n  S t ü c k e  gehen  i n  Ecken  des  Graphen v o n  f *  ü b e r  u n d  d i e  

E c k e n  gehen  i n  g e r a d e  S t r e c k e n  ü b e r .  

SATZ 1. I M  DIFFERENZIERBAREN UND STRIKTE KONVEXEN FALL I S T  D I E  LE- 

GENDRE-TRANSFORMATION INVOLUTIV: 

( f * ) *  = f . 
Bewe is :  Nach (3.4) i s t  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e  a n  d e n  Graphen xf v o n  f 

d u r c h  d e n  P u n k t  <xo, f (xo)>  gegeben d u r c h  

A u f  Grund  d e r  K o n v e x i t ä t  l i e g e n  a l l e  T a n g e n t i a l e b e n e n  u n t e r h a l b  d e r  

F l ä c h e  Z f  u n d  b e i  f e s t e m  x = X** i s t  das  Maximum d e r  O r d i n a t e  I ,  

b e i  v a r i a b l e m  X: , g e r a d e  g l e i c h  f ( x * * )  ( v g l .  F i g .  3.3): 

f ( x * * )  = Max [ (x** ,x*)  - f*(x*)3, 
X *  

D i e  r e c h t e  S e i t e  i s t  a b e r  g e r a d e  ( f * ) * (xs* )  . 0 

F i q .  3.3 



B e m e r k u n q :  S e i  f ( x )  e i n e  d i f f e r e n z i e r b a r e  s t r i k t e  k o n v e x e  F u n k t i o n  

i n  e i n e r  V a r i a b l e n  m i t  d e r  E i g e n s c h a f t ,  d a s s  s i c h  

e i n d e u t i g  n a c h  X a u f l ö s e n  l ä s s t .  Wir b i l d e n  d i e  F u n k t i o n  g ( x * )  = 

f ( x ( x * ) )  und  z e i g e n ,  d a s s  s i c h  d a r a u s  d i e  u r s p r ü n g l i c h e  F u n k t i o n  

n i c h t  m e h r  e i n d e u t i g  r e k o n s t r u i e r e n  l ä s s t .  ( B e i m  U e b e r g a n g  v o n  f  

n a c h  g  g e h t  a l s o  I n f o r m a t i o n  v e r l o r e n .  F ü r  d i e  L e g e n d r e - T r a n s f o r m a -  

t i o n  i s t  d i e s  n i c h t  d e r  F a l l . )  

F ü r  g e g e b e n e s  g  m u s s  f  d e r  f o l g e n d e n  D i f f e r e n t i a l g l .  g e n ü g e n  

-1 o d e r ,  wenn  g  d i e  U m k e h r f u n k t i o n  v o n  g  b e z e i c h n e t ,  

Da d i e s e  D i f f g l .  X n i c h t  e x p l i z i t e  e n t h ä l t ,  i s t  m i t  f ( x )  a u c h  

f ( x + c o n s t . )  e i n e  L ö s u n g .  ( ~ i e  G r a p h e n  d i e s e r  v e r s c h i e d e n e n  L ö s u n g e n  

g e h e n  d u r c h  P a r a l l e l v e r s c h i e b u n g  i n  d e r  X - R i c h t u n g  a u s e i n a n d e r  h e r v o r . )  

W e i t e r e  E r g ä n z u n g e n  e r g e b e n  s i c h  a u s  d e n  U e b u n g s a u f g a b e n  am 

S c h l u s s  d i e s e s  K a p i t e l s .  

4. D e r  B e g r i f f  d e r  d i f f e r e n z i e r b a r e n  M a n n i g f a l t i g k e i t  

E s  w i r d  s i c h  z e i g e n ,  d a s s  d i e  G l e i c h g e w i c h t s z u s t ä n d e  e i n e s  

t h e r m o d y n a m i s c h e n  S y s t e m s  e i n e  d i f f e r e n z i e r b a r e  M a n n i g f a l t i g k e i t  b i l -  

d e n .  D e s h a l b  w o l l e n  w i r  d i e s e n  B e g r i f f  g e n a u  d e f i n i e r e n .  (Er s p i e l t  

a u c h  z.B. i n  d e r  M e c h a n i k  u n d  i n  d e r  a l l g e m e i n e n  R e l a t i v i t ä t s t h e o r i e  

e i n e  z e n t r a l e  R o l l e . )  

E s  w i r d  s i c h  s p ä t e r  z e i g e n ,  d a s s  i n  d e r  T h e r m o d y n a m i k  d e r  Zu- 

s t a n d s r a u m  immer a l s  G r a p h  e i n e r  k o n v e x e n  F u n k t i o n  i m  a u f g e f a s s t  

w e r d e n  k a n n .  D e s h a l b  e r i n n e r n  w i r  l e d i g l i c h  a n  d i e  D e f i n i t i o n  v o n  Man- 

n i g f a l t i g k e i t e n  i m  1 ~ "  . 
A n s c h a u l i c h  g e s p r o c h e n ,  v e r s t e h e n  w i r  u n t e r  e i n e r  k - d i m e n s i o -  

n a l e n  U n t e r m a n n i g f a l t i g k e i t  v o n  Rn e i n e  T e i l m e n g e  v o n  Rn , w e l c h e  

l o k a l  i n  g e e i g n e t e n  18krummen11 K o o r d i n a t e n  wie kk i n  R~ a u s s i e h t  

( v g l .  F i g .  4 . 1 ) .  D i e  p r ä z i s e  B e g r i f f s b i l d u n g  g i b t  d i e  f o l g e n d e  

FALTIGKEIT V O N  Rn, FALLS FUER J E D E N  PUNKT x e R  D I E  FOLGENDE B E D I N -  

G U N G  ( M )  ERFUELLT IST:  



(fl) E s  e x i s t i e r t  e i n e  o f f e n e  Umgebung U v o n  X i n  R~ u n d  

e i n  ~ ~ - ~ i f f e o r n o r ~ h i s m u s  *: U --+ V C u(~ , S O  dass 

E i n e  s o l c h e  A b b i l d u n g  h e i s s t  K a r t e  d e r  U n t e r m a n n i q f a l -  

t i q k e i t .  

F i g .  4 . 1  

Viele B e i s p i e l e  v o n  C I - f l a n n i g f a l t i g k e i t e n  " e r d e n  d u r c h  d e n  f o l -  

g e n d e n  S a t z  g e l i e f e r t .  

S A T Z  1. S E I  U O F F E N  I N  IR" U N D  F :  U - R~ E I N E  c l -ABBILDUNG.  
I S T  WB R~ E I N  REGULAERER WERT V O N  f [ ~ f ( w )  h a t  Rang k ] ,  SO I S T  

?-'(LI) EINE UNTERiVIANNIGFALTIGKEIT D E R  DIflENSION n-k [ K O D I V E N S I O N  k  1. 

Beweis: Dies e r g i b t  s i c h  z i e m l i c h  e i n f a c h  a u s  dem S a t z  ü b e r  d i e  U m -  

k e h r a b b i l d u n g .  F ü r  E i n z e l h e i t e n  v e r w e i s e n  w i r  z.B. a u f :  T. B r ö c k e r ,  

A n a l y s i s  i n  m e h r e r e n  V a r i a b l e n ,  T e u b n e r  S t u d i e n b ü c h e r ,  1 9 8 0 .  [3 

I s t  cp: U V e i n e  Karte um p e f l  , U '  = U n f l  , 
V '  = V r \  ( ~ ~ x t 0 f )  , u n d  tpl~n~) = : i , s o  i s t  9 :  U '  4 V t  e i n  H o m ö e  

m o r p h i s m u s ,  u n d  $ b e s i t z t  d i e  s t e t i g  d i f f e r e n z i e r b a r e  Umkehrung $-l, 

w e l c h e  V l o k a l  um p  d u r c h  K o o r d i n a t e n  i n  V ' C R ~  p a r a m e t r i s i e r t .  

D u r c h  E i n f ü h r e n  l o k a l e r  K o o r d i n a t e n   a arten) k a n n  man v i e l e  B e g r i f f e  

v o n  o f f e n e n  m e n g e n  d e s  R n  a u f  f l a n n i g f a l t i g k e i t e n  ü b e r t r a g e n .  " B e i -  

s p i e l s w e i s e  h e i s s t  e i n e  F u n k t i o n  f :  N 4 1 R  d i f f e r e n z i e r b a r  i n  p  , 
f a l l s  f 0  9 - l :  V i  -R f ü r  e i n e  Karte V :  U -P V ( u n d  d a m i t  f ü r  

j e d e )  d i f f e r e n z i e r b a r  i s t ,  

F ü r  e i n e  e l e m e n t a r e  D a r s t e l l u n g  v e r w e i s e n  w i r  a u f  G. N ö b e l i n g ,  
I n t e g r a l s ä t z e  d e r  A n a l y s i s ,  d e  G r u y t e r  L e h r b u c h  1 9 7 9 .  



I n  d e r  T h e r m o d y n a m i k  s i n d  d i e  Z u s t a n d s g r ö s s e n  s t e t i g e  o d e r  

d i f f e r e n z i e r b a r e  F u n k t i o n e n  a u f  d e r  Zustandsmannigfaltigkeit. 

U E B U N G S A U F G A B E N  

M 
1. E s  s e i  U e i n e  1-Form a u f  VC @ u n d  I: U -Rm s e i  e i n e  d i f -  * 

f e r e n z i e r b a r e  A b b i l d u n g .  Z e i g e ,  d a s s  V U g e s c h l o s s e n  i s t ,  wenn  w 

g e s c h l o s s e n  i s t .  

2 
2. I n  R s e i  U = d y .  B e r e c h n e  W*U f ü r  W :  -R , ~ ( x ~ , x ~ ) = x ~  + X 

2 
2' 

3. Z e i g e ,  , d a s s  s i c h  j e d e r  P u n k t  e i n e s  r - S i m p l e x e s  e i n d e u t i g  a l s  k o n -  

v e x e  K o m b i n a t i o n  d e r  Ve r t i ze s  d a r s t e l l e n  l ä s s t ,  

4 .  E s  s e i  f  e i n e  s t e t i g e  F u n k t i o n  a u f  e i n e r  k o n v e x e n  Menge K . 
F e r n e r  s e i  f ü r  a l l e  x l ,  x 2 e  K 

f ( ? ( x 1 + x 2 ) ) L  f f b , )  + ? f ( X ? )  

Z e i g e ,  d a s s  f  a u f  K k o n v e x  i s t .  

a 
5. B e s t i m m e  d i e  L e g e n d r e - T r a n s f o r m i e r t e  v o n  f ( x )  = X /a u n d  d e d u -  

z i e r e  a u s  dem E r g e b n i s  d i e  Y o u n g s c h e  U n g l e i c h u n g :  

X. y 4 ' xa+  
a 

f ü r  a l l e  x > O  , y ) O  , a > l  , ß > 1  F Y 
1 1  u n d  ; + ~ = 1 .  



K A P I T E L 11. DIE GRUNDLAGEN DER THERMODYNAMIK 

I n  d i e s e m  K a p i t e l  b e s p r e c h e n  w i r  d i e  g r u n d l e g e n d e n  B e g r i f f e  

u n d  d i e  H a u p t s ä t z e  d e r  T h e r m o d y n a m i k  (TD).  Im I n t e r e s s e  d e r  K l a r h e i t  

w o l l e n  w i r  d i e  G e d a n k e n f ü h r u n g  n i c h t  d u r c h  Anwendungen  u n t e r b r e c h e n  

u n d  d i e s e  a u f  K a p i t e l  I11 v e r s c h i e b e n .  

1. T h e r m o d y n a m i s c h e  S y s t e m e  u n d  Z u s t ä n d e  

I n  d e r  T 0  v e r s t e h t  man u n t e r  e i n e m  ( t h e r m o d y n a m i s c h e n )  S y s t e m  

e i n  w o h l d e f i n i e r t e s  T e i l s t ü c k  d e r  Welt, w e l c h e s  d u r c h  e i n e n  g e s c h l o s -  

s e n e n  Rand v o n  d e r  Umgebung a b g e g r e n z t ,  a b e r  n i c h t  n o t w e n d i g  i s o l i e r t  

i s t .  (2 .0 .  i s t  d a s  i m  Meer g e l ö s t e  S a l z  S y s t e m . )  D i e  B e g r e n z u n g  

k a n n  e i n e n  f e s t e n  K ö r p e r ,  e i n e  F l ü s s i g k e i t ,  e i n  G a s ,  o d e r  W ä r m e s t r a h -  

l u n g  e i n s c h l i e s s e n .  S i e  k a n n  r e e l l  s e i n ,  w i e  e t w a  d i e  I n n e n f l ä c h e  e i -  

n e s  G e f ä s s e s ,  o d e r  a u c h  n u r  g e d a c h t ,  wie e t w a  d i e  O b e r f l ä c h e  e i n e s  b e -  
1) s t i m m t e n  Q u a n t u m s  e i n e r  F l ü s s i g k e i t  . 

W i c h t i g  s i n d  d i e  Wechselwirkungsmöglichkeiten e i n e s  S y s t e m s  

m i t  d e r  Umgebung. V e r h i n d e r t  d i e  B e g r e n z u n g  e i n e n  M a t e r i e a u s t a u s c h ,  s o  

h e i s s t  d a s  S y s t e m  m a t e r i e l l  a b q e s c h l o s s e n .  

Wenn d a s  S y s t e m  m i t  s e i n e r  Umgebung k e i n e  A r b e i t  a u s t a u s c h e n  

k a n n ,  h e i s s t  e s  m e c h a n i s c h  a b q e s c h l o s s e n .   er B e g r i f f  d e r  A r b e i t  w i r d  

a u s  " V o r t h e o r i e n "  ( M e c h a n i k ,  ~ l e k t r o d ~ n a m i k )  a l s  b e k a n h a n g e s e h e n . ]  

Auch wenn  e i n  S y s t e m  m e c h a n i s c h  u n d  m a t e r i e l l  a b g e s c h l o s s e n  

i s t ,  l ä s s t  e s  s i c h  i m  a l l g e m e i n e n  t r o t z d e m  v o n  d e r  Umgebung b e e i n f l u s -  

s e n  ( ~ o c h t o p f  a u f  h e i s s e r  ~ o c h p l a t t e ) .  B e i s p i e l e  a u s  d e r  T e c h n i k  

( T h e r m o s f l a s c h e )  z e i g e n  a b e r ,  d a s s  es  B e g r e n z u n g e n  g i b t ,  w e l c h e  d i e s  

i n  hohem Masse v e r u n m ö g l i c h e n . ( ~ o n  l a n g r e i c h w e i t i g e n  W e c h s e l w i r k u n g e n ,  

wie d e r  G r a v i t a t i o n ,  w o l l e n  w i r  v o r l ä u f i g  a b s e h e n . )  Wir m a c h e n  d i e  
2 I d e a l i s i e r u n g ,  d a s s  es  t h e r m i s c h  v o l l s t ä n d i g  i s o l i e r e n d e  Wände g i b t .  

D i e s e  h e i s s e n  a d i a b a t i s c h e  Wände,  u n d  wenn  e i n  S y s t e m  d u r c h  e i n e  

s o l c h e  Wand b e g r e n z t  w i r d ,  s a g t  m a n ,  e s  s e i  a d i a b a t i s c h  a b q e s c h l o s s e n .  

1 )  D a m i t  i s t  d e r  B e g r i f f  " t h e r m o d y n a m i s c h e s  S y s t e m "  n u r  v a g e  u m s c h r i e -  
b e n .  I n  e i n e r  k o n k r e t e n  S i t u a t i o n  w i r d  a b e r  e i n  P h y s i k e r  kaum Mühe 
h a b e n  z u  e n t s c h e i d e n ,  o b  d i e  i m  F o l g e n d e n  e n t w i c k e l t e  T h e o r i e  a n -  
w e n d b a r  i s t  o d e r  n i c h t .  

2 )  Vgl .  d i e  F u s s n o t e  4 a u f  S. 24.  



E i n  S y s t e m ,  d a s  m i t  s e i n e r  Umgebung mater ie l l ,  m e c h a n i s c h  u n d  

a d i a b a t i s c h  a b g e s c h l o s s e n  i s t ,  h e i s s t  i s o l i e r t  ( o d e r  a b q e s c h l o s s e n ) .  

Den S y s t e m e n  s i n d  b e s t i m m t e  m e s s b a r e  E i g e n s c h a f t e n  z u g e o r d n e t ,  

d i e  d e n  Z u s t a n d  c h a r a k t e r i s i e r e n  u n d  d e s h a l b  Z u s t a n d s v a r i a b l e  o d e r  

Z u s t a n d s q r ö s s e n  g e n a n n t  w e r d e n .  B e i s p i e l e  d a f ü r  s i n d  D r u c k  u n d  Vo- 

l u m e n .  D e r  Z u s t a n d s r a u m  e i n e s  t h e r m o d y n a m i s c h e n  S y s t e m s  i s t  i m  a l l g e -  

m e i n e n  s e h r  k o m p l i z i e r t ,  w e i l  man z u r  C h a r a k t e r i s i e r u n g  d e s  Z u s t a n d e s  

e i n e  A n z a h l  v o n  F e l d e r n  b e n ö t i g t .  (z.B. w i r d  d e r  D r u c k  i m  a l l g e m e i n e n  

ö r t l i c h  u n d  z e i t l i c h  v a r i a b e l  s e i n . )  D i e  Z u s t a n d s g r ö s s e n  s i n d  d a n n  

F u n k t i o n a l e  d i e s e r  F e l d e r .  

I n  d e r  T h e r m o s t a t i k  b e s c h r ä n k t  man s i c h  a u f  G l e i c h q e w i c h t s -  

z u s t ä n d e  ( G Z ) ,  d.h. a u f  Z u s t ä n d e ,  d i e  s i c h  u n t e r  z e i t l i c h  u n v e r ä n d e r -  

t e n  N e b e n b e d i n g u n g e n  n i c h t  m e h r  ( o d e r  n u r  " s e h r  l a n g s a m n )  ä n d e r n .  Aus  

E r f a h r u n g  w i s s e n  w i r ,  d a s s  d i e  G Z  vom S t a n d p u n k t  d e r  m a k r o s k o p i s c h e n  

~ e o b a c h t u n g ~ )  d u r c h  e n d l i c h  v i e l e  Z u s t a n d s g r ö s s e n  c h a r a k t e r i s i e r t  

w e r d e n .  Dies l e g t  d a s  f o l g e n d e  P o s t u l a t  n a h e :  

Die G l e i c h g e w i c h t s z u s t ä n d e  e i n e s  t h e r m o d y n a m i s c h e n  

S y s t e m s  b i l d e n  e i n e  e n d l i c h d i m e n s i o n a l e  d i f f e r e n -  

z i e r b a r e  M a n n i g f a l t i g k e i t  Mx 
1 

d e r  K l a s s e  C . 
Z u s t a n d s g r ö s s e n  s i n d  ( s t ü c k w e i s e )  s t e t i g e  o d e r  

1 d i f f e r e n z i e r b a r e  F u n k t i o n e n  a u f  

2. D i e  e m p i r i s c h e  T e m p e r a t u r  

D i e  g a n z e  W ä r m e l e h r e  w i r d  vom B e g r i f f  d e r  T e m p e r a t u r  b e h e r r s c h t  

D i e s e r  i s t  a u s  u n s e r e n  S i n n e s e m p f i n d u n g e n  warm u n d  k a l t  e n t s t a n d e n .  

E i n e  p h y s i k a l i s c h  p r ä z i s e  D e f i n i t i o n  l ä s s t  s i c h  n u r  i n  m e h r e r e n  

S c h r i t t e n  g e b e n .  K u r z  a n g e d e u t e t  w e r d e n  d i e s  d i e  f o l g e n d e n  s e i n :  

( 1 )  B e g r i f f  d e r  g l e i c h e n  T e m p e r a t u r ;  ( 2 )  E i n f ü h r u n g  e i n e r  ( w e i t g e h e n d  

w i l l k ü r l i c h e n )  T e m p e r a t u r s k a l a ;  ( 3 )  N a c h w e i s ,  d a s s  d i e s e  m i t  d e r  li- 

n e a r e n  O r d n u n g  l l w ä r m e r - k ä l t e r "  ( w e l c h e  i m  A n s c h l u s s  a n  d e n  1. H a u p t -  

s a t z  e i n g e f ü h r t  w i r d )  v e r t r ä g l i c h  g e w ä h l t  w e r d e n  k a n n ;  ( 4 )  E i n f ü h r u n g  

d e r  a b s o l u t e n  T e m p e r a t u r s k a l a  i m  A n s c h l u s s  a n  d e n  2. H a u p t s a t z .  

3, I n  d e r  p h ä n o m e n o l o g i s c h e n  T h e r m o d y n a m i k  v e r z i c h t e t  man a u f  m i k r o -  
s k o p i s c h e  B e o b a c h t u n g e n ,  wie z.B. d i e  V e r f o l g u n g  d e r  Bewegung  
e i n e s  s e h r  k l e i n e n  P a r t i k e l s  i n  e i n e r  F l ü s s i g k e i t  ( B r o w n s c h e  
B e w e g u n g ) .  S o n s t  w ü r d e n  a u c h  F l u k t u a t i o n e n  d e r  O b s e r v a b l e n  um 
i h r e  Mi t t e lwer t e  e i n e  R o l l e  s p i e l e n .  



I n  d i e s e m  A b s c h n i t t  b e s p r e c h e n  w i r  d i e  S c h r i t t e  (1) u n d  (2 ) .  

Z u n ä c h s t  b e t r a c h t e n  w i r  zwei i s o l i e r t e  S y s t e m e  z1 u n d  r2 , d i e  

b e i d e  e i n e n  G Z  e r r e i c h t  h a b e n .  S o d a n n  b r i n g e n  w i r  s i e  i n  t h e r m i s c h e n  

K o n t a k t ,  i n d e m  w i r  d i e  a d i a b a t i s c h e  T r e n n w a n d  d u r c h  e i n e  d i a t h e r m a n e  

e r s e t z e n .  Im a l l g e m e i n e n  w e r d e n  d a n n  V e r ä n d e r u n g e n  e i n t r e t e n  u n d  d a s  

G e s a m t s y s t e m  12 w i r d  s i c h  e i n e m  n e u e n  G l e i c h g e w i c h t s z u s t a n d  n ä -  

hern:Wir s a g e n  d a n n ,  d a s s  d i e  b e i d e n  S y s t e m e  m i t e i n a n d e r  i m  G l e i c h -  

q e w i c h t  s i n d .  F ü r  d i e  M a n n i g f a l t i g k e i t e n  d e r  G Z  g i l t  fl C 
M x M  u n d  a u s  E r f a h r u n g  w i s s e n  wir ,  d a s s  

=12 
z, X ,  

d i m  M = d i m  M 
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I 1 2  z2- 

I s t  d a s  P a a r  ( z 1 , z 2 )  d e r  b e i d e n  u r s p r ü n g l i c h e n  Z u s t ä n d e  'iem z . 
( i = 1 , 2 )  s c h o n  i n  

' " 5 1 2  
, s o  t r e t e n  b e i  d e r  t h e r m i s c h e n  ~ o ~ ~ l u n g l  

k e i n e r l e i  V e r ä n d e r u n g e n  a u f ;  d i e  b e i d e n  S y s t e m e  s i n d  b e r e i t s  m i t e i -  

n a n d e r  i m  G l e i c h g e w i c h t .  

F ü r  d i e  w e i t e r e  D i s k u s s i o n  i s t  d i e  f o l g e n d e  E r f a h r u n g s t a t -  

s a c h e  (0. ~ a u p t s a t z )  w i c h t i g :  

1 )  S i n d  z w e i  S y s t e m e  z1 u n d  z2 m i t e i n a n d e r  i m  G l e i c h -  

g e w i c h t  u n d  h e r r s c h t  z w i s c h e n  r2 u n d  e i n e m  d r i t t e n  

S y s t e m  r3  e b e n f a l l s  G l e i c h g e w i c h t ,  s o  b e s t e h t  d i e s e s  

a u c h  z w i s c h e n  d e n  S y s t e m e n  2 u n d  z3 ( ~ r a n s i t i v i t ä t  

( d e s  t h e r m o d y n a m i s c h e n  ~ l e i c h g e w i c h t s ) .  

1 2 )  F a l l s  v o n  d r e i  o d e r  m e h r  S y s t e m e n  j e d e s  m i t  j e d e m  i n  

( t h e r m i s c h e m  K o n t a k t  i s t  u n d  s i e  zusammen i m  G l e i c h g e w i c h t  

I s i n d ,  d a n n  s i n d  a u c h  j e  z w e i  b e l i e b i g  h e r a u s g e g r i f f e n e  

1 m i t e i n a n d e r  i m  G l e i c h g e w i c h t .  

D a m i t  l i e g t  e i n e  A e q u i v a l e n z r e l a t i o n  v o r  u n d  w i r  s a g e n ,  d a s s  d i e  Sy- 

steme i n  e i n e r  A e q u i v a l e n z k l a s s e  d i e  q l e i c h e  T e m p e r a t u r  h a b e n .  

H a l t e n  w i r  n u n ,  m i t  d e n  o b i g e n  B e z e i c h n u n g e n ,  z 2 f M Z  f e s t ,  

s o  b i l d e t  d i e  m e n g e  d e r  Z u s t ä n d e  z l e  flzl , w e l c h e  z u  2 2  
ä q u i -  

v a l e n t  s i n d ,  e i n e  H y p e r f l ä c h e  i n  
"2, 

( ~ n t e r m a n n i g f a l t i g k e i t  

d e r  K o d i m e n s i o n  1 ) .  Diese n e n n e n  w i r  e i n e  I s o t h e r m e .  D u r c h  Varia- 

t i o n  v o n  z 2  e r h a l t e n  wir s c h l i e s s l i c h  e i n e  F a s e r u n g  v o n  i n  

I s o t h e r m e n ;  d i e s  i s t  i n  d e r  f o l g e n d e n  F i g .  2 .1  a n g e d e u t e t .  

Aus dem 0. H a u p t s a t z  f o l g t ,  d a s s  d i e s e  F a s e r u n g  u n a b h ä n g i g  vom V e r -  

g l e i c h s s y s t e m  2, i s t !  



F iq .  2.1 

D i e  M a n n i g f a l t i g k e i t  d e r  I s o t h e r m e n  i s t  e i n d i m e n s i o n a l  u n d  j e -  

de i n j e k t i v e  A b b i l d u n g  nach  Q d e f i n i e r t  e i n e  e m p i r i s c h e  Tempera tu r ;  

w i r  d e u t e n  d i e s  i n  e inem Diagramm an: 

E i n e  e m p i r i s c h e  Tempera tu r  i s t  a l s o  e i n e  Z u s t a n d s f u n k t i o n ,  d i e  a u f  den 

i s o t h e r m e n  F a s e r n  k o n s t a n t  i s t  und  z w e i  v e r s c h i e d e n e n  F a s e r n  v e r s c h i e -  

dene Wer te  zuo rdne t .  D i e  s o  d e f i n i e r t e n  e m p i r i s c h e n  T e m p e r a t u r s k a l e n  

w e i s e n  n a t ü r l i c h  e i n e  g r o s s e  W i l l k ü r  a u f ,  we l che  w i r  e r s t  i n  A b s c h n i t t  

5 b e s e i t i g e n  werden. 

3. Der  e r s t e  H a u p t s a t z  

I n  d iesem A b s c h n i t t  b e s c h r ä n k e n  w i r  uns n i c h t  a u f  GZ. 

W i r  b e t r a c h t e n  zunächs t  b e l i e b i g e  A r b e i t s p r o z e s s e  a n  e inem 

a d i a b a t i s c h  abqesch lossenen  System. Den E n e r g i e s a t z  können  w i r  w i e  

f o l g t  f o r m u l i e r e n :  

(i) Zu j e  z w e i  Zus tänden  z1 , z2 g i b t  es  e i n e n  A r b e i t s -  

p r o z e s s ,  d e r  zl i n  z2  o d e r  z2 i n  z1 ü b e r f ü h r t .  

(ii) D i e  d a m i t  verbundene A r b e i t  h ä n g t  n u r  vom g e o r d n e t e n  

Paar  (z1,z2) und n i c h t  vom P rozess  ab. 



D a m i t  k ö n n e n  w i r  i n  o f f e n s i c h t l i c h e r  Weise e i n e  Z u s t a n d s f u n k -  

t i o n ,  d i e  i n n e r e  E n e r g i e  U , d e f i n i e r e n .  I s t  f ü r  e i n e n  f e s t  a u s g e -  

w ä h l t e n  Z u s t a n d  z o  U = U. g e w ä h l t ,  s o  s e t z e n  w i r  

w o b e i  A(zo- z )  d i e  p r o z e s s u n a b h ä n g i g e  A r b e i t  am a d i a b a t i s c h  ab- 

g e s c h l o s s e n e n  S y s t e m  v o n  zo n a c h  z b e z e i c h n e t .  [wir s e t z e n  

A ( Z ~  ,- z l )  = - A(z l  -9 z 2 ) ,  w e n n  n u r  z1 - ~ r  z 2  r e a l i s i e r b a r  

i s t . ]  B e i  e i n e m  b e l i e b i g e n  A r b e i t s p r o z e s s  
z l  -Y z 2  a n  d i e s e m  Sy- 

stem i s t  d a n n  d i e  A e n d e r u n g  AU d e r  i n n e r e n  E n e r g i e  g l e i c h  d e r  

A r b e i t  A(zl  -* z 2 )  : 

Nun k ö n n e n  w i r  a b e r  a u c h  n i c h t a d i a b a t i s c h e  P r o z e s s e  b e t r a c h t e n  

( ~ r w ä r m u n g  d u r c h  B u n s e n b r e n n e r ,  e t c . ) .  Dann  w i r d  d i e  G 1 .  ( 3 . 2 )  n i c h t  

m e h r  g e l t e n .  Nachdem a b e r  d i e  i n n e r e  E n e r g i e  f ü r  j e d e n  Z u s t a n d  d e f i -  

n i e r t  i s t ,  k ö n n e n  wir n u n  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g  

d i e  dem S y s t e m  z u g e f ü h r t e  Wärme d e f i n i e r e n .  M e i s t e n s  b e z e i c h n e t  man 
4 )  ( 3 . 3 )  a l s  d e n  E n e r g i e s a t z ,  bzw. d e n  e r s t e n  H a u p t s a t z  d e r  T h e r m o d y n a m i k .  

I n  d e r  a l l g e m e i n e n  Form ( 3 . 3 )  k ö n n e n  w i r  m i t  d i e s e m  S a t z  n i c h t  

v i e l  a n f a n g e n ,  s o l a n g e  w i r  k e i n e n  k o n k r e t e n  A u s d r u c k  f ü r  A(z1-z2) 

h a b e n .  D a r a u f  w e r d e n  w i r  i m  n ä c h s t e n  A b s c h n i t t  f ü r  r e v e r s i b l e  q u a s i -  

s t a t i s c h e  P r o z e s s e  e i n g e h e n .  

I n  d e r  T h e r m o d y n a m i k  i s t  es  w i c h t i g ,  d a s s  man Wärme u n d  A r b e i t  
s t r e n g  u n t e r s c h e i d e t ,  o b w o h l  i m  1. H a u p t s a t z  i h r e  A e q u i v a l e n z  
f e s t g e s t e l l t  w i r d .  D i e s e  U n t e r s c h e i d u n g  i s t  n u r  m ö g l i c h ,  wenn 
man s i c h  a u f  d i e  E x i s t e n z  a d i a b a t i s c h e r  Wände b e r u f t .  D i e s e  s o l l e n  
z w a r  s e l b e r  k e i n e  t h e r m o d y n a m i s c h e n  E i g e n s c h a f t e n  h a b e n ,  a b e r  
d e n n o c h  d e n  A u s g l e i c h  v o n  T e m p e r a t u r d i f f e r e n z e n  v e r h i n d e r n .  
A e h n l i c h e  F i k t i o n e n  (z.B. i d e a l e  A n t i k a t a l y s a t o r e n )  w e r d e n  wir 
s p ä t e r  b e n ö t i g e n .  F ü r  d e r e n  E x i s t e n z  k a n n  man s i c h  n i c h t  w i r k -  
l i c h  a u f  d i e  E r f a h r u n g  b e r u f e n ,  u n d  d e s h a l b  h a t  d i e s e  P a u l i  m i t  
R e c h t  l l Z a u b e r m i t t e l "  g e n a n n t .  Erst i n  d e r  s t a t i s t i s c h e n  M e c h a n i k  
h a t  man d i e s e  Z a u b e r m i t t e l  n i c h t  m e h r  n ö t i g .  I n  d i e s e r  i s t  d i e  
Wärme d e r j e n i g e  A n t e i l  d e r  E n e r g i e ,  d e r  d e n  m a k r o s k o p i s c h  n i c h t  
b e o b a c h t e t e n  F r e i h e i t s g r a d e n  z u g e s c h r i e b e n  w e r d e n  m u s s .  Was 
a b e r  m a k r o s k o p i s c h  b e o b a c h t e t  w i r d ,  h ä n g t  w e s e n t l i c h  v o n  d e n  
B e o b a c h t u n g s m ö g l i c h k e i t e n  a b .  Darum i s t  d i e  Wärme, u n d  d a m i t  
d i e  E n t r o p i e  ( s .u . ) ,  i n  d e r  s t a t i s t i s c h e n  M e c h a n i k  s t r e n g  g e -  
nommen immer n u r  r e l a t i v  z u  e i n e m  m a k r o s k o p i s c h e n  B e o b a c h t e r  
d e f i n i e r t .  



An d i e s e r  S t e l l e  w o l l e n  w i r  n o c h  d i e  l i n e a r e  O r d n u n g  "wärmer- 

k a l t e r w   bespreche^ u n d  d e n  auf  S. 18 a n g e k ü n d i g t e n  S c h r i t t  ( 3 )  d u r c h -  

f u h r e n .  

Wir b e t r a c h t e n  z w e i  S y s t e m e  rl u n d  Z2 i n  d e n  G Z  z l  u n d  

z ,  u n d  b r i n g e n  s i e  m i t e i n a n d e r  s o  i n  t h e r m i s c h e n  K o n t a k t ,  d a s s  s i e  
L 

a u f e i n a n d e r  k e i n e  A r b e i t  a u s ü b e n .  Wir s a g e n  r ,  s e i  w ä r m e r  a l s  2, 
* L 

( 2 2  k ä l t e r  a l s  XI),  Wenn a n s c h l i e s s e n d  z1 Wärme v e r l i e r t  u n d  d a -  

rnitz2 a u f  G r u n d  d e s  E n e r g i e s a t z e s  Wärme g e w i n n t .  D a f ü r  s c h r e i b e n  

w i r  a u c h  z 1 a z 2  ( z 2  z l ) .  N a t ü r l i c h  i s t  z l  = z 2  , wenn z1 u n d  z 2  
z u r  g l e i c h e n  T e m p e r a t u r  g e h ö r e n .  

Wir z e i g e n  n u n ,  d a s s  d a d u r c h  e i n e  l i n e a r e  O r d n u n g  (4) d e f i -  

n i e r t  w i r d .  N i c h t t r i v i a l  i s t  l e d i g l i c h  d i e  T r a n s i t i v i t ä t  v o n  6 . Wir 

n e h m e n  a n ,  d i e s e  g e l t e  n i c h t  u n d  k o n s t r u i e r e n  e i n e n  W i d e r s p r u c h  zum 

2. T e i l  d e s  0. H a u p t s a t z e s .  Würde d i e  T r a n s i t i v i t ä t  n i c h t  g e l t e n ,  s o  

m ü s s t e  e s  Z u s t ä n d e  z l ,  z 2  u n d  z 3  v o n  d r e i  ~ ~ s t e m e n  rl , z2 u n d  

T 3  
g e b e n ,  s o  d a s s  z1)z2)z3 u n d  z g >  z l  g i l t .  Dann i s t  a b e r  

d e r  W ä r m e a u s t a u s c h  b e i  t h e r m i s c h e r  K o p p l u n g  w i e  i n  d e r  f o l g e n d e n  F i g .  

3.1 a n g e d e u t e t .  

F i q .  3 .1  

D u r c h  g e e i g n e t e  Wahl  d e r  t h e r m i s c h e n  K o p p l u n g  k ö n n t e n  wir e r r e i c h e n ,  

d a s s  d a s  z u s a m m e n g e s e t z t e  S y s t e m  i n  e i n e m  ( " d y n a m i s c h e n " )  G l e i c h g e -  

w i c h t  i s t ,  i m  W i d e r s p r u c h  zum 2. T e i l  d e s  0. H a u p t s a t z e s .  

Die i s o t h e r m e n  F a s e r n  d e r  Z u s t a n d s m a n n i g f a l t i g k e i t  s i n d  d a m i t  

l i n e a r  g e o r d n e t .  Wir l a s s e n  n u r  s o l c h e  e m p i r i s c h e  T e m p e r a t u r e n  0 z u ,  

w e l c h e  d i e s e  O r d n u n g  r e s p e k t i e r e n :  a u s  z l >  z 2  s o l l  e ( z 1 ) 2 ,  e ( z 2 )  

f o l g e n .  
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4. R e v e r s i b l e  A e n d e r u n g e n ,  D i f f e r e n t i a l f o r m  d e r  r e v e r s i b l e n  A r b e i t  

Bei e i n e r  Z u s t a n d s ä n d e r u n g  e i n e s  S y s t e m s  l ä s s t  s i c h  d i e  v o n  

a u s s e n  g e l e i s t e t e  A r b e i t  n u r  d a n n  e i n f a c h  b e r e c h n e n ,  wenn  d e r  P r o z e s s  

g e w i s s e  i d e a l i s i e r e n d e  B e d i n g u n g e n  e r f ü l l t ,  Dies w o l l e n  w i r  u n s  a n  e i -  

nem B e i s p i e l  k l a r m a c h e n ,  

Dazu  d e n k e n  w i r  u n s  e i n  Gas i n  e i n e m  z y l i n d r i s c h e n  G e f ä s s  vom 

Q u e r s c h n i t t  F ,  d a s  z,B. v o n  a d i a b a t i s c h e n  Wänden e i n g e s c h l o s s e n  u n d  

n a c h  o b e n  d u r c h  e i n e n  g e w i c h t s l o s e n  K o l b e n  a b g e d e c k t  i s t  ( v g l .  F i g ,  

4.1). Der K o l b e n  w e r d e  d u r c h  e i n e  K r a f t  ( ~ e w i c h t )  d e r  Grösse p -  F 

( p  = ~ a s d r u c k )  g e g e n  d e n  G a s d r u c k  i m  G l e i c h g e w i c h t  g e h a l t e n .  

F i q .  4 . 1  

B e i  V e r ä n d e r u n g e n  d e s  V o l u m e n s  V i s t  d i e  v o n  a u s s e n  g e l e i s t e t e  A r -  

b e i t  n u r  d a n n  g l e i c h  dem I n t e g r a l  d e r  D i f f e r e n t i a l f o r m  - pdU,  uenn d i e  

f o l g e n d e n  B e d i n g u n g e n  e r f ü l l t  s i n d .  

Z u n ä c h s t  m u s s  d e r  P r o z e s s  q u a s i s t a t i s c h  s e i n ,  d .h„  " u n e n d l i c h "  

l a n g s a m  v e r l a u f e n ,  d a m i t  d a s  Gas s t ä n d i g  i m  G l e i c h g e w i c h t  i s t .  A n s o n -  

s t e n  m ü s s t e n  w i r  d e n  A u s s e n d r u c k  p '  d p ( V )  w ä h l e n .  Bei e i n e r  P r o -  

z e s s f ü h r u n g  m i t  e n d l i c h e r  G e s c h w i n d i g k e i t  kämen a u c h  n o c h  a n d e r e  E f -  

f e k t e  i n s  S p i e l  (z,B. m ü s s t e  man d i e  k i n e t i s c h e  E n e r g i e  d e r  a n  d e n  

S t e m p e l  a n g r e n z e n d e n  G a s m a s s e n  b e r ü c k s i c h t i g e n ) .  F e r n e r  d a r f  b e i  d e r  

Z u s t a n d s ä n d e r u n g  k e i n e  R e i b u n g  a u f t r e t e n .  S o n s t  m ü s s t e  b e i  d e r  Kom- 

p r e s s i o n  d e s  Gases p  '> p ( ~ )  u n d  b e i  d e r  E x p a n s i o n  p  '4 p ( V )  s e i n .  

Wenn b e i d e  B e d i n g u n g e n  e r f ü l l t  s i n d ,  s p r e c h e n  w i r  v o n  e i n e r  

r e v e r s i b l e n  Z u s t a n d s ä n d e r u n g .  A l l g a r n e i n  d e f  i n i e r e n  w i r  5, : E i n  P r o -  

z e s s  i s t  r e v e r s i b e l ,  w e n n  er q u a s i s t a t i s c h  i s t  u n d  a u s s e r d e m  I s e i n e  

I n  d e r  L i t e r a t u r  w e r d e n  ' q u a s i s t a t i s c h '  u n d  ' r e v e r s i b e l "  
a l s  n a h e z u  s y n o n y m  v e r w e n d e t ,  

h ä u f i g  



R i c h t u n g  i n  j e d e m  Moment d u r c h  e i n e  i n f i n i t e s i m a l e  A e n d e r u n g  e i n e r  

S y s t e m e i g e n s c h a f t  u m g e k e h r t  w e r d e n  k a n n .  

E i n  q u a s i s t a t i s c h e r  P r o z e s s  b r a u c h t  n i c h t  r e v e r s i b e l  z u  s e i n  

B e i s p i e l e :  ( 1 )  W ä r m e a u s t a u s c h  z w i s c h e n  z w e i  K ö r p e r n  m i t  v e r s c h i e d e n e n  

T e m p e r a t u r e n ,  d e r  d u r c h  E i n f ü h r u n g  e i n e s  t h e r m i s c h e n  W i d e r s t a n d e s  v e r -  

z ö g e r t  w i r d .  ( 2 )  E n t l a d u n g  e i n e s  K o n d e n s a t o r s  ü b e r  e i n e n  s e h r  g r o s s e n  

W i d e r s t a n d .  

Der i d e a l i s i e r t e  B e g r i f f  d e s  r e v e r s i b l e n  P r o z e s s e s  i s t  f ü r  

d a s  F o l g e n d e  v o n  g r u n d l e g e n d e r  B e d e u t u n g .  

B e i  e i n e r  r e v e r s i b l e n  Z u s t a n d s ä n d e r u n g  e i n e s  S y s t e m s  l ä n g s  

e i n e s  Weges i s t  d i e  am S y s t e m  g e l e i s t e t e  A r b e i t  v o n  d e r  Form 8 C  
P 

- 
w o b e i  a e i n e  1-Form a u f  % ist .  Wir n e n n e n  s i e  d i e  D i f f e r e n t i a l -  

f o r m  d e r  r e v e r s i b l e n  A r b e i t .  Im o b i g e n  B e i s p i e l  war 

= - pdV . ( 4 . 2 )  

W e i t e r e  B e i s p i e l e  w e r d e n  w i r  s p ä t e r  b e t r a c h t e n .  T m  Moment s t e l l e n  w i r  

u n s  a u f  d e n  S t a n d p u n k t ,  d a s s  d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m  a a u s  V o r t h e o r i e n  

( ~ e c h a n i k ,  ~ l e k t r o d y n a m i k )  b e k a n n t  i s t .  D i e s  b e d e u t e t ,  d a s s  es  e i n e  

D a r s t e l l u n g  
h 

d = z  %dx¿ 
h=4 

i 
g i b t ,  i n  w e l c h e r  d i e  Z u s t a n d s g r ö s s e n  yi  u n d  X e i n e  a u s  V o r t h e o -  

i 
r i e n  b e k a n n t e  B e d e u t u n g  h a b e n .  Die X n e n n e n  w i r  d i e  A r b e i t s k o o r d i -  

n a t e n  u n d  d i e  yi  d i e  z u g e o r d n e t e n  A r b e i t s k o e f f i z i e n t e n .  L e t z t e r e  

k ö n n e n  g r u n d s ä t z l i c h  d u r c h  s t a t i s c h e  K r a f t m e s s u n g e n  b e s t i m m t  w e r d e n .  
i 

H ä u f i g  b i l d e n  d i e  X u n d  d i e  T e m p e r a t u r  ( o d e r  d i e  i n n e r e  

~ n e r g i e )  zusammen e i n  K o o r d i n a t e n s y s t e m  v o n  MT d.h. d i m  M = n + l .  z 
Wir s p r e c h e n  d a n n  v o n  e i n e m  e i n f a c h e n  S y s t e m .  

D i e  F u n k t i o n e n  

w e r d e n  Z u s t a n d s g l e i c h u n q e n  g e n a n n t .  

D u r c h  

@ = d u - a  

6 )  d e f i n i e r e n  wir d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m  d e r  r e v e r s i b l e n  Wärme . 
6 )  I n  d e r  L i t e r a t u r  s c h r e i b t  man d a f ü r  d Q ,  bQ o d e r  &Cl. I c h  h a l t e  

m i c h  n i c h t  a n  d i e s e n  e h r w ü r d i g e n  B r a u c h ,  d a  e i n e  n i c h t  e x a k t e  D i f -  
f e r e n t i a l f o r m  n i c h t  e i n  " i r g e n d w i e  g e a r t e t e s  d ,  b,6.. . v o n  e twas"  
i s t .  M i t  bQ w e r d e  i c h  e i n e  V a r i a t i o n  U )  v o n  b e z e i c h n e n .  



M i t  d i e s e r  w i r d  s i c h  d e r  2. H a u p t s a t z  b e f a s s e n .  

Bei e i n e m  r e v e r s i b l e n  P r o z e s s  i s t  d i e  dem S y s t e m  z u g e f ü h r t e  

Wärme n a c h  dem e r s t e n  H a u p t s a t z  
P 

F ü r  d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m e n  d u ,  a,  m machen  wir d i e  f o l g e n d e  p l a u -  

s i b l e  A d d i t i v i t ä t s a n n a h m e :  

I F ü r  zwei S y s t e m e  i n  t h e r m i s c h e m  K o n t a k t  s i n d  d i e  

D i f f e r e n t i a l f o r m e n  dU u n d  a a d d i t i v .  

Aus ( 4 . 5 )  f o l g t ,  d a s s  a u c h  a d d i t i v  i s t .  

Diese Annahme i s t  n a t ü r l i c h  n u r  s i n n v o l l ,  wenn O b e r f l ä c h e n -  

e f f e k t e  v e r n a c h l ä s s i g b a r  s i n d ,  was z.0. b e i  d e r  T r ö p f c h e n b i l d u n g  n i c h t  

d e r  F a l l  i s t .  

5. Der z w e i t e  H a u p t s a t z  

I n  d i e s e m  A b s c h n i t t  z e i g e n  w i r ,  d a s s  a u s  d e r  U n m ö g l i c h k e i t  e i -  

n e s  P e r p e t u u m  m o b i l e  z w e i t e r  Art d i e  E x i s t e n z  e i n e s  i n t e g r i e r e n d e n  

N e n n e r s  f ü r  d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m  m d e r  r e v e r s i b l e n  Wärme f o l g t ,  

m = T d S ,  ( 5 . 1 )  

w o b e i  d i e s e r  e i n e  u n i v e r s e l l e  F u n k t i o n  a l l e i n  d e r  e m p i r i s c h e n  Tempe- 

r a tu r  0 ist .  T  i s t  d i e  a b s o l u t e  T e m p e r a t u r ,  D i e s e  i s t  b i s  a u f  e i n e  

Proportionalitätskonstante e i n d e u t i g .  Die Z u s t a n d s g r ö s s e  S  i s t  d i e  

E n t r o p i e .  

Wir l e i t e n  d i e s e s  R e s u l t a t  a u f  z w e i  A r t e n  ab .  Z u n ä c h s t  g e b e n  

w i r  d e n  l e h r r e i c h e n  C a r n o t - C l a u s i u s s c h e n  Beweis, w e l c h e r  i n  a l l e n  

L e h r b ü c h e r n  z u  f i n d e n  i s t .  Irn Anhang zu d i e s e m  K a p i t e l  w i r d  e i n e  a n a -  

l y t i s c h e  A b l e i t u n g  d u r c h g e f ü h r t ,  u e l c h e  z u m i n d e s t  m a t h e m a t i s c h  b e f r i e -  

d i g e n d e r  i s t .  

A .  F o r m u l i e r u n q e n  d e s  z w e i t e n  H a u p t s a t z e s  

E s  g i b t  P r o z e s s e ,  d i e  n a c h  dem 1, H a u p t s a t z  m ö g l i c h  s i n d ,  a b e r  d o c h  i n  

d e r  N a t u r  n i e  vorkommen. Z.B. h a t  man n i e  b e o b a c h t e t ,  d a s s  s i c h  e i n  

S t e i n  p l ö t z l i c h  a b k ü h l t  und  d a b e i  h o c h h e b t .  N a t ü r l i c h e  P r o z e s s e  s i n d  

s t r e n g  genommen immer i r r e v e r s i b e l ,  d.h„ es  is t  u n m ö g l i c h ,  d e n  P r o -  

z e s s  o h n e  V e r ä n d e r u n g  i n  d e r  Umgebung ( o h n e  ~ o m p e n s a t i o n )  r ü c k g ä n g i g  



z u  machen .  B e i s p i e l s w e i s e  s i n d  d i e  i n n e r e  R e i b u n g  u n d  d i e  W ä r m e l e i t u n g  

i r r e v e r s i b l e  P r o z e s s e .  

I n  d e r  N a t u r  n i c h t  v o r k o m m e n d e  P r o z e s s e  w e r d e n  d u r c h  d i e  f o l g e n -  

d e n  A u s s a g e n  e r f a s s t .  

C l a u s i u s  ( 1 8 5 4 ) :  " E s  k a n n  n i e  Wärme a u s  e i n e m  k ä l t e r e n  

i n  e i n e n  w ä r m e r e n  K ö r p e r  ü b e r g e h e n ,  wenn  n i c h t  g l e i c h -  

z e i t i g  e i n e  a n d e r e  d a m i t  z u s a m m e n h ä n g e n d e  A e n d e r u n g  

e i n t r i t t . "  

P l a n c k  ( ~ h o m s o n ) :  ItEs i s t  u n m ö g l i c h ,  e i n e  p e r i o d i s c h  f u n k -  

t i o n i e r e n d e  M a s c h i n e  z u  k o n s t r u i e r e n ,  d i e  w e i t e r  n i c h t s  

b e w i r k t  a l s  H e b u n g  e i n e r  L a s t  u n d  A b k ü h l u n g  e i n e s  Wärme- 

r e s e r v o i r s . "  ( ~ n m ö g l i c h k e i t  e i n e s  P e r p e t u u m  m o b i l e  z w e i t e r  

Art.) 

D i e s e  b e i d e n  A u s s a g e n  s i n d  ä q u i v a l e n t .  Das s i e h t  man s o :  

( i )  Würde d i e  P l a n c k s c h e  A u s s a g e  n i c h t  g e l t e n  ( g ä b e  e s  a l s o  e i n  P e r -  

p e t u u m  m o b i l e  z w e i t e r  ~ r t ) ,  s o  k ö n n t e  man d i e  a u s  d e r  A b k ü h l u n g  d e s  

W ä r m e r e s e r v o i r s  g e w o n n e n e  A r b e i t  i n  e i n e m  w ä r m e r e n  K ö r p e r  w i e d e r  i n  

Wärme v e r w a n d e l n  u n d  d e s h a l b  w ä r e  a u c h  d i e  A u s s a g e  v o n  C l a u s i u s  

f a l s c h .  

( i i )  Angenommen d i e  A u s s a g e  v o n  C l a u s i u s  w ä r e  f a l s c h .  Dann k ö n n t e n  

w i r  e i n e  M a s c h i n e  (d.h. e i n  t h e r m o d y n a m i s c h e s  S y s t e m ,  d a s  e i n e  z y k -  

l i s c h e  Z u s t a n d s ä n d e r u n g  d u r c h l ä u f t )  k o n s t r u i e r e n ,  d i e  f o l g e n d e s  m a c h t .  

Dem w ä r m e r e n  K ö r p e r  w i r d  d i e  Wärmemenge Q1 e n t n o m m e n  u n d  dem k ä l t e -  

r e n  d i e  Wärme Q 2  a b g e g e b e n .  D i e  d a b e i  v o n  d e r  M a s c h i n e  g e l e i s t e t e  

A r b e i t  i s t  A = Q1- Q2  . U e b e r t r ä g t  man a n s c h l i e s s e n d  ( e n t g e g e n  d e r  

A u s s a g e  v o n  C l a u s i u s )  d i e  Wärme Q2  vom k ü h l e r e n  S p e i c h e r  i n  d e n  

w ä r m e r e n  S p e i c h e r ,  s o  b l e i b t  a l s  e i n z i g e  A e n d e r u n g  d i e  v o l l s t ä n d i g e  

Umwandlung d e r  Wärme Q1- Q2 d e s  w ä r m e r e n  K ö r p e r s  i n  A r b e i t .  Dies 

w i d e r s p r i c h t  a b e r  d e r  A u s s a g e  v o n  P l a n c k .  

B. Der C a r n o t s c h e  K r e i s p r o z e s s  

Aus d e r  U n m ö g l i c h k e i t  e i n e s  P e r p e t u u m  m o b i l e  z w e i t e r  Art z i e h e n  w i r  

n u n  w i c h t i g e  K o n s e q u e n z e n .  Dazu  u n t e r s u c h e n  wir  d e n  W i r k u n g s g r a d  d e r  

C a r n o t - M a s c h i n e .  

Der C a r n o t s c h e  K r e i s p r o z e s s  a n  e i n e m  b e l i e b i g e n  Medium v e r -  

l ä u f t  a u f  r e v e r s i b l e  W e i s e  u i e  f o l g t  ( v g l .  F i g u r  5 . 1 ) .  
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F i q .  5.1. D e r  C a r n o t - P r o z e s s  

1. Vom A n f a n g s z u s t a n d  V1, Q1 a u s g e h e n d  w i r d  d a s  Volumen  i m  K o n t a k t  

m i t  e i n e m  e r s t e n  Wärmebad 7, ( ~ e m p e r a t u r  el) i s o t h e r m  a u f  d a s  Vo- 

l u m e n  V i  e x p a n d i e r t .  D a b e i  w i r d  dem Wärmebad d i e  Wärme Q 1  e n t -  

nommen. 

2. Der K o n t a k t  m i t  dem Wärmebad w i r d  g e l ö s t  u n d  d a s  S y s t e m  a d i a b a t i s c h  

a u f  d a s  Volumen  V; e x p a n d i e r t .  Da a u c h  d i e  a d i a b a t i s c h e  Expan-  

s i o n  m i t  e i n e r  A r b e i t s a b g a b e  n a c h  a u s s e n  v e r b u n d e n  i s t ,  m u s s  s i c h  

d i e  i n n e r e  E n e r g i e  v e r r i n g e r n ,  u n d  d i e  T e m p e r a t u r  s i n k t  a u f  d i e  

T e m p e r a t u r  e2 e i n e s  z w e i t e n  Wärmebades .  

3. Im K o n t a k t  m i t  dem z w e i t e n  Wärmebad k o m p r i m i e r e n  w i r  d a s  Volumen  

v o n  V; i s o t h e r m  a u f  V p  . E s  w i r d  d a b e i  d i e  Wärme 8 )  - C l 2  a n  d a s  

z w e i t e  Wärmebad a b g e g e b e n .  

4. Wir k o m p r i m i e r e n  s c h l i e s s l i c h  a d i a b a t i s c h  vom Volumen  V 2  zum Vo- 

l u m e n  V1 . D a d u r c h  w i r d  d i e  T e m p e r a t u r  w i e d e r  a u f  e1 e r h ö h t .  m i t  

d i e s e m  S c h r i t t  i s t  d e r  A u s g a n g s z u s t a n d  w i e d e r  e r r e i c h t  u n d  e i n e  

P e r i o d e  d e s  A r b e i t s v o r g a n g e s  v o l l e n d e t .  

E i n  W ä r m e r e s e r v o i r  v i r d  s t e t s  s o  g r o s s  a n g e n o m m e n ,  d a s s  d i e  Wärme- 
a b g a b e  o d e r  W ä r m e a u f n a h m e  s e i n e n  Z u s t a n d  n u r  v e r n a c h l ä s s i g b a r  
w e n i g  ä n d e r t .  

R e c h n e n  w i r  d i e  n a c h  a u s s e n - a b g e g e b e n e  Wärme, b z w .  A r b e i t  p o s i t i v ,  
s o  b e z e i c h n e n  w i r  s i e  m i t  Q bzw. Ä . 



Aus dem E n e r g i e s a t z  f o l g t  

- 
& J = O = A + Q ,  Q = Q 1 - Q 2 = Q 1 + Q 2  

o d e r  

D e r  t h e r m i s c h e  W i r k u n q s q r a d  e i n e r  M a s c h i n e  i s t  das  V e r h ä l t n i s  a u s  ab- 

g e g e b e n e r  A r b e i t  u n d  z u g e f ü h r t e r  Wärmemenge 

- 
A - 1 - -  0 2  

Q1 

D i e s e r  l i e g t  z w i s c h e n . n u l 1  u n d  e i n s .  F ü r  = 1 wäre  O2 = 0 u n d  da- 

m i t  h ä t t e n  w i r  e i n  Perpe tuum m o b i l e  2. A r t .  

W i r  b e w e i s e n  n u n  den f o l g e n d e n  

SATZ ( ~ a r n o t  1824) .  a )  KEINE MASCHINE, OIE ZWISCHEN Z W E I  WAERME- 

SPEICHERN (MIT ZWEI VORGEGEBENEN TEMPERATUREN)  ARBEITET, HAT EINEN 

BESSEREN WIRKUNGSGRAD ALS DIE  CARNOT-MASCHINE. 

b )  FUER ALLE REVERSIBLEN MASCHINEN ZWISCHEN DEN BEIDEN WAERRERESER- 

V O I R S  I S T  DER WIRKUNGSGRAD GLEICH. 

Bewe is :  B e n ü t z t  man e i n e  Carno t -Masch ine  C i n  u m g e k e h r t e r  R i c h t u n g ,  s o  

w i r k t  s i e  a l s  Wärmepumpe, i ndem s i e  d i e  Wärmemenge Q 2  dem Wärmere- 

s e r v o i r  m i t  d e r  n i e d r i g e r e n  T e m p e r a t u r  e2 e n t n i m m t  und  i m  Wärmebe- 

h ä l t e r  m i t  d e r  T e m p e r a t u r  e1 d i e  Wärmemenge O1 a b g i b t .  D i e  d a b e i  

dem A r b e i t s m e d i u m  d e r  C a r n o t - M a s c h i n e  z u g e f ü h r t e  A r b e i t  i s t  

Nun l a s s e n  w i r  z w i s c h e n  den g l e i c h e n  R e s e r v o i r e n  e i n e  b e l i e b i g e  Ma- 

s c h i n e  X m i t  dem W i r k u n g s g r a d  ' l a u f e n .  F ü r  d i e  i n  d e r  A b b i l d u n g  "? 
5.2 e i n g e f ü h r t e n  G r ö s s e n  g i l t  b 

B e n u t z e n  w i r  n u n  C, um d i e  v o n  X b e i  e2 abgegebene Wärme w i e -  

d e r  a u f  e1 h i n a u f z u p u m p e n  (O; = Q 2 )  , s o  b e n ö t i g e n  w i r  d i e  Pump- 

a r b e i t  

D i e  gesamte,  a u s  b e i d e n  M a s c h i n e n  gewonnene A r b e i t  i s t  daher  
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\/, \ 6, 

Da das k ü h l e r e  W ä r m e r e s e r v o i r  s e i n e n  An fangszus tand  w i e d e r  e r r e i c h t  

h a t ,  muss nach  d e r  P l a n c k s c h e n  Aussage Ä $ 0 s e i n .  Daraus f o l g t  
I ges 

QI 

da Q i  p o s i t i v  und  7 41 i s t .  D a m i t  i s t  T e i l  a )  des Sa t zes  bew ie -  

sen. 

W i r  nehmen nun  an, d i e  Masch ine  d u r c h l a u f e  e i n e n  r e v e r s i b l e n  

- 
\I Ql 

K r e i s p r o z e s s ,  Dann g i l t  auch d i e  u m g e k e h r t e  U n g l e i c h u n g  

denn w i r  können  nun  X a l s  Pumpe m i t  dem g l e i c h e n  W i r k u n g s g r a d  

I\ 

Carnot - Maschine 
- als Wärmepumpe 
A' = A 

L 
und  d i e  Carno t -Masch ine  i n  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  R i c h t u n g  l a u f e n  l a s s e n  

- 

Q; Q2  

( i n  F i g .  5.2 s i n d  a l l e  P f e i l r i c h t u n g e n  umzudrehen).  Dam i t  i s t  1( =t'. 
muss d e r  K r e i s p r o z e s s  i n  X i r r e v e r s i b e l  s e i n .  

1' 

6 2  



C. Die a b s o l u t e  T e m p e r a t u r  

Nach dem S a t z  v o n  C a r n o t  g i b t  es  e i n e  u n i v e r s e l l e  F u n k t i o n  f(el&), 
s o  d a s s  f ü r  a l l e  r e v e r s i b l e n  f l a s c h i n e n ,  d i e  z w i s c h e n  z w e i  R e s e r v o i r e n  

m i t  d e n  T e m p e r a t u r e n  Q1 u n d  e2 a r b e i t e n ,  f o l g e n d e s  g i l t :  

Um ü b e r  d i e  F u n k t i o n  f  weitere A u s s a g e n  z u  e r h a l t e n ,  z i e h e n  wir n o c h  

e i n  w e i t e r e s  Wärmebad h e r a n  u n d  b e t r a c h t e n  m i t  z w e i  C a r n o t - M a s c h i n e n  

d i e  f o l g e n d e  A n o r d n u n g  ( ~ i g .  5 .3 ) .  

F i q .  5.3 

D i e  N a s c h i n e n  s i n d  s o  g e w ä h l t ,  d a s s  Q2 = U2  i s t .  Es g i l t  

Da e2 e i n e  u n a b h ä n g i g e  V a r i a b l e  i s t ,  d i e  n u r  l i n k s  e r s c h e i n t ,  m u s s  

f ( e  , e  ) = l ( q / " ( e 2 ) ,  m i t  e i n e r  m o n o t o n e n  F u n k t i o n  ~p , s e i n  '). E s  1 2  
g i l t  a l s o  

Q I  ~ ( 0 , )  

w o b e i  ( 0 )  e i n e  u n i v e r s e l l e  m o n o t o n e  F u n k t i o n  i s t .  

" ~ ü r  e i n  f e s t e s  BO s e i  q ( e ) : =  f ( B , O 0 ) .  Aus ( 5 . 5 )  f o l g t  

f ( e , 0 , ) ~ ( 8 , )  = q(e) , d.h. d i e  B e h a u p t u n g  e r g i b t  s i c h  o h n e  w e i t e r e  
I I 

Annahmen a u s  d e r  F u n k t i o n a l g l e i c h u n g .  



W i r  d e f i n i e r e n  d i e  a b s o l u t e  T e m p e r a t u r s k a l a  T  p r o p o r t i o n a l  z u  

( ~ ( 0 )  . Dann i s t  

Q1 - = -  
9, T2 

u n d  d e r  C a r n o t s c h e  W i r k u n g s g r a d  (5.2) i s t  

D i e  a b s o l u t e  T e m p e r a t u r  i s t  e i n d e u t i g  f e s t g e l e g t ,  wenn w i r  i n  (5.7) 

f ü r  das z w e i t e  W ä r m e r e s e r v o i r  z.B. e i n  System aus  E i s ,  Wasser u n d  

Wasserdampf ( ~ r i ~ e l ~ u n k t  von  Wasser )  w ä h l e n  u n d  T2 i r g e n d w i e  f e s t -  

s e t z e n .  

Es i s t  s e h r  w i c h t i g ,  d a s s  d i e s e  Temperaturmessung v o n  k e i n e r  

s p e z i e l l e n  S u b s t a n z  abhängt .  
Wegen ?1 1 i s t  T ) O !  

D. D i e  E n t r o p i e  

Nun b e w e i s e n  w i r  den  z e n t r a l e n  

SATZ ( ~ l a u s i u s ) .  BEI  EINEM BELIEBIGEN REVERSIBLEN KREISPROZESS GILT  

D I E  GLEICHUNG f' 

WOBEI S I C H  DAS INTEGRAL UEBER EINEN VOLLEN ZYKLUS ERSTRECKT. 

Beweis :  W i r  denken  u n s  den K r e i s p r o z e s s  am System d u r c h  g e e i g n e t e  

r e v e r s i b l e  i s o t h e r m e  u n d  a d i a b a t i s c h e  S c h r i t t e  a n g e n ä h e r t  ( v g l .  d i e  

Abb. 5.4). Das System 2 u i r d  während  d e r  Z u s t a n d s ä n d e r u n g  n a c h e i n a n -  

d e r  m i t  W ä r m e r e s e r v o i r e n ,  u e l c h e  d i e  g l e i c h e  T e m p e r a t u r  Tl, ..., T n  
haben  w i e  s i e  das  System während d e r  i s o t h e r m e n  S c h r i t t e  h a t ,  i n  Kon- 

t a k t  g e b r a c h t ,  w o b e i  Qi d i e  Wärmemenge i s t ,  d i e  das System i m  

i - t e n  S c h r i t t  a u s  dem i - t e n  S p e i c h e r  a u f n i m m t .  W i r  f ü g e n  d i e s e r  An- 

o r d n u n g  n o c h  n  C a r n o t - A a s c h i n e n  (ci) h i n z u ,  d i e  z w i s c h e n  Ti u n d  

T. (To>  Ti) a r b e i t e n .  D i e  v e r s c h i e d e n e n  aufgenommenen u n d  abgegebe-  

n e n  Wärmemengen s i n d  i n  d e r  F i g .  5.4 e i n g e z e i c h n e t .  D a b e i  wählen w i r  

Si = Q, . F ü r  j e d e  d i e s e r  C a r n o t - M a s c h i n e n  g i l t  nach  (5.7) 

0: T o 4f 
= -  T = - .  
G: Ti 1 Ti 

( ~ a s  V o r z e i c h e n  d e r  Wärmemengen b e z i e h t  s i c h  a u f  d i e  j e w e i l i g e n  Ma- 

s c h i n e n . )  F ü r  d i e  g e s t r i c h e l t  e i n g e r a h m t e  Anordnung g i l t  d e s h a l b :  D i e  

n Wärmespe icher  Tl, ..., T b l e i b e n  n a c h  e inem v o l l e n  Z y k l u s  u n v e r -  n 



1. H a u p t s a t z :  r A i  + A + ZQ; = 0 

2 ,  H a u p t s a t z :  = A i  + A 3 0 
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ä n d e r t ;  l e d i g l i c h  vom R e s e r v o i r  T w i r d  d e n  C a r n o t - M a s c h i n e n  d i e  
0 

Wärme n  

:= z 0; 
Q o  0 i=l i=l 

z u g e f ü h r t  u n d  v o l l s t ä n d i g  i n  A r b e i t  v e r w a n d e l t .  Dies i s t  n a c h  d e r  

P l a n c k s c h e n  F o r m u l i e r u n g  d e s  2. H a u p t s a t z e s  n u r  m ö g l i c h ,  wenn P o s  0 

i s t .  Da Tm> i s t ,  f o l g t  

Dies b e w e i s t  ( n a c h  e i n e m  G r e n z ü b e r g a n g )  

D a s s e l b e  g i l t  a u c h  f ü r  d e n  u m g e k e h r t e n  P r o z e s s  und  s o m i t  f o l g t  (5 .9 ) .  



Bemerkung.  Aus d e r  H e r l e i t u n g  g e h t  h e r v o r ,  d a s s  d i e  ~ n g l e i c h u n g  

(5.10)  a u c h  f ü r  i r r e v e r s i b l e  P r o z e s s e  g i l t .  Das S y s t e m  w i r d  d a b e i  

zwar k e i n e  w o h l d e f i n i e r t e  T e m p e r a t u r  h a b e n .  E s  g e n ü g t  a b e r ,  dass d i e  

K ö r p e r ,  a u s  d e n e n  d i e  Wärme b e z o g e n  w i r d ,  e i n e  b e s t i m m t e  T e m p e r a t u r  

(Ti i n  ( 5 . 1 0 ) )  b e s i t z e n .  L ä s s t  s i c h  i n  ( 5 . 1 0 )  d e r  L i m e s  z u  e i n e r  kon -  

t i n u i e r l i c h e n  F o l g e  v o n  P r o z e s s e n  d u r c h f ü h r e n ,  s o  e r h a l t e n  w i r  d i e  

U n g l e i c h u n q  v o n  C l a u s i u s :  

( ~ a a c h t e ,  d a s s  bQ f ü r  i r r e v e r s i b l e  P r o z e s s e  - g e n a u  s o  w e n i g  wie d i e  

z u g e f ü h r t e  A r b e i t  - a l s  D i f f e r e n t i a l f o r m  a u f g e f a s s t  w e r d e n  k a n n . )  

Aus (5 .9)  f o l g t  ( v g l .  S a t z  1 a u f  S. 4 ) ,  d a s s  e i n e  Z u s t a n d s f u n k -  

t i o n  S  e x i s t i e r t ,  s o  d a s s  

i s t ,  d.h. T  i s t  e i n  i n t e g r i e r e n d e r  Nenne r  d e s  r e v e r s i b l e n  Wärme- 

d i f f e r e n t i a l s .  ( u m g e k e h r t  i s t  ( 5 . 9 )  e i n e  K o n s e q u e n z  v o n  (5 .11 ) . )  

Aus ( 4 . 3 ) ,  ( 4 . 5 )  u n d  ( 5 . 1 1 )  f o l g t  d i e  w i c h t i g e  R e l a t i o n  v o n  

G i b b s :  

dU = TdS +C yi  d x  . ( 5 . 1 2 )  
i=l 

B e s t e h t  d e r  g e s c h l o s s e n e  Weg i n  ( 5 . 1 0 ' )  a u s  e i n e m  i r r e v e r s i b -  

l e n  P r o z e s s  v o n  z l  - z 2  und  e i n e m  r e v e r s i b l e n  P r o z e s s  v o n  

Z -> z  2  1 s o  e r g i b t  s i c h  m i t  ( 5 . 1 1 )  d i e  U n g l e i c h u n g  

S b 2 )  - s ( z l )  - T  z= T  

E. G l e i c h h e i t  d e r  Idealqas-Temperaturskala und d e r  

a b s o l u t e n  T e m p e r a t u r s k a l a  

D i e  T e m p e r a t u r s k a l a  T  d e s  i d e a l e n  G a s g e s e t z e s  i s t  s o  f e s t g e l e g t ,  
9  

d a s s  ( 0 o y l e )  
R N  p = -  
V ~ ~ 0 )  ( W :  P l o l z a h l ) .  

F e r n e r  i s t  f ü r  e i n  i d e a l e s  Gas d i e  i n n e r e  E n e r g i e  n u r  e i n e  F u n k t i o n  

v o n  T ( ~ o u l e ) .  D e s h a l b  g i l t  n a c h  ( 5 . 1 2 )  und  (4 .2)  

1 d u  d S  = T ( p d ~  + d T )  



u n d  f o l g l i c h  
T  ( T )  R N  & 0 s - E -  

C ) V - T  V T '  

Aus d i e s e n  b e i d e n  G l e i c h u n g e n  f o l g t  

d .h .  T g ( ~ )  = c o n s t  T  . Bei g e e i g n e t e r  Wahl  d e r  E i n h e i t e n  i s t  T = T  
9  

u n d  f o l g l i c h  g i l t  

pV = N R T .  ( 5 . 1 4 )  

I n  d e n  U e b u n g e n  w e r d e n  w i r  d e n  Z u s a m m e n h a n g  v o n  e m p i r i s c h e r  u n d  a b s o -  

l u t e r  T e m p e r a t u r  n o c h  v e r t i e f e n .  ~ ( 0 )  i s t ,  w i e  wir s e h e n  w e r d e n ,  
Q U s c h o n  b e s t i m m t ,  wenn  u n d  (m)e b e k a n n t  s i n d .  

F. E x t r e m a l e i q e n s c h a f t  d e r  E n t r o p i e  

F ü r  d i e  U n t e r s u c h u n g  d e r  G l e i c h g e w i c h t s z u s t ä n d e  i s t  es w i c h t i g ,  zum 

V e r g l e i c h  a u c h  q e h e m m t e  G l e i c h q e w i c h t e  z u  b e t r a c h t e n .  D a r u n t e r  v e r -  

s t e h e n  w i r  Z u s t ä n d e  e i n e s  S y s t e m s ,  w e l c h e s  a u s  e i n e r  A n z a h l  v o n  T e i l -  

s y s t e m e n  b e s t e h t ,  v o n  d e n e n  j e d e s  f ü r  s i c h  i m  G l e i c h g e w i c h t  ist.  D u r c h  

k ü n s t l i c h e  V o r r i c h t u n g e n  s o l l e n  d i e s e  T e i l s y s t e m e  d a r a n  g e h i n d e r t  wer- 

d e n ,  m i t e i n a n d e r  z u  r e a g i e r e n .  Man d e n k e  z.B. a n  e i n e  u n d u r c h l ä s s i g e  

Wand, w e l c h e  z w e i  G a s p h a s e n  t r e n n t  u n d  d e r e n  R i s c h u n g  u n m ö g l i c h  m a c h t .  

E n t f e r n t  man e i n e  s o l c h e  Wand, was m i t  b e l i e b i g  k l e i n e r  A r b e i t  g e -  

s c h e h e n  k a n n ,  s o  s e t z t  e i n  i r r e v e r s i b l e r  P r o z e s s  e i n ,  b i s  e i n  n e u e r  

G l e i c h g e w i c h t s z u s t a n d  e r r e i c h t  i s t .  O d e r  e s  h a n d l e  s i c h  um z w e i  S t o f f e ,  

w e l c h e  s i c h  u n t e r  g e w i s s e n  B e d i n g u n g e n  n i c h t  c h e m i s c h  v e r b i n d e n  k ö n -  

n e n ,  d a z u  a b e r  d u r c h  H i n z u f ü g u n g  e i n e s  K a t a l y s a t o r s  b e f ä h i g t  w e r d e n .  

Dieser n i m m t  am E n e r g i e a u s t a u s c h  n i c h t  t e i l ,  a b e r  e r m ö g l i c h t  e i n e n  i r -  

r e v e r s i b l e n  c h e m i s c h e n  P r o z e s s  u n d  d e n  U e b e r g a n g  i n  e i n e n  n e u e n  C l e i c h -  

g e w i c h t s z u s t a n d .  U e b e r  d i e  E i n z e l h e i t e n  d i e s e s  P r o z e s s e s  s a g t  d e r  2. 

H a u p t s a t z  n i c h t s  a u s .  ( E s  i s t  a u c h  n i c h t  k l a r ,  was d i e  E n t r o p i e  e i n e s  

Nichtgleichgewichtszustandes i s t . )  A b e r  e r  e r l a u b t  u n s ,  ü b e r  d i e  En- 

t r o p i e ä n d e r u n g  b e i m  U e b e r g a n g  A u s s a g e n  z u  m a c h e n .  

A l s  B e i s p i e l  b e t r a c h t e n  w i r  d i e  E n t r o p i e v e r m e h r u n g  b e i  d e r  Wär- 

m e l e i t u n g .  

A n f a n q s z u s t a n d  ( z i ,  2;): 

T e i l s y s t e m  1 T e i l s y s t e m  2 



E i n  Wärmeleiter h e b t  d i e  Hemmung g e g e n ü b e r  d e r  T e m p e r a t u r  a u f .  

E n d z u s t a n d  ( z 1 , z 2 ) :  

Um d i e  E n t r o p i e ä n d e r u n g  z u  b e r e c h n e n ,  e n t f e r n e n  w i r  j e t z t  d e n  Wärme- 

l e i t e r  und  b r i n g e n  i n  e i n e m  r e v e r s i b l e n  P r o z e s s  d a s  S y s t e m  w i e d e r  i n  

d e n  A n f a n g s z u s t a n d  z u r ü c k .  Dazu b e n u t z e n  w i r  d i e  A n o r d n u n g  d e r  F i g .  

5.4 - wir n e n n e n  s i e  d i e  S t a n d a r d a n o r d n u n q .  Dann w i r d  vom W ä r m e r e s e r -  

v o i r  ( T )  d i e  Wärme Qo , b e s t i m m t  d u r c h  

a b g e f ü h r t  u n d  v o l l s t ä n d i g  i n  A r b e i t  v e r w a n d e l t .  Der z w e i t e  H a u p t s a t z  

v e r l a n g t  Q O <  0  , d.h. 

D e f i n i e r e n  w i r  d i e  E n t r o p i e  i m  A n f a n g s z u s t a n d  a d d i t i v  

s o  k a n n  n a c h  ( 5 . 1 6 )  f ü r  e i n  i s o l i e r t e s  S y s t e m  d i e  E n t r o p i e  b e i  e i n e m  

s p o n t a n e n  P r o z e s s  n i c h t  abnehmen :  

( f ü r  i s o l i e r t e s  s ~ s t e m ) .  ( 5 . 1 8 )  

Dies i s t  d e r  2 .  T e i l  d e s  2. H a u p t s a t z e s .  I n  ( 5 . 1 8 )  g i l t  d a s  G l e i c h -  

h e i t s z e i c h e n  f ü r  r e v e r s i b l e  P r o z e s s e .  Die E n t r o p i e z u n a h m e  i s t  e i n  Mass 

f ü r  d i e  I r r e v e r s i b i l i t ä t .  

6. I n t e n s i v e  und  e x t e n s i v e  G r ö s s e n ,  K o n k a v i t ä t  d e r  E n t r o p i e  

A l s  n e u e  V a r i a b l e  e i n e s  r e i n e n  S t o f f e s  f ü h r e n  wir j e t z t  n o c h  

d i e  S u b s t a n z m e n g e  N ( n o l z a h l )  e i n .  ( ~ i e  f o l g e n d e n  U e b e r l e g u n g e n  wer-  

d e n  i n  s I I I . 6 . 1  a u f  G e m i s c h e  v e r a l l g e m e i n e r t . )  

Nach dem P o s t u l a t  a u f  S. 2 5  i s t  dU a d d i t i v .  Durch  e i n e  g e e i g -  

n e t e  N o r m i e r u n g  k ö n n e n  w i r  a u c h  U a d d i t i v  w ä h l e n .  Dazu g e n ü g t  e s ,  i n  

e i n e m  homogenen  S t a n d a r d z u s t a n d  ( P o , T o )  d i e  i n n e r e  E n e r g i e  p r o p o r -  
. F . \  

t i o n a l  z u  N zu  w ä h l e n :  u ( p o , T o  N ) =  U. N 
* 

1 0 )  s i e h e  n ä c h s t e  S e i t e .  



Da - n a c h  dem g l e i c h e n  P o s t u l a t  - a u c h  m a d d i t i v  i s t ,  i s t  

f ü r  zwei S y s t e m e  i n  t h e r m i s c h e m  K o n t a k t  a u c h  d S  a d d i t i v ,  S e t z e n  w i r  

i m  h o m o g e n e n  S t a n d a r d z u s t a n d  s ( p O , T o , N )  = So N , s o  i s t  a u c h  S  a d d i -  

t i v ,  - 
J e d e r  G Z  e i n e r  r e i n e n  S u b s t a n z  i s t  d u r c h  ( u , v , N )  =: X e i n d e u -  

t i g  c h a r a k t e r i s i e r t ,  Die Menge d e r  G Z  b i l d e t  e i n e n  K e g e l  K , d.h. e s  

g i l t  

( i)  % X € K  , f ü r  X E K  , 3 , > 0  ; 

(ii) X1 + X2E K , f a l l s  X1, X 2  E K . 
E i n e  Z u s t a n d s g r ö s s e  ( X )  h e i s s t  i n t e n s i v ,  w e n n  h o m o g e n  11) vom 

G r a d e  0  i s t  u n d  e x t e n s i v ,  u e n n  h o m o g e n  vom G r a d e  1 ist .  

B e i s p i e l e :  p ,  T s i n d  i n t e n s i v  u n d  S  i s t  e x t e n s i v  ( ~ o l g e  d e r  A d d i -  

t i v i t ä t ) .  

Wir z e i g e n  n u n ,  d a s s  d i e  E n t r o p i e  k o n k a v  i s t .  Dazu  b e t r a c h t e n  

wir w i e d e r  z w e i  i s o l i e r t e  S y s t e m e ,  1 u n d  2 ,  a u s  d e r  g l e i c h e n  r e i n e n  

S u b s t a n z ,  w e l c h e  b e i d e  f ü r  s i c h  i m  G l e i c h g e w i c h t  s i n d .  I h r e  E n t r o p i e n ,  

i n n e r e n  E n e r g i e n ,  V o l u m i n a  u n d  R o l z a h l e n  s e i e n  ( s ~ , U ~ , V ~ , N ~ ) ,  bzw. 

( s ~ , u ~ , V ~ , N ~ ) .  Nun b r i n g e n  u i r  d i e  b e i d e n  S y s t e m e  i n  K o n t a k t  ( s e h r  

d u r c h l ä s s i g e  w a n d ) .  Im s p o n t a n  s i c h  e i n s t e l l e n d e n  E n d z u s t a n d  s e i e n  d i e  

e n t s p r e c h e n d e n  G r ö s s e n  S,U,V,N; d a b e i  g i l t  

U = U1+ U2 , V = V1+ V 2  N = N1+ N 
2  

1°) Damit d i e s e  B e m e r k u n g e n  n i c h t  a l s  b l o s s e  S e l b s t v e r s t ä n d l i c h k e i t e n  
genommen w e r d e n ,  s e i  d a r a u f  h i n g e w i e s e n ,  d a s s  f ü r  e i n  s e l b s t g r a v i -  
t i e r e n d e s  S y s t e m  d i e  i n n e r e  E n e r g i e  n i c h t  p r o p o r t i o n a l  z u r  T e i l -  
c h e n z a h l  i s t .  M i t  w a c h s e n d e r  T e i l c h e n z a h l  w i r d  z,B. f ü r  T  = 0  d e r  
Z u s t a n d  d e s  S y s t e m s  ( ~ e i s s e r  Z w e r g ,  N e u t r o n e n s t e r n )  z u n e h m e n d  k o n -  
d e n s i e r t e r .  Die T a t s a c h e ,  d a s s  f ü r  e i n  S t ü c k  h o m o g e n e r  m a k r o s k o -  
p i s c h e r  M a t e r i e  ( b e i  v e r n a c h l ä s s i g b a r e r  ~ i g e n g r a v i t a t i o n )  d i e  i n -  
n e r e  E n e r g i e  p r o p o r t i o n a l  z u  N i s t ,  b e r u h t  w e s e n t l i c h  d a r a u f ,  
d a s s  s i c h  d i e  e l e k t r o m a g n e t i s c h e n  W e c h s e l w i r k u n g e n  w e i t g e h e n d  
n e u t r a l i s i e r e n .  E n t s c h e i d e n d  i s t  a b e r  a u c h  d a s  P a u l i p r i n z i p  f ü r  
d i e  E l e k t r o n e n .  
Auf d e r  B a s i s  d e r  Q u a n t e n m e c h a n i k  h a b e n  w i r  h e u t e  e i n  f u n d a m e n -  
t a l e s  V e r s t ä n d n i s  f ü r  d e n  e x t e n s i v e n  C h a r a k t e r  d e r  i n n e r e n  E n e r g i e .  

h 
11) Wir n e n n e n  e i n e  F u n k t i o n  f , w e l c h e  i n  e i n e m  G e b i e t  d e s  R d e -  

f i n i e r t  i s t ,  homoqen  vom G r a d e  p  , f a l l s  

f ( g x )  f ( x ) ,  f ü r  $ > D .  



F i q .  6.1 

I c h  b e h a u p t e ,  d a s s  d i e  Summe d e r  E n t r o p i e n  i m  A n f a n g s z u s t a n d  k l e i n e r  

i s t  a l s  S  . D e r  Bewe is  v e r l ä u f t  w i e  i n  A b s c h n i t t  5.F. W i r  f ü h r e n  d a s  

System i n  z w e i  S c h r i t t e n  w i e d e r  i n  d e n  A n f a n g s z u s t a n d  z u r ü c k .  Z u n ä c h s t  

t r e n n e n  w i r  d i e s e s  i n  z w e i  T e i l s y s t e m e  m i t  den  Substanzmengen N1, N2 
u n d  d e n  E n t r o p i e n  Si , S i  . D i e s  l ä s s t  s i c h  a d i a b a t i s c h ,  d.h. ohne 

E n t r o p i e v e r m e h r u n g  d u r c h f ü h r e n ,  Wegen d e r  A d d i t i v i t ä t  d e r  E n t r o p i e  i s t  

S = S i  + S v  V i t  d e r  S t a n d a r d a n o r d n u n g  ( ~ i g .  5.4) f ü h r e n  v i r  i n  e i -  
2 

nem z w e i t e n  S c h r i t t  j e d e s  System i n  s e i n e n  A n f a n g s z u s t a n d  z u r ü c k .  Aus 

dem z w e i t e n  H a u p t s a t z  f o l g t  ( w i e  a u f  S, 3s) 

Nun müssen a b e r  o f f e n b a r  S1 , S2 u n d  S d i e s e l b e n  F u n k t i o n e n  s e i n .  

W e i l  ausserdern  S e x t e n s i v  i s t ,  g i l t  d e s h a l b  

D a r a u s  f o l g t  a b e r  d i e  K o n k a v i t ä t  d e r  E n t r o p i e .  D u r c h  I n d u k t i o n  n a c h  k  

b e w e i s t  man n ä m l i c h  l e i c h t  d i e  G ü l t i g k e i t  v o n  

k  
f ü r  t = j / 2  , j = 0,1,...,2k . Aus S t e t i g k e i t s g r ü n d e n  g i l t  d e s h a l b  

d i e s e  U n g l e i c h u n g  f ü r  b e l i e b i g e  t e  [0 ,1 ]  



7. Thermodynamische P o t e n t i a l e ,  E x t r e m a l p r i n z i p i e n  

I n  d iesem A b s c h n i t t  e n t w i c k e l n  w i r  d i e  a n a l y t i s c h e n  Methoden, 

m i t  denen w i r  t he rmodynamische  Prob leme l ö s e n  werden. Der  E i n f a c h h e i t  

h a l b e r  b e t r a c h t e n  w i r  n u r  e i n  e i n k o m p o n e n t i q e s  F l u i d u m  i n  Abwesenhe i t  

von  ä u s s e r e n  Fe lde rn .  V e r a l l g e m e i n e r u n g e n  au f  k o m p l i z i e r t e r e  Systeme 

e r f o l g e n  i n  K a p i t e l  111. 

A. D i e  E n t r o p i e  

W i r  f a s s e n  z u n ä c h s t  d i e  b i s h e r i g e n  E r g e b n i s s e  zusammen. 

J e d e r  G Z  i s t  d u r c h  d i e  e x t e n s i v e n  K o o r d i n a t e n  U ( i n n e r e  Ene r -  

g i e )  V (~01umen)und N ( f l o l z a h l )  e i n d e u t i g  c h a r a k t e r i s i e r t  12); Be- 

z e i c h n u n g  X = (u,V,N). D i e  Menge d e r  G Z  b i l d e t  e i n e n  konvexen  Kege l .  

Darauf  i s t  d i e  E n t r o p i e  e i n e  homogene F u n k t i o n  vom 1. Grade und  aus-  

serdem konkav :  

~ G ~ L I ,  . 
F e r n e r  i s t  S d i f f e r e n z i e r b a r ;  das D i f f e r e n t i a l  

l i e f e r t  d i e  Tempera tu r  T , den Druck  p  un.d das chemische P o t e n t i a l  

des F lu i dums :  

S i s t  ( f ü r  f e s t e  V,N) e i n e  monoton wachsende F u n k t i o n  von  U , da- 

m i t  d i e  Tempera tu r  p o s i t i v  i s t .  Wenn d e r  thermodynamische Druck  eben- 

f a l l s  p o s i t i v  i s t ,  so  muss S ( f ü r  f e s t e  U , N )  e i n e  monoton wach- 

sende F u n k t i o n  i n  V s e i n .  

C a l s  F u n k t i o n  von  U,V,N b e s c h r e i b t  d i e  ganze Thermodynamik,  

n ä m l i c h  d u r c h  d i e  Z u s t a n d s g l e i c h u n g e n ,  we lche  p, T u n d p  a l s  Funk- 

t i o n e n  von  U , U , N  ausdrücken,  Du rch  w e i t e r e  A b l e i t u n g e n  e r h ä l t  man 

12) Plan beach te ,  dass z.0. (P,V,N)  f ü r  H20 b e i  p = 1 a tm i n  d e r  
Umgebung des Dichtemaximums b e i  4 ' ~  g o t t l o b  k e i n e  g u t e n  K o o r d i -  
n a t e n  s i n d  ( v g l .  F ig.) ,  " t 

I s o b a r e  b e i  p  = 1 a t m  



d i e  s p e z i f i s c h e n  Wärmen und  a n d e r e  w i c h t i g e  Grössen. 

Jede F u n k t i o n  S m i t  den  oben a u f g e f ü h r t e n  E i g e n s c h a f t e n  d e f i -  

n i e r t  e i n e  m ö g l i c h e  TD, we l che  d u r c h  den  Rahmen d e r  H a u p t s ä t z e  abge- 

s t e c k t  w i r d .  ( ~ ü r  e i n  k o n k r e t e s  System kann  S g r u n d s ä t z l i c h  e r s t  i n  

d e r  s t a t i s t i s c h e n  Mechanik  b e r e c h n e t  werden.) 

Aus (7.1) und  (7.2) f o l g t  

X X 
Das s i e h t  man so. Zunächs t  f o l g t  aus (7.1): s ( ~ ) + s ( ~ )  = P X $ S ( X )  = s ( x ) ,  
d.h. es  i s t  s ( x ) &  sup [s(x~)+s(x~I]. A n d e r s e i t s  f o l g t  aus  (7.2) f ü r  

X + X  
t = h : S( lZ2) )/ S(xl)+ s (X2)  , a l s o  m i t  (7.1) d i e  S u b a d d i t i v i -  

t ä t  S ( X )  = S ( X 1 + X 2 ) > /  s(X1)+ s ( x ~ )  . Daraus e r g i b t  s i c h  d i e  Behaup- 

tung.  

G1.  (7.5) h a t  d i e  f o l g e n d e  I n t e r p r e t a t i o n .  B e t r a c h t e n  w i r  d i e -  

s e l b e  S i t u a t i o n  w i e  i n  F i g .  6.1, so  l i e g t  n u r  e i n  the rmodynamisches  

G l e i c h g e w i c h t  f ü r  das g e k o p p e l t e  System v o r ,  wenn s ( x ~ )  + S(X-xl) 
a l s  F u n k t i o n  von  X1 e i n  flaximum ha t .  D i e  a u f g e z ä h l t e n  E i g e n s c h a f t e n  

d e r  E n t r o p i e  i m p l i z i e r e n  a l s o  das f o l g e n d e  E x t r e m a l p r i n z i p :  

D IE  ENTROPIE I M  GLEICHGEWICHTSZUSTAND I S T  MAXIMAL I M  VER- 

GLEICH Z U  DEN ENTROPIEN DER GEHEMMTEN GLEICHGEWICHTSZUSTAENDE 

(ENTKOPPELTE SYSTEME MIT ADDITIV ERKLAERTER ENTROPIE)  FUER 

GEGEBENE WERTE (u,v,N) D@ GESAMTSYSTENC. 

( ~ ü r  d i e  H e r l e i t u n g  d e r  K o n k a v i t ä t  d e r  E n t r o p i e  i n  G 6  war umgekeh r t  

d i e s e s  E x t r e m a l p r i n z i p  w e s e n t l i c h . )  

A l s  n o t w e n d i g e  Bed ingungen  e rgeben  s i c h  aus dem E x t r e m a l p r i n z i p  

d.h. es  g e l t e n  d i e  Gleichgewichtsrelationen: 

T, p , p  nennen w i r  d e s h a l b  auch  G l e i c h q e w i c h t s p a r a m e t e r .  



Das G l e i c h g e w i c h t  s t e l l t  s i c h  n u r  e i n ,  w e n n  d i e  T r e n n w a n d  d i a -  

t h e r m ,  b e w e g l i c h  u n d  m a t e r i e d u r c h l ä s s i g  i s t ,  

L i e g t  n u r  t h e r m i s c h e s  G l e i c h g e w i c h t  v o r ,  d ,h ,  i s t  d i e  Wand d i a -  

t h e r m ,  a b e r  f e s t  ( i s o c h o r )  u n d  r n a t e r i e u n d u r c h l ä s s i g ,  s o  l i e g t  n u r  e i n  

Maximum b e z ü g l i c h  U1 v o r ,  d.h. es g i l t  n u r  Tl= T2 . Im therrno-rne- 

c h a n i s c h e n  G l e i c h g e w i c h t  i s t  d i e  Wand b e w e g l i c h  u n d  d i a t h e r m ,  u n d  

f o l g l i c h  g i l t  Tl= T2 u n d  pl= p 2  . Im t h e r m o - m a t e r i e l l e n  G l e i c h g e -  

w i c h t  s c h l i e s s l i c h  i s t  d i e  Wand d i a t h e r r n  u n d  r n a t e r i e d u r c h l ä s s i g  u n d  

d a m i t  g i l t  Tl= T p  , )Ll = . 
I m  g e h e m m t e n  G l e i c h g e w i c h t  ( u n g e k o p p e l t e s  systern) g i l t  n a c h  

(7.5) S ( x l )  + S ( X ~ ) & S ( X )  . Man ü b e r l e g e  s i c h ,  was d i e s  f ü r  d i e  E n e r -  

g i e  u n d  f l a t e r i e s t r ö m u n g  b e d e u t e t ,  u e n n  d i e  Hemmung a u f g e h o b e n  w i r d .  

Da d S  e i n  e x a k t e s  D i f f e r e n t i a l  i s t ,  e r g e b e n  s i c h  I n t e g r a b i l i -  

t ä t s b e d i n g u n g e n ,  s o g .  f l a x w e l l - R e l a t i o n e n ,  wie z,B. 

Da S k o n k a v  i s t ,  g i l t  f ü r  d i e  H e s s e s c h e  ~ ' 5 4 .  - 0 ( v g l .  S a t z  2 ,  

5.4).  D a r a u s  e r g e b e n  s i c h  a l s  U n g l e i c h u n g e n  S t a b i l i t ä t s b e d i n q u n q e n .  

( ~ i e s e  w e r d e n  s p ä t e r  a u s g e s c h r i e b e n , )  

F ü r  e i n e  d i f f e r e n z i e r b a r e  F u n k t i o n  f  , w e l c h e  homogen  vom 

G r a d e  p i s t  ( f  ( % X )  = 2'f ( X )  , >>o), e r h ä l t  man d u r c h  D i f f e r e n -  

t i a t i o n  n a c h  % a n  d e r  S t e l l e  % =  1 d i e  E u l e r s c h e  D i f f g l .  

S p e z i e l l  f ü r  S  f o l g t  a u s  ( 7 . 4 )  d i e  H o m o q e n i t ä t s r e l a t i o n  

B. D i e  i n n e r e  E n e r g i e  

Wegen d e r  M o n o t o n i e  v o n  S ( U , V , N )  i n  U e x i s t i e r t  d i e  Urnkehr funk-  

t i o n  u ( s , v , N )  . Aus d e n  E i g e n s c h a f t e n  v o n  S  f o l g e r t  man ( ~ e b u n g s -  

a u f g a b e )  : 

i s t  m o n o t o n  w a c h s e n d  i n  S  ; 

i s t  m o n o t o n  i n  V ; 

i s t  k o n v e x .  

F e r n e r  g i l t  n a c h  ( 7 . 3 )  



u ( n - 4  X41 X, [ u O Q ~  u w l .  ( 7 . 1 3 )  

&C)ir=)o 
Dies b e d e u t e t  i n s b e s o n d e r e ,  d a s s  i n  j e d e m  G l e i c h g e w i c h t s z u s t a n d  d i e  

i n n e r e  E n e r q i e  m i n i m a l  w i r d  r e l a t i v  z u  d e n  g e h e m m t e n  G Z  m i t  v o r g e g e -  

b e n e n  ( s ,v ,N)  . 
Aus (7.9) e r g i b t  s i c h  d i e  H o m o g e n i t ä t s r e l a t i o n  

C. D i e  f r e i e  E n e r q i e  ( T  s t a t t  C )  

Wir s u c h e n  n u n  n a c h  g g K o o r d i n a t e n t r a n s f o r m a t i o n e n " ,  d i e  z u  k e i n e m  I n -  

f o r m a t i o n s v e r l u s t  ü b e r  d a s  TD S y s t e m  f ü h r e n .  A n s t e l l e  v o n  ( S , V , N )  s i n d  

z.B. (T ,V,N)  w e s e n t l i c h  e i n f a c h e r  z u  m e s s e n .  

Man k ö n n t e  z u n ä c h s t  v e r s u c h t  s e i n ,  d i e  G l e i c h u n g  

T = ( a " / a s > v , N  n a c h  S  a u f z u l ö s e n  u n d  U d u r c h  ( T , v , N )  a u s z u -  

d r ü c k e n :  u ( T , V , N )  = u ( s ( T , v , N ) , V , N )  . Dies f ü h r t  a b e r  z u  e i n e m  I n f o r -  

m a t i o n s v e r l u s t ,  w i e  am E n d e  v o n  s I . 3  g e z e i g t  w u r d e .  

Um d a s  z u  v e r m e i d e n ,  f ü h r e n  w i r  e i n e  L e q e n d r e - T r a n s f o r m a t i o n  

a u s  ( v g 1 . 9 1 . 3 ) :  

w o b e i  
So 

e i n  E n t r o p i e w e r t  i s t ,  b e i  dem d i e  S t ü t z g e r a d e  d e n  A u s s t i e g  

T  h a t .  E n t h ä l t  d e r  G r a p h  v o n  U f l a c h e  S t ü c k e  (wie b e i  P h a s e n ü b e r -  

g ä n g e n ,  v g l .  & I I I . 4 ) ,  s o  i s t  So n i c h t  e i n d e u t i g ,  d.h. d e r  U e b e r g a n g  

( s , v , N )  +S ( T , V , N )  i s t  k e i n e  K o o r d i n a t e n t r a n s f o r m a t i o n  ( d a  e r  n i c h t  

i n j e k t i v  i s t ) .  D i e s e r  i s t  a l s o  m i t  e i n e m  I n f o r m a t i o n s v e r l u s t  f ü r  d i e  

Z u s t ä n d e ,  j e d o c h  n i c h t  f ü r  d i e  T h e r m o d y n a m i k  v e r b u n d e n ,  d a  es  b e i  

l e t z t e r e r  a u f  A b l e i t u n g e n  d e r  P o t e n t i a l e ,  d.h. a u f  l o k a l e  u n d  n i c h t  

p u n k t u e l l e  E i g e n s c h a f t e n  ankommt.  ( ~ u f  d i e s e  B e m e r k u n g  w e r d e n  w i r  b e i  

d e r  D i s k u s s i o n  d e r  P h a s e n ü b e r g ä n g e  i n  6 1 1 1 . 4  z u r ü c k k o m m e n . )  



Kommen f l a c h e  S t ü c k e  v o r ,  s o  v e r l i e r t  man i m  z u g e h ö r i g e n  B i l d -  

b e r e i c h  f ü r  d a s  t r a n s f o r m i e r t e  P o t e n t i a l  i.a. D i f f e r e n z i e r b a r k e i t  

( m a c h e  e i n  ~ e i s ~ i e l ) .  

F ( T , V , N )  i s t  o f f e n b a r  k o n k a v  i n  T u n d  k o n v e x  i n  V u n d  N . 
Dies b e d e u t e t  p h y s i k a l i s c h  d a s  f o l g e n d e  

E x t r e m a l p r i n z i p  f ü r  d i e  f r e i e  E n e r q i e :  F  i s t  i r n  G l e i c h g e w i c h t s z u -  

s t a n d  ( T , V , N )  m i n i m a l  r e l a t i v  zu a l l e n  g e h e m m t e n  G Z  (T,vl ,N1)  , 
( T , v 2 , N 2 )  m i t  V = V1+ V 2  N = N1+ N 2  

Wärmebad 

D o r t  wo F d i f f e r e n z i e r b a r  i s t ,  g i l t  

D i e s  g i b t  w i e d e r  A n l a s s  z u  M a x w e l l - R e l a t i o n e n .  ( ~ l l e  d i e s e  w e r d e n  w i r  

we i t e r  u n t e n  t a b e l l a r i s c h  a u f f ü h r e n . )  

Aus d e r  H o m o g e n i t ä t s r e l a t i o n  (7 .9)  f o l g t  

D. E n t h a l p i e  ( p  s t a t t  V )  

D i e s e  i s t  d e f i n i e r t  d u r c h  

H i s t  k o n k a v  i n  p  u n d  k o n v e x  i n  S ,N,  d.h. e s  g i l t  d a s  

E x t r e m a l p r i n z i p  f ü r  d i e  E n t h a l p i e :  H i s t  i r n  G Z  m i n i m a l  r e l a t i v  z u  



a l l e n  gehemmten  G Z  ( s l ,p ,N1) ,  ( s 2 , p , N 2 )  m i t  S  = S1+S2, N = N1+ N 2 :  

D o r t  wo H d i f f e r e n z i e r b a r  i s t ,  g i l t  

(% q p  $U= V ( 7 . 2 3 ' )  

w o r a u s  w i e d e r  M a x w e l l - R e l a t i o n e n  f o l g e n .  

Aus ( 7 . 9 )  e r g i b t  s i c h  j e t z t  d i e  H o r n o g e n i t ä t s r e l a t i o n  

E. Das G i b b s s c h e  P o t e n t i a l  ( f r e i e  ~ n t h a l p i e )  

D i e s e s  i s t  b e s o n d e r s  n ü t z l i c h  f ü r  m e h r k o m p o n e n t i g e  S y s t e m e  ( e v e n t u e l l  

m i t  c h e m i s c h e n  R e a k t i o n e n ) ,  d a  ( ~ , p )  z u  s e i n e n  n a t ü r l i c h e n  V a r i a b l e n  

g e h ö r e n .  D i e  D e f i n i t i o n  l a u t e t  

G ( T , ~ , N )  i s t  k o n k a v  i n  T,p und  p r o p o r t i o n a l  zu  N ( s i e h e  G1.(7.27)  

u n t e n ) .  D e s h a l b  i s t  d a s  M i n i m a l p r i n z i p  f ü r  G b e i  e i n e m  e i n k o m p o n e n -  



t i g e n  F l u i d u m  t r i v i a l .  

Das D i f f e r e n t i a l  l a u t e t  (wo es e x i s t i e r t ) :  

u n d  f o l g l i c h  g i l t  

Aus d e r  H o m o g e n i t ä t s r e l a t i o n  w i r d  j e t z t  

F. Das q r o s s k a n o n i s c h e  P o t e n t i a l  

D i e s e s  s p i e l t  v o r  a l lem i n  d e r  s t a t i s t i s c h e n  M e c h a n i k  e i n e  w i c h t i g e  

R o l l e  ( f ü r  d i e  g r o s s k a n o n i s c h e  ~ e s a m t h e i t ) .  E s  i s t  d e f i n i e r t  d u r c h  

= ( T , u , ~ )  i s t  k o n v e x  i n  T  u n d  P. F e r n e r  g i l t  

d a P  -sCI~-pdV-h~dp 
d.h. 

u n d  d i e  H o m o g e n i t ä t s r e l a t i o n  g i b t  

Die w i c h t i g s t e n  F o r m e l n  d i e s e s  A b s c h n i t t s  h a l t e n  wir f ü r  d e n  s p ä t e r e n  

G e b r a u c h  i n  T a b e l l e  I f e s t .  A n s c h l i e s s e n d  g e b e  i c h  e i n e  g r a p h i s c h e  

G e d ä c h t n i s s t ü t z e .  





G r a p h i s c h e  G e d ä c h t n i s s t ü t z e  

Wir w e i s e n  n o c h  a u f  e i n e  b e k a n n t e  M e t h o d e  h i n ,  d i e  e s  g e s t a t t e t ,  d e n  

I n h a l t  v o n  T a b e l l e  I z u  m e m o r i e r e n .  D a z u  m u s s  man a b e r  i m  S t a n d e  s e i n ,  

j e d e r z e i t  d i e  F i g .  7 . 1  r i c h t i g  a n z u s c h r e i b e n .  I n  d i e s e r  i s t  d i e  F o r m e l  

( 7 . 3 1 )  

k o d i f i z i e r t .  ( ~ e i s p i e l e :  $ = - p  , A = V , o d e r  % =)L , /\ = N . )  

An d e n  E c k e n  s t e h e n  d i e  v i e r  V a r i a b l e n ,  w e l c h e  r e c h t s  i n  ( 7 . 3 1 )  v o r -  

kommen ( u n t e n  d i e  V a r i a b l e n ,  w e l c h e  a l s  D i f f e r e n t i a l e  v o r k o m m e n  u n d  

d i a m e t r a l  d a z u  d i e  k o n j u g i e r t e n  V a r i a b l e n ;  b e a c h t e  d i e  O r i e n t i e r u n g  

d e r  D i a g o n a l e n ) .  Die V e r b i n d u n g s s t r e c k e  S n  w i r d  m i t  U b e z e i c h n e t  

u m  a u s z u d r ü c k e n ,  d a s s  S u n d  A z u  d e n  n a t ü r l i c h e n  V a r i a b l e n  v o n  U 

g e h ö r e n .  E n t s p r e c h e n d  w e r d e n  d i e  a n d e r e n  t h e r m o d y n a m i s c h e n  P o t e n t i a l e  

e i n g e t r a g e n .  

F i q .  7 . 1  

Aus d i e s e r  F i g u r  k a n n  man z u n ä c h s t  d i e  D i f f e r e n t i a l e  d e r  t h e r -  

m o d y n a m i s c h e n  P o t e n t i a l e  i n  d e n  n a t ü r l i c h e n  V a r i a b l e n  a b l e s e n .  Wie i n  

( 7 . 3 1 ) ,  kommen d i e  b e n a c h b a r t e n  V a r i a b l e n  a l s  D i f f e r e n t i a l e  v o r ,  w e l -  

c h e  m i t  d e r  d i a g o n a l  g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  k o n j u g i e r t e n  V a r i a b l e n  m u l t i -  

p l i z i e r t  w e r d e n .  H e i k e l  s i n d  l e d i g l i c h  d i e  V o r z e i c h e n .  D i e s e  s i n d  

d u r c h  d i e  f o l g e n d e  R e g e l  f e s t g e l e g t :  

Wenn d e r  U e b e r g a n g  vom D i f f e r e n t i a l  zum K o e f f i z i e n t e n  

e n t g e g e n  d e r  O r i e n t i e r u n g  d e r  D i a g o n a l e n  v e r l ä u f t ,  w i r d  

d e r  Term m i t  e i n e m  M i n u s z e i c h e n  v e r s e h e n .  

B e i s p i e l :  dH = TdS - / \ d %  + ... 
Die B e z i e h u n q  z w i s c h e n  d e n  v e r s c h i e d e n e n  P o t e n t i a l e n  e r h ä l t  man 

a u s  F i g .  7 . 1  wie f o l g t :  Plan b e t r a c h t e  i r g e n d  e i n  P o t e n t i a l ,  z.B. U . 



D i e s e s  i s t  g l e i c h  dem n ä c h s t e n  P o t e n t i a l  (wobe i  e s  n i c h t  auf d i e  Rich- 

t u n g  ankommt) m i n u s  dem P r o d u k t  d e r  V a r i a b l e n  an  d e r  d a r a u f f o l g e n d e n  

Ecke m i t  i h r e r  k o n j u g i e r t e n  V a r i a b l e n ;  d a b e i  muss d i e s e r  Term u i e d e r  

m i t  dem O r i e n t i e r u n g s v o r z e i c h e n  ( b i e  oben)  ve rsehen  werden 
( v g l .  F ig .  7.2). 

B e i s p i e l e :  

F i q ,  7.2. Bez iehung  d e r  the rmodynamischen  P o t e n t i a l e  

D i e  M a x w e l l - R e l a t i o n e n  können  e b e n f a l l s  a b g e l e s e n  werden, indem 

man d r e i  a u f e i n a n d e r f o l g e n d e  Ecken d u r c h l ä u f t  ( v g l .  F i g .  7.3). F ü r  d i e  

r e c h t e  S e i t e  d e r  M a x w e l l - R e l a t i o n e n  d u r c h l ä u f t  man d r e i  Punk te  i n  um-  

g e k e h r t e r  R i c h t u n g ,  w o b e i  man von d e r  Ecke s t a r t e t ,  d i e  au f  d e r  l i n k e n  

S e i t e  n i c h t  vorkommt. D i e  z u g e h ö r i g e  V o r z e i c h e n r e g e l  en tn immt  man a m  

e i n f a c h s t e n  aus  den  B e i s p i e l e n  i n  F i g .  

B e i s p i e l e :  

m inus  9 s  nach  Q V  b e i  
f e s t e m  T 

g l e i c h  

nach  Q T  b e i  
f e s t e m  V 



F i q .  7.3. D i a g r a m m a t i s c h e  D a r s t e l l u n g  d e r  M a x w e l l - R e l a t i o n e n  

Diese R e g e l n  e r s c h e i n e n  k o m p l i z i e r t e r  a l s  s i e  s i n d .  Nach e i n i -  

g e n  B e i s p i e l e n  w i r d  a l l e s  e i n f a c h  u n d  a u t o m a t i s c h ,  

F ü r  d r e i  V a r i a b l e n p a a r e  ( s T ) ,  ( p ) ,  (N ,  ) u n d  

dU e T&-pd\/ +hdN 
P 

e r g e b e n  s i c h  d i e  M a x w e l l - R e l a t i o n e n  i n  a n a l o g e r  Weise a u s  d e n  d r e i  

V i e r e c k e n  ( S V T - P ) ,  (PVN-P), ( S ~ T N )  i m  T e t r a e d e r  v o n  F i g .  7.4. 

F i q .  7.4 P 

Z u r  e x p e r i m e n t e l l e n  B e s t i m m u n q  d e r  t h e r m o d y n a m i s c h e n  P o t e n t i a l e  

Man w i r d  s i c h  f r a g e n ,  w e l c h e  e x p e r i m e n t e l l  z u g ä n g l i c h e n  G r ö s s e n  e i n e s  

d e r  t h e r m o d y n a m i s c h e n  P o t e n t i a l e  u n d  d a m i t  d i e  T h e r m o d y n a m i k  d e s  Sy- 

stems b e s t i m m e n .  An d i e s e r  S t e l l e  z e i g e n  wir d a s s  f ü r  e i n  e i n f a c h e s  

S y s t e m  d i e  K e n n t n i s  d e r  t h e r m i s c h e n  Z u s t a n d s q l e i c h u n q  

s o w i e  d e r  k a l o r i s c h e n  Z u s t a n d s q l e i c h u n q  



s i c h e r  a u s r e i c h e n .  Da i n  (7.32) u n d  (7.33) T u n d  V d i e  u n a b h ä n g i -  

g e n  V a r i a b l e n  s i n d ,  z e i g e n  w i r ,  d a s s  d i e s e  b e i d e n  Z u s t a n d s g l e i c h u n g e n  

d i e  f r e i e  E n e r g i e  F ( T , V )  f e s t l e g e n .  Da F ( T , V )  = U ( T , V )  - T S ( T , V )  

i s t ,  b e n ö t i g e n  w i r  d i e  E n t r o p i e  a l s  F u n k t i o n  v o n  T  u n d  V . I n  d i e -  

s e n  V a r i a b l e n  l a u t e t  

e x p l i z i t  

D a r a u s  f o l g t  

u n d  

d.h. d i e  A b l e i t u n g e n  v o n  S ( T , V )  s i n d  b e s t i m m t .  B i s  a u f  e i n e  i r r e l e -  

v a n t e  K o n s t a n t e  i s t  a l s o  S ( T , V )  u n d  d a m i t  F ( T , V )  d u r c h  d i e  b e i d e n  

Z u s t a n d s g l e i c h u n g e n  b e s t i m m t .  - a s E s  g e n ü g t  a b e r  n o c h  etwas w e n i g e r .  Die A b l e i t u n g  T ( ~ ) ~  i s t  

d i e  s p e z i f i s c h e  Wärme C ( v g l .  ~ ~ 1 1 . 1 )  u n d  d i e  A b l e i t u n g  
cb C V 

(W)T i s t  ü b e r  d i e  M a x w e l l - B e z i e h u n g  

( 7 . 3 7 )  
av T 

d u r c h  d i e  t h e r m i s c h e  Z u s t a n d s g l e i c h u n g  ( 7 . 3 2 )  f e s t g e l e g t .  Es q e n ü q t  

a l s o  d i e  K e n n t n i s  v o n  CV u n d  ~ ( T , v )  . 
Aus ( 7 . 3 7 )  u n d  ( 7 . 3 6 )  f o l g t  f ü r  d i e  V o l u m e n a b h ä n g i g k e i t  d e r  i n -  

n e r e n  E n e r g i e  

Diese i s t  a l s o  d u r c h  d i e  t h e r m i s c h e  Z u s t a n d s g l e i c h u n g  b e s t i m m t .  S p e -  

z i e l l  f ü r  e i n  i d e a l e s  Gas e r h a l t e n  w i r  d a r a u s  

( i d e a l e s  ~ a s ) .  

G e h e n  w i r  a n  S t e l l e  v o n  ( 7 . 3 4 )  v o n  d e r  G l e i c h u n g  

a u s  u n d  b e h a n d e l n  j e t z t  T u n d  p  a l s  u n a b h ä n g i g e  V a r i a b l e n ,  s o  e r -  

h ä l t  man g a n z  a n a l o g  a n  S t e l l e  v o n  ( 7 . 3 8 )  d i e  B e z i e h u n g  



A N H A N G , E i n e  a n a l y t i s c h e  H e r l e i t u n q  d e s  e r s t e n  T e i l s  d e s  

2. H a u p t s a t z e s  

0 
W i r  s e t z e n  i m  f o l g e n d e n  xO= U ; d a n n  b i l d e n  X u n d  d i e  X 

i 
d e r  

r e v e r s i b l e n  A r b e i t  

e i n  K o o r d i n a t e n s y s t e m  d e r  S y s t e m m a n n i g f a l t i g k e i t  M . Wie i m m e r  b e -  

z e i c h n e t  w d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m  d e r  r e v e r s i b l e n  Wärme. Diese h a t  

n a c h  dem 1. H a u ~ t s a t z  d i e  Form 

Im f o l g e n d e n  s p i e l e n  a d i a b a t i s c h e  4 e g e  e i n e  w i c h t i g e  R o l l e .  
0 

F ü r  e i n e n  s o l c h e n  Weg i s t  m ( \ d )  = 0 u n d  d e s h a l b  
r' 

J = duo. 
2 

F ü r  d e n  e r s t e n  T e i l  d e s  2. H a u p t s a t z e s  ( ~ x i s t e n z  e i n e s  i n t e -  

g r i e r e n d e n  N e n n e r s  v o n  w , w e l c h e r  e i n e  u n i v e r s e l l e  F u n k t i o n  d e r  em- 

p i r i s c h e n  T e m p e r a t u r  i s t )  i s t  d a s  f o l g e n d e  P o s t u l a t  w e s e n t l i c h .  

POSTULAT 1, FUER JEDEN ADIABATISCHEN WEG 8 , WELCHER IN D E N  ARBEITS- 

KOORDINATEN GESCHLOSSEN I S T ,  GILT 

5 .( >.* (1) 

X 
I n  W o r t e n  b e d e u t e t  d i e s :  B e i  e i n e m  a d i a b a t i s c h e n  P r o z e s s ,  b e i  

dem d i e  ä u s s e r e n  P a r a m e t e r  ( ~ r b e i t s k o o r d i n a t e n )  w i e d e r  i h r e  A u s g a n g s -  

wer te  a n n e h m e n ,  k a n n  k e i n e  A r b e i t  a u f  K o s t e n  d e r  i n n e r e n  E n e r g i e  d e s  

S y s t e m s  g e w o n n e n  w e r d e n ,  D i e s  i s t  e i n e  F o l g e  d e r  N i c h t e x i s t e n z  e i n e s  

P e r p e t u u m  m o b i l e  z w e i t e r  Art. 

Da man j e d e  A d i a b a t e  a u c h  u m g e k e h r t  d u r c h l a u f e n  k a n n ,  

e r g i b t  s i c h  a u s  (1) 

( 2 )  

Nach dem e r s t e n  H a u p t s a t z  i s t  d a n n  A U  = 0  . U n s e r  P o s t u l a t  1 i m p l i -  

z i e r t  a l s o :  J e d e r  a d i a b a t i s c h e  Weg, w e l c h e r  i n  d e n  A r b e i t s k o o r d i n a t e n  

g e s c h l o s s e n  i s t ,  i s t  i n  M g e s c h l o s s e n .  Wir s a g e n  d a f ü r  k u r z , d a s  

W ä r m e d i f f e r e n t i a l  w h a b e  d i e  E i g e n s c h a f t  ( E ) .  

Der f o l g e n d e  m a t h e m a t i s c h e  S a t z  i s t  o f f e n s i c h t l i c h  p h y s i k a l i s c h  

s e h r  b e d e u t s a m .  



SATZ 1. LOKAL GILT: m BESITZT GENAU D A N N  EINEN INTEGRIERENDEN FAK- 

TOR, WENN m D I E  EIGENSCHAFT ( E )  HAT. 

B e m e r k u n q :  I n  d i e s e m  S a t z  i s t  a n g e n o m m e n ,  d a s s  d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m  
n  i 

W v o n  d e r  Ges t a l t  w = d x " + z  midx i s t .  D i e s  i s t  a b e r  k e i n e  E i n -  

s c h r ä n k u n g .  D u r c h  e i n e  e v e n t u e l l e  Umnurnmer ie rung  d e r  I n d i z e s  k ö n n e n  

w i r  l o k a l  immer e r r e i c h e n ,  d a s s  d e r  K o e f f i z i e n t  m o  v o n  d x O  i n  d e r  

K o o r d i n a t e n d a r s t e l l u n g  v o n  m v o n  N u l l  v e r s c h i e d e n  i s t .  Dann i s t  f ü r  

1 Ca: := - cc) 
m d i e  V o r a u s s e t z u n g  m = 1 e r f ü l l t  u n d  w h a t  n a t ü r l i c h  

mm 0 
U 

W 
g e n a u  d a n n  e i n e n  i n t e g r i e r e n d e n  F a k t o r ,  wenn  w e i n e n  s o l c h e n  h a t ,  

B e w e i s  v o n  S a t z  1: Die Form m h a b e  e i n e n  i n t e g r i e r e n d e n  F a k t o r :  
9 f gm = d f  . Wegen m = 1 i s t  - = 

0 
g f 0  . Nun s e i  e i n  a d i a b a t i s c h e r  

a x O  
Weg, w e l c h e r  i n  d e n  A r b e i t s k o o r d i n a t e n  g e s c h l o s s e n  i s t .  Dieser v e r -  

l ä u f t  w e g e n  d f ( 8 )  = 0  i n  e i n e r  N i v e a u f l ä c h e  v o n  f  . m i t  dem i m p l i -  

z i t e n  F u n k t i o n e n t h e o r e m  i s t  d i e s e  l o k a l  v o n  d e r  Form ( h ( x ) , x ) \ x ~  
o f f e n e r  Umgebung v o n a .  D e s h a l b  i s t  8 g e s c h l o s s e n ,  d.h. U h a t  d i e  

E i g e n s c h a f t  ( E ) .  

Nun nehmen wir u m g e k e h r t  a n ,  U h a b e  d i e  E i g e n s c h a f t  ( E )  i n  
n + l  

e i n e r  Umgebung d e s  N u l l p u n k t e s  v o n  R u n d  z e i g e n ,  d a s s  w e i n e n  

i n t e g r i e r e n d e n  N e n n e r  b e s i t z t .  Dazu  k o n s t r u i e r e n  w i r  i n  d e r  Umgebung 

v o n  O € R " + ~  

s o  d a s s  g i l t  

Wenn u n s  d i e s  

e i n e  T r a n s f o r m a t i o n  d e r  K l a s s e  v o n  d e r  Form 

g e l i n g t ,  s o  l a u t e t  d i e  t r a n s f o r m i e r t e  Form 

D i e  z u  i n v e r s e  T r a n s f o r m a t i o n  e x i s t i e r t  l o k a l  ( d a  D e t  D ~ J ( U , O )  - = 1 )  

u n d  h a t  d i e  G e s t a l t  

u n d  f o l g l i c h  i s t  

'C= - 
2 cbu i 

d.h. w h a t  e i n e n  i n t e g r i e r e n d e n  N e n n e r  T . 
Die F u n k t i o n  F ( U , X )  - k o n s t r u i e r e n  wir w i e  f o l g t .  b) s e i  e i n e  

0 A d i a b a t e  ( m ( S ) )  = 0 )  m i t  A n f a n g s p u n k t  ( u , ~ )  und  E n d p u n k t  ( X  ,L) 



0 ( v g l .  Fig.). W i r  s e t z e n  f(u,)O = X . 

A 1s 

häng  

Beze 

e r s t e s  

t. S e i  

i c h n e t  

z e i g e n  w i r ,  dass  ~ ( u , ~ )  n i c h t  vom s p e z i e l l e n  Weg X ab- 

e i n  z w e i t e r  Weg, m i t  den  Endpunk ten  ( u , ~ )  und  

nun  x1 den Weg, w e l c h e  i n  (9' 9-  X )  s t a r t e t ,  i n  d e r  um- 
o g e k e h r t e n  R i c h t u n g  d u r c h l ä u f t  und  l ä n g s  V i m  Endpunk t  ( X  ,x) v o n  8 

ende t ,  s o  i s t  \dl  i n  den  A r b e i t s k o o r d i n a t e n  gesch lossen .  Nach Voraus-  
0 

s e t z u n g  i s t  d e s h a l b  X'= X . 
Nun müssen w i r  d a f ü r  so rgen ,  dass F (u , x )  von  d e r  K l a s s e  c1 

i s t .  Dazu wäh len  w i r  1J von  d e r  Form 8 ( t )  = ( 9 ( t ) , t x )  9 t€b,l] 9 

g ( 0 )  = U . D i e  Bed ingung  m ( i )  = 0 l a u t e t  

I 
0 4 d ~  4 .  ( 5 )  

D i e s e  D i f f g l .  i s t  f ü r  d i e  An fangsbed ingung  g ( 0 )  = U zu  l ösen .  Der  

Endpunk t  von  i s t  ( c ~ ( l ) , ~ ) ,  d.h. es  g i l t  ~ ( u , ~ )  = g ( 1 )  . Nach be- 

k a n n t e n  Sä tzen  i s t  F ( u , ~ )  von  d e r  K l a s s e  c1 . S c h l i e s s l i c h  z e i g e n  

w i r ,  dass  F  d i e  ~ 1 . ( 4 )  e r f ü l l t .  Dazu b e t r a c h t e n  w i r  d i e  Kurve  

( h ( t ) ,  5 + tvgi) m i t  

0 und  d e r  An fangsbed ingung  h ( 0 )  = X und genügend k l e i n e m  V >  0  . 
0 Längs d i e s e r  Ku rve  i s t  w = 0  und i h r e  Endpunk te  s i n d  ( X  ( h ( t ) ,  

X + v e . )  . F o l g l i c h  i s t  h ( 1 )  = F ( U , X +  v e . )  . Nach dem N i t t e l w e r t s a t z  - -1 - -1 

i s t  

I m  L imes V 0 e r h a l t e n  w i r  G I .  ( 4 ) .  

D i e s e r  Sa t z  z e i g t ,  dass das P o s t u l a t  1 d i e  E x i s t e n z  e i n e s  i n t e -  

g r i e r e n d e n  Nenners f ü r  das W ä r m e d i f f e r e n t i a l  w g a r a n t i e r t :  

D i e  A d i a b a t e n  l i e g e n  n a t ü r l i c h  a u f  den  F l ä c h e n  = cons t .  ( ~ a r a u s  



f o l g t  i n s b e s o n d e r e  das  P r i n z i p  v o n  C a r a t h e o d o r y  von  d e r  " a d i a b a t i -  
1 schenn  ~ n e r r e i c h b a r k e i t " . )  

W i r  z e i g e n  nun, dass  a u f  Grund s e h r  a l l g e m e i n e r  Bed ingungen  d e r  

i n t e g r i e r e n d e  Nenner i n  ( 6 )  e i n e  - b i s  a u f  e i n e n  Z a h l e n f a k t o r  e i n -  

d e u t i g e  - F u n k t i o n  d e r  e m p i r i s c h e n  Tempera tu r  e i s t .  Da fü r  i s t  d i e  

f o l g e n d e ,  schon  a u f  S. 25 gemachte Annahme w e s e n t l i c h :  

POSTULAT 2 .  FUER ZWEI BELIEBIGE SYSTEME I R  THERMISCHEN GLEICHGEWICHT 

S I N D  DIE FORMEN du, a UND w ADDITIV. 

S c h l i e s s l i c h  w o l l e n  w i r  noch  e i n e  e n t a r t e t e  S i t u a t i o n  aus- 

s c h l i e s s e n .  Auf Grund d e r  b e r e i t s  f o r m u l i e r t e n  P o s t u l a t e  k ö n n t e  m 

e i n  e x a k t e s  D i f f e r e n t i a l  s e i n .  D i e s  wäre  nach  ( 6 )  genau dann d e r  F a l l ,  

wenn 2 n u r  e i n e  F u n k t i o n  von  wäre, denn dann wäre ~ d ~ p  4 icwd)i. 
F ü r  s o l c h e  Systeme wä ren  d i e  I n t e g r a l e  von  a und m l ä n g s  g e s c h l o s -  

senen  Wegen g l e i c h  N u l l .  Dann gäbe es  abe r ,  z.B., k e i n e  Wärmemaschinen. 

D i e  Umwandlung v o n  Wärme i n  mechan ische  A r b e i t  und umgekehr t  b e r u h t  

w e s e n t l i c h  d a r a u f ,  dass a und m n i c h t  e x a k t  s i nd ,  W i r  v e r l a n g e n  

d e s h a l b  das 

POSTULAT 3. D I E  FUNKTIONEN rC UND &' I N  G L . ( ~ )  S I N D  UNABHAENGIG 

( d ~ h d ~  f 0).  [ W A E R M E  KANN PARTIELL I N  ARBEIT UMGEWANDELT WERDEN.]  

Nun können  w i r  den  f o l g e n d e n  S a t z  beweisen. 

SATZ 2. DER INTEGRIERENDE NENNER 2 FUER D I E  DIFFERENTIALFORM DER 

WAERME ai IST NUR EINE FUNKTION VON 0 U N D =  UND V O N  DER GESTALT 

Beweis :  W i r  b e t r a c h t e n  z w e i  T e i l s y s t e m e  1 und 2,  we lche  s i c h  i m  t h e r -  

m i s c h e n  G l e i c h g e w i c h t  b e f i n d e n .  Aus d e r  A d d i t i v i t ä t  von m f o l g t  

Der Zus tand  des e r s t e n  Systems werde d u r c h  6 und d i e  A r b e i t s k o o r d i -  
1 n  n a t e n  ( x ( ~ ) , . . ,  x ( ~ ) )  , d e r  des z w e i t e n  Systems d u r c h  0 und 

1 m 
X ( 2 ) 9 - * d  (2  b e s c h r i e b e n .  I n  G1.(8) i s t  

D i e  F u n k t i o n e n  v1 bzw. C f 2  s i n d  Z u s t a n d s f u n k t i o n e n  des e r s t e n ,  bzw. 

z w e i t e n  Systems. W i r  können  nach  P o s t u l a t  3 d i e s e  a l s  unabhäng ige  Va- 

r i a b l e n  wäh len  (z.8. a n  S t e l l e  von  
1 1 

x(l) bzW* X ( 2 )  ), so  dass ( b e i  
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m i s s b r ä u c h l i c h e r  Verwendung des  F u n k t i o n s z e i c h e n s ) :  

2, = t (&,T, x4> 

T L = q 0 p 2 ,  xr) 

't: = 'r: Ce,q,~~, X „  

- 2  h 2  m 
wobei  xl - ( x ( ~ ) , . . , x ( ~ ) ) ,  x2 = ( x ( ~ ) , . . , x  ) d i e  v e r b l e i b e n d e n  A r -  

( 2 )  

b e i t s k o o r d i n a t e n  s i n d .  

Qr Durch  V e r g l e i c h  m i t  ( 8 )  e r g i b t  s i c h  =X l /=  und  - = x 2 / K  , 
QUi 9=2 

während d i e  K o e f f i z i e n t e n  von d e  , dxl und dx7  i n  ( 9 )  ve r schw inden .  
- L 

S e t z t  man d i e  gemischen A b l e i t u n g e n  v o n G ,  u n t e r  Verwendung d i e s e r  Er- 

g e b n i s s e  g l e i c h ,  so  f i n d e t  man 

Aus (10 )  f o l g t ,  dass d i e  A b h ä n g i g k e i t  d e r  Grössen Tl, 
von  n u r  d i e  Form 

1;2 

haben kann. Dabe i  i s t  T e i n e  b e l i e b i g e ,  abe r  u n i v e r s e l l e  F u n k t i o n  

von 0 . 
Da Tl n i c h t  von x2 und  T n i c h t  von 2  X1 abhängt ,  muss nach  (11) 

und (12 )  T unabhäng ig  von  xl und X , unabhäng ig  von x1 und 

unabhäng ig  von  xi s e i n .  Aus ( 1 3 )  f o l g t  d e s h a l b  



D i e  F u n k t i o n e n  il u n d  b2 s i n d  b e l i e b i g ,  d a  m i t  a u c h  d a s  Pro- 

d u k t  a u s  Tl u n d  e i n e r  b e l i e b i g e n  F u n k t i o n  ~(q) e i n  i n t e g r i e r e n -  

d e r  N e n n e r  v o n  ml i s t .  U n t e r  d e n  i n t e g r i e r e n d e n  N e n n e r n  g i b t  e s  i n s -  
- 

b e s o n d e r e  s o l c h e ,  f ü r  d i e  Il(cl) = $ 2 ( ~ )  = 1 g i l t ,  d i e  a l s o  n u r  

v o n  d e r  e m p i r i s c h e n  T e m p e r a t u r  a b h ä n g e n .  I n  d i e s e m  F a l l  h a b e n  w i r  

(wir s c h r e i b e n  i n  d i e s e m  b e s o n d e r e n  F a l l  S1 u n d  S2 a n  S t e l l e  v o n  

7 u n d C 2 )  u n d  n a c h  ( 8 )  u n d  ( 1 4 )  g i l t  

Dies i s t  n u r  m ö g l i c h ,  w e n n  W u n d  d a m i t  6 n u r  F u n k t i o n e n  v o n  S1+S2 

s i n d .  ( Z e i g e  d i e s  !) D e s h a l b  i s t  d i e  r e c h t e  S e i t e  v o n  ( 1 5 )  g l e i c h  dem 

D i f f e r e n t i a l  e i n e r  F u n k t i o n  S . F ü r  d i e s e  g i l t  a l s o  d S l +  d S 2  = d S  

u n d  ( d a  T= T ( C ~ ) J ~ ( S ~ , S ~ ) )  

0 = -T@) as. 
( 1 6 )  

D u r c h  e i n e  g e e i g n e t e  Wahl  d e r  a d d i t i v e n  K o n s t a n t e n  k a n n  S = S1+ S  2 
g e w ä h l t  w e r d e n .  

Damit i s t  g e z e i g t ,  d a s s  man f ü r  j e d e s  S y s t e m  d i e  E n t r o p i e f u n k -  

t i o n  S  s o  f e s t l e g e n  k a n n ,  d a s s  ( 1 6 )  m i t  d e m s e l b e n  ~ ( 0 )  f ü r  a l l e  

S y s t e m e  g i l t .  

D u r c h  ( 1 6 )  i s t  ~ ( 0 )  b i s  a u f  e i n e n  F a k t o r  e i n d e u t i g  b e s t i m m t .  

G i l t  n ä m l i c h  a u c h  U = ? ( e ) d S  , s o  i s t  

cC. 
Da T u n d  T v o n  N u l l  v e r s c h i e d e n  

u n d  a u s  d? = g ( e ) d ~  f o l g t  

s i n d ,  i s t  g ( e )  = d e f i n i e r t ,  
7 0)  

D a r a u s  f o l g t  

0% 
u n d  cb&(ta0 



A l s o  muss g'(e) = 0 und  d a m i t  g ( e )  k o n s t a n t  s e i n .  

D i e  d u r c h  T(8 )  b i s  a u f  e i n e  w i l l k ü r l i c h e  E i n h e i t e n w a h l  be- 

s t i m m t e  T e m p e r a t u r s k a l a  T  h e i s s t  d i e  a b s o l u t e  T e m p e r a t u r s k a l a  und  

d i e  d u r c h  ( 1 7 )  b i s  a u f  e i n e n  Summanden b e s t i m m t e  F u n k t i o n  S h e i s s t  

E n t r o p i e ;  G 1  ( 16 )  w i r d  auch  a l s  E n t r o p i e s a t z  b e z e i c h n e t .  
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U E B U N G S A U F G A B E N  

1. E r k l ä r e  d i e  F u n k t i o n s w e i s e  d e s  f o l g e n d e n  c h i n e s i s c h e n  K i n d e r s p i e l s .  

Das " E n t c h e n "  i n  d e r  F i g u r  b e s t e h t  a u s  e i n e m  a b g e s c h l o s s e n e n  Glas- 

b e h ä l t e r ,  w e l c h e r  a u f  e i n e r  d r e h b a r  g e l a g e r t e n  A c h s e  b e f e s t i g t  i s t .  

Er e n t h ä l t  e i n e  l e i c h t  v e r d a m p f e n d e  F l ü s s i g k e i t .  Im G l e i c h g e w i c h t  

i s t  d e r  t tHalsw um e i n i g e  G r a d e  g e g e n  d i e  V e r t i k a l e  g e n e i g t .  " K o p f "  

u n d  I 1 S c h n a b e l t t  s i n d  m i t  e i n e r  d ü n n e n  W a t t e s c h i c h t  b e d e c k t .  W i r d  d e r  

Kopf etwas a n g e f e u c h t e t ,  i n d e m  d e r  S c h n a b e l  i n  e i n  Glas m i t  Wasser 

g e t a u c h t  w i r d ,  s o  w i r d  d a s  " E n t c h e n "  u n u n t e r b r o c h e n  " t r i n k e n " .  

2. E m p i r i s c h e  T e m p e r a t u r  u n d  a b s o l u t e  T e m p e r a t u r .  

D i e  u r s p r ü n g l i c h e  D e f i n i t i o n  (11.5.7) d e r  a b s o l u t e n  T e m p e r a t u r  i s t  

f ü r  p r a k t i s c h e  Z w e c k e  w e n i g  g e e i g n e t ,  w e i l  k a l o r i m e t r i s c h e  Mes- 

s u n g e n  n i c h t  b e s o n d e r s  g e n a u  s i n d .  

Wir w ä h l e n  e i n e  b e l i e b i g e  e m p i r i s c h e  T e m p e r a t u r s k a l a  0 u n d  d e n k e n  

u n s  (9 0 ) "  , s o w i e  T(Q S / ( ) V ) ~  g e g e b e n .  

B e t r a c h t e  i n  
d u +  dv dS= L 

T 
T  u n d  V a l s  u n a b h ä n g i g e  V a r i a b l e  u n d  f o l g e r e  d a r a u s  

u n d  h i e r a u s  

w o b e i  



Ca s Z e i g e ,  d a s s  d e r  N e n n e r  i m  I n t e g r a n d e n  a u c h  g l e i c h  T -  i s t .  
9"  6 

Aus (*) f o l g t  
-F 

W ä h l e n  wir d i e  T e m p e r a t u r s k a l a  s o ,  d a s s  d e r  D i f f e r e n z  el- Go= 
1 0 0 ' ~  g e r a d e  Tl- T. = 1 6 0 ' ~  e n t s p r i c h t ,  s o  i s t  

M i t  d i e s e r  B e z i e h u n g  k a n n  man d i e  a b s o l u t e  T e m p e r a t u r  T a u s  e i n e r  

v o r g e g e b e n e n  e m p i r i s c h e n  T e m p e r a t u r  b e s t i m m e n .  

1 
3. Z e i g e ,  d a s s  i m  @ d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m  ui = d x  + x 2 d x 3  k e i n e n  

i n t e g r i e r e n d e n  N e n n e r  h a t .  

4. Man b e n u t z e  e i n e  C a r n o t - M a s c h i n e  a l s  Wärmepumpe u n d  b e r e c h n e  d e r e n  

W i r k u n g s g r a d  a u s  6 d u  = &  d S  = 0 . Um w i e v i e l  w ü r d e n  d i e  H e i z u n g s -  

k o s t e n  i m  V e r g l e i c h  z u  e i n e m  n o r m a l e n  E l e k t r o o f e n  r e d u z i e r t  ? 

5. B e t r a c h t e  e i n  e i n f a c h e s  F l u i d  u n d  z e i g e ,  d a s s  d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m  

d e r  r e v e r s i b l e n  Wärme n u r  d a n n  e x a k t  s e i n  w ü r d e ,  wenn d i e  u n p h y s i -  

k a l i s c h e  B e d i n g u n g  (g)" = 0 e r f ü l l t  w ä r e .  

6. Z e i g e  m i t  dem 2. T e i l  d e s  z w e i t e n  H a u p t s a t z e s ,  d a s s  d i e  a b s o l u t e  

T e m p e r a t u r s k a l a  d i e  l i n e a r e  O r d n u n g  " w ä r m e r - k ä l t e r "  r e s p e k t i e r t .  

7. S t e l l e  d e n  D r u c k  e i n e s  e i n f a c h e n  F l u i d s  a l s  e i n e  L e g e n d r e - T r a n s f o r -  

m i e r t e  d e r  E n e r g i e d i c h t e  U / V  d a r .  

8. Man f o l g e r e  a u s  d e r  i d e a l e n  Z u s t a n d s g l e i c h u n g  pV = R N T  ( N  f e s t ) ,  

d a s s  d i e  i n n e r e  E n e r g i e  n u r  e i n e  F u n k t i o n  v o n  T  i s t .  



K A P I T E L 111. ANWENDUNGEN DER T H E R M O D Y N A M I K  

I n  d i e s e m  K a p i t e l  i l l u s t r i e r e n  wir d i e  L e i s t u n g s f ä h i g k e i t  d e r  

TD i n  z a h l r e i c h e n  A n w e n d u n g e n ,  w e l c h e  g a n z  v e r s c h i e d e n a r t i g e  S y s t e m e  

b e t r e f f e n .  

1. S p e z i f i s c h e  Wärmen u n d  a n d e r e  R e s p o n s e f u n k t i o n e n  

Wir b e t r a c h t e n  e i n  e i n f a c h e s  F l u i d  m i t  f e s t e r  S u b s t a n z m e n g e  

N = 1 . I n  d i e s e m  F a l l  b e z e i c h n e t  man ü b l i c h e r w e i s e  d i e  e x t e n s i v e n  Va- 

r i a b l e n  m i t  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  k l e i n e n  B u c h s t a b e n  s , u , v , h , f , g , . . .  

( s p e z i f i s c h e  E n t r o p i e ,  e tc . ) .  W i c h t i g e  G r ö s s e n  s i n d :  

t h e r m i s c h e r  E x p a n s i o n s k o e f f i z i e n t :  d = 1 Q V  

i s o t h e r m e  K o m p r e s s i b i l i t ä t :  1 a v  
YT=Y(T)T 

a d i a b a t i s c h e  K o m p r e s s i b i l i t ä t :  +=&& 
i s o c h o r e r  S p a n n u n g s k o e f f i z i e n t :  

D i e  s p e z i f i s c h e n  Wärmen C C s i n d  p r i m ä r  d e f i n i e r t  d u r c h :  
V '  P  

Es i s t  a l s o  

D i e  i n  (1.1) u n d  ( 1 . 3 )  d e f i n i e r t e n  G r ö s s e n  s i n d  a u f  G r u n d  d e r  f l a x w e l l -  

R e l a t i o n e n  n i c h t  v o n e i n a n d e r  u n a b h ä n g i g .  Um B e z i e h u n g e n  z w i s c h e n  d i e -  

s e n  z u  f i n d e n ,  b e n u t z e n  w i r  d e n  M u l t i p l i k a t i o n s s a t z  f ü r  F u n k t i o n a l -  

m a t r i z e n  b e i  K o o r d i n a t e n t r a n s f o r m a t i o n e n ,  d.h. D(wo4)  = D y  o  D$ . 
D i e s e r  l i e f e r t  z .0 .  

Aus 

* ( 1 . 4 )  



e r g i b t  s i c h  d u r c h  D e t e r m i n a n t e n b i l d u n g  

N a t ü r l i c h  g i l t  a u c h  

d.h. 

A n a l o g  



a l s o  

Aus ( 1 . 8 )  f o l g t  m i t  (1.5) a u c h  

F ü r  e i n  i d e a l e s  Gas ( P V  = R T )  f i n d e t  man a u s  ( 1 . 1 0 )  s o f o r t  C -cv=R . 
P 

Nach ( 1 1 . 7 . 3 7 )  i s t  d i e  V o l u m e n a b h ä n g i g k e i t  d e r  i n n e r e n  E n e r g i e  

d u r c h  d i e  Z u s t a n d s g l e i c h u n g  p  = p ( ~ , v )  b e s t i m m t :  

E n t s p r e c h e n d  g i l t  n a c h  (11 .7 .40)  

D e s h a l b  i s t  d i e  V - A b h ä n g i g k e i t  v o n  cv  d u r c h  d i e  Z u s t a n d s g l e i c h u n g  

b e s t i m m t :  

E n t s p r e c h e n d  g i l t  

F e r n e r  s e h e n  w i r ,  d a s s  a u s  c v ( T , v )  u n d  d e r  Z u s t a n d s g l e i c h u n g  d i e  i n -  

n e r e  E n e r g i e  u n d  d i e  E n t r o p i e  w i e  f o l g t  b e r e c h e n b a r  s i n d :  



cb 
I n  d e r  l e t z t e n  G l e i c h u n g  w u r d e  d i e  A a x w e l l - R e l a t i o n  (+)T = ( G ) v  
b e n u t z t .  

C t a b i l i t ä t s b e d i n q u n q e n  

E i n  G Z  i s t  s t a b i l ,  w e n n  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e  d u r c h  d e n  z u g e h ö r i g e n  

P u n k t  P  d e r  E n t r o p i e f l ä c h e  m i t  d i e s e r  n u r  P  g e m e i n s a m  h a t .  P i s t  

a l s o  e i n  E x t r e m a l p u n k t ,  d e r  n i c h t  a u f  e i n e m  G e r a d e n s t ü c k  d e r  E n t r o p i e -  

f l ä c h e  i s t .  Der G Z  i s t  i n  e i n e r  r e i n e n  P h a s e ;  e r  k a n n  m i t  k e i n e m  a n d e -  

r e n  Z u s t a n d  o h n e  Hemmungen k o e x i s t i e r e n  ( v g l .  A b s c h n i t t  4 ) .  M i t  d e n  

n ö t i g e n  Differenzierbarkeits-Voraussetzungen m u s s  i n  P d i e  M a t r i x  

p o s i t i v  d e f i n i t  s e i n .  Dies i s t  g l e i c h b e d e u t e n d  m i t  ( 2 u 2 ) v >  a2  
s 

u n d  d e r  P o s i t i v i t ä t  d e r  D e t e r m i n a n t e .  A u s g e s c h r i e b e n  b e d e u t e t  d a s  

u n d  

Aus ( 1 . 7 )  u n d  ( 1 . 8 )  f o l g t  d a m i t ,  d a s s  a u c h  X u n d  C p o s i t i v  s i n d .  
S P 



2. Der J o u l e - T h o m s o n - P r o z e s s  

B e i m  V e r s u c h  v o n  J o u l e  und Thomson w i r d  e i n e  g e d r o s s e l t e  E n t -  

s p a n n u n g  d u r c h g e f ü h r t .  E i n  Gas ( o d e r  e i n e  ~ l ü s s i g k e i t ) ,  w e l c h e s  s i c h  

u n t e r  dem Druck  p l  b e f i n d e t ,  s t r ö m t  a u f  s t a t i o n ä r e  W e i s e  d u r c h  e i n e n  

P f r o p f e n  i n  e i n  G e f ä s s ,  wo d e r  Druck  pi i s t  ( v g l .  F i g .  2 .1) .  Irn Ver- 

l a u f e  d e s  g a n z e n  P r o z e s s e s  u e r d e n  d i e  D r u c k e  a u f  b e i d e n  S e i t e n  d e s  

Thermometer 

Drossel (Pfropfen) 

F i q .  2 . 1  

P f r o p f e n s  k o n s t a n t  g e h a l t e n .  Die T e m p e r a t u r  w i r d  a u f  d e r  e i n e n  S e i t e  

v o r g e g e b e n  und  a u f  d e r  a n d e r e n  g e m e s s e n .  B e i  s o r g f ä l t i g e r  A n o r d n u n g  

k a n n  man d i e  m a k r o s k o p i s c h e  S t r ö m u n g  d e s  G a s e s  v e r n a c h l ä s s i g e n ,  Wir 

w o l l e n  a u s s e r d e m  a n n e h m e n ,  d a s  S y s t e m  s e i  t h e r m i s c h  i s o l i e r t .  

Dieser  P r o z e s s  i s t  n a t ü r l i c h  i r r e v e r s i b e l ,  d e n n  d i e  k l e i n e n  

O e f f n u n g e n  d e r  p o r ö s e n  Trennwand  ü b e n  R e i b u n g  a u f  d a s  Gas a u s  und  

d r o s s e l n  s o  s e i n e  G e s c h w i n d i g k e i t .  

Die A e n d e r u n g  d e r  i n n e r e n  E n e r g i e  f ü r  e i n  Mol d u r c h g e p r e s s t e n  

G a s e s  i s t  n a c h  dem 1. H a u p t s a t z  

VA 0 

w o b e i  d a s  e r s t e  I n t e g r a l  d i e  l i n k s  vom P f r o p f e n  und  d a s  z w e i t e  I n t e -  

g r a l  d i e  r e c h t s  vom P f r o p f e n  z u g e f ü h r t e  A r b e i t  i s t .  Dies z e i g t ,  d a s s  

d i e  E n t h a l p i e  h  = u+pv be im Joule-Thornson  P r o z e s s  e r h a l t e n  i s t ,  

Die T e m p e r a t u r ä n d e r u n g  b e i  e i n e r  k l e i n e n  D r u c k ä n d e r u n g  w i r d  d e s h a l b  

d u r c h  d i e  A b l e i t u n g  Cd T b7),, b e s t i m m t .  D i e s e n  s o g .  J o u l e - T h o m s o n  - 



K o e f f i z i e n t e n  w o l l e n  wir d u r c h  b e r e i t s  e i n g e f ü h r t e  G r ö s s e n  a u s d r ü c k e n ,  

Nach (1 .5 )Ais t  
ui4-67 

Nun i s t  a b e r  ( s .  T a b e l l e  I )  

A l s o  

M a x w e l l  ( ~ a b e l l e  I )  

Damit e r h a l t e n  wir 

Je  n a c h  V o r z e i c h e n  d e r  r e c h t e n  S e i t e  e r h a l t e n  w i r  e i n e  T e m p e r a t u r z u -  

nahme o d e r  e i n e  T e m p e r a t u r a b n a h m e .  Die G r e n z k u r v e ,  w e l c h e  d i e  b e i d e n  

B e r e i c h e  t r e n n t ,  n e n n t  man d i e  I n v e r s i o n s k u r v e .  D i e s e  e r f ü l l t  n a c h  

( 2 . 4 )  d i e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  

S i e  b e s t i m m t  d i e  I n v e r s i o n s t e m p e r a t u r  a l s  F u n k t i o n  v o n  p  , bzw. V . 
Im A b s c h n i t t  5 w e r d e n  w i r  d i e s e  f ü r  d a s  v a n  d e r  W a a l s s c h e  Gas  b e s t i m -  

men. 

Aus ( 2 . 3 )  e n t n e h m e n  w i r  n o c h  

Wie e r w a r t e t ,  n immt  a l s o  d i e  E n t r o p i e  b e i m  U e b e r g a n g  e i n e s  G a s e s  z u  

e i n e m  k l e i n e r e n  D r u c k  d u r c h  d e n  J o u l e - T h o m s o n - P r o z e s s  zu .  

3. Das S t e p h a n - B o l t z m a n n  G e s e t z  d e r  H o h l r a u m s t r a h l u n g  

Wir s t e l l e n  u n s  e i n e n  H o h l r a u m  v o r ,  d e s s e n  Wände s i c h  a u f  e i n -  

h e i t l i c h e r  k o n s t a n t e r  T e m p e r a t u r  b e f i n d e n .  D i e  S t r a h l u n g  i m  I n n e r n  



s t e h t  ( n a c h  e i n i g e r  ~ e i t )  m i t  den Wänden i m  t h e r m o d y n a m i s c h e n  G l e i c h -  

g e w i c h t ,  wenn  l e t z t e r e  L i c h t  b e l i e b i g e r  W e l l e n l ä n g e  e m i t t i e r e n  u n d  ab- 

s o r b i e r e n  k ö n n e n .  ( s o n s t  b e n ü t z e  man d a s  b e r ü h m t e  K o h l e s t ä u b c h e n . )  D i e  

Wände s o l l e n  a u c h  f ü r  d a s  L i c h t  u n d u r c h l ä s s i g  s e i n  u n d  n i c h t  Mater ia l  

v e r d a m p f e n .  I n  d i e s e r  S i t u a t i o n  m ü s s e n  wir d e r  S t r a h l u n g  d i e  g l e i c h e  

T e m p e r a t u r  z u s c h r e i b e n  w i e  d e n  Wänden,  

Hohlraum 

/YTx1 
Kohlestäubchen 

D i e  G Z  d e s  H o h l r a u m e s  w e r d e n  e i n d e u t i g  c h a r a k t e r i s i e r t  d u r c h  

d i e  T e m p e r a t u r  T u n d  d a s  Volumen  V . Wir i n t e r e s s i e r e n  u n s  f ü r  d a s  

z u g e h ö r i g e  t h e r m o d y n a m i s c h e  P o t e n t i a l ,  d .h .  d i e  f r e i e  E n e r g i e  F ( T , v ) .  

Z u n ä c h s t  s u c h e n  w i r  d i e  kalorische s o w i e  d i e  t h e r m i s c h e  Zu- 

s t a n d s g l e i c h u n g :  U = u(T ,v ) ,  p  = P ( T , V )  . 
O f f e n s i c h t l i c h  i s t  ( b e i  v e r n a c h l ä s s i g b a r e n  ~ b e r f l ä c h e n e f f e k t e n )  

D a b e i  i s t  d i e  E n e r g i e d i c h t e  n a c h  d e r  E 0  

Der S p a n n u n g s t e n s o r  i s t  i s o t r o p  u n d  h ä n g t  m i t  dem D r u c k  w i e  f o l g t  z u -  

sammen:  

D u r c h  S p u r b i l d u n g  f o l g t  

D i e  t h e r m i s c h e  u n d  d i e  k a l o r i s c h e  Z u s t a n d s g l e i c h u n g  f a l l e n  a l s o  z u -  

sammen. 

F ü r  d i e  E n t r o p i e  g i l t  n a c h  d e r  H o m o g e n i t ä t s r e l a t i o n  ( 1 1 . 7 ~ 9 )  



Nun b e n u t z e n  w i r  d i e  M a x w e l l - R e l a t i o n  ( ~ a b e l l e  I )  

S e t z e n  wir h i e r  ( 3 . 2 )  u n d  ( 3 . 3 )  e i n ,  s o  kommt 

D e s h a l b  i s t  

U CT) = a~~ 
( a :  S t e f a n - B o l t z m a n n  ~ o n s t a n t e ) .  D a m i t  l a u t e t  S  n a c h  ( 3 . 3 )  

u n d  f ü r  F = U - TS e r h a l t e n  w i r  

3 Aus (3 .6 )  e r g i b t  s i c h  f ü r  d i e  A d i a b a t e n  VT = c o n s t ,  o d e r  

p ~ ~ ' ~  = c o n s t .    esh halb nimmt b e i  d e r  k o s m i s c h e n  E x p a n s i o n  d i e  Ternpe- 

r a t u r  d e r  H i n t e r g r u n d s t r a h l u n g  p r o p o r t i o n a l  m i t  1 / ~  ( R :  s k a l e n f a k t o r )  

a b .  

Diese t h e r m o d y n a m i s c h e  H e r l e i t u n g  d e s  v o n  S t e f a n  e m p i r i s c h  g e -  

f u n d e n e n  Gesetzes  w u r d e  v o n  B o l t z m a n n  1884 g e g e b e n .  H.A. L o r e n t z  n e n n t  

s i e  i n  s e i n e r  G e d ä c h t n i s r e d e  a u f  B o l t z m a n n  " e i n e  w a h r e  P e r l e  d e r  t h e o -  

r e t i s c h e n  P h y s i k w .  ( s i e  b i l d e t  n a t ü r l i c h  a u c h  e i n e n  b e l i e b t e n  P r ü f u n g s -  

g e g e n s t a n d .  ) 

4. P h a s e n ü b e r g a n g e  ( 1 .  ~ r d n u n g )  

Wir b e t r a c h t e n  e i n  e i n f a c h e s  F l u i d u m  (z.B. H20)  m i t  f e s t e m  N . 
A u s g a n g s p u n k t  d e r  U e b e r l e g u n g e n  d i e s e s  A b s c h n i t t s  i s t  d i e  f o l g e n d e  Zu- 

s a m m e n f a s s u n g  v o n  K a p i t e l  11: 

D i e  G Z  e i n e r  e i n f a c h e n  t h e r m o d y n a m i s c h e n  S u b s t a n z  b i l d e n  e i n e  

d i f f e r e n z i e r b a r e  M a n n i g f a l t i g k e i t  d e r  K l a s s e  c l ,  w e l c h e  d e r  G r a p h  e i -  

n e r  a u s g e z e i c h n e t e n  k o n k a v e n  F u n k t i o n ,  d e r  E n t r o p i e  S ,  a l s  F u n k t i o n  

d e r  i n n e r e n  E n e r g i e  U u n d  d e s  V o l u m e n s  V i s t .  T e m p e r a t u r  u n d  D r u c k  e r -  

g e b e n  s i c h  a u s  



d.h. d i e  T a n g e n t i a l e b e n e  a n  d i e  € n t r o p i e f l ä c h e Z  i n  e inem P u n k t  

P  = ( u , v , S )  b e s t i m m t  e i n d e u t i g  Druck  und  Temperatur .  ( ~ i e  Normale d e r  

l e  T a n g e n t i a l e b e n e  h a t  d i e  R i c h t u n g  (T , T, - 11.) 
D i e  K o n k a v i t ä t  von  S i s t  g l e i c h b e d e u t e n d  m i t  d e r  Aussage 

( v g l .  H i l f s s a t z  4 a u f  S. 9), dass  d i e  Menge d e r  Punk te  (u,v,z) i n  ei 
we lche  u n t e r h a l b  des Graphen v o n  S l i e g e n  ( Z ~ S ( U , V ) )  e i n e n  konve-  

xen  K ö r p e r  b i l d e n .  Desha lb  i s t  e i n  Punk t  P  a n  seinem Rand, d.h. a u f  

, en twede r  e i n  E x t r e r n a l p u n k t  o d e r  e r  i s t  i n n e r e r  Punk t  e i n e s  g e r a -  

den S t r e c k e n s t ü c k e s  von  ( v g l .  F ig .  4.1). 

P :  r e i n e  Phase P: Gemisch 

F iq .  4.1 

I m  e r s t e n  F a l l  i s t  d e r  Zus tand  P e i n e  r e i n e  Phase. I n  s e i n e r  Umge- 

b u n g g i b t  e s k e i n e  w e i t e r e n  Zus tände  m i t  g l e i c h e m  (p,T) . I m  z w e i t e n  

F a l l  l ä s s t  s i c h  d e r  Zus tand  P  a l s  n i c h t t r i v i a l e  konvexe K o m b i n a t i o n  

von zwe i  Zus tänden  
' 1 7  

p 2 e X  d a r s t e l l e n :  P =\p1+(1-A) P2, OC%< 1. 

Zu a l l e n  d r e i  P u n k t e n  P1, P2  und  P  gehö ren  d i e  g l e i c h e n  Wer te  d e r  

I n t e n s i t ä t s g r ö s s e n  (p,T). Desha lb  i n t e r p r e t i e r e n  w i r  P a l s  M i s c h u n q  

von k o e x i s t i e r e n d e n  Phasen. 

Der D u r c h s c h n i t t  v o n x  m i t  d e r  T a n g e n t i a l e b e n e  T p ,  i n  e inem 

Punk t  P e x  i s t  n a t ü r l i c h  k o n v e x  und kompakt  und ( P , T )  i s t  d o r t  

k o n s t a n t .  Desha lb  l ä s s t  s i c h  ( v g l .  H i l f s s a t z  3, C .  9 )  j e d e r  Zus tand  

P E ~  a l s  konvexe  K o m b i n a t i o n  ( ~ i s c h u n g )  von  r e i n e n  Phasen d a r s t e l -  

l e n .  I s t  r n T p r  e i n  S imp lex  ( s i e h e  S. B ) ,  d.h. i n  unserem F a l l  

e i n e  S t r e c k e  o d e r  e i n  D r e i e c k ,  so l ä s s t  s i c h  j e d e r  Zustand i n  d iesem 

S imp lex  e i n d e u t i q  a l s  M ischung  s e i n e r  E x t r e m a l z u s t ä n d e  d a r s t e l l e n  

( v g l .  C. 9 ). 
D 

F i q .  4.2 



F a l l  ( a )  i n  F i g ,  4.2 e n t s p r i c h t  e inem Z w e i p h a s e n q e m i s c h  u n d  

F a l l  ( b )  e i n e m  D r e i p h a s e n q e m i s c h ,  

Irn F a l l e  ( a )  i s t  i n  e i n e r  Umgebung e i n e  R e q e l f l ä c h e ,  d,h, 

s i e  u i r d  e r z e u g t  d u r c h  e i n e  1 - p a r a m e t r i g e  S c h a r  v o n  g e r a d e n  S t r e c k e n  

( v g l .  F ig .  4 .3) .Für  d i e  Z u s t ä n d e  d i e s e r  F l ä c h e  k a n n  n u r  n o c h  e i n e  d e r  

b e i d e n  i n t e n s i v e n  G r ö s s e n  p  u n d  T  f r e i  g e w ä h l t  w e r d e n  ( e i n e  d e r  

b e i d e n  G r ö s s e n  b e s t i m m t  d i e  ~ a n g e n t i a l e b e n e ) .  I n  d e r  ( p , ~ ) - ~ b e n e  g e h t  

d i e  R e g e l f l ä c h e  i n  d i e  K o e x i s t e n z k u r v e  p ( ~ )  ü b e r  ( j e d e r  S t r e c k e  e n t -  

s p r i c h t  e i n   unkt). 

F i q .  4.3 S t ü c k  e i n e r  R e g e l f l ä c h e ,  K :  k r i t i s c h e r  P u n k t  

D i e  1 - p a r a m e t r i g e  S c h a r  v o n  G e r a d e n s t ü c k e n  k a n n  i n  e i n e m  z w e i -  

d i m e n s i o n a l e n  ebenen F l ä c h e n s t ü c k  ( v g l .  F i g .  4.4), am Rande d e r  E n t r o -  

p i e f l ä c h e  o d e r  i n  e i n e m  k r i t i s c h e n  P u n k t  ( v g l .  F i g .  4.3) enden. L e t z t e -  

r e r  i s t  d a d u r c h  d e f i n i e r t ,  d a s s  i n  j e d e r  Umgebung d i e s e s  P u n k t e s  e i n  

P a a r  v o n  v e r s c h i e d e n e n  r e i n e n  Phasen k o e x i s t i e r t .  

Koe 
Eis kritischer Punkt fü r  

sser -Dampf 

Koexistenz von Was 
und Dampf 

Koexistenz von Eis 
Wasser und Dampf 

s e r  

' \ 
Koexistenz von Eis 
und Dampf 

F i q .  4.4 T y p i s c h e  E n t r o p i e f l ä c h e  v o n  oben  gesehen. 



T y p i s c h e r w e i s e  s i e h t  d i e  E n t r o p i e f l ä c h e  v o n  o b e n  b e t r a c h t e t  w i e  

i n  F i g .  4 . 4  aus. 

F ü r  d a s  D r e i e c k ,  w e l c h e s  dem D r e i p h a s e n g e m i s c h  e n t s p r i c h t ,  ist 

( p , ~ )  f e s t .  Dieses g e h t  a l s o  i n  d e r  ( p , ~ ) - ~ b e n e  i n  e i n e n  P u n k t ,  d e n  

T r i p e l p u n k t  ü b e r .  Die ( ~ , ~ ) - ~ b e n e ,  w e l c h e  d e r  F i g .  4.4 e n t s p r i c h t ,  i s t  

i n  F i g .  4.5 s k i z z i e r t .  

kritischer Punkt 

F i q .  4.5 T y p i s c h e  ( P ,  T ) - ~ b e n e .  

D i e  P u n k t e  a u s s e r h a l b  d e r  R e g e l f l ä c h e n  u n d  d e s  D r e i e c k s  w e r d e n  

i n j e k t i v  i n  d i e  ( p , ~ ) - ~ b e n e  a b g e b i l d e t .  B e a c h t e ,  d a s s  d a s  G i b b s s c h e  

P o t e n t i a l  n a c h  S a t z  1 a u f  C. 9 e i n e  s t e t i q e  F l ä c h e  ü b e r  d i e s e r  E b e n e  

d e f i n i e r t .  

I n  e i n e m  k r i t i s c h e n  P u n k t  v e r s c h w i n d e t  d i e  Krümmung d e r  E n t r o -  

p i e f l ä c h e .  Bei A n n ä h e r u n g  an d e n  k r i t i s c h e n  P u n k t  d i v e r g i e r t  d e s h a l b  

m i n d e s t e n s  e i n e  d e r  G r a s s e n  C,, o d e r  xT - m e i s t e n s  a b e r  b e i d e .  ( ~ a -  

r a u f  kommen w i r  n o c h  z u r ü c k . )  

G r u n d s ä t z l i c h  k ö n n t e n  d i e  f l a c h e n  S t ü c k e  d e r  E n t r o p i e f l ä c h e n  

a u c h  k o m p l i z i e r t e r  s e i n ,  z.8.: 

E i n  i n n e r e r  P u n k t  wäre d a n n  n i c h t  m e h r  e i n d e u t i g  a l s  k o n v e x e  Summe v o n  



E x t r e m a l p u n k t e n  d a r s t e l l b a r  ( i m  z w e i t e n  B e i s p i e l  wäre d i e s  s o g a r  a u f  

u n e n d l i c h  v i e l e  A r t e n  m ö g l i c h ) .  Die s o g .  G i b b s s c h e  P h a s e n r e q e l  r e d u -  

z i e r t  s i c h  i n  u n s e r e r  S i t u a t i o n  a u f  d i e  A u s s a g e ,  d a s s  n e b e n  E x t r e m a l -  

p u n k t e n  ( r e i n e n  ~ h a s e n )  n u r  S i m p l i c e s  vorkommen. ( 1 n  1 1 1 . 6  b e s p r e -  

c h e n  wir d i e  a l l g e m e i n e  R e g e l . )  D i e s  s c h e i n t  f ü r  r e i n e  S u b s t a n z e n  e m p i -  

r i s c h  t a t s ä c h l i c h  d e r  F a l l  z u  s e i n .  

Die G l e i c h u n g  v o n  C l a u s i u s - C l a p e y r o n  

Dies i s t  e i n e  G l e i c h u n g  f ü r  d i e  K o e x i s t e n z k u r v e  p ( T )  ( ~ c h m e l z k u r v e ,  

S i e d e k u r v e ,  S u b l i m a t i o n s k u r v e ) .  Wir g e b e n  f ü r  d i e s e  z w e i  H e r l e i t u n g e n  

( b e l i e b t e s  P r ü f u n g s t h e m a  J ) .  
Bei d e r  e r s t e n  b e t r a c h t e n  wir e i n e  R e g e l f l ä c h e  d e r  F i g .  4.4 

u n d  w e n d e n  d a r a u f  d i e  f o l g e n d e  M a x w e l l - R e l a t i o n  

( N  f e s t )  

a a n .  Aus d e r  f o l g e n d e n  F i g u r  g e h t  h e r v o r ,  d a s s  (&)V = u n d  

S linear in U,V 

Q s  - S2-S1 (mi)~ - V 2 - V l  . Die G r ö s s e  L : =  T ( s ~ - s ~ )  n e n n t  man d i e  U m w a n d l u n q s -  

wärme ( o d e r  l a t e n t e  Wärme) .  Damit e r h a l t e n  w i r  d i e  b e r ü h m t e  D a m p f d r u c k -  

q l e i c h u n q :  

B e i  d e r  z w e i t e n  H e r l e i t u n g  b e n u t z e n  w i r  d a s  G i b b s s c h e  P o t e n t i a l .  Auf 

d e r  K o e x i s t e n z k u r v e  s i n d  d i e  R a n d w e r t e  G1(T,p) , G 2 ( ~ , p )  d e s  G i b b s -  

s c h e n  P o t e n t i a l s  d e r  G e b i e t e  r e i n e r  P h a s e n  g l e i c h  ( s i e h e  C. 6 9 ) :  



G = P N i s t  d i e s  g l e i c h b e d e u t e n d  m i t  

( ~ i e s e  F o r m u l i e r u n g  w e r d e n  u i r  f ü r  f l e h r s t o f f s y s t e m e  i n  111.6 v e r a l l -  

g e m e i n e r n . )  L ä n g s  d e r  K o e x i s t e n z k u r v e  g i l t  n a c h  ( 4 . 4 )  u n d  ( 1 1 . 7 . 2 6 ' )  

( o d e r  T a b e l l e  I )  

u n d  d a r a u s  f o l g t  w i e d e r  ( 4 . 3 )  "1 

Man b e a c h t e  i n  d i e s e m  Z u s a m m e n h a n g ,  d a s s  a G = - S  b e i  e i -  

nem P h a s e n ü b e r g a n g  l. O r d n u n g  u n s t e t i g  is t .  ( ~ i e  G - F l ä c h e  h a t  e i n e  

" K a n t e n . )  Der k o n v e x e  K ö r p e r  z u  G h a t  d e s h a l b  i n  d e r  Umgebung d i e  

Form : 

Die G 1 .  ( 4 . 3 )  e r l a u b t  u n s  d i e  K o e x i s t e n z k u r v e  z u  k o n s t r u i e r e n ,  

wenn  L u n d  & V  g e m e s s e n  s i n d .  E s  l a s s e n  s i c h  a b e r  b e i d e  S e i t e n  e x -  

p e r i m e n t e l l  l e i c h t  b e s t i m m e n ,  u n d  d i e  G l e i c h u n g  w u r d e  s e h r  g e n a u  b e -  

s t ä t i g t .  Dies s t e l l t  e i n e n  f r ü h e n  E r f o l g  d e r  TD d a r .  

Wir b e t r a c h t e n  a l s  B e i s p i e l  d e n  U e b e r g a n g  E i s  -P W a s s e r .  H i e r  

i s t  L >  0 , AVLO , a l s o  d p / d T / O  . Bei i s o t h e r m e r  D r u c k e r h ö h u n g  

s c h m i l z t  E i s  z u  W a s s e r  u n d  u m g e k e h r t .  

Dies i s t  w i c n t i g  f ü r  d a s  ~ l i e s s e n  d e r  G l e t s c h e r .  D i e  w e i t v e r b r e i t e t e  

M e i n u n g ,  d a s s  d i e s e r  E f f e k t  b e i m  S c h l i t t s c h u h l a u f e n  e i n e  R o l l e  s p i e l e ,  

i s t  a b e r  g a n z  f a l s c h  ( s i e h e  d i e  ~ e b u n g e n ) .  

*) E s  i s t  i n s t r u k t i v ,  d i e  h i e r  g e g e b e n e n  a n a l y t i s c h e n  A b l e i t u n g e n  m i t  
d e r  M e t h o d e  d e r  K r e i s p r o z e s s e  z u  v e r g l e i c h e n .  ( s i e h e  z.0. B e c k e r ,  
T h e o r i e  d e r  Wärme, H e i d e l b e r g e r  T a s c h e n b ü c h e r ,  6 1 5 . )  



Wachen w i r  i m  F a l l  des  V e r d a m p f e n s  z w e i  Näherungsannahmen, s o  

e r h a l t e n  w i r  e i n e  b e s o n d e r s  n ü t z l i c h e  Form v o n  (4.3). W i r  nehmen an,  

d a s s  V >> Vrlüssig , d.h. AV 2 V u n d  v e r w e n d e n  das  i d e a l e  
g a s  gas  

G a s g e s e t z ,  pVgas = R T  , f J r  d i e  Gasphase. D a m i t  kommt 

w o b e i  L  p r o  No1 g e r e c h n e t  i s t .  

I s t  z u s ä t z l i c h  L  f ü r  d e n  i n t e r e s s i e r e n d e n  T e m p e r a t u r b e r e i c h  

k o n s t a n t ,  s o  e r g i b t  s i c h  -L/m 
(4.7) 

D i e  f o l g e n d e  F i g u r  4.6 z e i g t ,  d a s s  d i e s e  Näherung  f ü r  d i e  D a m p f d r u c k -  

k u r v e  v o n  Wasser ganz  g u t  i s t .  D i e s  i s t  n i c h t  mehr  d e r  F a l l  f ü r  4 ~ e  

( v g l .  F i g .  4.7). 

F i q .  4.6 Dampfd ruck  v o n  Wasser u n d  E i s ,  a u f g e t r a g e n  a l s  

F u n k t i o n  v o n  1 / T  . D i e  v e r t i k a l e  S k a l a  i s t  

l o g a r i t h m i s c h .  D i e  g e s t r i c h e l t e  L i n i e  i s t  e i n e  

Gerade. 
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F i q .  4.7 D a m p f d r u c k  a l s  F u n k t i o n  d e r  T e m p e r a t u r  f ü r  He . 

[ ~ a c h  H. v a n  D i j k  e t  a l . ,  J o u r n a l  o f  R e s e a r c h  o f  

t h e  N a t i o n a l  B u r e a u  o f  S t a n d a r d s  63A,  1 2  ( 1 9 5 9 )  

Wir b e t r a c h t e n  n u n  a u c h  n o c h  d i e  A b b i l d u n g  d e r  E n t r o p i e f l ä c h e  

i n  d i e  ( v , T ) - ~ b e n e .  Diese i s t  w i e d e r  n i c h t  i n j e k t i v ,  d a  f ü r  d a s  Drei-  

p h a s e n g e b i e t  T k o n s t a n t  is t .  A u s s e r h a l b  d i e s e s  G e b i e t e s  e r h a l t e n  w i r  

a b e r  e i n  t r e u e s  B i l d  d e r  E n t r o p i e f l ä c h e .  Die ( v , T ) - ~ b e n e  i s t  q u a l i t a -  

t i v  i n  F i g .  4 .8  g e z e i g t .  

\ \ K kritischer Punkt ,F - + - - - A m 2  

F i q .  4.8 



Da l ä n g s  d e n  G e r a d e n s t ü c k e n  d e r  R e g e l f l ä c h e n  T = c o n s t  (P  = c o n s t  ) 
i s t ,  g e h e n  d i e s e  i n  h o r i z o n t a l e  S t r e c k e n  ü b e r .  Die f r e i e  E n e r g i e  ü b e r  

d e n  z u g e h ö r i g e n  G e r a d e n s t ü c k e n  i s t  l i n e a r  ( w i e  man l e i c h t  a u s  G 1 .  (X. 
C) F 7.16) f ü r  F  e n t n i m m t )  , i n  U e b e r e i n s t i m m u n g  m i t  (-1,- = - p = c o n s t .  

U n t e r h a l b  u n d  o b e r h a l b  d e s  k r i t i s c h e n  P u n k t e s  s i n d  d a m i t  d i e  I s o t h e r -  

men w i e  i n  F i g .  4.9. 

F i q .  4.9 I s o t h e r m e n .  

Beim k r i t i s c h e n  P u n k t  f o l g t  a u s  V I  - Vl,(%)T = 0 , d a s s  

ZT 3 00 . 

5. Das v a n  d e r  W a a l s s c h e  Gas 

Im Rahmen d e r  p h ä n o m e n o l o g i s c h e n  T h e r m o d y n a m i k  k a n n  man k e i n e  

A u s s a g e n  ü b e r  d i e  Form d e r  Z u s t a n d s g l e i c h u n g  m a c h e n ,  D i e s  i s t  g r u n d -  

s ä t z l i c h  e r s t  i n  d e r  s t a t i s t i s c h e n  M e c h a n i k  m ö g l i c h .  

Im J a h r e  1 8 7 3  h a t  v a n  d e r  Waals i n  s e i n e r  D i s s e r t a t i o n  a u f  d e r  

B a s i s  v o n  e i n f a c h e n  k i n e t i s c h e n  B e t r a c h t u n g e n  e i n e  Z u s t a n d s g l e i c h u n g  

a u f g e s t e l l t ,  w e l c h e  d i e  V e r f l ü s s i g u n g  d e r  G a s e  q u a l i t a t i v  w i e d e r g i b t .  

D a m i t  w o l l e n  wir u n s  i n  d i e s e m  A b s c h n i t t  b e s c h ä f t i g e n .  



A. D i e  Z u s t a n d s q l e i c h u n g  des van  d e r  Waalsschen Gases 

Das i d e a l e  Gasgesetz  g i l t  n u r  f ü r  genügend v e r d ü n n t e  Gase, w e i l  d a n n  

d i e  Wechse lw i rkungen  z w i s c h e n  den M o l e k ü l e n  v e r n a c h l ä s s i g b a r  werden.  

B e i  höhe ren  D i c h t e n  müssen d i e s e  a b e r  b e r ü c k s i c h t i g t  werden. Auf p a u -  

s c h a l e  J e i s e  h a t  d i e s  v a n  d e r  Waals m i t  f o l g e n d e n  Argumenten ge tan ,  

Auf Grund d e r  e n d l i c h e n  Ausdehnung d e r  M o l e k ü l e  i s t  d e r  f ü r  d i e  f r e i e  

Bewegung z u r  Ve r fügung  s t e h e n d e  Raum k l e i n e r .  S e i  b das f ü r  d i e  Be- 

wegung ausgesch lossene  Volumen p r o  Mol. D i e  e n t s p r e c h e n d  g r ö s s e r e  

S t o s s r a t e  d e r  M o l e k ü l e  i m  k l e i n e r e n  Volumen V-b h a t  z u r  F o l g e ,  d a s s  

d e r  k i n e t i s c h e  Druck pkin d i e  G l e i c h u n g  (V-b)pkin = RT e r f ü l l t ,  

' k i n  
i s t  a b e r  n i c h t  d e r  w i r k l i c h e  Druck a u f  d i e  O b e r f l ä c h e ,  w e i l  z w i -  

schen  den M o l e k ü l e n  a n z i e h e n d e  K r ä f t e  w i r ken .  D iese  nehmen m i t  dem Ab- 

s t a n d  s e h r  s c h n e l l  ab. F ü r  e i n  M o l e k ü l  w e i t  weg von d e r  Wand we rden  

s i c h  d e s h a l b  d i e  von  a l l e n  R i c h t u n g e n  w i r k e n d e n  K r ä f t e  w e i t g e h e n d  a u f -  

heben. I n  d e r  Nähe d e r  Wand i s t  d i e s e  Kompensat ion s e n k r e c h t  z u r  Wand 

n i c h t  mehr m ö g l i c h  und  d e s h a l b  z i e h t  e i n e  N e t t o k r a f t  d i e s e  M o l e k ü l e  

nach  i n n e n ,  wodurch d e r  t a t s ä c h l i c h e  Druck v e r r i n g e r t  w i r d .  D i e s e  Ver-  

r i n g e r u n g  s o l l t e  p r o p o r t i o n a l  s e i n  z u r  Z a h l  d e r  T e i l c h e n  i n  d e r  Nähe 

d e r  Wand und  p r o p o r t i o n a l  z u r  Z a h l  d ~ r  T e i l c h e n ,  we lche  j e n e  nach  i n -  

nen z i ehen .  Be ide  Z a h l e n  s i n d  p r o p o r t i o n a l  z u r  T e i l c h e n d i c h t e  l / v  . 
W i r  e r w a r t e n  a l s o  p  = pkin 

2 - a/v  , a  = c o n s t .  D ies  b e d e u t e t  

Den l e t z t e n  Term r e c h t s  n e n n t  man auch  den "Kohäs ionsdruck" .  

Zunächs t  be rechnen  w i r  den A u s d e h n u n g s k o e f f i z i e n t e n  a . F ü r  

dp = 0 i s t  

und f o l g l i c h  

Der .  U n t e r s c h i e d  zum Wert  1 / T  des i d e a l e n  Gases i s t  



F ü r  v s z b  , R T v s a  i s t  

B. V e r l a u f  d e r  I s o t h e r m e n  u n d  M a x w e l l - R e q e l  

I n  F i g ,  5 . 1  z e i g e n  w i r  d a s  B i l d  d e r  I s o t h e r m e n  z u  ( 5 . 1 ) .  I h r e  A s y m p t o -  

t e n  s i n d  d i e  V - A c h s e  u n d  d i e  z u r  p -Achse  p a r a l l e l e  G e r a d e  V = b  . 
Nach ( 5 . 1 )  s i n d  d i e  S c h n i t t p u n k t e  e i n e r  I s o b a r e n  p  = c o n s t  m i t  e i n e r  

I s o t h e r m e n  T = c o n s t  d u r c h  e i n e  k u b i s c h e  G l e i c h u n g  g e g e b e n .  Diese h a t  

e n t w e d e r  e i n e  o d e r  d r e i  r e e l l e  W u r z e l n .  D i e  G r e n z e  z w i s c h e n  d e n  b e i d e n  

F ä l l e n  b i l d e t  d i e  k r i t i s c h e  I s o t h e r m e  T = Tc , a u f  w e l c h e r  d i e  d r e i  

S c h n i t t p u n k t e  i n  e i n e n  W e n d e p u n k t  m i t  h o r i z o n t a l e r  T a n g e n t e ,  d e m k r i -  

t i s c h e n  P u n k t  V C v c  , p  = pc  z u s a m m e n f a l l e n .  

F i q .  5 . 1  I s o t h e r m e n  d e r  v a n  d e r  W a a l s s c h e n  Z u s t a n d s g l e i c h u n g .  

Pc u n d  Tc b e s t i m m e n  s i c h  a u s  

7iT - 39 
- - I  

D i e s  g i b t  C V - - ~  d 



Den z u g e h ö r i g e n  Wert p c  e n t n i m m t  man a u s  ( 5 . 1 )  

D a m i t  h a b e n  w i r  a ,  b d u r c h  k r i t i s c h e  D a t e n  a u s g e d r ü c k t .  

D i e  Z u s t a n d s g l e i c h u n g  ( 5 . 1 )  l ä s s t  s i c h  a u f  

u m s c h r e i b e n :  

( ~ e s e t z  d e r  k o r r e s p o n d i e r e n d e n  Z u s t ä n d e  ), 
Aus (5 .4)  u n d  ( 5 . 5 )  e r h a l t e n  wir 

M e s s u n g e n  e r g e b e n  a b e r  meis t  g r ö s s e r e  W e r t e  ( v g l .  d i e  f o l g e n d e  T a b e l -  

l e ) .  

F ü r  T < T c  w e i s e n  d i e  I s o t h e r m e n  s t e i q e n d e  S t ü c k e  a u f  ( ~ i g . 5 . 1 ) .  

Dies v e r l e t z t  d i e  S t a b i l i t ä t s b e d i n g u n g  YT>/ 0 . E n t s p r e c h e n d  i s t  d i e  
a f  f r e i e  E n e r g i e  f = - P )  n i c h t  k o n v e x  i n  V . E s  i s t  d e s h a l b  

n a h e l i e g e n d ,  f  f ü r  T <  Tc d u r c h  d i e  k o n v e x e  H ü l l e  P *  z u  e r s e t z e n  

(vgl. F i g .  5 . 2 ) .  M i t  d e n  B e z e i c h n u n g e n  i n  d e r  F i g .  5.2 b e s t i m m t  s i c h  

d.h. d i e  b e i d e n  s c h r a f f i e r t e n  F l ä c h e n  i n  F i g .  5.2 s i n d  g l e i c h  

( f l a x w e l l s c h e  ~ e g e l ) .  



F i q .  5.2 

Die g e r a d e n  S t ü c k e  e n t s p r e c h e n  dem K o e x i s t e n z g e b i e t  d e r  g a s f ö r m i g e n  

u n d  d e r  f l ü s s i g e n  P h a s e  ( v g l .  F i g .  5.3). 

kritischer Punkt 

F i q .  5.3 

O f t  w i r d  d i e  M a x w e l l s c h e  R e g e l  a u c h  f o l g e n d e r m a s s e n  " b e g r ü n d e t " .  

I m  G l e i c h g e w i c h t  g i 1 . t  f ü r  d i e  b e i d e n  P h a s e n  

S u b t r a h i e r t  man vom D i f f e r e n t i a l  d e r  H o m o g e n i t ä t s r e l a t i o n  

U = TS - pV + )AN d i e  G l e i c h u n g  d u  = TdS-pdV + P d N  
, s o  e r h ä l t  man 



D u r c h  I n t e g r a t i o n  l ä n g s  i n  F i g .  5.4 f o l g t  f ü r  N = c o n s t  

Kondensationsverzug 

F i q .  5.4 

w o r a u s  w i e d e r  d i e  G l e i c h h e i t  d e r  s c h r a f f i e r t e n  F l ä c h e n  f o l g t .  

I n  F i g .  5.4 h a b e n  w i r  a u c h  n o c h  d i e  m e t a s t a b i l e n  Z u s t ä n d e  

( ~ o n d e n s a t i o n s -  und  S i e d e v e r z u g )  a n g e d e u t e t .  D i e s e  v e r s c h w i n d e n  a b e r  

b e i  k l e i n s t e n  V e r u n r e i n i g u n g e n  o d e r  E r s c h ü t t e r u n g e n .  

C. E n t r o p i e  und  k a l o r i s c h e s  V e r h a l t e n  d e s  v a n  d e r  W a a l s s c h e n  

Wir e r i n n e r n  z u n ä c h s t  a n  f o l g e n d e s .  Aus 

f o l g t ,  d a  d i e  r e c h t e  S e i t e  e i n  e x a k t e s  D i f f e r e n t i a l  i s t ,  

D e s h a l b  k ö n n e n  wir d i e  G1. ( 5 . 9 )  s o  s c h r e i b e n :  



Aus (5 .10)  f o l g t  f e r n e r  

Nun i s t  n a c h  ( 5 . 1 )  

u n d  a l s o  g i l t  m i t  ( 5 . 1 2 )  

d.h. C v  i s t  f ü r  d a s  v a n  d e r  W a a l s s c h e  Gas n u r  v o n  T a b h ä n g i g .  

W e i t e r h i n  i s t  n a c h  ( 5 . 1 0 )  

und  d e s h a l b  g i l t  

Aus ( 5 . 1 1 )  und  (5 .13 )  f o l g t  w e i t e r  

F ü r  r e a l e  Gase i s t  cv b e i  n i c h t  z u  n i e d r i g e r  T e m p e r a t u r  n ä h e r u n g s -  

weise k o n s t a n t .  Durch  I n t e g r a t i o n  e r h a l t e n  w i r  u n t e r  d i e s e r  Annahme 

Wir b e r e c h n e n  n o c h  C - C Aus dem 1. H a u p t s a t z  f o l g t  s o f o r t  
P  V .  

a 
( G ) p  e n t n e h m e n  wir a u s  ( 5 . 2 )  und  a u s  ( 5 . 1 5 ) .  llan f i n d e t  



D. J o u l e - T h o m s o n - K u r v e  d e s  v a n  d e r  Waals Gases 

Nach  G 1 .  ( 2 . 5 )  l a u t e t  d i e  D i f f g l .  f ü r  d i e  I n v e r s i o n s k u r v e  

F ü r  d a s  v a n  d e r  W a a l s s c h e  Gas g i l t  

Im ( p , ~ ) - ~ i a g r a m m  e r g i b t  s i c h  2.B. f ü r  S t i c k s t o f f  d i e  F i g .  5.5. 

T A  Bereich der Abkühlung bei 
Tmax isenthalper Entspannung 

F i g .  5 .5  

I n n e r h a l b  d e r  I n v e r s i o n s k u r v e  t r  

Gas b e i m  J o u l e - T h o m s o n - V e r s u c h  ( ~ h  = 0 )  

i t t  f ü r  d a s  v a n  d e r  W a a l s s c h e  

A b k ü h l u n g  a u f ,  a u s s e r h a l b  d a -  

v o n  E r w ä r m u n g .  D i e  m a x i m a l e  I n v e r s i o n s t e m p e r a t u r  i s t  f ü r  e i n i g e  G a s e  

i n  d e r  f o l g e n d e n  T a b e l l e  a n g e g e b e n .  



N2 
L u f t  

Gas 

F ü r  H2 t r i t t  b e i  Z immer tempera tu r  immer Erwärmung a u f .  Das ä u s s e r t  

s i c h  d r a s t i s c h  b e i  U n g l ü c k s f ä l l e n ,  wo s i c h  h o c h k o m p r i m i e r t e r  Wasser- 

s t o f f  be im Ausst römen aus  s c h a d h a f t  gewordenen Rohren von s e l b s t  e n t -  

zündet .  

max ima le  I n v .  Temp, ( K )  

6. M e h r s t o f f s y s t e m e  

I n  d iesem A b s c h n i t t  u n t e r s u c h e n  w i r  Mischungen von m e h r e r e n  

r e i n e n  S t o f f e n .  Dabe i  s o l l e n  d i e  v e r s c h i e d e n e n  f l o l e k ü l s o r t e n  n e u t r a l  

s e i n .  ( ~ ü r  e l e k t r o c h e m i s c h e  Prob leme v e r w e i s e  i c h  a u f  d i e  L i t e r a t u r . )  

6.1. Zustände,  the rmodynamische  P o t e n t i a l e  

W i r  w o l l e n  v o r l ä u f i g  annehmen, dass zw i schen  den v e r s c h i e d e n e n  

S t o f f e n  k e i n e  chemischen  R e a k t i o n e n  s t a t t f i n d e n .  S i n d  N1, N2, ... Nk 

d i e  M o l z a h l e n  d e r  v e r s c h i e d e n e n  S o r t e n ,  so i s t  e i n  G Z  e i n d e u t i g  c h a r a k -  

t e r i s i e r t  d u r c h  X:= (u,V,N1, ..., N k )  . D i e  D i f f e r e n t i a l f o r m  d e r  r e v e r -  

s i b l e n  A r b e i t  h a t  d i e  G e s t a l t  

wobei  d e r  z w e i t e  Term r e v e r s i b l e  Veränderungen  d e r  R i s c h u n g s v e r h ä l t n i s -  

se b e s c h r e i b t ;  d i e  s i n d  d i e  chemischen  P o t e n t i a l e .  



Die E n t r o p i e  S ( X )  i s t  e i n e  F u n k t i o n  m i t  d e n  i n  9 1 1 . 7  a u f g e -  

z ä h l t e n  E i g e n s c h a f t e n .  Wegen ( 6 . 1 )  l a u t e t  i h r  D i f f e r e n t i a l  

D u r c h  Umkehrung  e r h a l t e n  w i r  w i e d e r  d i e  i n n e r e  E n e r g i e  u ( s , V , N ~ , . ,  N k ) *  

Die ü b r i g e n  t h e r m o d y n a m i s c h e n  P o t e n t i a l e  e r g e b e n  s i c h  w i e  f r ü h e r  

d u r c h  L e q e n d r e - T r a n s f o r m a t i o n  

i n f  
F ( T , V , ~ ~ , * * * , ~ ~ )  = S  [ U ( S , V , N ~ , . . . , N ~ )  - TSI , 

i n f  
G ( ~ , P , N ~ , * * * , ~ ~ )  = S ,  V [ U ( S , V , N ~ , . . . , N ~ )  + pV - TSI ( 6 . 4 )  

i n f  k  
Q ( T , V , ~ ~ , * * * ~ )  = 5 , ~  [ u ( s , v , N ~ , . . . , N ~ )  - TS - Crj* N j ]  . 

3-1 

Aus d e n  H o m o g e n i t ä t s r e l a t i o n e n  e r h ä l t  man w i e d e r  (11.7 .30) ,  

d . h , n =  - pV . D e s h a l b  k ö n n e n  wir d e n  D r u c k  a l s  L e g e n d r e - T r a n s f o r -  

m ie r t e  v o n  u / V  a u f f a s s e n :  

i n f  
N 

- P ( ~ , ~ ~ ~ . . . , J c ~ )  = SIV [ ( ~ v ) ( s , v , N ~ , . . . , N > - T  $ -Zrj +I , 
N ~ / V , * * * , N ~ / V  

( U / V  i s t  n u r  e i n e  F u n k t i o n  d e r  D i c h t e n ,  b e z ü g l i c h  d e n e n  d a s  I n f i m u m  

z u  b i l d e n  i s t . )  A l l e  F o r m e l n  i n  g I I . 7  ( ~ a b e l l e  I )  b l e i b e n  b e s t e h e n ,  

w e n n  man s i c h  a n  N u n d p  e i n e n  I n d e x  a n g e h ä n g t  d e n k t .  F e r n e r  g e l -  

t e n  d i e  a u f g e z ä h l t e n  K o n v e x i t ä t s -  ( ~ o n k a v i t ä t s - )  E i g e n s c h a f t e n ,  (1m 

U n t e r s c h i e d  z u  k = 1 i s t  d i e  K o n v e x i t ä t  v o n  G ( ~ , T , N ~ , . . . , N ~ )  i n  d e n  

Ni 
n i c h t  m e h r  t r i v i a l . )  Diese i m p l i z i e r e n  a b e r  j e t z t  n i c h t  m e h r  d i e  

E x t r e m a l p r i n z i p i e n  f ü r  a l l e  A r t e n  v o n  Hemmungen ( s e m i p e r m e a b l e  W ä n d e ,  

e t c . ) .  D e s h a l b  g e b e n  w i r  h i e r  d e r e n  a l l g e m e i n e  B e g r ü n d u n g .  

E x t r e m a l p r i n z i p i e n  

a )  E n t r o p i e .  Nach dem 2. T e i l  d e s  2 ,  H a u p t s a t z e s  k a n n  b e i  d e r  A u f h e -  

b u n g  v o n  Hemmungen d i e  E n t r o p i e  f ü r  i s o l i e r t e  S y s t e m e  n u r  z u n e h m e n .  

D i e s  w o l l e n  w i r  f ü r  d a s  F o l g e n d e  etwas f o r m a l i s i e r e n .  Die g e h e m m t e a G Z  

s e i e n  c h a r a k t e r i s i e r t  d u r c h  ( u , v ; Y )  , w o b e i  Y e i n  G e b i e t  d e s  

d u r c h l ä u f t .  B e i  d e r  A u f h e b u n g  d e r  Hemmungen h a l t e n  w i r  z u n ä c h s t  U , V  

f e s t ;  Y k a n n  a b e r  ü b e r  g e w i s s e  U n t e r m a n n i g f a l t i g k e i t e n  [ Y ]  v a r i -  

i e r e n .  V e r s c h i e d e n e  Y €  [ Y ]  s i n d  rnodulo  Hemmungen ä q u i v a l e n t ,  Die s o  

e n t s t e h e n d e  F a s e r u n g  d e s  Y-Raumes k a n n  d u r c h  e i n e  g e r i n g e r e  A n z a h l  



( ~ n )  v o n  V a r i a b l e n  p a r a m e t r i s i e r t  w e r d e n .  Wir b e z e i c h n e n  d i e  G l e i c h -  

g e w i c h t s e n t r o p i e  m i t  S ( U , V ;  [ Y ] ) .  Der 2.  H a u p t s a t z  s a g t  

b )  I n n e r e  t n e r q i e .  Von j e t z t  a n  b e t r a c h t e n  wir n u r  g e h e m m t e  G l e i c h -  

g e w i c h t e ,  f ü r  d i e  d i e  T e m p e r a t u r  i n  a l l e n  S y s t e m t e i l e n  g l e i c h  i s t  

( t h e r m i s c h e s  G l e i c h g e w i c h t ) .  D a n n  i s t  S ( U , V ; Y )  m o n o t o n  i n  U , d a  
C) s 1 (m)V;Y = T > 0  . F o l g l i c h  k ö n n e n  w i r  d u r c h  U m k e h r u n g  d i e  F u n k t i o n  

U ( S , V ; Y )  b i l d e n .  F ü r  d i e s e  g i l t   nach(^ 1 )  

Dieses E x t r e m a l p r i n z i p  i s t  i n  d e r  P r a x i s  n i c h t  n ü t z l i c h ,  a b e r  a u s  i h m  

f o l g e n  d i e  w e i t e r e n  E x t r e m a l p r i n z i p i e n .  

wsekeucdal gaiQII 
7. 

C )  F r e i e  E n e r q i e .  F ü r  d i e  f r e i e  E n e r g i e  g i l t  n a c h  ( ~ 2 )  

-L(! C u ~ s v . ~ u ~ ) - r - ~ &  J FCT,V~LW)- 
s 

Die l e t z t e  G r ö s s e  i s t  d i e  f r e i e  E n e r g i e  i m  u n g e h e m m t e n  G l e i c h g e w i c h t .  

A l s o  g i l t  

d )  G i b b s s c h e s  P o t e n t i a l .  I n  g l e i c h e r  W e i s e  f o l g t  

A l s  A n w e n d u n g  ( u n d  ~ l l u s t r a t i o n )  d e r  E x t r e m a l p r i n z i p i e n  b e -  

t r a c h t e n  w i r  v e r s c h i e d e n e  V i s c h u n g s v e r h ä l t n i s s e  i n  z w e i  T e i l e n  e i n e s  

K a s t e n s ,  d e r  d u r c h  e i n e  s t a r r e  s e m i p e r m e a b l e  Wand u n t e r t e i l t  i s t ,  wel-  

c h e  n u r  f ü r  d i e  S o r t e  1 d u r c h l ä s s i g  i s t .  Im ü b r i g e n  s e i  d a s  S y s t e m  i m  

t h e r m i s c h e n  G l e i c h g e w i c h t  ( d i e  Wand s e i  d i a t h e r m ) .  Da T u n d  d i e  V o l u -  

m i n a  f e s t  s i n d ,  b e n u t z e n  w i r  d i e  f r e i e  E n e r g i e .  

V i t  d e n  B e z e i c h n u n g e n  d e r  F i g .  6.1 m u s s  F ( T , V ' , N ~ ,  ..., N t  ) + k 
+ F ( T ,  V', N 1 - N i ,  N;, . . , Nilk) a l s  F u n k t i o n  v o n  N i  m i n i m a l  s e i n .  [ I n  d i e -  

sem B e i s p i e l  i s t  Y = ( N i ,  N i  ,.., N t k , N ! , . .  , N k  ). Im g e h e m m t e n  Z u s t a n d  

s e i  d i e  Wand u n d u r c h l ä s s i g .  Bei d e r  E n t h e m m u n g  ( ~ u r c h l ä s s i g k e i t  f ü r  



s t a r r e  s e m i p e r m e a b l e  Wand, 
p e r m e a b e l  f ü r  S o r t e  1. 

F i q .  6.1 

S o r t e  1) w i r d  [ Y ]  = ~ Y I N ~ + N ~  = c o n s t  , a l l e  a n d e i n  NtI,N9Ii f a s t 3  
2k  = Segment i n  .] 

Dies b e d e u t e t  wegen 

d a s s  

g i l t .  Da d i e  Wand u n b e w e g l i c h  s e i n  s o l l ,  w i r d  s i c h  k e i n  D r u c k g l e i c h g e -  

w i c h t  e i n s t e l l e n  ( ~ s m o s e ) .  Den U e b e r d r u c k  w e r d e n  w i r  f ü r  v e r d ü n n t e  Lö- 

s u n g e n  i n  A b s c h n i t t  6.3 b e r e c h n e n .  

A l s  V a r i a b l e n  b e n u t z e n  w i r  i m  f o l g e n d e n  a u c h  d i e  K o n z e n t r a t i o -  

n e n :  

6.2 P h a s e n g l e i c h g e w i c h t e  

R e i n e  P h a s e n  s i n d  ( w i e  b e i  d e n  e i n f a c h e n  S u b s t a n z e n )  E x t r e m a l -  

p u n k t e  d e r  k o n k a v e n  E n t r o p i e f l ä c h e  2. Wiederum i s t  das K r i t e r i u m  f ü r  

d i e  K o e x i s t e n z  v o n  z w e i  Phasen  I u n d  11, dass  es e i n e  S t r e c k e  i n  m i t  

E n d p u n k t e n  I  u n d  I 1  g i b t .  Da d i e  T a n g e n t i a l e b e n e n  i n  d i e s e n  P u n k t e n  

n o t w e n d i g e r w e i s e  z u s a m m e n f a l l e n ,  f o l g t  a u s  (6.2) 

( ~ i e  G l e i c h h e i t  d i e s e r  I n t e n s i t ä t s g r ö s s e n  g i l t  n a t ü r l i c h  f ü r  d a s  ganze  

Segment,  w e l c h e s  I  m i t  I 1  v e r b i n d e t . )  



Die S i m p l i c e s  i n  5: , w e l c h e  d i e  K o e x i s t e n z  v o n  4 P h a s e n  be-  

s c h r e i b e n ,  h a b e n  d i e  D i m e n s i o n  +- 1 k + l  . I h r e  E x t r e m a l p u n k t e  

I ,  1 I ,  . . , ( e i n  ~ h a s e n )  h a b e n  d i e  g l e i c h e n  I n t e n s i t ä t s g r ö s s e n .  Ne- 

b e n  d e r  G l e i c h h e i t  v o n  T u n d  p  g i l t  a l s o  

Dies s i n d  k ( + - 1 )  G l e i c h u n g e n  f ü r  d i e  i n t e n s i v e n  V a r i a b l e n  p , T ,  

C C ,... . Wegen Z c  = Z  C - - 
j19 j I I  j1 j I 1  ... = 1 s i n d  d a v o n  2 + + ( k - 1 )  

u n a b h ä n g i g .  Man e rwar t e t  d e s h a l b  i.a. n u r  e i n e  L ö s u n g  f ü r  +& k + 2  . 
D a r a u s  e r g i b t  s i c h  d i e  P h a s e n r e q e l  v o n  G i b b s :  S i n d  P h a s e n  e i n e s  

k - k o m p o n e n t i g e n  S y s t e m s  i n  K o e x i s t e n z ,  s o  s i n d  n u r  f  = k + 2 - +  d e r  i n -  

t e n s i v e n  G r ö s s e n  T , p , P , , . . , ) L k  f r e i  w ä h l b a r .  G e o m e t r i s c h  a u s g e d r ü c k t  

i s t  f = d i m r  - d i m  ( ~ i m p l e x ) .  

Auf G r u n d  d e r  " H e r l e i t u n g "  i s t  k l a r ,  d a s s  " d i e  R e g e l  n u r  g i l t ,  

wenn s i e  n i c h t  f a l s c h  ist". Dies w s r  a u c h  G i b b s  b e w u s s t  ( o f t  a b e r  

n i c h t  d e n  A u t o r e n  v o n  ~ h e r m o d ~ n a m i k b ü c h e r n ) .  

6 .3 S y s t e m e  v o n  i d e a l e n  M i s c h u n g e n  u n d  v e r d ü n n t e n  L ö s u n g e n  

Die E n t r o p i e  S ( X )  k a n n  man g r u n d s ä t z l i c h  d u r c h  r e v e r s i b l e  

E n t m i s c h u n g  a u s  d e n  E n t r o p i e n  S d e r  k r e i n e n  S t o f f e  b e s t i m m e n .  
j 

Die E n t m i s c h u n g  k a n n  z.B. m i t  H i l f e  v o n  s e m i p e r m e a b l e n  Wänden g e s c h e -  

h e n ,  wie a u s  d e r  F i g .  6 .2  h e r v o r g e h t .  ( ~ i n e  a n d e r e  M e t h o d e  v o n  S c h r ö -  

d i n g e r  w e r d e n  w i r  i n  d e n  U e b u n g e n  b e s p r e c h e n . )  B e i  q u a s i s t a t i s c h e r  Be-. 

w e g u n g  d e r  V o l u m i n a  i s t  d e r  P r o z e s s  r e v e r s i b e l .  D i e  Wände s e i e n  i s o -  

............... l ä s s t  n u r  ( 1 )  h i n d u r c h  

l i e r t ,  s o  d a s s  e r  a u c h  a d i a b a t i s c h  g e f ü h r t  i s t .  W i r d  b e i  d e r  a d i a b a -  

t i s c h e n  E n t m i s c h u n g  d i e  A r b e i t  A = 4 U g e l e i s t e t ,  s o  i s t  

SW,V, MA, M,)= SACU,>, N,l+S,CU„V, U,). 

D a b e i  i s t  f ü r  d i a t h e r m e  Membrane  



w o d u r c h  "1' " 2  
i .a.  b e s t i m m t  s i n d .  Mehr l ä s s t  s i c h  ohne s p e z i e l l e  

Annahmen n i c h t  sagen. 

A. I d e a l e  M i s c h u n g e n  

Z u n ä c h s t  b e t r a c h t e n  w i r  i d e a l e  M i s c h u n g e n  ( z . 0 .  i d e a l e  n i c h t r e a g i e r e n -  

de  ~ a s e ) ,  f ü r  d i e  &U = 0  i s t .  Nach (6.10) u n d  (6.11) i s t  dann  

D u r c h  D i f f e r e n t i a t i o n  n a c h  Ui f o l g t  

d.h. d i e  a d i a b a t i s c h e  E n t m i s c h u n g  i s t  i s o t h e r m .  D u r c h  A b l e i t u n g  n a c h  

V e r g i b t  s i c h  d i e  A d d i t i v i t ä t  d e r  P a r t i a l d r u c k e :  

D i f f e r e n t i a t i o n  n a c h  Ni g i b t  s c h l i e s s l i c h  

w o b e i  r e c h t s  das  c h e m i s c h e  P o t e n t i a l  des  r e i n e n  S t o f f e s  b e i m  P a r t i a l -  

d r u c k  s t e h t .  

o d e r ,  da pi/p = Ni/N i s t  , 



M i t  (6.16) e r h a l t e n  w i r  

D u r c h  D i f f e r e n t i a t i o n  n a c h  Ni e r g i b t  s i c h  

u n d  a b l e i t e n  n a c h  T l i e f e r t  

D e r  l e t z t e  Term i s t  d i e  M i s c h e n t r o p i e ,  d.h. d i e  E n t r o p i e z u n a h m e  b e i m  

s p o n t a n e n  P r o z e s s  d e r  i r r e v e r s i b l e n  D u r c h m i s c h u n g  d u r c h  D i f f u s i o n  

( n a c h  E n t f e r n u n g  v o n  Trennwänden).  

Nun b e a c h t e  man f o l g e n d e s :  F ü r  Ni f N  i s t  

( ~ i e s e r  A u s d r u c k  i s t  p r o p o r t i o n a l  z u r  i n f o r m a t i o n s t h e o r e t i s c h e n  E n t r o -  

p i e  d e r  W - V e r t e i l u n g  ~cl , . . ,ck~ .) 

H a n d e l t  e s  s i c h  a b e r  um z w e i  i d e n t i s c h e  Gase, b e i  denen  d i e  

Wegnahme d e r  Wand k e i n e  R o l l e  s p i e l t ,  s o  kommt es  n a t ü r l i c h  z u  k e i n e r  

E n t r o p i e v e r m e h r u n g .  K ö n n t e  man a l s o  den  c h e m i s c h e n  U n t e r s c h i e d  d e r  Ga- 

s e  s t e t i g  g e g e n  N u l l  gehen  l a s s e n ,  s o  w ü r d e  s i c h  d a b e i  d i e  E n t r o p i e  un-  

s t e t i g  v e r h a l t e n .  D i e s  n e n n t  man das G i b b s s c h e  Paradoxon.  Der  A u f b a u  

d e r  Atome e r f o l g t  a b e r  u n s t e t i g .  

B. F a s t  i d e a l e  Wischunqen ( v e r d ü n n t e  ~ ö s u n q e n l  

V e r d ü n n t e  L ö s u n g e n  k ö n n e n  ä h n l i c h  b e h a n d e l t  werden  w i e  i d e a l e  Gase. 

Der  S t o f f  1 s e i  das  L ö s u n g s m i t t e l  u n d  e s  g e l t e  Ni« N1 , 
i=2,...k . D a b e i  i s t  e s  g l e i c h g ü l t i g ,  w e l c h e n  A g g r e g a t s z u s t a n d  d i e  Lö- 

s u n g  a u f w e i s t .  U n t e r  d i e s e n  B e d i n g u n g e n  k ö n n e n  w i r  d i e  i n n e r e  E n e r g i e  

n a c h  d e n  M a l z a h l e n  N2, ..., Nk e n t w i c k e l n  (d.h. w i r  e n t w i c k e l n  U/N 

n a c h  N2/N,. . . , N k / N )  : 
G 

UU, p, hf*,b3- U(=TP,N,,Nr=% . - > h l l = ~ t ~ ~ ( ~ ) , p . . ; U = o  
.d 

=: uj Cq). 
U ~ ( T , P )  = U ( T , P , N ~ , N ~  = D,..,Nk = O ) / N ~  i s t  d i e  s p e z i f i s c h e  E n e r g i e  

d e s  L ö s u n g s m i t t e l s .  F ü r  j > 1 s i n d  a b e r  d i e  U n i c h t  d i e  s p e z i f i -  
j 



s c h e n  i n n e r e n  E n e r g i e n  d e r  S t o f f e .  Man e r h ä l t  f ü r  U l e d i g l i c h  f o r -  

mal d e n s e l b e n  A u s d r u c k  
G 

w i e  i n  (6.16) f ü r  i d e a l e  Gase. Man b e a c h t e ,  dass  d i e  u  u n a b h ä n g i g  
j 

v o n  d e n  M o l z a h l e n  s i n d ,  a l s o  n u r  v o n  d e r  N a t u r  des  L ö s u n g s m i t t e l s  u n d  

d e s  j - t e n  g e l ö s t e n  S t o f f e s  ( s o w i e  v o n  p  u n d  T  ) abhängen. D i e s  f o l g t  

s o f o r t  aus  d e r  H o m o g e n i t ä t  e r s t e n  Grades  v o n  U i n  den  M o l z a h l e n .  

A n a l o g  k ö n n e n  w i r  v ( T , ~ , N ~ , . . , N ~ )  e n t w i c k e l n :  
, 

E n t s p r e c h e n d  i s t  vl d a s  s p e z i f i s c h e  Vo lumen des L ö s u n g s m i t t e l s  u n d  

v2,..,vk s i n d  d i e  p a r t i e l l e n  A b l e i t u n g e n  v o n  V n a c h  den  M o l z a h l e n  

N 2 9 0 e 0 9 N k  

H e i k l e r  i s t  d i e  Berechnung  d e r  E n t r o p i e ,  da d a f ü r  e i n  N i s c h -  

t e r m  a u f t r e t e n  muss. W i r  b e t r a c h t e n  z u n ä c h s t  d i e  E n t r o p i e  b e i  f e s t e n  

( a b e r  b e l i e b i g e n )  M o l z a h l e n .  Dann i s t  n a c h  (6.20)  u n d  (6.21) 

Da d i e  u  u n d  V n i c h t  v o n  den  M o l z a h l e n  abhängen,  muss 
1 i i 
-(dui+pdv.) e i n  e x a k t e s  D i f f e r e n t i a l  s e i n :  T 1 

D u r c h  I n t e g r a t i o n  e r g i b t  s i c h  

D i e  s i ( ~ , p )  s i n d  n a t ü r l i c h  n u r  b i s  a u f  K o n s t a n t e n  b e s t i m m t .  F ü r  g r o s -  

s e  T u n d  k l e i n e  p  s o l l t e  (6.24) i n  d e n  Ausdruck  (6.19) f ü r  i d e a l e  

Gase übergehen .  B e i  g e e i g n e t e r  N o r m i e r u n g  d e r  si(T,p) ( s o  d a s s  d i e s e  

f ü r  T +W, p  '3 0 i n  d i e  s p e z i f i s c h e n  E n t r o p i e n  d e r  e i n z e l n e n  

S t o f f e  ü b e r g e h e n )  i s t  d e s h a l b  

F o r m a l  e r h a l t e n  w i r  a l s o  w i e d e r  den  A u s d r u c k  (6 .19) ,  d.h. 



Aus ( 6 . 2 0 ) ,  ( 6 . 2 1 )  u n d  ( 6 . 2 5 )  e r g i b t  s i c h  f ü r  d a s  G i b b s s c h e  

P o t e n t i a l  ( i n  d e n  r i c h t i g e n  v a r i a b l e n )  

m i t  

F ü r  d i e  Anwendungen  s i n d  v o r  a l l em d i e  G l e i c h g e w i c h t s p a r a m e t e r  

A w i c h t i g .  F ü r  d i e s e  e r h a l t e n  wir 
T , ~ , N 1 , . , N j , * 9 N k  J 

Nach  ( 6 . 2 7 )  i s t  g l ( ~ , p )  d a s  c h e m i s c h e  P o t e n t i a l  / (L ; (T ,P)  d e s  r e i n e n  

L ö s u n g s m i t t e l s .  D e s h a l b  i s t  f ü r  cl? 1 , c i e  1 ( i = 2 , . . , k )  

S e t z e n  w i r  n o c h  

s o  g i l t  a u s s e r d e m  

I n  ,&J( 
W e s e n t l i  

T , P )  s t e c k t  a u c h  e i n e  W e c h s e l w i r k u n g  m i t  dem L ö s u n g s m i t t e l .  

c h  i n  ( 6 . 3 1 )  u n d  ( 6 . 2 9 )  i s t  d i e  e x p l i z i t e  K o n z e n t r a t i o n s a b -  

h ä n q i q k e i t  d e r  c h e m i s c h e n  P o t e n t i a l e .  Dies f ü h r t  z u  d e n  n a c h f o l g e n d e n  

i n t e r e s s a n t e n  Anwendungen .  

A .  O s m o t i s c h e r  D r u c k  

Wir b e t r a c h t e n  n u n  d i e  S i t u a t i o n  i n  F i g .  6 . 2 , i n  d e r  d a s  r e i n e  L ö s u n g s -  

m i t t e l  u n d  e i n e  L ö s u n g  d u r c h  e i n e  s e m i p e r m e a b l e  Membran g e t r e n n t  s i n d ,  

d i e  n u r  f ü r  d a s  L ö s u n g s m i t t e l  d u r c h l ä s s i g  i s t .  

B 

4 I 
I 4&2 4- 

i J 

\ s t a r r e  s e m i p e r m e a b l e  Wand 
F i q .  6.2 



D i e  G l e i c h g e w i c h t s b e d i n g u n g  (6.7) l a u t e t  

o d e r  m i t  (6.29) 

11 
/T,$) =& (T P") -XTZ C i  . ( 6 . 3 3 )  

J -a 
Da f ü r  r e i n e  S t o f f e  ( < b ~ / ' ) ~ ) ~  = V ( P , T )  g i l t ,  ~ r h a l t e n  w i r  a u s  (6 .33)  

f ü r  den  U e b e r d r u c k  A p  := pltlp ' n ä h e r u n g s w e i s e  

o d e r  m i t  V "  = V, N: 

I ( ~ e s e t z  v o n  v a n  ' t  ~ o f f ) .  

I n  W o r t e n  b e d e u t e t  d i e s :  

Der  v o n  d e r  g e l ö s t e n  S u b s t a n z  (2+3+ ...) a u s g e ü b t e  o s m o t i s c h e  

D r u c k  i s t  g l e i c h  g r o s s  w i e  d e r j e n i g e  D r u c k ,  w e l c h e n  d i e  Sub- 

s t a n z e n  2+3+... a l s  f r e i e s  i d e a l e s  Gas b e i  d e r  g l e i c h e n  Kon- 

z e n t r a t i o n  a u s ü b e n  würden.  

B e i s p i e l :  1 4 3 0  g  R o h r z u c k e r  i n  12 H2D 

A p e x p  
= 149 a tm b e i  3 0 ' ~  , 

A P t h  
= 104  a tm b e i  3 0 ' ~  . 

T r o t z  g r o s s e r  K o n z e n t r a t i o n  (c112& 1) i s t  d i e  t h e o r e t i s c h e  A n t w o r t  

r e c h t  g u t .  

B. P h a s e n q l e i c h q e w i c h t  b i n ä r e r  Systeme 

W i r  u n t e r s u c h e n  j e t z t  d i e  Aenderungen des G e f r i e r p u n k t e s ,  des S i e d e -  

p u n k t e s  u n d  des Dampfd ruckes  f ü r  Lösungen. Dazu b e t r a c h t e n  w i r  e i n  Lö- 

s u n g s m i t t e l  1, w e l c h e s  i m  r e i n e n  Z u s t a n d  (To ,po )  i n  z w e i  Phasen I 

u n d  I 1  k o e x i s t i e r t .  Nach (6.8) g i l t  

(6.35)  

E i n e  S u b s t a n z  2  s e i  i n  d e n  b e i d e n  Phasen g e l ö s t  m i t  c21 , c~~~ 44 1 . 
D a d u r c h  w i r d  d i e  P h a s e n k o e x i s t e n z k u r v e  v e r s c h o b e n ,  denn f ü r  d i e s e  g i l t  

(vq l . (6 .9) ) :  



&21,p211 s i n d  d a b e i  d i e  c h e m i s c h e n  P o t e n t i a l e  d e r  S u b s t a n z  2 i n  d e n  

b e i d e n  Phasen des  L ö s u n g s m i t t e l s .  

D i e  G l e i c h u n g e n  (6.36), (6.37) d e f i n i e r e n  i m  Raum d e r  (P,T, 

C 2 1 9 C 2 ~ 1  
) e i n e  z w e i d i m e n s i o n a l e  U n t e r m a n n i g f a l t i g k e i t ,  W i r  l i n e a r i s i e -  

r e n  (6.36) i n  den  k l e i n e n  U n t e r s c h i e d e n  AT = T-T , p p  = P-P, . M i t  
0 

(6.29) kommt 

m ca 
a & - ~ % ~ A T + a k  .L+ R T , ~ , = & L ~ I - ~  

o d e r  C ~ T  V= 2 

W i r  b e t r a c h t e n  j e t z t  z w e i  S p e z i a l f ä l l e  d i e s e r  l l v e r a l l g e m e i n e r -  

t e n  C l a u s i u s - C l a p e y r o n s c h e n  G l e i c h u n g " .  

a )  G e f r i e r p u n k t s e r n i e d r i g u n g  u n d  Dampfd rucke rhöhung  

Nach (6.38) ä n d e r t  s i c h  d i e  U e b e r g a n g s t e m p e r a t u r  b e i  f e s t e m  p  = p o  

gernäss 

w o b e i  L ( I  11) = T ( s ~ ~ -  sI) d i e  Uebergangswärme v o n  d e r  e r s t e n  i n  

d i e  z w e i t e  Phase b e z e i c h n e t .  

D i e s e  F o r m e l  b e s t i m m t  s p e z i e l l  d i e  Aenderung des  G e f r i e r p u n k -  

t e s  b e i m  L ö s u n g s p r o z e s s ,  wenn d e r  g e l ö s t e  S t o f f  i n  d e r  f e s t e n  Phase 

n i c h t  l ö s b a r  i s t  (z.0. E i s  u n d  Wasser) .  Da be im G e f r i e r e n  Wärme abge-  

geben  w i r d ,  i s t  A T <  0 , d.h. d e r  L ö s u n g s p r o z e s s  e r n i e d r i g t  d e n  Ge- 

f r i e r p u n k t  ( w e s h a l b  man S a l z  z u  s t r e u e n  p f l e g t ) .  

D i e  B e z i e h u n g  (6.39) b e s t i m m t  a u c h  d i e  Aenderung des  S i e d e p u n k -  

t e s  b e i  e i n e m  L ö s u n g s p r o z e s s ,  wenn d e r  S t o f f  n i c h t  f l ü c h t i g  i s t .  ( ~ i e  

b e i d e n  Phasen s i n d  d i e  f l ü s s i g e  Lösung  u n d  d e r  Dampf des  L ö s u n g s m i t -  

t e l s . )  A T  i s t  j e t z t  d i e  T e m p e r a t u r d i f f e r e n z  z w i s c h e n  dem P u n k t ,  wo 

das  L ö s u n g s m i t t e l  a u s  d e r  Lösung v e r d a m p f t  und  dem S i e d e p u n k t  d e s  r e i -  

n e n  L ö s u n g s m i t t e l s .  W e i l  b e i m  S i e d e n  Wärme v e r b r a u c h t  w i r d ,  i s t  

AT> D , d,h. d e r  S i e d e p u n k t  w i r d  d u r c h  d i e  Lösung e r h ö h t .  



b )  D a m p f d r u c k ä n d e r u n g  

Nun e r h a l t e n  w i r  T = T f e s t  u n d  e r h a l t e n  a u s  ( 6 . 3 8 )  f ü r  d i e  Dampf- 
0 

d r u c k e r h ö h u n g  a l s  F u n k t i o n  v o n  c ~ ~ -  c Z I I  

Wir w e n d e n  d i e s e  F o r m e l  a u f  d a s  G l e i c h g e w i c h t  z w i s c h e n  e i n e r  

f l ü s s i g e n  u n d  e i n e r  g a s f ö r m i g e n  P h a s e  a n  ( s . ~ i ~ .  6 .3 ) .  

m Dampf d e s  L ö s u n g s m i t t e l s  

L ö s u n g  ( s c h w e r f l ü c h t i g e r  
g e l ö s t e r  s t o f f )  

F i q .  6.3 

wo C d i e  K o n z e n t r a t i o n  d e r  L ö s u n g  i s t .  D a n a c h  i s t  d i e  r e l a t i v e  Er- 

n i e d r i g u n g  d e s  D r u c k e s  d e s  g e s ä t t i g t e n  D a m p f e s  d e s  L ö s u n g s m i t t e l s  

g l e i c h  d e r  K o n z e n t r a t i o n  d e r  L ö s u n g .  

C.  G l e i c h g e w i c h t  e i n e s  g e l ö s t e n  C t o f f e s  i n  z w e i  L ö s u n q s m i t t e l n  

Nun b e t r a c h t e n  w i r  z w e i  s i c h  b e r ü h r e n d e  L ö s u n g e n  1 , I I  e i n  u n d  d e s s e l b e n  

S t o f f e s  i n  v e r s c h i e d e n e n  L ö s u n g s m i t t e l n  ( z . 0 .  i n  z w e i  n i c h t  m i s c h b a r e n  

~ l ü s s i g k e i t e n ) .  

D i e  G l e i c h g e w i c h t s b e d i n g u n g  v e r l a n g t  j e t z t ,  d a s s  d i e  c h e m i -  

s c h e n  P o t e n t i a l e  d e s  g e l ö s t e n  S t o f f e s  i n  d e n  b e i d e n  L ö s u n g e n  g l e i c h  

s e i n  m ü s s e n .  Nach  ( 6 . 3 1 )  g i l t  a l s o  

D a r a u s  e r g i b t  s i c h  

c r / c X = q  UT . 
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D i e s  z e i g t ,  d a s s  d a s  V e r h ä l t n i s  c1/c I I ( b e i  g e g e b e n e m  D r u c k  u n d  g e g e -  

b e n e r  T e m p e r a t u r )  i m m e r  g l e i c h  i s t .  

D. L ö s u n q  e i n e s  ( i d e a l e n )  G a s e s  i n  e i n e m  L ö s u n q s m i t t e l  

C c h l i e s s l i c h  b e t r a c h t e n  w i r  d a s  G l e i c h g e w i c h t  z w i s c h e n  e i n e m  Gas ( w e l -  

c h e s  wir a l s  i d e a l  a n n e h m e n )  u n d  s e i n e r  L ö s u n g  i n  i r g e n d e i n e m  k o n d e n -  

s i e r t e n  L ö s u n g s m i t t e l .  

Die G l e i c h h e i t  d e r  c h e m i s c h e n  P o t e n t i a l e  d e s  r e i n e n  u n d  d e s  

g e l ö s t e n  G a s e s  l a u t e t  n a c h  ( 6 . 3 1 )  

D i e  A b l e i t u n g  n a c h  dem D r u c k  b e l  f e s t e m  T g i b t  "1 

V = \I 
r e i n  g e l ö s t  +W- 

Cop* 
D a b e i  i s t  v g e l ö s t  d i e  A e n d e r u n g  d e s  L ö s u n g s v o l u m e n s  b e i  d e r  L ö s u n g  

e i n e s  M o l s ,  E s  i s t  
V V g e l ö s t  r e i n  

u n d  d a m i t  

o d e r  

I C = c o n s t  p , f ü r  T = c o n s t  ( 6 . 4 3 )  

( ~ e s e t z  v o n  H e n r y ) .  

6 e i  d e r  L ö s u n g  e i n e s  G a s e s  i s t  a l s o  d i e  K o n z e n t r a t i o n  d e r  ( s c h w a c h e n )  

L ö s u n g  p r o p o r t i o n a l  zum G a s d r u c k .  

*) Nach ( 6 . 2 6 )  u n d  ( 6 . 3 0 )  i s t  

D e s h a l b  i s t  <aPg2P)T d i e  A e n d e r u n g  d e s  L ö s u n g s v o l u r n e n s  b e i  d e r  

L ö s u n g  e i n e s  M o l s .  
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6.4 Chemische Reak t i onen ,  Massenw i r kungsgese t z  

W i r  u n t e r s u c h e n  j e t z t  e i n  E inphasen-Mischsystem,  i n  welchem 

"chemische"  R e a k t i o n e n  a b l a u f e n  können. ( ~ i e s  können  auch  Ke rn reak -  

t i o n e n  i n  e inem S t e r n  o d e r  Elementarteilchenreaktionen i m  f r ü h e n  U n i -  

versum se in . )  Auch wenn das System m a t e r i e l l  a b g e s c h l o s s e n  i s t ,  können  

s i c h  a u f  Grund d i e s e r  R e a k t i o n e n  d i e  M o l z a h l e n  ändern.  B e i  gegebenen 

ä u s s e r e n  Bed ingungen  w i r d  s i c h  s c h n e l l  e i n  G Z  e i n s t e l l e n .  

Chemische R e a k t i o n e n  s c h r e i b t  man s y m b o l i s c h  a l s  G l e i c h u n g e n  

wobe i  Ai d i e  chemischen  Symbole d e r  r e a g i e r e n d e n  S t o f f e  und  d i e  i 
s t ö c h i o m e t r i s c h e n  K o e f f i z i e n t e n  s i n d .  

B e i s p i e l :  F ü r  2H2  + Q2 4-2H20 s c h r e i b e n  w i r  

2 H 2 + 4 0  - 2 H 2 0  = 0  

W i r  nehmen an, dass  d i e  R e a k t i o n e n  b e i  k o n s t a n t e r  Tempera tu r  

und  b e i  k o n s t a n t e m  Druck a b l a u f e n .  Es mögen s s o l c h e  zw i schen  den 

A1,..,Ak s t a t t f i n d e n  

+- 4> 2, ., 5 .  
L, 

A.  Bed inqunqen  f ü r  das G l e i c h q e w i c h t  

I m  G l e i c h g e w i c h t  muss das G ibbssche  P o t e n t i a l  ( b e i  gegebenen T,p) den 

k l e i n s t m ö g l i c h e n  Wert  haben ( s i e h e  C. 84).  W i r  müssen a l s o  u n t e r s u c h e n ,  

wann das G ibbssche  P o t e n t i a l  G ( T , P , N ~ , . . , N ~ )  von a n t i k a t a l y t i s c h  ge- 

hemmten G Z  a u f  den U n t e r m a n n i g f a l t i g k e i t e n  

e i n  Minimum annimmt. D i e  S t a t i o n a r i t ä t s b e d i n g u n g  von G a l s  F u n k t i o n  

d e r  ( 1  l a u t e t  . % 

D i e  G l e i c h u n g e n  r I 



a u f  d e r  M a n n i g f a l t i g k e i t  ( 6 . 4 6 )  b e s t i m m e n  d a s  G l e i c h g e w i c h t  f ü r  

(N1 , . . ,N r )  e i n d e u t i g ,  f a l l s  G ( T , P , N ~ , . . , N ~ )  s t r i k t  k o n v e x  i s t ,  d.h. 

f ü r  r e i n e  P h a s e n .  D i e  G 1 .  ( 6 . 4 7 )  g e h e n  a u s  d e n  R e a k t i o n s g l e i c h u n g e n  

( 6 . 4 5 )  d u r c h  d i e  E r s e t z u n g  
A i  -5'ri h e r v o r .  S i e  k ö n n e n  a l s  a l l g e -  

m e i n  g ü l t i g e n  A u s d r u c k  f ü r  d a s  M a s s e n w i r k u n q s q e s e t z  a n g e s e h e n  w e r d e n .  

B e m e r k u n q e n  

1, F ü r  d i e  o b i g e  H e r l e i t u n g  i s t  w e s e n t l i c h ,  d a s s  w i r  d i e  c h e m i s c h e n  

GZ m i t  c h e m i s c h  g e h e m m t e n  G Z  v e r g l e i c h e n  k o n n t e n .  Das " Z a u b e r m i t t e l "  

( ~ a u l i )  d e r  d a f ü r  n o t w e n d i g e n  i d e a l e n  A n t i k a t a l y s a t o r e n  e x i s t i e r t  a b e r  

n u r  i n  s e l t e n e n  F ä l l e n .  

2. I n  ( 6 . 4 6 )  u n d  d a m i t  a u c h  i n  ( 6 . 4 7 )  kommt e s  n u r  a u f  d e n  i m  Raume 

d e r  - N = ( N 1 , . . . , N k )  d u r c h  d i e  V e k t o r e n  

a u f g e s p a n n t e n  U n t e r r a u m  a n .  D e s h a l b  k a n n  man s i c h  a u f  e i n e n  S a t z  v o n  

l i n e a r  u n a b h ä n g i g e n  R e a k t i o n s g l e i c h u n g e n  b e s c h r ä n k e n .  

3 .  Aus ( 6 . 4 7 )  s o l l  man n i c h t  d e n  F e h l s c h l u s s  z i e h e n ,  d a s s  d a s  c h e m i -  

s c h e  G l e i c h g e w i c h t  d u r c h  d i e  T h e r m o d y n a m i k  d e s  " i n e r t e n  G e m i s c h e s "  b e -  

s t i m m t  s e i  - a l s o  2.0. i m  F a l l e  i d e a l e r  G a s e  d u r c h  d i e  T h e r m o d y n a m i k  

d e r  r e i n e n  S t o f f e .  Ohne B e r ü c k s i c h t i g u n g  d e r  c h e m i s c h e n  Umwandlungs-  

m ö g l i c h k e i t e n  k ö n n e n  wir n ä m l i c h  U u n d  S u n d  d a m i t  
G u n d  Pi 

u m n o r m i e r e n :  

Im c h e m i s c h e n  G l e i c h g e w i c h t  s i n d  d i e s e  U m n o r m i e r u n g e n  a b e r  n a c h  ( 6 . 4 7 )  

e i n g e s c h r ä n k t :  a = Z V ~ '  bi  = 0  . Dies r ü h r t  d a v o n  h e r ,  d a s s  
i i i 

i n n e r h a l b  d e r  f l a n n i g f a l t i g k e i t e n  ( 6 . 4 6 )  j e t z t  E n e r g i e  - u n d  E n t r o p i e -  

D i f f e r e n z e n  m e s s b a r  s i n d  ( d u r c h  r e v e r s i b l e  V e r ä n d e r u n g e n  d e s  c h e m i -  

s c h e n  ~ l e i c h g e w i c h t e s )  u n d  d a h e r  E n e r g i e  u n d  E n t r o p i e  n i c h t  m e h r  u n a b -  

h ä n g i g  f ü r  j e d e n  S t o f f  n o r m i e r t  w e r d e n  k ö n n e n .  D i e s  w i r d  b e r ü c k s i c h -  

t i g t ,  i n d e m  man i n  ( 6 . 4 7 )  d i e  u n b e k a n n t e n  K o n s t a n t e n  s t e h e n  l ä s s t :  

w o b e i  j e t z t  d i e  N o r m i e r u n g e n  d e r  Pi w i l l k ü r l i c h  s i n d .  S o  s i e h t  m a n ,  

d a s s  f ü r  j e d e  R e a k t i o n  z w e i  " c h e m i s c h e  K o n s t a n t e n 1 '  Z Viai , x y i b i  

a u f t r e t e n ,  d i e  e r s t  a u f  G r u n d  v o n  M e s s u n g e n  c h e m i s c h e r  G l e i c h g e w i c h t e  



bes t immbar  s i n d .   er 3. H a u p t s a t z  w i r d  d i e  K o n s t a n t e  Z y i b i  e l i m i -  

n i e r e n .  ) 

B. Massenw i r kunqsqese t z  f ü r  i d e a l e  Gase 

W i r  wenden nun d i e  a l l g e m e i n e  Bed ingung  f ü r  das chemische G l e i c h g e -  

w i c h t  a u f  e i n  i d e a l e s  Gasgemisch an. Der  E i n f a c h h e i t  h a l b e r  s e i  n u r  

e i n e  R e a k t i o n  ~ w ~ A ~  = 0 m ö g l i c h .  Nach (6.18) i s t  

D i e s  s e t z e n  w i r  i n  4 

e i n  und e r h a l t e n  

D i e s  i s t  das Massenw i r kungsgese t z  f ü r  i d e a l e  Gase. D i e  r e c h t s  s t e h e n d e  

Grösse ( " ~ a s s e n w i r k u n ~ s k o n s t a n t e ' ~ )  i s t  n u r  e i n e  F u n k t i o n  d e r  Tempera tu r  

und  des Druckes.  

W i r  w o l l e n  uns  noch  d i r e k t  davon  überzeugen,  dass K ( T , P )  

d u r c h  d i e  E i g e n s c h a f t e n  d e r  r e i n e n  S t o f f e  p l u s  zwe i  chemischen Kons tan -  

t e n  b e s t i m m t  i s t .  Dazu b e t r a c h t e n  w i r  d i e  A b l e i t u n g e n  von & K ( T , ~ )  

nach  T  und  p . 
Zunächs t  g i l t  

1 

deh. Z Y . ~ .  =-Lzr . .  
Q P  T " +' e i 

L (6 .51)  

(Mo lvo lumen d e r  i - t e n  Komponente) 

Der  Wert  von  Y-  bes t immt  demnach d i e  D r u c k a b h ä n g i g k e i t  des chemi -  
b 

Sodann g i l t  

E n t r o p i e  p r o  Mo l  des r e i n e n  S t o f f e s  



Nun i s t  a b e r  d i e  E n t h a l p i e  d e s  i - t e n  S t o f f e s  p r o  M o l  ( s i e h e  (11.7.24)) 
0 0 

hi =)Li + Tsi = U + p v  = ui+ RT . D e s h a l b  g i l t  i i 

Z v i h i  i s t  d i e  Aenderung,  A H ( T , ~ )  , der i e s a m t e n t h a l p i e  

H = r ~ ~ h ~  = U+ pV " b e i  e i n m a l i g e m  Umsatz"  pN = V u n d  f e s t e n  

T,p . D a m i t  l a u t e t  (6.53) 

~HCr,pl . 
PTz 

(6.54)  

Wegen d H  = T d S  Vdp i s t  .&H a u c h  d i e  aufgenommene Reak t ionswärme.  

D i e s e  b e s t i m m t  d i e  T e m p e r a t u r a b h a n g i g k e i t  des  c h e m i s c h e n  G l e i c h g e w i c h -  

t e s .  

Man b e a c h t e  

d.h. d i e  T - A b h ä n g i g k e i t  v o n  AH i s t  d u r c h  d i e  E i g e n s c h a f t e n  d e r  r e i -  

n e n  S t o f f e  b e s t i m m t .  

D i e  b e i d e n  G 1 .  (6 .51) ,  (6.54) w e r d e n  nach  v a n  ' t  H o f f  b e n a n n t .  

S i e  z e i g e n ,  d a s s  K ( T , ~ )  d u r c h  d i e  E i g e n s c h a f t e n  d e r  r e i n e n  S t o f f e  u n d  

z w e i  " c h e m i s c h e  K o n s t a n t e n " ,  z.0. K ( T ~ , P , ) ,  A H ( T ~ , P ~ )  , b e s t i m m t  i s t .  

man k a n n  d i e  G 1 .  (6.50) a u c h  a u f  d i e  P a r t i a l d r u c k e  pi= cip 

u m s c h r e i b e n .  M i t  H i l f e  v o n  ( 6 . 5 1 ' )  e r g i b t  s i c h  

( u n a b h ä n g i g  v o n  p  !) . 
( 6 . 5 0 ' )  

B e i s p i e l :  Ammoniakerzeugung n a c h  Haber :  

1 N 2 +  3H2/-2 N Hg, 

z v i = 1 + 3 - 2 = 2 ,  

F ü r  g r o s s e  NH3- A u s b e u t e  muss d a h e r  p  m ö g l i c h s t  g r o s s  s e i n  ! 

Bosch h a t  s e i n e r z e i t  d i e  t e c h n i s c h e n  Prob leme überwunden,  d i e  

m i t  den  h o h e n  D r u c k e n  v e r b u n d e n  s i n d .  F e r n e r  h a t  e i n s  Auswah l  g e e i g n e -  

t e r  K a t a l y s a t o r e n  d u r c h  N i t t a s c h  z u  d e n  V o r b e d i n g u n g e n  d e r  e r f o l g r e i -  

c h e n  i n d u s t r i e l l e n  S y n t h e s e  b e i g e t r a g e n .  



C. f l a s s e n w i r k u n q s q e s e t z  f ü r  v e r d ü n n t e  L ö s u n q e n  

Wir s c h r e i b e n  d i e  R e a k t i o n  o h n e  B e t e i l i g u n g  d e s  L ö s u n g s m i t t e l s  1 a l s  

Da f ü r  d i e  g e l ö s t e n  S t o f f e  i = 2 , . . , k  n a c h  ( 6 . 3 1 ) ,  d.h. 

/Uj 
f o r m a l  g l e i c h  l a u t e t  wie f ü r  i d e a l e  Gase ( ~ 1 . ( 6 . 4 8 ) ) ,  g i l t  w i e d e r  

d a s  M a s s e n w i r k u n g s g e s e t z  ( 6 . 5 0 ) .  

Nach (6.30) i s t  

F e r n e r  g i l t  *) n a c h  (6 .23)  

D e s h a l b  i s t  

d 

u n d  d a m i t  g e l t e n  w i e d e r  d i e  G l e i c h u n g e n  v o n  v a n  ' t  H o f f :  

Nach ( 6 . 2 0 )  u n d  ( 6 . 2 1 )  s i n d  d a b e i  &V, & H  d i e  A e n d e r u n g e n  d e s  V o l u -  

m e n s  V u n d  d e r  E n t h a l p i e  H = U+ pV b e i  e i n m a l i g e m  U m s a t z  AN = V i .  i 
F r e i l i c h  k a n n  man j e t z t  H n i c h t  m e h r  w i e  i n  ( 6 . 5 5 )  m i t  d e n  s p e z i f i -  

s c h e n  Wärmen d e r  r e i n e n  S t o f f e  i n  V e r b i n d u n g  b r i n g e n .  

Wenn d i e  L o s u n g  i n k o m p r e s s i b e l  i s t ,  s o  s i n d  d i e  u i  u n d  si  

n u r  F u n k t i o n e n  v o n  T u n d  V = c o n s t ;  a u s s e r d e m  g i l t  i 

*) Plan e r i n n e r e  s i c h ,  d a s s  d i e  u i  u n d  v i  f ü r  d i e  g e l ö s t e n  S t o f f e  
J J 

n i c h t  d i e  s p e z i f i s c h e n  E n e r g i e n  u n d  V o l u m i n a  s i n d  ( v g l .  C. 8 6 ) .  



Desha lb  i s t  i n  d iesem F a l l  d i e  N a s s e n w i r k u n g s k o n s t a n t e  n u r  e i n e  Funk- 

t i o n  von T , K = K ( T )  . 

7. Der d r i t t e  H a u p t s a t z  

Der i m  Vorangegangenen e n t w i c k e l t e  Rahmen d e r  Thermodynamik 

l ä s s t  f ü r  j e d e n  r e i n e n  S t o f f  e i n e  N o r m i e r u n g s k o n s t a n t e  f ü r  d i e  E n t r o -  

p i e  *) f r e i  ( s i e h e  ~ 1 .  (111.1.14)). Ausgehend von Beobachtungen e l e k t r o -  

chem ische r  Umwandlungen g e l a n g t e  N e r n s t  1906 zu  fo lgendem 

POSTULAT  ernst 1906) :  "JEDE CHEMISCHE REAKTION I N  KONDENSIERTER 

PHASE VERLAEUFT A f l  ABSOLUTEN NULLPUNKT OHNE AENDERUNG DER ENTROPIE1'. 

I n  e i n e r  V e r s c h ä r f u n g  f o r m u l i e r t e  P lanck  1911  den 3. H a u p t s a t z  

w i e  f o l g t .  

3. HAUPTSATZ ( ~ l a n c k s c h e  F o r m u l i e r u n q ) :  "FUER JEDEN STOFF 

STREBT DIE ENTROPIE I N  LIMES T +  0 GEGEN E I N E  VON DRUCK, 

AGGREGATSZUSTAND UND CHEMISCHE ZUSAMMENSETZUNG UNABHAENGIGE 

KONSTANTE". 

D i e s e  K o n s t a n t e  kann  man N u l l  s e t z e n  und  d a m i t  d i e  E n t r o p i e  a b s o l u t  

no rm ie ren .  

E i n e  u n m i t t e l b a r e  F o l g e  davon i s t ,  dass e i n e  d e r  b e i d e n  chemi -  

schen  K o n s t a n t e n  f i x i e r t  i s t  ( z v i b i  = 0 , i n  den  Beze ichnungen  a u f  

S. 96 ) .  Es genüg t  d e s h a l b ,  e i n e  e i n z i g e  Reakt ionswärme A H ( T ~ , ~ ~ )  z u  

messen. D i e s  wurde d u r c h  E x p e r i m e n t e  schon  von N e r n s t  q u a l i t a t i v  be- 

s t ä t i g t .  

Der 3. H a u p t s a t z  i s t  e i n e  Konsequenz d e r  Q u a n t e n s t a t i s t i k ,  E r  

g i l t  a b e r  n i c h t  ausnahmslos,  w i e  das f o l g e n d e  B e i s p i e l  z e i g t .  

Wenn e i n  System aus  N M o l e k ü l e n  e i n e n  Grundzus tand  h a t ,  des-  

sen  E n t a r t u n g s g r a d  p r o p o r t i o n a l  zu  A~ i s t  ( A  e i n e  ~ o n s t a n t e ) ,  so  

i s t  d i e  E n t r o p i e  nach  d e r  Q u a n t e n s t a t i s t i k  b e i  T = 0  : S(T=O)  = 

= kN l o g  A , o d e r  R l o g  A p r o  Mol. E i n  k o n k r e t e s  System d i e s e r  A r t  

i s t  CH3D . I s t  d e r  G rundzus tand  von  CH4 e i n f a c h ,  so i s t  d e r j e n i g e  
N von  CH3D 4 - fach.  Man k a n n  n ä m l i c h  i n  jedem CH4-Tet raeder  e i n  b e l i e -  

b i g e s  H-Atom d u r c h  e i n  D-Atom e r s e t z e n ,  wobe i  d i e  E n e r g i e  i n  a l l e n  

*) D i e s  h a t  -zu r  Fo lge ,  dass  i n  den  P o t e n t i a l e n  F und G e i n e  l i n e a -  
r e  F u n k t i o n  SgT+const  unbes t immt  b l e i b t ,  d i e  z.B. i n  den chemi-  

schen  G l e i c h g e w i c h t s b e d i n g u n g e n  e i n g e h t  ( v g l .  d i e  Bemerkung 3 a u f  
S. 96) .  



v i e r  F ä l l e n  p r a k t i s c h  d i e s e l b e  ist.  Dies f ü h r t  a u f  e i n e  N u l l p u n k t s -  

e n t r o p i e  v o n  R l o g  I = 2.75 ~ a l / i l o l - K  , was n a h e  b e i m  e x p e r i m e n t e l l e n  

W e r t  2.77 Cal / f lo l -K l i e g t .  

B e i  d e n  A n w e n d u n g e n  d e s  3.  H a u p t s a t z e s  m u s s  man v o r s i c h t i g  

s e i n ,  d a  s i c h  f ü r  T +  0 d a s  t h e r m o d y n a m i s c h e  G l e i c h g e w i c h t  u n t e r  Urn- 

s t ä n d e n  s e h r  l a n g s a m  e i n s t e l l t  ( m e t a s t a b i l e  ~ l e i c h g e w i c h t e ) .  E i n  B e i -  

s p i e l  i s t  G l y c e r i n ,  wo d i e  E n t r o p i e  d e r  u n t e r k ü h l t e n  f l ü s s i g e n  P h a s e  

e t w a  5-15 C a l / G r a d - M o l  g r ö s s e r  i s t  a l s  d i e  d e r  k r i s t a l l i n e n  P h a s e .  

F o l g e r u n g e n  a u s  dem 3.  H a u p t s a t z  

a )  V e r h a l t e n  d e r  A b l e i t u n q e n  

M a t h e m a t i s c h  a u s g e d r ü c k t  l a u t e t  d e r  3. H a u p t s a t z  

D e s h a l b  g i l t  T 
I AT' scT&)= 1 C&')- . 

0 T' 
D a m i t  d e r  Limes v o n  s ( ~ , p )  f ü r  T &  0 e x i s t i e r t ,  m u s s  g e l t e n  

L c ,m=o .  
T b 0  

Wegen O<cV< c p  g i l t  a u c h  

F e r n e r  s t r e b e n  a u f  G r u n d  d e r  M a x w e l l - R e l a t i o n e n  ( ~ a b e l l e  I )  

u n d  ( 7 . 1 )  a u c h  d i e  A u s d e h n u n g s -  u n d  S p a n n u n g s - K o e f f i z i e n t e n  g e g e n  N u l l  

Da a l l g e m e i n  g i l t  (s. ( 1 . 1 0 ) )  

e r h a l t e n  w i r  a u s s e r d e m  



- Coz- 
d . h .  C - C,, m u s s  s t ä r k e r  a l s  T g e g e n  N u l l  g e h e n .  

P 

b )  U n e r r e i c h b a r k e i t  d e s  a b s o l u t e n  N u l l p u n k t e s  

F ü r  d i e  A n n ä h e r u n g  a n  d e n  a b s o l u t e n  N u l l p u n k t  k a n n  man a u s n u t z e n ,  d a s s  

d i e  E n t r o p i e  n i c h t  n u r  e i n e  F u n k t i o n  d e r  T e m p e r a t u r  i s t ,  s o n d e r n  n o c h  

v o n  m i n d e s t e n s  e i n e m  w e i t e r e n  P a r a m e t e r  (z .B.  P )  a b h ä n g t  *I. Nach  dem 

3. H a u p t s a t z  e r g i b t  s i c h  q u a l i t a t i v  d a s  f o l g e n d e  C-T-Diagramm: 

F i q .  7 . 1  

An d i e s e r  F i g u r  m a c h t  man s i c h  l e i c h t  k l a r ,  d a s s  T  = 0 n i c h t  i n  e n d -  

l i c h  v i e l e n  S c h r i t t e n  e r r e i c h b a r  i s t .  D a b e i  i s t  n a t ü r l i c h  w e s e n t l i c h ,  

d a s s  a l l e  K u r v e n  p  = c o n s t  b e i  T = 0 z u s a m m e n l a u f e n .  Es i s t  a b e r  

n i c h t  n ö t i g ,  d a s s  d e r  z u g e h ö r i g e  W e r t  v o n  S g l e i c h  N u l l  i s t .  

Da d e r  a b s o l u t e  N u l l p u n k t  n u r  a s y m p t o t i s c h  e r r e i c h b a r  i s t ,  

g i b t  e s  a u c h  k e i n e n  C a r n o t - P r o z e s s  m i t  T = 0 a l s  K ü h l e r t e m p e r a t u r  

u n d  z u g e h ö r i g e m  W i r k u n g s g r a d  V = ' *  
E x p e r i m e n t e l l e  U e b e r p r ü f u n g  d e s  3. H a u p t s a t z e s  

E i n  h i s t o r i s c h  w i c h t i g e s  B e i s p i e l  f ü r  d i e  U e b e r p r ü f u n g  d e s  3. H a u p t -  

s a t z e s  war d i e  U n t e r s u c h u n g  a n  d e n  b e i d e n  M o d i f i k a t i o n e n  d e s  Z i n n s .  

B e k a n n t l i c h  e x i s t i e r t  e l e m e n t a r e s  Z i n n  i n  Form e i n e s  n o r m a l e n  

M e t a l l e s  ( w e i s s e s  ~ i n n )  u n d  i n  Form e i n e s  g r a u e n  P u l v e r s  ( g r a u e s  ~ i n n ) .  

*) I n  A b s c h n i t t  w e r d e n  w i r  e i n e  p r a k t i s c h  w i c h t i g e  m e t h o d e  z u r  E r -  
r e i c h u n g  v o n  t i e f e n  T e m p e r a t u r e n  b e s p r e c h e n ,  b e i  d e r  d i e s e r  P a r a -  
meter e i n  ä u s s e r e s  M a g n e t f e l d  i s t  ( a d i a b a t i s c h e  E n t m a g n e t i s i e r u n g ) .  



0 
B e i d e  Phasen können  b e i  e i n e r  Tempera tu r  von  13.2 C n e b e n e i n a n d e r  e x i -  

s t i e r e n .  D a r u n t e r  i s t  d i e  graue,  d a r ü b e r  d i e  w e i s s e  Form b e s t ä n d i g .  

D i e  Umwandlung i s t  a l l e r d i n g s  s t a r k  gehemmt und  g e h t  e r s t  m i t  m e r k l i -  

c h e r  G e s c h w i n d i g k e i t  v o r  s i c h ,  nachdem s i c h  e twas  g r a u e s  Z i n n  g e b i l d e t  

h a t ,  das a u t o k a t a l y t i s c h  w i rksam i s t  ( ~ i n n p e s t ) .  Durch  s c h n e l l e  U n t e r -  

k ü h l u n g  i s t  es  d e s h a l b  m ö g l i c h ,  das w e i s s e  Z i n n  b i s  h i n u n t e r  zu  den 

t i e f s t e n  Tempera tu ren  a l s  m e t a s t a b i l e  M o d i f i k a t i o n  zu  e r h a l t e n  und  s e i -  

ne I o l w ä r m e  zu  messen. 

Nun k a n n  man d i e  E n t r o p i e d i f f e r e n z  zw i schen  b e i d e n  M o d i f i k a -  

t i o n e n  am K o e x i s t e n z p u n k t  a u f  z w e i  Weisen bestimmen. E i n m a l  f o l g t  a u s  

g t  = g u  f ü r  d i e  b e i d e n  M o d i f i k a t i o n e n  

Dabe i  b e t r ä g t  d i e  e x p e r i m e n t e l l  gemessene Umwand lungsen tha lp i e  

& h  = - 522.5 c a l .  

Auf d e r  a n d e r e n  S e i t e  f o l g t  aus dem 3. H a u p t s a t z  nach  (7.2) 

I n n e r h a l b  d e r  M e s s g e n a u i g k e i t  s t immen b e i d e  E n t r o p i e d i f f e r e n z e n  ü b e r -  

e i n .  

8. D i e l e k t r i k a  und  V a g n e t i k a  

I n  d iesem A b s c h n i t t  s t u d i e r e n  w i r  d i e  the rmodynamischen  E igen -  

s c h a f e n  von  d i e l e k t r i s c h e n  und m a g n e t i s c h e n  Subs tanzen  i n  Anwesenhe i t  

v o n  e l e k t r i s c h e n  und m a g n e t i s c h e n  F e l d e r n .  

B e i  d e r  Best immung d e r  the rmodynamischen  P o t e n t i a l e  muss man 

s o r g f ä l t i g  d a r a u f  a c h t e n ,  was zum System g e z ä h l t  w i r d  und was n i c h t .  

I n s b e s o n d e r e  k a n n  man immer e i n  e x a k t e s  D i f f e r e n t i a l  e i n e s  F e l d e n e r g i e -  

a n t e i l s  (2.B. i n  dU ) a b z i e h e n ,  wenn d i e s e r  u n a b h ä n q i q  vom thermody-  

nam ischen  Z u s t a n d  i s t .  F e r n e r  i s t  d a r a u f  zu ach ten ,  we l che  V a r i a b l e n  

(spannungen, Ströme, e t c . )  i n  d e r  Versuchsanordnung p r i m ä r  k o n t r o l -  

l i e r t  werden. 

Aus d i e s e n  Gründen werden i n  d e r  L i t e r a t u r  v e r s c h i e d e n e  Aus- 

d r ü c k e  f ü r  d i e  r e v e r s i b l e  A r b e i t  und d i e  v e r s c h i e d e n e n  thermodynami -  

schen  P o t e n t i a l e  ve rwendet .  Da d i e s  immer w i e d e r  b e t r ä c h t l i c h e  V e r w i r -  



-ua- 
r u n g e n  v e r u r s a c h t ,  w e r d e  i c h  d a s  F o l g e n d e  z i e m l i c h  a u s f ü h r l i c h  a b h a n -  

d e l n .  

Z u n ä c h s t  e r i n n e r e  i c h  a n  d e n  E n e r g i e s a t z  i n  d e r  ED. 

Die F e l d e r  - E und - B i n  m a k r o s k o p i s c h e n  K ö r p e r n  s i n d  r ä u m -  

liehe M i t t e l w e r t e  d e r  m i k r o s k o p i s c h e n  F e l d e r ,  w e l c h e  i h r e r s e i t s  d i e  

N a x w e l l s c h e n  G l e i c h u n g e n  m i t  d e n  m i k r o s k o p i s c h e n  t o t a l e n  L a d u n g e n  u n d  

S t r ö m e n  (e,j) e r f ü l l e n .  D u r c h  R i t t e l w e r t b i l d u n g  e r h a l t e n  w i r  a u s  d i e -  

s e n  G l e i c h u n g e n  

U e b l i c h e r w e i s e  z e r l e g t  man ( 9 )  i n  d i e  Polarisationsladungsdichte 

- d i v  - P u n d  d i e  L a d u n g s d i c h t e  Sp d e r  ' f r e i e n w  ( v o n  a u s s e n  s p e z i f i -  

z i e r t e n )  L e i t u n g s l a d u n g e n :  

A n a l o g  i s t  * 
=Tt+cd &-T L$> L - 

(I@ : S t r o m d i c h t e  d e r  L e i t u n g s l a d u n g e n ,  - R :  ~ a ~ n e t i s i e r u n ~ s d i c h t e ) .  

Die H i l f s f e l d e r  - D u n d  H s i n d  d e f i n i e r t  d u r c h  - 

M i t  d i e s e n  l a s s e n  s i c h  d i e  m a k r o s k o p i s c h e n  N a x w e l l - G l e i c h u n g e n  (8 .1 )  

i n  d e r  ü b l i c h e n  Form s c h r e i b e n  

A l s  m a t h e m a t i s c h e  K o n s e q u e n z  e r h ä l t  man d a r a u s  

Die I n t e r p r e t a t i o n  d i e s e r  G l e i c h u n g  i s t  d i e  f o l g e n d e .  E i n  g e g e b e n e s  

S y s t e m  (z .0 .  e i n  D i e l e k t r i k u m  z w i s c h e n  ~ o n d e n s a t o r p l a t t e n )  s e i  i n  e i -  

nem G e b i e t  G ( ? G  b e f i n d e  s i c h  i m  m a t e r i e l l e n  ~ a k u u m ) .  D u r c h  I n t e -  

g r a t i o n  v o n  ( 8 . 6 )  ü b e r  G e r h a l t e n  w i r  

C. 6% c ( E A ~ ) ~ A = =  5 [ i ~ J i g + i ~ &  T J . E ~ B V  
4Tr 96 

* 4'TT 4a- -k-e-  *(8.7) 
G 

Die l i n k e  S e i t e  g i b t  d i e  E n e r g i e  a n ,  w e l c h e  i n  d e r  k l e i n e n  Z e i t  fit 

i n  d a s  S y s t e m  f l i e s s t .  Diese t e i l t  s i c h  a u f  i n  d i e  A r b e i t ,  w e l c h e  d a s  

E - F e l d  a n  d e r  S t r o m d i c h t e  3 - - P  i n  d e r  Z e i t  i3t l e i s t e t  u n d  d i e  Ar- 
b e i t  6A , d i e  f ü r  d i e  A e n d e r u n g e n  6 0  - u n d  v o n  - D u n d  B 



b e n ö t i g t  w i r d .  Letzere i s t  n a c h  (8.7) 

8 . 1  R e v e r s i b l e  A r b e i t  f ü r  d i e  P o l a r i s i e r u n g  u n d  M a g n e t i s i e r u n g  

A. D i e l e k t r i k a  

Wir b e t r a c h t e n  j e t z t  s p e z i e l l  e i n  u n g e l a d e n e s  D i e l e k t r i k u m  i n  e i n e m  

e l e k t r i s c h e n  F e l d ,  w e l c h e s  etwa d u r c h  d i e  L a d u n g e n  P1 , Q2 a u f  d e n  

L e i t e r n  L1 , L2 e i n e s  K o n d e n s a t o r s  e r z e u g t  w i r d  ( v g l .  F i g .  8 . 1 )  

F i q .  8 . 1  

A u s s e r h a l b  d e r  L e i t e r  g i l t  

D a b e i  s t e l l e n  w i r  u n s  v o r ,  d a s s  d a s  D i e l e k t r i k u m  d u r c h  K o n t a k t  m i t  e i -  

nem W ä r m e r e s e r v o i r  a u f  k o n s t a n t e r  T e m p e r a t u r  T  g e h a l t e n  w i r d .  

Die Annahme e i n e r  Z u s t a n d s g l e i c h u n g  s c h l i e s s t  f e r r o e l e k t r i s c h e  

S y s t e m e  m i t  H y s t e r e s e  a u s .  

Bei g e g e b e n e n  P o t e n t i a l e n  o d e r  L a d u n g e n  a u f  d e n  L e i t e r n  u n d  

d e r  R a n d b e d i n g u n g  q ( ~ )  0 f ü r  [ & (  4 (E = - g r a d  cp)  s i n d  

d i e  F e l d e r  d u r c h  ( 8 . 9 )  e i n d e u t i g  b e s t i m m t .  

Wir b e s t ä t i g e n  z u n ä c h s t  d e n  e r s t e n  Term i n  (8.8), i n d e m  w i r  

d i e  A r b e i t  b e r e c h n e n ,  d i e  n ö t i g  i s t ,  um z u s ä t z l i c h e  i n f i n i t e s i m a l e  



L a d u n g e n  6Qi aus dem U n e n d l i c h e n  a u f  d i e  L e i t e r  Li zu b r i n g e n .  

Primär i s t  d i e s e  A r b e i t  6A =I qii3Qi . Nun i s t  a b e r  

w o b e i  CW - i n s  I n n e r e  d e r  L e i t e r  z e i g t .  Damit i s t  ( d a  i a u f  Li 
k o n s t a n t  i s t )  

A u s s e r h a l b  d e r  L e i t e r  i s t  a b e r  

Wir e r h a l t e n  a l s o ,  wie e rwar t e t ,  
-0 

( C L :  K o m p l e m e n t  d e r  ~ e i t e r ) .  Man b e a c h t e ,  d a s s  s i c h  d a s  I n t e g r a l  ü b e r  

d a s  c ~ a n z e  G e b i e t  a u s s e r h a l b  d e r  L e i t e r  e r s t r e c k t .  

F ü r  t h e r m o d y n a m i s c h e  B e t r a c h t u n g e n  i s t  e s  g ü n s t i g ,  d a v o n  d i e  

V a r i a t i o n  e i n e s  F e l d e n e r g i e a n t e i l s  a b z u z i e h e n ,  w e l c h e r  u n a b h ä n q i q  vom 

t h e r m o d y n a m i s c h e n  Z u s t a n d  d e s  D i e l e k t r i k u m s  i s t .  J e  n a c h  dem,  o b  v o n  

a u s s e n  d i e  L a d u n g e n  Qi  o d e r  d i e  P o t e n t i a l e  
(" i 

g e g e b e n  s i n d ,  w i r d  

d i e s e  V a r i a t i o n  v e r s c h i e d e n  a u s f a l l e n .  

a )  V o r g e q e b e n e  L a d u n q e n  

I n  d i e s e m  F a l l  i n t e r e s s i e r t  u n s  

FA L- -FA-%[ L E:~v, - 
CL W 

( 8 . 1 1 )  

w o b e i  f L  d a s  e l e k t r i s c h e  F e l d  i n  A b w e s e n h e i t  d e s  D i e l e k t r i k u m s  b e i  

q l e i c h e n  L a d u n q e n  a u f  d e n  L e i t e r n  i s t .  Wir z e i g e n  u n t e n ,  d a s s  

I D i e l e k t r i k u m  



b )  V o r g e q e b e n e  P o t e n t i a l v e r t e i l u n q  ( ~ ~ a n n u n g )  

F ü r  d i e s e n  F a l l  w i r d  man d i e  Grösse 

FA,=FA-FJ 1 &V 
c 1 8 R  -P ( 8 . 1 3 )  

b i l d e n ,  wo Ep w i e d e r  d a s  e l e k t r i s c h e  F e l d  o h n e  D i e l e k t r i k u m  i s t ,  

d i e s m a l  a b e r  b e i  g l e i c h e r  P o t e n t i a l v e r t e i l u n q  a u f  d e n  L e i t e r n .  

E s  w i r d  s i c h  z e i g e n ,  d a s s  

Der U n t e r s c h i e d  v o n  ( 8 . 1 2 )  u n d  ( 8 . 1 4 )  r ü h r t  d a v o n  h e r ,  d a s s  d i e  B e z i e -  

hung z w i s c h e n  I)i u n d  vi m i t  u n d  o h n e  D i e l e k t r i k u m  v e r s c h i e d e n  ist.  

F a l l s  d i e  F e l d e r  homogen  ü b e r  d a s  D i e l e k t r i k u m  s i n d ,  l a u t e n  

d e m n a c h  d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m e n  f ü r  d i e  r e v e r s i b l e  A r b e i t :  

bzw. 

H e r l e i t u n g  v o n  ( 8 . 1 2 )  u n d  ( 8 . 1 4 ) :  

z e r l e g e n  w i r  d e n  I n t e g r a n d e n  w i e  f o l g t  

D e r  l e t z t e  Term r e c h t s  l i e f e r t  i m  I n t e g r a l  d e n  B e i t r a g  ( E ~  = - g r a d  vL): 

J ( =V [ & & v @ - Q B v + z ~ @ ~  L L i 
CL CL 

( 8 . 1 9 )  

R e c h t s  v e r s c h w i n d e t  d e r  e r s t e  Term w e g e n  d i v  D = d i v  EL = 0 ( a u s s e r -  - 
h a l b  d e r  ~ e i t e r )  u n d  d e r  z w e i t e  Term i s t  e b e n f a l l s  g l e i c h  N u l l  w e g e n  

d e r  G l e i c h h e i t  d e r  L a d u n g e n  f ü r  D u n d  EL a u f  d e n  L e i t e r n  : - 

1 k . d ~ =  E -L .Br - =-4uQa L 

"4 
( 8 . 2 0 )  wL 
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E n t s p r e c h e n d  s i e h t  man, d a s s  a u c h  d a s  e r s t e  G l i e d  v o n  (8.18) i n  (8.17) 

k e i n e n  B e i t r a g  l i e f e r t ,  (Man h a t  d a z u  E = - - g r a d  e i n z u s e t z e n  u n d  

d i e s e l b e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  d u r c h z u f ü h r e n . )  E n d g ü l t i g  e r h a l t e n  w i r  

w i e  b e h a u p t e t .  

A n a l o g  l e i t e n  w i r  (8.14) ab. A n s t e l l e  v o n  (8.18) l a u t e t  d e r  

I n t e g r a n d  

(8.21) 

M i t  a n a l o g e n  Umformungen w i e  i n  (8.19) s i e h t  man w i e d e r ,  d a s s  d e r  e r s t e  

u n d  d e r  d r i t t e  Term i n  (8.21) k e i n e n  E e i t r a g  geben. ( 0 a b e i  b e n u t z t  man 

neben  d i v  E = d i v  60  = 0  , d a s s  E u n d  E - - bzw. bE u n d  bE a u f  
-P -P ' - -P 

d e n  L e i t e r n  g l e i c h e  P o t e n t i a l e  haben.) Es b l e i b t  d e r  2. Term i n  (8.21) ,  

w e l c h e r  o f f e n s i c h t l i c h  zum A u s d r u c k  (8.14) f ü h r t .  

B. M a q n e t i k a  

Nun b e t r a c h t e n  w i r  e i n e  m a g n e t i s c h e  S u b s t a n z  i n  e inem M a g n e t f e l d ,  w e l -  

c h e s  zum B e i s p i e l  d u r c h  e i n e  S p u l e  e r z e u g t  w i r d ,  f ü r  w e l c h e  w i r  den  

G l e i c h s t r o m w i d e r s t a n d  v e r n a c h l ä s s i g e n  ( s u p r a l e i t e n d e  s p u l e ) .  

Magnetikum 

I 

F i q .  8.2 

Man b e a c h t e ,  d a s s  s i c h  i n  d e r  E n e r q i e g l e i c h u n g  n i c h t  E  u n d  B  bzw. - - 
D  u n d  H s o n d e r n  E u n d  H bzw. u n d  B  e n t s p r e c h e n .  D i e  v e r -  - - ' - 7 - 
s c h i e d e n e n  A u s d r ü c k e  f ü r  d i e  A r b e i t  w e r d e n  d e s h a l b  f ü r  N a g n e t i k a  a u s  

j e n e n  f ü r  D i e l e k t r i k a  d u r c h  d i e  S u b s t i t u t i o n  E -P H , - B  h e r -  - - 
vorgehen .  

Z u n ä c h s t  b e s t ä t i g e n  w i r  d e n  z w e i t e n  Term i n  (8.8). I m  Z e i t i n -  

t e r v a l l  b t  l e i s t e t  d a s  F F e l d  a n  d e n  L e i t u n g s s t r ö m e n  J d i e  A r b e i t  - 
6 t  1 J . E  dV . M i t  u m g e k e h r t e n  V o r z e i c h e n  v e r s e h e n  i s t  d i e s  d i e  A r b e i t  



d A  , d i e  v o n  e i n e r  ä u s s e r e n  S p a n n u n s q u e l l e  ( ~ r b e i t s r e s e r v o i r )  g e l e i s t e t  

w e r d e n  muss, u m  d e n  S t r o m  a u f r e c h t z u e r h a l t e n .  I n  q u a s i s t a t i s c h e r  Nä- 

h e r u n g  d ü r f e n  w i r  d e n  V e r s c h i e b u n g s s t r o m  v e r n a c h l ä s s i g e n .  D e s h a l b  k ö n -  
C 

n e n  w i r  J d u r c h  - r o t  H e r s e t z e n  u n d  e r h a l t e n  m i t  e i n e r  p a r t i e l -  - 4 r - 
l e n  I n t e g r a t i o n  

I n  q u a s i s t a t i s c h e r  Näherung  b i t  es k e i n e  A b s t r a h l u n g  u n d  d e s h a l b  v e r -  

s c h w i n d e t  d e r  e r s t e  Term r e c h t s  ( d a s  I n t e g r a l  l ä s s t  s i c h  i n  e i n  Ober-  

f l ä c h e n i n t e g r a l  ü b e r  e i n e  u n e n d l i c h  e n t f e r n t e  F l ä c h e  ü b e r f ü h r e n ) .  I m  

z w e i t e n  Term b e n u t z e n  w i r  das I n d u k t i o n s g e s e t z  u n d  e r h a l t e n  ( m i t  

i n  U e b e r e i n s t i m m u n g  m i t  (8.8). 

Es i s t  n o c h  i n s t r u k t i v ,  B = r o t &  z u  b e n u t z e n  u n d  den  r e s u l -  - 
t i e r e n d e n  A u s d r u c k  ( n a c h  p a r t i e l l e r  ~ n t e g r a t i o n )  

m i t  

d e r  E l e k t r o s t a t i k  z u  v e r g l e i c h e n .  D i e  K o r r e s p o n d e n z  i s t  h i e r  

Nun w i r d  man v o n  (8.22) w i e d e r  d i e  V a r i a t i o n  d e r  F e l d e n e r g i e  

ohne  M a g n e t i k u m  a b z i e h e n .  W i r  b e t r a c h t e n  d e n  F a l l ,  d a s s  d e r  S t r o m  d e r  

S p u l e  i n  F i g .  8.2 m i t  u n d  ohne M a g n e t i k u m  d e r  G l e i c h e  i s t  *). Nach d e r  

e b e n  f e s t g e s t e l l t e n  K o r r e s p o n d e n z  e n t s p r i c h t  d i e s  F a l l  b )  f ü r  D i e l e k -  

t r i k a .  W i r  e r w a r t e n  d e s h a l b  f ü r  

wenn B = H das  F e l d  ohne M a g n e t i k u m  b e z e i c h n e t ,  n a c h  (8.14) d e n  -J -J 
A u s d r u c k  

*) S t a t t d e s s e n  k ö n n t e  man auch  das ä u s s e r e  F e l d  e i n e s  Permanentmagne- 
t e n  a u s s e r h a l b  d e r  P r o b e  f e s t h a l t e n .  ( ~ ü h r e  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  
U e b e r l e g u n g e n  f ü r  d i e s e n  F a l l  du rch . )  



Y 

N a g n e t i k u m  

Dass d i e s  r i c h t i g  i s t ,  s i e h t  man ü b e r  d i e  A u f s p a l t u n g  

H a 6 8  - sJ* mJ = (H - B ~ ) .  ofi + FJ. ( 6 8  - 152) + ( 6 ~  - 6 ~ ~ )  - - - 
u n t e r  B e n u t z u n g  v o n  @ = r o t  6 & ,  gJ = r o t  H = r o t  BJ = 

4 r  - 

Bei homogenem S p u l e n f e l d  ü b e r  d a s  M a g n e t i k u m  i s t  d e m n a c h  d i e  

D i f f e r e n t i a l f o r m  d e r  r e v e r s i b l e n  A r b e i t  ( V :  V o l u m e n  d e s  M a g n e t i k u m s )  

Im a l l g e m e i n e  k ö n n e n  f ü r  D i e l e k t r i k a  u n d  M a g n e t i k a  n o c h  m e c h a -  

n i s c h e  S p a n n u n g e n  a u f t r e t e n .  Wir b e r ü c k s i c h t i g e n  i n  d e r  r e v e r s i b l e n  4 r -  

b e i t  n u r  D r u c k t e r m e  - pdV . 

8 .2  T h e r m o d y n a m i s c h e  P o t e n t i a l e  f ü r  D i e l e k t r i k a  u n d  M a g n e t i k a  

Wir b e t r a c h t e n  i m  f o l g e n d e n  n u r  S i t u a t i o n e n ,  i n  d e n e n  d i e  F e l -  

d e r  ü b e r  d i e  P r o b e  h o m o q e n  s i n d .  

R o t a t i o n e n .  P: K o m p o n e n t e  d e s  t o t a l e n  D i p o l m o m e n t e s  i n  R i c h t u n g  d e s  

ä u s s e r e n  F e l d e s  E , w e l c h e s  w i r  m i t  E - b e z e i c h n e n ;  
-P 

E: B e g  d e s  u s e e n  F e l d e s  E . 
-P 

M :  K o m p o n e n t e  d e s  g e s a m t e n  m a g n e t i s c h e n  M o m e n t e s  i n  

R i c h t u n g  d e s  ä u s s e r e n  F e l d e s  B = H , w e l c h e s  w i r  -J -J 
m i t  - b e z e i c h n e n ;  

X: B e t r a g  d e s  ä u s s e r e n  F e l d e s  B -J 

Wir s c h r e i b e n  i m  f o l g e n d e n  a l l e  F o r m e l n  n u r  f ü r  M a g n e t i k a .  D u r c h  d i e  

S u b s t i t u t i o n  

M P  

e r h a l t e n  w i r  a u s  d i e s e n  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  A u s d r ü c k e  f ü r  D i e l e k t r i k a .  

D i e  r e v e r s i b l e  A r b e i t  i s t  n a c h  ( 8 . 2 7 )  



( ~ ü r  M i s c h u n g e n  w ü r d e  man n o c h  q p i d ~ i  b e i f ü g e n . )  

F ü r  d i e  i n n e r e  E n e r g i e  U ( S , V , W )  g i l t  d a m i t  

Man v e r g e s s e  n i c h t ,  d a s s  d a s  ä u s s e r e  F e l d  i s t ,  w e l c h e s  i m  a l l g e m e i -  

n e n  vom m a k r o s k o p i s c h e n  F e l d  i n n e r h a l b  d e s  M a g n e t i k u m s  v e r s c h i e d e n  i s t .  

Die A n a l o g i e  m i t  e i n e m  e i n f a c h  F l u i d  l a u t e t  

D e s h a l b  k a n n  man a l l e s ,  was i n  d e n  A b s c h n i t t e n  11.7  u n d  111.1 a u s g e -  

f ü h r t  w u r d e ,  s o f o r t  a u f  M a g n e t i k a  ü b e r t r a g e n .  Dies g i l t  i n s b e s o n d e r e  

f ü r  d i e  T a b e l l e  I a u f  S. 44. 

H ä u f i g  d a r f  man f ü r  m a g n e t i s c h e  S u b s t a n z e n  ( s p e z i e l l  f ü r  p a r a -  

m a g n e t i s c h e  S u b s t a n z e n )  d e n  D r u c k t e r m  - pdV i n  ( 8 . 2 9 )  u n d  d a m i t  i n  

( 8 . 3 0 )  w e g l a s s e n .  Dann i s t  f ü r  U ( S , M )  

u n d  d i e  A n a l o g i e  m i t  e i n e m  e i n f a c h e n  F l u i d  ( f ü r  f e s t e s  N ) i s t  "1 

Aus ( 1 1 1 . 1 . 1 2 , 1 2 ~ )  e r h a l t e n  w i r  f ü r  d i e  s p e z i f i s c h e n  Wärmen d u r c h  d i e  

S u b s t i t u t i o n  ( 8 . 3 3 ) :  

wo ( T )  = f l  d i e  S u s z e p t i b i l i t ä t  d e s  K ö r p e r s  i s t .  

( ~ i e s e  i s t  v e r s c h i e d e n  v o n  X = M / H  , H = m a k r o s k o p i s c h e s  F e l d  i n  d e r  

p r o b e . )  

*) D u r c h  e i n e  L e g e n d r e - T r a n s f o r m a t i o n  k a n n  man n a t ü r l i c h  a u c h  z u  e i n e m  
P o t e n t i a l  ü b e r g e h e n ,  b e i  d e m x  e i n e  u n a b h ä n g i g e  V a r i a b l e  i s t .  Der 
E n t h a l p i e  H = U+pV e n t s p r i c h t  h i e r  H = U-=M m i t  

dH = T d S  - M d X .  

Die Wahl d e r  u n a b h ä n g i g e n  V a r i a b l e n  h ä n g t  vom j e w e i l i g e n  P r o b l e m  
a b .  



Aus (111.1.8) e r h a l t e n  wir 

Wir d e f i n i e r e n  d i e  i s o t h e r m e  S u s z e p t i b i l i t ä t  d u r c h  

Dann l a u t e t  ( 8 . 3 6 )  
T 

D a r a u s  e n t n i m m t  man z u n ä c h s t  C = cN f ü r  = 0 . Da f ü r  e i n e  p a r a -  
M 

m a g n e t i s c h e  S u b s t a n z  u t T >  0 i s t ,  f o l g t  f e r n e r  C=)/ C m  , w ä h r e n d  

f ü r  e i n e  d i a m a g n e t i s c h e  S u b s t a n z  C=& cm g i l t .  

Wir d e f i n i e r e n  a u c h  d i e  a d i a b a t i s c h e  S u s z e p t i b i l i t ä t :  

M i t  H i l f e  v o n  (111.1 .5)  f i n d e n  w i r  

F ü r  = 0 i s t  n a c h  dem G e s a g t e n  a f T  = U'  
S e  

8 . 3  A d i a b a t i s c h e  E n t m a g n e t i s i e r u n g  

Wenn e i n  K ö r p e r  a d i a b a t i s c h  m a g n e t i s i e r t  w i r d ,  ä n d e r t  s i c h  s e i -  

n e  T e m p e r a t u r .  Dies s i e h t  man z.B. a u s  

CbT O(-I %I 0r - = -(=Ia =- ( 8 . 4 1 )  
WS e 

M a x w e l l - R e l .  

A n a l o q  q i l t  a u c h  

Wenn a t e m p e r a t u r a b h ä n g i g  i s t ,  ä n d e r t  s i c h  n a c h  d i e s e n  G l e i c h u n g e n  

b e i  a d i a b a t i s c h e r  M a g n e t i s i e r u n g  d i e  T e m p e r a t u r .  D i e s  i s t  d e r  m a q n e t o -  

k a l o r i s c h e  E f f e k t  ( ~ e b y e ,  1926) .  E r  i s t  s e h r  k l e i n  b e i  Z i m m e r t e m p e r a -  
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tu r ,  kann  a b e r  b e i  t i e f e n  Tempera tu ren  gross werden. Dami t  i s t  es  mog- 

l i c h ,  Tempera tu ren  u n t e r  1'~ z u  e r r e i c h e n .  

W i r  s c h ä t z e n  d i e  Grösse des E f f e k t e s  ab, indem w i r  e i n  C u r i e -  

Gesetz  f ü r  a l l e  Tempera tu ren  annehmen und  den U n t e r s c h i e d  von  % u n d  a 

( s i e h e  oben)  v e r n a c h l ä s s i g e n .  

Es s e i  a l s o  

M=&- > a = a 4  
T 

Dann l a u t e t  (8.35) 

D i e s  b e n u t z e n  w i r  i n  (8.41) 

W i r  nehmen noch an, dass  i n  e inem gew issen  T -Be re i ch  e i n  e m p i r i s c h e s  

Gesetz  d e r  Form 

g e l t e .  Dann i s t  b e i  e i n e r  a d i a b a t i s c h e n  Aenderung 

o d e r  

dmho 

E i n  numer i sches  B e i s p i e l  d a f ü r  werden w i r  i n  den Uebungen besprechen .  

Q s  Aus d e r  f l a x u e l l - B e z i e h u n g  

- 
T 

d x .  - - c K d ~ + -  C-) 
2-r X 

f o l g t  

a N F ü r  p a r a m a g n e t i s c h e  Subs tanzen  i s t  157) 0 . Für  d i e  I s o t h e r m e n  



g i l t  

M i t  e i n e m  C u r i e - G e s e t z  ( 8 . 4 3 )  i s t  dS = - Fudx , d.h.  

S+-$-  4 x:-7e,,' . 
2TAz ( 8 . 5 0 )  

I s o t h e r m e  u n d  a d i a b a t i s c h e  Wege s e h e n  i n  d e r  (T ,s ) -  E b e n e  q u a l i t a t i v  

wie i n  F i g .  8 . 3  a u s .  R i t  dem 3. H a u p t s a t z  s i e h t  man i n  d i e s e m  B e i s p i e l  

F i q .  8.3 A d i a b a t i s c h e  E n t r n a g n e t i s i e r u n g .  

w i e d e r  s e h r  s c h ö n  d i e  U n e r r e i c h b a r k e i t  d e s  a b s o l u t e n  N u l l p u n k t e s .  

F ü r  m a g n e t i s c h e  K ü h l u n g s a p p a r a t u r e n  v e r w e i s e  i c h  a u f  d i e  L i t e -  

r a t u r  (2.8. N.W. ~ e m a n s k ~ ) .  
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8.4 T h e r m o d y n a m i k  v o n  S u p r a l e i t e r n  (vom Typ I )  

Bei t i e f e n  T e m p e r a t u r e n  z e i g e n  v i e l e  f le ta l le  e i n e n  U e b e r g a n g  

a u s  e i n e m  n o r m a l e n  Z u s t a n d  m i t  e n d l i c h e r  e l e k t r i s c h e r  L e i t f ä h i g k e i t  i n  

e i n e n  s u p r a l e i t e n d e n  Z u s t a n d  m i t  u n e n d l i c h  g r o s s e r  L e i t f ä h i g k e i t .  I n  

B l e i  b e i s p i e l s w e i s e ,  i s t  d e r  s u p r a l e i t e n d e  Z u s t a n d  u n t e r  7 .19  K , d e r  

n o r m a l e  Z u s t a n d  d a r ü b e r  s t a b i l .  I n  e i n e m  E x p e r i m e n t  w u r d e  f ü r  e i n e n  

S t r o m  i n  e i n e m  s u p r a l e i t e n d e n  R i n g  e i n e  L e b e n s d a u e r  v o n  n i c h t  w e n i g e r  

a l s  1 0 5  J a h r e n  a b g e s c h ä t z t .  Die h e u t e  b e k a n n t e n  S p r u n g t e m p e r a t u r e n  l i e -  

g e n  i m  B e r e i c h  z w i s c h e n  Tc = 0 . 0 1 2  K f ü r  W o l f r a m  u n d  Tc = 23.2 K 

f ü r  Nb3Ge . 
D u r c h  e i n  g e n ü g e n d  s t a r k e s  ä u s s e r e s  N a g o e t f e l d  ~ > H ~ ( T )  w i r d  

d i e  S u p r a l e i t u n g  w i e d e r  z e r s t ö r t .  Oie m i n d e s t e n s  e r f o r d e r l i c h e  k r i t i -  

s c h e  o d e r  S c h w e l l e n f e l d s t ä r k e  H = ( T )  w ä c h s t  v o n  H c ( T c )  = 0  b e i  
ma X T  = Tc b i s  z u  e i n e m  m a x i m a l e n  W e r t  H C ( 0 )  = H c  b e i  T  = 0 ( v g l .  

F i g .  8 . 4 ) .  

F i q .  8.4 K r i t i s c h e  F e l d s t ä r k e  H c  a l s  F u n k t i o n  d e r  T e m p e r a -  
t u r .  

M e i s s n e r  u n d  O c h s e n f e l d  h a b e n  1 9 3 3  e x p e r i m e n t e l l  g e f u n d e n ,  d a s s  e i n  ho- 

m o g e n e r  S u p r a l e i t e r  n i c h t  n u r  e i n  i d e a l e r  L e i t e r ,  s o n d e r n  a u c h  e i n  

i d e a l e r  D i a m a q n e t  i s t .  S i e  s t e l l t e n  f e s t ,  d a s s  i m  I n n e r n  e i n e r  dem ho- 

m o g e n e n  ä u s s e r e n  F e l d  3 a u s g e s e t z t e n  s u p r a l e i t e n d e n  e l l i p s o i d f ö r m i -  

g e n  P r o b e  ( m i t  e i n e r  A c h s e  p a r a l l e l  z u  ae o r i e n t i e r t ) ,  d i e  h o m o g e n e  - 
m a g n e t i s c h e  F l u s s d i c h t e  B = 0  h e r r s c h t ,  s o l a n g e  e i n e  k r i t i s c h e  

G r ö s s e  n i c h t  ü b e r s c h r e i t e t .  D i e  W a g n e t i s i e r u n g s d i c h t e  - M i s t  a l s o  

II = - w o b e i  H d a s  ( m a k r o s k o p i s c h e )  i n n e r e  F e l d  i s t .  - 4 r - J  
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Im F o l g e n d e n  n e h m e n  w i r  d e r  E i n f a c h h e i t  h a l b e r  a n ,  d i e  Probe 

s e i  e i n e  l a n g e  N a d e l ,  d e r e n  A c h s e  p a r a l l e l  zum a n g e l e g t e n  F e l d  i s t .  

Dann g i l t  a u s  S t e t i g k e i t s g r ü n d e n  H = u n d  s o m i t  

M=.-{ X - 4 a U  ( l a n g e  ~ a d e l )  , ( 8 . 5 1 )  

( ~ ü r  j e d e s  E l l i p s o i d  e r h ä l t  man e b e n f a l l s  e i n  homo- d .h .  X,= - - 4 s  ' 
g e n e s  I n n a n f e l d  H w e l c h e s  a b e r  v e r s c h i e d e n  von  3 is t . )  - 9 

F ü r  d i e  t h e r m o d y n a m i s c h e  B e s c h r e i b u n g  b e r e c h n e n  wir d a s  G i b b s -  

s c h e  P o t e n t i a l  p r o  R a s s e n e i n h e i t  

(8.52) 

Wegen 

i s t  

F e r n e r  i s t  n a c h  ( 8 . 5 1 )  f ü r  d i e  s u p r a l e i t e n d e  P h a s e  

Im N o r m a l z u s t a n d  (n) v e r n a c h l ä s s i g e n  w i r  d e n  U n t e r s c h i e d  v o n  B u n d  H. - - 
I n  d i e s e r  N ä h e r u n g  i s t  

M,= 0 ( 8 . 5 7 )  

u n d  f o l g l i c h  n a c h  ( 8 . 5 5 )  

F ü r  d i e  s u p r a l e i t e n d e  P h a s e  ( s )  g i l t  n a c h  (8 .56)  u n d  ( 8 . 5 4 )  

B e a c h t e ,  d a s s  s u n d  V F u n k t i o n e n  v o n  ( T , p , X )  s i n d .  Auf d e r  s S 

K o e x i s t e n z f l ä c h e  i m  ( T , p , X )  - Raum g i l t  wie immer ( v g l .  6 1 1 1 . 4 ) :  

Auf d i e s e r  F l ä c h e  g i l t  d e s h a l b  d g S  = d g n  , d.h.  m i t  ( 8 . 5 5 )  

W i r d  d e r  D r u c k  f e s t g e h a l t e n ,  s o  f o l g t  d a r a u s  m i t  H i l f e  v o n  (8.56), 

( 8 . 5 7 ) :  



B e i  k o n s t a n t e r  T e m p e r a t u r  i s t  h i n g e g e n  

S c h l i e s s l i c h  h a l t e n  w i r  n o c h  das  k r i t i s c h e  f e l d X c  f e s t .  Dann e r -  

g i b t  s i c h  d i e  Clausius-Clapeyron-Gleichung 

F ü r  d i e  G r ö s s e n  sn, ss,vn,vS müssen n a t ü r l i c h  d i e  W e r t e  a u f  d e r  

U e b e r g a n g s f l ä c h e  e i n g e s e t z t  werden. I h r e  A b h ä n g i g k e i t  vom M a g n e t f e l d  

i s t  a b e r  s e h r  schwach. D i e s  s i e h t  man a u s  d e r  M a x w e l l - B e z i e h u n g  

(%/8X> T,P = (cd~m)~,~ , u n t e r  B e r ü c k s i c h t i g u n g  v o n  (8.57) u n d  

(8.56)  : 

D i e  T e r n p e r a t u r a b h ä n g i g k e i t  v o n  V s i s t  a b e r  schwach. Aus (8.54)  f o l g t  
- 

= - (am/a~)T,x u n d  a l s o  

D a  v S  n u r  schwach  vom Druck  a b h ä n g t ,  i s t  a u c h  d i e  F e l d a b h ä n g i g k e i t  

v o n  V g e r i n g f ü g i g .  
S 

Nach (8.62) i s t  d i e  Uebergangswärme 

L :=T(s,,,-sJ =-- (8.65) 
4T 

Anhand d e r  F i g .  8.4 s i e h t  man, d a s s  i s t ,  d.h. e s  g i l t  

' nZ .  Nach (8.65) v e r s c h w i n d e t  L f ü r  T  = 0 ( d r i t t e r  ~ a u p t s a t z ! ) ,  

9% 
(-)P 

= 0 i s t ,  s o w i e  f ü r  Tc , W O  das  k r i t i s c h e  F e l d  v e r s c h w i n -  

d e t .  

Von j e t z t  a n  w e r d e  i c h  D r u c k e f f e k t e  v e r n a c h l ä s s i g e n  u n d  a u c h  

d i e  k l e i n e n  Uo lumenänderungen  b e i m  n s  Uebergang  n i c h t  b e r ü c k -  

s i c h t i g e n .  Volumen u n d  Druck  w e r d e n  a l s o  a l s  k o n s t a n t  v o r a u s g e s e t z t .  

( ~ ü r  D r u c k e f f e k t e  v e r w e i s e  i c h  a u f  d i e  L i t e r a t u r . )  
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F ü r  d i e  s p e z i f i s c h e n  Wärmen f o l g t  aus (8.65) 

Bei Tc e r h a l t e n  w i r  d e n  f o l g e n d e n  S p r u n g  d e r  s p e z i f i s c h e n  Wärmen 

D i e s e  B e z i e h u n g  z w i s c h e n  m e s s b a r e n  G r ö s s e n  i s t  e x p e r i m e n t e l l  g u t  e r -  

f ü l l t .  

Der S p r u n g  cs- cn  i s t  i n  d e r  F i g .  8.5 z u  s e h e n .  

F i q ,  8 .5  U n s t e t i g k e i t  d e r  s p e z i f i s c h e n  Wärme 

I n t e g r i e r e n  w i r  ( 8 - 6 6 )  l ä n g s  d e r  k r i t i s c h e n  K u r v e  v o n  T = 0 b i s  T 
C ' - 

s o  e r h a l t e n  wir m i t  p a r t i e l l e r  I n t e g r a t i o n  

Der e r s t e  Term r e c h t s  v e r s c h w i n d e t  u n d  w i r  e r h a l t e n  
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Dies g e s t a t t e t  e s ,  d a s  k r i t i s c h e  F e l d  b e i  T = 0 a u s  d e n  s p e z i f i s c h e n  

Wärmen z u  b e s t i m m e n .  Das i s t  e i n  h ü b s c h e s  B e i s p i e l  f ü r  e i n e n  n i c h t -  

t r i v i a l e n  t h e r m o d y n a m i s c h e n  Zusammenhang .  

F ü r  k o n s t a n t e s  vs e r h a l t e n  w i r  a u s  ( 8 . 5 9 )  

D e s h a l b  g i l t  m i t  ( 8 . 5 8 )  u n d  ( 8 . 6 0 )  f ü r  a l l e  

( ~ o r t e r ,  C a s i m f  r ,  1 9 3 4 ) .  

D i e s  z e i g t ,  d a s s  d e r  S u p r a z u s t a n d  f ü r  X e c  s t a b i l  i s t .  E x p e r i m e n -  

t e l l  i s t  Tc f ü r  A l u m i n i u m  b e i  T = 0  g l e i c h  1 0 5  G a u s s ,  s o  d a s s  d o r t  

d e r  U n t e r s c h i e d  d e r  f r e i e n  E n t h a l p i e  f ü r  = 0 u n g e f ä h r  4 4 0  e r g / c m  3 

*I b e t r ä g t  . 
Vom m i k r o s k o p i s c h e n  S t a n d p u n k t  s t e l l t  d i e  S u p r a l e i t u n g  e i n  

s c h w i e r i g e s  V i e l t e i l c h e n p r o b l e m  d a r ,  w e l c h e s  i m  J a h r e  1 9 5 7  d u r c h  Bar- 

d e e n ,  C o o p e r  u n d  S c h r i e f f e r  e i n i g e r m a s s e n  b e f r i e d i g e n d  g e l ö s t  w u r d e  

( B C S - ~ h e o r i e ;  v g l .  d i e  l e t z t e  F u s s n o t e ) .  E s  l o h n t  s i c h ,  b e i  G e l e g e n -  

h e i t  e i n e  V o r l e s u n g  ü b e r  S u p r a l e i t u n g  z u  h ö r e n .  

*) P r o  Atom g e r e c h n e t ,  i s t  d i e s  n u r  e t v a  1 0 - ~  eV. Dies z e i g t ,  d a s s  
e i n e  m i k r o s k o p i s c h e  T h e o r i e  a u f  e i n e m  " i n t e r m e d i ä r e n  N i v e a u "  
e i n s e t z e n  m u s s ,  d e n n  e s  i s t  u n m ö g l i c h ,  a u f  d e r  Basis v o n  e r s t e n  
P r i n z i p i e n  d i e  e r f o r d e r l i c h e  G e n a u i g k e i t  z u  e r r e i c h e n .  



9. G l e i c h g e w i c h t e  i n  ä u s s e r e n  F e l d e r n  

Wir b e t r a c h t e n  z u n ä c h s t  a l s  B e i s p i e l  e i n e n  i m  E r d f e l d  s t e h e n -  

d e n  s e n k r e c h t e n  Z y l i n d e r  ( v g l .  F i g .  9.1).  Ohne d i e  V e r h ä l t n i s s e  s o n s t  

z u  ä n d e r n ,  t r e n n e n  wir a u s  d i e s e m  z w e i  s c h m a l e  V o l u m i n a  i n  v e r s c h i e -  

d e n e r  Höhe a b ,  d i e  v o n  dem ü b r i g e n  Gas g e t r e n n t ,  d u r c h  e i n e  K a p i l l a r e  

m i t e i n a n d e r  v e r b u n d e n  s i n d .  J e d e s  d i e s e r  V o l u m i n a  V '  u n d  V "  , d i e  je  

F i g .  9 . 1  

e i n e r  Höhe h 1  u n d  h n  z u g e o r d n e t  s i n d ,  s e i  k o n s t a n t .  Die v o l l s t ä n d i g e  

f r e i e  E n e r g i e  d i e s e s  G e s a m t s y s t e m s  ( m i t  M a s s e n  r n f , m " )  i s t  

Wir h a b e n  d i e  v o l l s t ä n d i g e  f r e i e  E n e r g i e  d e r  E i n z e l s y s t e r n e  i n  A n t e i l e  

F: , F;' u n d  d i e  p o t e n t i e l l e n  E n e r g i e n  a u f g e t e i l t .  Bei f e s t e n  V o l u -  

m i n a  u n d  k o n s t a n t e r  T e m p e r a t u r  i s t  

Im G l e i c h g e w i c h t  v e r s c h w i n d e t  d F  u n t e r  d e r  N e b e n b e d i n g u n g  

d N 1  + dNW = 0 , d.h.  e s  g i l t  

Die a l l g e m e i n e  G l e i c h g e w i c h t s b e d i n g u n g  l a u t e t  d e s h a l b  

I = c o n s t  J 
I s t  a l l g e m e i n e r  V(:) d i e  p o t e n t i e l l e  E n e r g i e  p r o  Mol i n  e i -  

nem S c h w e r e f e l d ,  s o  i s t  



d i e  v o l l s t ä n d i g e  f r e i e  E n e r g i e ,  wenn  F  d i e  f r e i e  E n e r g i e  ( b e i  g l e i -  
0 

chem Volumen u n d  g l e i c h e r  T e m p e r a t u r )  i m  f e h l e n d e n  F e l d  i s t .  Aus ( 9 . 4 )  

f o l g t  

w o b e i  Po d a s  c h e m i s c h e  P o t e n t i a l  b e i  f e h l e n d e m  F e l d  b e z e i c h n e t .  E s  

g i l t  a l s o  

Die Gleichgewichtsbedingungen i n  e i n e m  ä u s s e r e n  F e l d  k ö n n t e  man n a t ü r -  

l i c h ,  wie a u f  C. 3 9  , m i t  d e r  E n t r o p i e  f o r m u l i e r e n .  ( ~ a n n  w ü r d e  z u s ä t z -  

l i c h  T = c o n s t  f o l g e n . )  

Wenn d a s  ä u s s e r e  F e l d  e i n  e l e k t r i s c h e s  F e l d  i s t ,  s o  n e n n t  man 

d i e  G r ö s s e  ( 9 . 5 )  d a s  e l e k t r o c h e m i s c h e  P o t e n t i a l .  D i e s e s  s p i e l t  b e i  

e l e k t r o c h e m i s c h e n  P r o b l e m e n  e i n e  w i c h t i g e  R o l l e .  ( ~ ü r  e i n e  e r s t e  E i n -  

f ü h r u n g  s i e h e  5 1 8  i n  Bd. U v o n  s o m m e r f e l d . )  

Wir w e n d e n  ( 9 . 6 )  a u f  e i n  h o m o g e n e s  S c h w e r e f e l d  a n .  D a f ü r  i s t  

q = mg. z  ( m  d i e  Masse e i n e s  M o l s ,  g  d i e  S c h w e r e b e s c h l e u n i g u n g ,  z  

d i e  v e r t i k a l e  ~ o o r d i n a t e ) .  D i f f e r e n z i e r e n  wir G 1 .  ( 9 . 6 )  n a c h  d e r  K o o r -  

d i n a t e n  z  b e i  k o n s t a n t e r  T e m p e r a t u r ,  s o  e r h a l t e n  wir 

V :  s p e z i f i s c h e s  Volumen  

o d e r  

m 
w o b e i  9 = - d i e  D i c h t e  d e s  G a s e s  i s t .  Dies i s t  d i e  b e k a n n t e  h y d r o -  

V 

s t a t i s c h e  G l e i c h q e w i c h t s q l e i c h u n ~ .  

R T  g i l t  f ü r  T = c o n s t  F ü r  e i n  i d e a l e s  Gas p ( z )  = 

D a r a u s  f o l g t  



o d e r  

- 

Aus ( 9 . 8 )  entnehmen w i r  noch d i e  Druckskalenhöhe 

Schätze  d i e s e  f ü r  e i n e n  N e u t r o n e n s t e r n  ab. 



U E B U N G S A U F G A B E N  

1. Man b e t r a c h t e  f ü r  e i n  Gas e i n e  Z u s t a n d s g l e i c h u n g  d e r  Form ( ~ n f a n g  

d e r  V i r i a l e n t w i c k l u n g ) :  

N N 2 
P = RT [- + B ( T ) I  . V 

Die W ä r m e k a p a z i t ä t  h a b e  d i e  G e s t a l t  

3 N 
C, = 7 NA + N R  f  ( T )  

a )  D r ü c k e  f ( T )  i m  2. Term f ü r  C v  d u r c h  B ( T )  a u s .  

F e r n e r  z e i g e  man ,  d a s s  Co U (m)T n i c h t  N u l l  i s t .  

b )  B e r e c h n e  S ( T , V )  u n d  U ( T , V )  . 
C )  H , F  u n d p  s i n d  a l s  F u n k t i o n e n  v o n  T  u n d  V z u  b e r e c h n e n .  

( F  i s t  d a m i t  i n  d e n  w r i c h t i g e n ' l  V a r i a b l e n  b e s t i m m t . )  

2. S c h r e i b e  m i t  H i l f e  d e r  g r a p h i s c h e n  G e d ä c h t n i s s t ü t z e  ( p .  46  - )  a l l e  

G l e i c h u n g e n  i n  d e r  Z e i l e  zum G i b b s s c h e n  P o t e n t i a l  v o n  T a b e l l e  I 

( p .  4 5  ) a u f .  

3. B e i  G ü l t i g k e i t  d e r  S t r a h l u n g s f o r m e l  U/V  = ß T  , ß = c o n s t  
1 

( p  = 3 U / V )  w ä r e  e s  m ö g l i c h ,  e i n  p e r p e t u u m  m o b i l e  2. Art z u  k o n -  

s t r u i e r e n ;  

a )  Z e i g e ,  d a s s  d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m  a / T  n i c h t  e x a k t  i s t .  

b )  S u c h e  e i n e  F u n k t i o n  f ( T )  , s o  d a s s  f ( ~ )  m e x a k t  i s t .  

C )  Wie g r o s s  wäre d e r  W i r k u n g s g r a d  f ü r  e i n e n  C a r n o t - P r o z e s s ?  
m 

4. di er S a t z  v o n  d e r  m a x i m a l e n  ~ r b e i t ) .  Wir b e t r a c h t e n  e i n e  Z u s t a n d s -  

ä n d e r u n g  e i n e s  S y s t e m s  v o n  e i n e m  Z u s t a n d  1 m i t  v o r g e g e b e n e r  Tern- 

p e r a t u r  T. i n  e i n e n  Z u s t a n d  2 d e r s e l b e n  T e m p e r a t u r .  D e r  U e b e r q a n g  

b r a u c h t  n i c h t  i s o t h e r m  z u  e r f o l g e n ,  a b e r z  s o l l  m i t  s e i n e r  Umgebung 

( ~ e s e r v o i r )  n u r  b e i  d e r  T e m p e r a t u r  T. Wärme a u s t a u s c h e n .  

a )  D r ü c k e  f ü r  e i n e  r e v e r s i b l e  Z u s t a n d s ä n d e r u n g  d i e  vom S y s t e m  a b g e -  

g e b e n e  A r b e i t  d u r c h  d i e  A e n d e r u n g  d e r  f r e i e n  E n e r g i e  v o n ) T  a u s .  

b )  Z e i g e ,  d a s s  i m  i r r e v e r s i b l e n  F a l l  d i e  a b g e g e b e n e  A r b e i t  k l e i n e r  

i s t  a l s  i n  a ) .  
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Auf dem R e s u l t a t  d i e s e r  Uebung b e r u h t  d i e  H e l m h o l t z s c h e  B e z e i c h n u n g  

" f r e i e  E n e r g i e o f .  

5. E h r e n f e s t s c h e  G l e i c h u n q e n  f ü r  Phasenüberqänqe z w e i t e r  A r t  

B e i  Phasenumwandlungen z w e i t e r  A r t  w i r d  vom b e t r a c h t e t e n  S t o f f  we- 

d e r  Wärme aufgenommen noch  abgegeben und  s e i n  s p e z i f i s c h e s  Vo lumen 

ä n d e r t  s i c h  n i c h t .  Dagegen w e i s e n  d i e  s p e z i f i s c h e  Wärme C , d e r  
P  

A u s d e h n u n g s k o e f f i z i e n t  a und  d i e  K o m p r e s s i b i l i t ä t  ß Sprünge  a u f .  

Ze ige ,  dass  a n  S t e l l e  d e r  C l a u s i u s - C l a p e y r o n s c h e n  G l e i c h u n g  d i e  f o l -  

genden G l e i c h u n g e n  von  E h r e n f e s t  g e l t e n :  

6. H ä u f i g  w i r d  d e r  Vorgang des S c h l i t t s c h u h l a u f e n s  w i e  f o l g t  e r k l ä r t :  

Da d i e  S c h l i t t s c h u h k u f e n  e i n e n  g r o s s e n  Druck  au f  das E i s  ausüben ,  

s c h m i l z t  es  u n t e r h a l b  O'C ; es e n t s t e h t  e i n  f l ü s s i g e s  " S c h m i e r r n i t -  

t e l " ,  w o r a u f  das l e i c h t e  Ru t schen  d e r  S c h l i t t s c h u h k u v e n  z u r ü c k z u -  

f ü h r e n  i s t .  

Z e i g e  m i t  H i l f e  d e r  C l a u s i u s - C l a p e y r o n s c h e n  G l e i c h u n g ,  dass  d i e s e  

" E r k l ä r u n g "  u n h a l t b a r  i s t .  Dazu b e n u t z e  man d i e  f o l g e n d e n  Z a h l e n :  

B e i  O"C i s t  

V 
3 

E i s  
= 1.091 crn / g  

V 
Wasser 

= 1 cmJ/g 

Umwandlungwärme L = 8 0  c a l / q  
3 

(1 c a l  = 41.3 atrn cm ) 

7. Aus T a b e l l e n  (J.H. Keenan, e t  a l . ,  "Steam Tab les " ,  W i l e y  + Sons, 

1969)  e n t n i m m t  man f o l g e n d e  Da ten :  

S ä t t i g u n g s t e m p e r a t u r  ( 'C)  9 9  100  1 0 1  

S ä t t i g u n g s d r u c k  ( ~ a r )  0.9778 1.0135 1.0502 



-m-- 
B e s t i m m e  d i e  u n g e f ä h r e  V e r d a m p f u n g s e n t h a l p i e  f ü r  Wasser b e i  1 0 0 ' ~  

u n d  v e r g l e i c h e  d a s  R e s u l t a t  m i t  dem t a b e l l i e r t e n  Wert 2257.0 

J o u l e / g .  

8. Die Z u s t a n d s g l e i c h u n g  d e s  D i e t r i c i - G a s e s  f ü r  1 Mol l a u t e t  

RT 
- a/RTv 

P = -  e , a , b :  K o n s t a n t e n  . 
V-b 

a )  Man b e s t i m m e  d i e  k r i t i s c h e n  W e r t e  V C 9 Tc u n d  P, 

b )  S c h r e i b e  d i e  Z u s t a n d s g l e i c h u n g  a u f  d i e  r e d u z i e r t e n  G r ö s s e n  um. 

C )  B e s t i m m e  d i e  I n v e r s i o n s k u r v e  i n  r e d u z i e r t e n  G r ö s s e n .  

9. I n  e i n e m  o f f e n e n  G e b i e t  d e s  R~ s e i  e i n e  D i f f e r e n t i a l f o r m  d e r  Ge- 

s t a l t  

w = d x  + N ( x , y )  d y  

g e g e b e n .  Z e i g e ,  d a s s  d i e s e  e i n e n  i n t e g r i e r e n d e n  N e n n e r  h a t .  

A n l e i t u n g :  I m i t i e r e  d e n  Beweis v o n  S a t z  1 a u f  S. 5 1  . Z i e h e  i n s -  

b e s o n d e r e  i n  e i n e r  Umgebung v o n  (x*,y*) d i e  T r a n s f o r m a t i o n  

V ( ~ , Y )  = ( F ( u , Y ) , Y )  

r n i  t 

h e r a n .  ( F ü r  f e s t e s  U e r f ü l l t  a l s o  ~ ( u , y )  d i e  g e w ö h n l i c h e  D i f f e -  
d x  r e n t i a l g l e i c h u n g  - = - 
d y  

N ( ~ , Y ) . )  

1 0 .  E n t m i s c h u n q  i m  S c h w e r e f e l d  ( n a c h  E. s c h r ö d i n g e r )  

V o r b e m e r k u n g e n :  Wenn e i n  S c h w e r e f e l d  u m g e k e h r t  z u r  z - R i c h t u n g  g e -  

g e b e n  i s t ,  s o  g i l t  

U n t e r  d e r  Annahme ~ ( z )  = c o n s t  h a t  d i e s e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  

d i e  B a r o m e t e r f o r m e l  
m 

P = Po e x P  (- 9  z )  

a l s  L ö s u n g  ( s i e h e  a u c h  1 1 1 . 9 . 9 ) ) .  D a r a u s  f o l g t  

Dieser E f f e k t  k a n n  ( a n  S t e l l e  v o n  s e m i p e r m e a b l e n  w ä n d e n )  z u r  T r e n -  

n u n g  zweier G a s e  b e n u t z t  w e r d e n ,  wenn d i e s e  v e r s c h i e d e n e  M o l g e w i c h -  

t e  M u n d  M t  h a b e n .  Dazu  b e t r a c h t e n  w i r  d i e  A n o r d n u n g  i n  d e r  

f o l g e n d e n  F i g u r ,  i n  w e l c h e r  V. d a s  Volumen  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  



Mischung  b e z e i c h n e t .  

a )  Man übe rzeuge  s i c h  z u n ä c h s t ,  dass f ü r  m l '  M d i e  f o l g e n d e n  Bed in -  

gungen e r f ü l l t  werden  können:  

und dass u n t e r  d i e s e n  das l e i c h t e  Gas d u r c h  e i n  (dünnes)  S t e i g r o h r  

nach  V1 s t e i g t  und  das schwere  i n  V. u n t e n  b l e i b t .  

b )  Berechne a l s  n ä c h s t e s  d i e  A r b e i t ,  d i e  b e i  d e r  Trennung g e l e i s t e t  

w i r d .  In g u t e r  Näherung l a u t e t  das R e s u l t a t  

wobe i  
p t o  

d e r  P a r t i a l d r u c k  des l e i c h t e n  Gases i n  d e r  N i s c h u n g  i n  

V i s t .  
0 

C )  Nun b r i n g e  man das Volumen V1  a u f  d i e  g l e i c h e  Höhe w i e  V. und  

v e r ä n d e r e  danach das Volumen V1 i s o t h e r m  au f  das Volumen V. . 
Ze ige ,  dass d i e  t o t a l  g e l e i s t e t e  A r b e i t  g l e i c h  N u l l  i s t .  

Da be im  ganzen T rennungsp rozess  auch  k e i n e  Wärme z u g e f ü h r t  wurde,  

b l e i b t  d i e  E n t r o p i e  k o n s t a n t .  D i e  E n t r o p i e  d e r  M ischung  i m  Volumen 

V. i s t  d e s h a l b  b l e i c h  d e r  Summe d e r  E n t r o p i e n ,  we l che  d i e  e i n z e l -  

nen Gase i m  Volumen V. haben. Dami t  e r h a l t e n  w i r  w i e d e r  d i e  G 1 .  

(111.6.12). 



11. W ä r m e a b q a b e  b e i m  L ö s u n q s p r o z e s s  ( f ü r  v e r d ü n n t e  ~ ö s u n g e n )  

Z e i g e ,  d a s s  b e i  d e r  L ö s u n g  v o n  N M o l e n  d e s  g e l ö s t e n  S t o f f e s  b e i  

f e s t e n  ( p , ~ )  d i e  Wärme 

a u f g e n o m m e n  w i r d .  D a b e i  i s t  co d i e  K o n z e n t r a t i o n  d e r  g e s ä t t i g t e n  

L ö s u n g  ( d e r  L ö s u n g ,  d i e  i m  G l e i c h g e w i c h t  m i t  dem r e i n e n  z u  l ö s e n -  

d e n  S t o f f  i s t ) .  

A n l e i t u n q :  B e r e c h n e  z u e r s t  d i e  A e n d e r u n g  bG d e r  g e s a m t e n  f r e i e n  

E n t h a l p i e  v o n  L ö s u n g  und  z u  l ö s e n d e m  S t o f f  b e i  d e r  z u s ä t z l i c h e n  

L ö s u n g  v o n  6N M o l e n  d e s  g e l ö s t e n  S t o f f e s  u n d  b e n u t z e  s o d a n n  

1 2 .  Z e i g e ,  d a s s  i m  G l e i c h g e w i c h t  v o n  a t o m a r e m  u n d  m o l e k u l a r e m  Wasser- 

s t o f f  b e i  e i n e r  v o r g e g e b e n e n  T e m p e r a t u r  d i e  K o n z e n t r a t i o n  d e s  a t o -  

m a r e n  W a s s e r s t o f f s  p r o p o r t i o n a l  z u r  W u r z e l  d e r  K o n z e n t r a t i o n  d e s  

m o l e k u l a r e n  W a s s e r s t o f f s  i s t .  f l a c h e  e i n e  ä h n l i c h e  A u s s a g e  f ü r  d i e  

K o n z e n t r a t i o n  d e r  E l e k t r o n e n  i m  I o n i s a t i o n s g l e i c h g e w i c h t  v o n  Was- 

s e r s t o f f .  

13. Man b e t r a c h t e  e i n e  p a r a m a g n e t i s c h e  S u b s t a n z  i m  h o m o g e n e n  ä u s s e r e n  
4 

W a g n e t f e l d x  m i t  d e r  i n n e r e n  E n e r g i e  U = NaeT ( a  = c o n s t . )  u n d  

d e r  G e s a m t m a g n e t i s i e r u n g  M = N D x / T  (D:  ~ u r i e - ~ o n s t a n t e ) .  D e r  

B e i t r a g  - pdV s e i  i n  d e r  r e v e r s i b l e n  A r b e i t  v e r n a c h l ä s s i g b a r .  

a )  B e r e c h n e  s(T ,W,N) ,  s ( T , ~ , N )  u n d  d a s  c h e m i s c h e  P o t e n t i a l  

y - ( T , Z )  

b )  B e s t i m m e  d i e  f l a g n e t i s i e r u n g w ä r m e  b e i  Tl , wenn d a s  F e l d  v o n  G 

a u f  x1 z u n i m m t .  

C )  Wie g r o s s  i s t  d i e  A e n d e r u n g  d e r  T e m p e r a t u r ,  wenn a n s c h l i e s s e n d  

d a s  F e l d  a d i a b a t i s c h  ( r e v e r s i b e l )  v o n  z, a u f  0 g e s e n k t  

w i r d  ? 

1 4 .  G e g e b e n  s e i  e i n  i d e a l e s  p a r a m a g n e t i s c h e s  Gas i m  h o m o g e n e n  ä u s s e r e n  

M a g n e t f e l d  m i t  d e n  Z u s t a n d s g l e i c h u n g e n  

NRT p = -  TM 
V 

X = - .  
ND 

F e r n e r  s e i  d i e  W ä r m e k a p a z i t ä t  b e i  k o n s t a n t e m  V u n d  M 



- A z '  - 
G e s u c h t  s i n d  

15. Man b e s t i m m e  d i e  A e n d e r u n g  d e r  K o n z e n t r a t i o n  m i t  d e r  Höhe f ü r  e i n e  

L ö s u n g  i m  S c h w e r e f e l d .  

A n l e i t u n q :  B e n u t z e  (111 ,9 .6 ) ,  (111 .6 .29)  u n d  ( 1 1 1 . 6 . 3 1 ) .  

16, Das  N e w t o n s c h e  P o t e n t i a l  e i n e s  S t e r n e s  g e n ü g t  d e r  P o i s s o n -  

g l e i c h u n g  

&p = 4 r  G Q  (1) 

( Q  : f l a t e r i e d i c h t e ,  G :  N e w t o n s c h e  ~ r a v i t a t i o n s k o n s t a n t e ) .  

B e n u t z e  i n  d e r  B e d i n g u n g  f ü r  d a s  t h e r m i s c h e  G l e i c h g e w i c h t  f ü r  T e i l -  

c h e n  d e r  Rasse m (z.B. E l e k t r o n e n  i n  e i n e m  w e i s s e n  Zwerg  ) d i e  

G 1 ,  ( 1 )  u n d  l e i t e  d a r a u s  d i e  f o l g e n d e  G l e i c h u n g  f ü r  e i n e n  s p h ä r i s c h  

s y m m e t r i s c h e n  S t e r n  a b :  

( ~ e n n e n  w i r  a u c h  d i e  Z u s t a n d s g l e i c h u n g  P ( ? )  f ü r  T = 0 , s o  i s t  

d a m i t  d i e  S t e r n s t r u k t u r  b e s t i m m t , )  
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