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THERMODYNAMIK 

(N. Straumann) 

Eine Theorie ist desto eindrucksvoller, je grösser die Einfachheit 
ihrer Prämissen ist, je verschiedenartigere Dinge sie verknüpft 
und je weiter ihr Anwendungsbereich ist. Deshalb der tiefe Ein- 
druck, den die klassische Thermodynamik auf mich machte. Es 
ist die einzige physikalische Theorie allgemeinen Inhalts, von der 
ich überzeugt bin, dass sie im Rahmen der Anwendbarkeit ihrer 
Grundbegriffe niemals umgestossen wird. (zur besonderen Beach- 
tung der grundsätzlichen Skeptiker). 

A. Einstein 
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K A P  I T E L  I . RATHEUATISCHE HILFSRITTEL 

I n  d e r  Thermodynamik werden  nur b e s c h e i d e n e  ma thema t i sche  H i l f s -  
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g e l e g e n t l i c h  m i t  dem Z e i c h e n  [F,#] a u f  das f o l g e n d e  Buch: 

W. F l em ing ,  F u n c t i o n s  o f  C e v e r a l  V a r i a b l e s ,  S p r i n g e r -  

V e r l a g  1977. 

1. L i n e a r e  D i f f e r e n t i a l f o r m e n  

Obschon d e r  B e g r i f f  des D i f f e r e n t i a l s  e i n e r  F u n k t i o n  ( a l l g e m e i -  

n e r  e i n e r  ~ b b i l d u n g )  aus  d e r  A n a l y s i s  g e l ä u f i g  s e i n  s o l l t e ,  e r i n n e r e  

i c h  a n  d i e  genaue 

DEFINITION: SEI U OFFEN I N  -fRn UND f : U F? E I N E  FUNKTION. 

DIESE HEISST DIFFERENZIERBAR I N  X , WENN ES EINE LINEARE ABBILDUNG 

A :  kn - c r R  GIBT, 50 DASS 

A i s t  ( f a l l s  es  e x i s t i e r t )  e i n d e u t i g  b e s t i m m t  und  i s t  das D i f f e r e n -  

t i a l  von  f i m  Punk te  X , w e l c h e s  w i r  m i t  d f ( x )  beze ichnen .  f 

i s t  d i f f e r e n z i e r b a r  i n  U , wenn es i n  jedem X E  U d i f f e r e n z i e r b a r  

i s t .  

Das D i f f e r e n t i a l  d f  i s t  a l s o  e i n e  A b b i l d u n g  

i i 1 n i 
W i r  b e t r a c h t e n  s p e z i e l l  d i e  F u n k t i o n e n  r , r ( X  ,..,X ) = X , 

i i = l,.., n . D i e  d r  b i l d e n  e i n e  B a s i s  von  ( R ~ ) *  , we lche  z u r  ka- 

n o n i s c h e n  B a s i s  {el,. . ,en) des kn d u a l  i s t ,  d.h. es  i s t  

(1.0 

D i e  Grösse  d f ( x ) , h  i s t  d i e  R i c h t u n g s a b l e i t u n g  von f i n  R i c h t u n g  

h  und es g i l t  

( ü b e r  d o p p e l t  vorkommende I n d i z e s  w i r d  s t e t s  summie r t ) .  Desha lb  i s t  



i S t a t t  d r i  s c h r e i b t  man a u c h  etwas i n k o n s e q u e n t  d x  u n d  e r h ä l t  d a -  

m i t  d e n  A n s c h l u s s  a n  d i e  k l a s s i s c h e  S c h r e i b w e i s e :  

Nan b e a c h t e ,  d a s s  d i e  d x i  a b e r  n i c h t  " i n f i n i t e s i m a l e w  G r ö s s e n  s i n d ,  

s o n d e r n  w o h l d e f i n i e r t e  L i n e a r f o r m e n .  

Die Z u o r d n u n g  X d f ( x )  d e f i n i e r t  e i n e  s p e z i e l l e  D i f f e -  

r e n t i a l f o r m .  Der a l l g e m e i n e  B e g r i f f  i s t  wie f o l g t  e r k l ä r t .  

DEFINITION: E I N E  IN U DEFINIERTE LINEARE DIFFERENTIALFORM ( D I F F E -  

RENTIALFORM VOM G R A D E  1, PFAFFESCHE F O R ~ )  I S T  E I N E  ABBILDUNG 

DIESE HEISST V O N  D E R  KLASSE C" , WENN D I E  ABBILDUNG ( 3 )  V O N  D E R  KLAS- 

S E  C" ( n 3 0 )  IST. 

Das P r o d u k t  e i n e r  F u n k t i o n  f m i t  e i n e r  1-Form m i s t  p u n k t -  

w e i s e  e r k l ä r t ,  

u n d  g i b t  w i e d e r  e i n e  1-Form. 

i 
W k ö n n e n  w i r  n a c h  d e r  B a s i s  d x  z e r l e g e n :  

n I s t  m v o n  d e r  Klasse C" , s o  s i n d  d i e  m F u n k t i o n e n  d e r  Klasse  C .  i 

Wir n e n n e n  m e x a k t ,  f a l l s  e i n e  F u n k t i o n  f e x i s t i e r t ,  s o  d a s s  

UI = d f  i s t .  F a l l s  U z u s a m m e n h ä n g e n d  i s t ,  i s t  f  b i s  a u f  e i n e  Kon- 

s t a n t e  e i n d e u t i g .  N o t w e n d i g  f ü r  d i e  E x a k t h e i t  v o n  i s t  o f f e n s i c h t -  

l i c h  d i e  B e d i n g u n g  1 )  

F a l l s  m d i e  G 1 .  ( 5 )  e r f ü l l t ,  n e n n e n  w i r  d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m  ge- 
s c h l o s s e n .  

Die O p e r a t i o n  d  k a n n  man a u f  D i f f e r e n t i a l f o r m e n  ( b e l i e b i g e r  S t u f e )  

a u s d e h n e n .  Die B e d i n g u n g  ( 5 )  l a u t e t  d a n n  



Es sei \d e i n e  s t ü c k w e i s e  g l a t t e  K u r v e  i n  U  . Dann i s t  das In-  

t e g r a l  

Q 
J' &l(8[k\) 8 dk 

b e i  gegebener  O r i e n t i e r u n g  von  , unabhäng ig  von  d e r  P a r a m e t r i s i e -  

r u n g  t (t), t~ [a,b],  d e r  Ku rve  und  i s t  das L i n i e n i n t e g r a l  

v o n  m l ä n g s  3 .  W i r  b e z e i c h n e n  d i e s e s  m i t  

B e i  e i n e r  U m o r i e n t i e r u n g  des Weges (Beze i chnung  - 8 )  g i l t  
- 

(1.8) 

I s t  U e x a k t ,  m = d f  , so g i l t  

d l  3 6 ( ~ n d p u n k t  ) - f ( ~ n f a n g s p .  1. (1.9) 

8 
Der f o l g e n d e  S a t z  i s t  w i c h t i g  ( i n s b e s o n d e r e  f ü r  d i e  Thermody- 

namik ) .  

SATZ 1. ES SEI U C OFFEN UND rn EINE 1-FORm MIT DEFINITIONS- 

BEREICH U  . DIE FOLGENDEN AUSSAGEN SIND AEQUIVALENT: 

(1 tu I S T  EXAKT. 

(ii) FUER JEDE GESCHLOSSENE KURVE 8 I N  U GILT 
f 
&O= 0 9 

(iii) SIND 'dl, x 2  ZWEI KURVEN I N  U  A IT  DENSELBEN ANFANGS- 

UNO ENDPUNKTEN, SO GILT 

F ü r  den e i n f a c h e n  Beweis  s i e h e  [F, Theorem 6.l ' j . 

M i t  H i l f e  des S tokesschen  Sa tzes  b e w e i s t  man ( s i e h e  [F ,  Theorem 

8.41) den 

SATZ 2. WENN U EINFACH ZUSAMmENHAENGEND IST, DANN IST JEDE GE- 

SCHLOSSENE 1-FORM (NIT BEREICH U)  I N  U EXAKT. 

I n  K a p i t e l  I 1  w i r d  s i c h  ze igen ,  dass d i e  einem System r e v e r s i b e l  

z u g e f ü h r t e  Wärme d u r c h  e i n e  1-Form b e s c h r i e b e n  w i r d .  D iese  i s t  n i c h t  

e x a k t ,  b e s i t z t  a b e r  e i n e n  i n t e g r i e r e n d e n  F a k t o r  i m  S inne  d e r  f o l g e n d e n  

DEFINITION: EINE FUNKTION g  I N  U , MIT g ( x )  f 0  FUER ALLE x f U ,  

I S T  E I N  INTEGRIERENDER FAKTOR DER 1-FORM m , FALLS gm EXAKT IST, 

d.h, WENN GILT 



FUER EINE FUNKTION f . 
E i n  f ü r  d i e  Thermodynamik w i c h t i g e s  K r i t e r i u m  f ü r  d i e  E x i s t e n z  

e i n e s  i n t e g r i e r e n d e n  F a k t o r s  werden  w i r  i m  Anhang zu Kap. I 1  bewe isen .  

I n t e r e s s a n t  i s t  auch  das f o l g e n d e  K r i t e r i u m  von  F r o b e n i u s  (we l ches  w i r  

j e d o c h  n i c h t  b e n ö t i g e n ) .  

SATZ 3. a )  FALLS m EINEN INTEGRIERENDEN FAKTOR HAT, SO GILT 2 

b )  GILT URGEKEHRT D I E  GL. (ll), DANN GIBT ES Z U  JEDEN x o e U  N I T  

m(xo) d 0  EINE UNGEBUNG D , SO DASS m I N  D EINEN INTEGRIE- 

RENDEN FAKTOR HAT. 

Beue i s :  a )  Nach (10 )  i s t  m = - la - . S e t z t  man d i e s  i n  d i e  l i n k e  
i 9  q x i  

S e i t e  von  (11) e i n ,  s o  heben  s i c h  d i e  Terme p a a r w e i s e  weg. W e s e n t l i c h  

s c h w i e r i g e r  i s t  d i e  Umkehrung b ) .  Den Beweis  d a f ü r  f i n d e t  man i n  

[ F ,  $7.101. 0 
I n  the rmodynamischen  Anwendungen müssen w i r  D i f f e r e n t i a l f o r m e n  

h ä u f i g  a u f  neue K o o r d i n a t e n  t r a n s f o r m i e r e n .  W i r  b e t r a c h t e n  h i e r  e twas  

a l l g e m e i n e r  e i n e  d i f f e r e n z i e r b a r e  A b b i l d u n g  W :  N N von e inem 

o f f e n e n  G e b i e t  fl C R~ nach  N C R~ . Auf einem o f f enen  Geb ie t  U 2  N 

s e i  e i n e  1-Form m d e f i n i e r t .  

F i q .  1.1 

B e z e i c h n e t  D W ( X )  das D i f f e r e n t i a l  3, von  rp i n  Punk te  x e N  , 
s o  können  w i r  d i e  1-Form m w i e  f o l g t  a u f  M g lzu rückz iehen"  ( v g l .  

F i g .  1.1): 

I r n  ä u s s e r e n  F o r m e n k a l k ü l  l a u t e t  d i e  Bed ingung  

~ ~ d k  0. 

3 )  s i e h e  n ä c h s t e  S e i t e .  



O f f e n s i c h t l i c h  i s t  d i e  i n d u z i e r t e  A b b i l d u n g  a d d i t i v  

Da f ü r  d i e  Z u s a m m e n s e t z u n g  Q O @  v o n  z w e i  A b b i l d u n g e n  cp u n d  Ji 

g i l t  

3 ( q c < 1 > ) = 3 ( 0  a d J ,  
e n t n e h m e n  w i r  a u s  ( 1 2 )  

Aus dem g l e i c h e n  G r u n d ,  s o w i e  d e r  D e f i n i t i o n  d f ( x )  = ~ f ( x )  f ü r  e i -  

n e  F u n k t i o n  f , f o l g t  a u s  ( 1 2 )  f ü r  m = d f  : 

wenn wir f ü r  d i e  t r a n s f o r m i e r t e  F u n k t i o n  f o  cp a u c h  cp*f s c h r e i b e n .  

Aus d e r  D e f i n i t i o n  ( 1 2 )  e n t n i m m t  man s o f o r t ,  d a s s  f ü r  d a s  P r o -  

d u k t  f w  e i n e r  F u n k t i o n  f  u n d  e i n e r  1-Form m f o l g e n d e s  g i l t  

Aus d e n  R e g e l n  ( 1 3 ,  ( 1 5 )  u n d  ( 1 6 )  e r g i b t  s i c h  

S c h r e i b e n  w i r  a l s o  d i e  A b b i l d u n g  i n  d e r  Form 

. 
4 a i,...) h 

s o  g i l t  

3 
D a r u n t e r  v e r s t e h t  man - i m  S i n n e  e i n e r  V e r a l l g e m e i n e r u n g  d e s  D i f -  

f e r e n t i a l s  e i n e r  F u n k t i o n  - d i e  l i n e a r e  A b b i l d u n g  D . ( X ~ L ( ~ ,  R " ) ,  

w e l c h e  e i n d e u t i g  d e f i n i e r t  i s t  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g  

I n  d e n  n a t ü r l i c h e n  B a s e n  v o n  u n d  4" w i r d  Dv d u r c h  d i e  

J a c o b i - M a t r i x  r e p r ä s e n t i e r t ,  



S e t z e n  w i r  a l s o  

s o  g i l t  f ü r  d i e  K o m p o n e n t e n  v o n  q *  d a s  T r a n s f o r m a t i o n s g e s e t z  
a 

I n  d e r  P r a x i s  b e n u t z t  man a l s  A u s g a n g s p u n k t  d i e  e r s t e  Zei le  v o n  ( 1 9 )  

u n d  r e c h n e t  v o n  d o r t  a n  m e c h a n i s c h  w e i t e r .  

I s t  q e i n  o r i e n t i e r u n g s t r e u e r  D i f f e o m o r p h i s m u s ,  s o  g i l t  

J (P%,= 0 , 
6 W) 

( 1 . 2 1 )  

w o b e i  V ( $ )  d e r  t r a n s f o r m i e r t e  Weg i s t .  I n  d e r  T a t  i s t  n a c h  ( 6 )  u n d  

D a b e i  h a b e n  w i r  b e n u t z t ,  d a s s  ~ t p ( x ( t ) i ( t )  d e r  T a n g e n t i a l v e k t o r  v o n  

t tP ~ ( x ( t ) )  i s t .  

I n  d e n  t h e r m o d y n a m i s c h e n  A n w e n d u n g e n  i s t  z.B. d i e  r e v e r s i b e l  

z u g e f ü h r t e  Wärme e i n  W e g i n t e g r a l  Saa . Die E i g e n s c h a f t  ( 2 1 )  b e d e u -  

t e t  d e s h a l b  i n  p h y s i k a l i s c h e r  S p r a c h e  l e d i g l i c h ,  d a s s  d i e  z u g e f ü h r t e  

Wärme n i c h t  d a v o n  a b h ä n g t ,  i n  w e l c h e n  K o o r d i n a t e n  d a s  W ä r m e d i f f e r e n -  

t i a l  a u s g e d r ü c k t  w i r d .  

H i n w e i s .  F ü r  a n d e r e  G e b i e t e  d e r  P h y s i k  ( f l e c h a n i k ,  a l l g e m e i n e  R e l a t i -  

v i t ä t s t h e o r i e )  i s t  d i e  E r w e i t e r u n g  d e r  B e g r i f f e  a u f  h ö h e r e  D i f f e r e n -  

t i a l f o r m e n  s e h r  n ü t z l i c h .  E i n e  e l e m e n t a r e  E i n f ü h r u n g  f i n d e t  man i n  
[F, Kap.?].  



2. Konvexe F u n k t i o n e n  

Konvexe F u n k t i o n e n  s p i e l e n  i n  d e r  Thermodynamik e i n e  w i c h t i g e  

R o l l e .  B e i s p i e l s w e i s e  werden w i r  sehen, dass  d i e  i n n e r e  E n e r g i e  e i -  

nes Systems i m  the rmodynamischen  G l e i c h g e w i c h t  e i n e  konvexe  F u n k t i o n  

i h r e r  " n a t ü r l i c h e n n  V a r i a b l e n  i s t .  

E i n e  menge K ~ R ~  i s t  konvex,  f a l l s  d i e  S t r e c k e ,  we l che  z w e i  

b e l i e b i g e  Punk te  von K v e r b i n d e t ,  e b e n f a l l s  i n  K e n t h a l t e n  i s t  

( ~ i g . 2 . 1 ) .  

F i q .  2.1 

Der  D u r c h s c h n i t t  j e d e r  K o l l e k t i o n  von  konvexen  Mengen i s t  o f -  

f e n s i c h t l i c h  w i e d e r  konvex.  

E i n  P u n k t  X 6 R~ i s t  e i n e  konvexe  K o m b i n a t i o n  d e r  ( v e r s c h i e -  

denen)  P u n k t e  xl,...,x f a l l s  
m 

rU W 

X =  2 & * X *  
4 J J 2 J= 4 Li=, .  (2.1) 

Durch  I n d u k t i o n  nach  m b e w e i s t  man l e i c h t  [F, P r o p o s i t i o n  1.61: 

H i l f s s a t z  1. E i n e  Menge K i s t  genau dann konvex ,  wenn j ede  konvexe  

K o m b i n a t i o n  von  Punk ten  aus K i n  K i s t ,  
)r 

I s t  S e i n e  Te i lmenge  von  1 ~ "  , so i s t  d i e  konvexe  H ü l l e  S 

von  S d i e  Menge a l l e r  konvexen  K o m b i n a t i o n e n  von  Punk ten  aus S . - 
A A 

Ze ige ,  dass  C konvex  i s t  und dass  S d i e  k l e i n s t e  konvexe  Menge 

i s t ,  w e l c h e  C e n t h ä l t .  

Es s e i e n  xo, xl ,..., X r d h  v e r s c h i e d e n e  Punk te  i n  qn , so r '  
dass d i e  D i f f e r e n z e n  X - X  ,..., X - X  l i n e a r .  unabhäng ig  s i n d .  D i e  

1 0  r o 
flenge d e r  konvexen  K o m b i n a t i o n e n  von  xo,...,x i s t  e i n  r - S i m p l e x  r 
m i t  V e r t i z e s  X xl,...,x o  ' r 

E i n  1-S implex i s t  e i n e  S t r e c k e ,  e i n  2- 

S imp lex  e i n  D r e i e c k  und  e i n  3-S implex e i n  T e t r a e d e r .  Nach H i l f s s a t z  1 

i s t  j e d e r  S imp lex ,  dessen  V e r t i z e s  i n  e i n e r  konvexen  Menge K l i e -  

gen, i n  K e n t h a l t e n  ( v g l .  F i g .  2.2). 

F i q .  2.2 



J e d e r  P u n k t  - e i n e s  r -S imp lexes  l ä s s t  s i c h  e i n d e u t i g  a l s  k o n v e x e  

K o m b i n a t i o n  X & t .X d a r s t e l l e n  ( ~ e b u n g s a u f g a b e ) .  D i e  Z a h l e n  
j =o J j 

t 0 , . , t  s i n d  d i e  S c h w e r p u n k t s k o o r d i n a t e n  v o n  X . D i e  ( r -1) -d imen-  

s i o n a l e  S e i t e  qeqenüber  dem V e r t e x  X i s t  d i e  Punktmenge des S i m -  i 
p l e x e s  m i t  

i 
= 0  . Den Beue is  d e r  f o l g e n d e n  Aussage f i n d e t  man i n  

[F,  S . 2 ~ 1  

H i l f s s a t z  2. Es s e i  C e i n e  zusammenhängende Te i lmenge  v o n  R'' u n d  

X e i n e  konvexe  K o m b i n a t i o n  von  P u n k t e n  aus  S . Dann i s t  X e i n e  

konvexe  K o m b i n a t i o n  von  n o d e r  w e n i g e r  P u n k t e n  aus  S . 
Es s e i  K e i n e  konvexe  Menge. E i n  P u n k t  x e K  i s t  e i n  E x t r e -  

m a l p u n k t  von  K , f a l l s  n i c h t  z w e i  v e r s c h i e d e n e  Punk te  x1,x2eK und  
- 

t ~ ( 0 . 1 )  e x i s t i e r e n ,  s o  dass X = txl+ ( 1 - t ) x 2  . ES g i l t  

H i l f s s a t z  3. Es s e i  K e i n e  konvexe  und  kompak te  Menge. Dann i s t  j e -  

d e r  Punk t  von  K e i n e  konvexe  K o m b i n a t i o n  von  E x t r e m a l p u n k t e n  i n  K .  

Beweis:  S iehe  [F, Propos. 3.83. 

E i n e  konvexe  Menge K  l i e g e  i m  D e f i n i t i o n s b e r e i c h  e i n e r  r e e l l -  

w e r t i g e n  F u n k t i o n  f . D i e  F u n k t i o n  f i s t  a u f  K konvex,  f a l l s  f ü r  

b e l i e b i g e  xl,x2€ K und  tE [ 0,1] : 

Wenn f ü r  a l l e  xlf X und t~ ( 0 , l )  e i n e  s t r i k t e  U n g l e i c h u n g  g i l t ,  2  
dann sagen w i r  f s e i  a u f  K s t r i k t e  konvex.  

B i l d e n  w i r  d i e  Punktmenge 

s o  i s t  K +  e i n e  konvexe  Punktmenge v o n  ~"' l . Es g i l t  s o g a r  [ F ,  

Prop. 3.41 d e r  

H i l f s s a t z  4. D i e  F u n k t i o n  f i s t  genau dann konvex  a u f  K , f a l l s  
n + l  

K+  e i n e  konvexe  Te i lmenge von  i s t .  

E i n e  F u n k t i o n  f i s t  a u f  K konkav ,  f a l l s  - f a u f  K konvex  

i s t .  

Der f o l g e n d e  Sa tz  i s t  n i c h t  s c h w i e r i g  zu bewe i sen  [F ,  Theorem 

& S I .  

SATZ 1. ES SEI K E I N E  OfFENE KONVEXE MENGE UND f E I N E  KONVEXE 

FUNKTION AUF K . DANN I S T  f AUF K STETIG. 

D i e  b e i d e n  f o l g e n d e n  Aussagen b e w e i s t  man s e h r  l e i c h t  [F,  Prop. 

3.6a, 3,6b]. 



H i l f s s a t z  5. D i e  F u n k t i o n  f s e i  a u f  K d i f f e r e n z i e r b a r .  Dann g i l t :  

a )  f i s t  genau dann  auf  K k o n v e x , f a l l s  

f ( X ) )  f ( x o )  + d f  ( x ~ - ( x - x o )  f ü r  a l l e  x o , x ~  K ; 

b )  f i s t  genau dann a u f  K s t r i k t e  k o n v e x , f a l l s  

f ( X )  > f ( x o )  + d f ( x o ) a  ( X - x o )  f ü r  a l l e  xo, x(K , x o f  X . 
I n  e i n e r  D imens ion  g i l t  [F, Prop. 3.71 d e r  

H i l f s s a t z  6. S e i  KcR e i n  I n t e r v a l l  und  f e i n e  F u n k t i o n ,  d e r e n  

A b l e i t u n g  f '  ü b e r a l l  i n  K e x i s t i e r t .  Dann g i l t  

a )  f i s t  konvex  a u f  K genau dann, wenn f '  a u f  K n i c h t  ab -  

nehmend i s t ;  

b )  f i s t  s t r i k t e  konvex  genau dann, wenn f '  au f  K zunehmend 

i s t .  

I m  f o l g e n d e n  b e z e i c h n e  Q d i e  F u n k t i o n  au f  Kx , d e f i n i e r t  

Es g i l t  [F, Theorem 3.61 d e r  n a h e l i e g e n d e  

SATZ 2. SEI f V O N  DER KLASSE C' AUF EINER OFFENEN KONVEXEN AENGE 

K. DANN GILT 

a )  f I S T  AUF K GENAU DANN KONVEX, WENN ~(x,.)), 0  I S T  FUER 

ALLE x 6 K  . 
b )  WENN ~(x , . ) )  0  I S T  FUER ALLE XE K , DANN IST f AUF K  

STRIKTE KONVEX. 

ENTSPRECHENDE AUSSAGEN GELTEN FUER KONKAVE FUNKTIONEN. 

Wenn e i n e  d i f f e r e n z i e r b a r e  und  konvexe  F u n k t i o n  f au f  e i n e r  

o f f e n e n  konvexen  Menge K e i n e n  k r i t i s c h e n  Punk t  xo€ K h a t ,  dann  

nimmt f i n  X e i n  a b s o l u t e s  Minimum an. I n  d e r  T a t  f o l g t  aus  
0 

d f  ( x o )  = 0  und  H i l f s s a t z  ~ a ) ,  dass f ( X ) >  f ( x o )  f ü r  a l l e  X €  K 

g i l t .  I s t  f s t r i k t e  konvex,  s o  g i b t  es  h ö c h s t e n s  e i n e n  k r i t i s c h e n  

Punkt .  [ ~ n d e r n f a l l s  k ö n n t e  man m i t  H i l f s s a t z  5b) l e i c h t  e i n e n  Wider -  

s p r u c h  k o n s t r u i e r e n . ]  



3. L e g e n d r e - T r a n s f o r m a t i o n  v o n  k o n v e x e n  F u n k t i o n e n  

E s  s e i  f  e i n e  k o n v e x e  F u n k t i o n  ü b e r  d e r  k o n v e x e n  menge  K C R ~ .  

Dann w i r d  d i e  L e q e n d r e t r a n s f o r m i e r t e  f* : P'( -r R U ~ ~ D O  1. 
v o n  f d u r c h  

d e f i n i e r t .  4 ) 

Wir z e i g e n  z u e r s t ,  d a s s  f *  w i e d e r  k o n v e x  i s t :  

F ü r  d i e  D i s k u s s i o n  d e r  g e o m e t r i s c h e n  B e d e u t u n g  b e t r a c h t e n  w i r  z u e r s t  

d e n  F a l l  e i n e r  V a r i a b l e n ,  F ü r  e i n  g e g e b e n e s  X *  z e i c h n e  man d i e  Ge- 

r a d e  y  = x*x u n d  s u c h e  d e n  P u n k t  x ( x * ) ,  b e i  w e l c h e m  d e r  G r a p h  v o n  

f  i n  d e r  v e r t i k a l e n  R i c h t u n g  arn w e i t e s t e n  v o n  d i e s e r  G e r a d e n  e n t -  

f e r n t  i s t  ( v g l .  F i g .  3.1). 

F i q .  3.1. G e o m e t r i s c h e  D e u t u n g  d e r  L e g e n d r e - T r a n s f o r m a t i o n  

PP - 

4, Wir i d e n t i f i z i e r e n  w i e  ü b l i c h  d e n  D u a l r a u r n  ( W ) *  m i t t e l s  d e s  

i i 
e u k l i d i s c h e n  S k a l a r p r o d u k t e s  ( x P y )  = 2 X y  m i t  Rn  , 



Dann i s t  f*(x*)  = X (X*) .  X* - f ( X  ( X * ) )  . 
I m  d i f f e r e n z i e r b a r e n  s t r i k t e  k o n v e x e n  F a l l  w i r d  x ( x * )  d u r c h  

b e s t i m m t ,  d.h. d u r c h  

X* = g r a d  f ( x )  . - 

2 a2f ) [ ~ e a c h t e :  ( g r a d  f , v )  = d f a v . ]  Wenn d i e  H e s s e s c h e  
D f = (axiad 

n i c h t s i n g u l ä r  i s t ,  l ä s s t  s i c h  d i e  G 1 .  ( 3 . 2 )  l o k a l  a u f l ö s e n ,  X = V ( X * ~  

u n d  man e r h ä l t  d i e  a u s  d e r  M e c h a n i k  g e l ä u f i g e  L e g e n d r e - T r a n s f o r m a -  

t i o n .  I n  d i e s e m  F a l l  g i l t  w e g e n  

d i e  b e k a n n t e  B e z i e h u n g  

Im s t r i k t e  k o n v e x e n  u n d  d i f f e r e n z i e r b a r e n  F a l l  h a t  d i e  F l ä c h e  

i n  x o E  K e i n e  T a n g e n t i a l e b e n e  m i t  dem N o r m a l e n v e k t o r  

4 g r a d  f  ( x o ) ,  - 1 > . F ü r  d i e  P u n k t e  < x , z  > a u f  d i e s e r  T a n g e n -  

t i a l e b e n e  g i l t  a l s o  

o d e r  

D a r a u s  s i e h t  m a n ,  d a s s  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e  d i e  z - A c h s e  i n  z = - f * ( x g )  

s c h n e i d e t .  ( ~ i e s  v e r a l l g e m e i n e r t  F i g .  3.1. ) 

Wenn d e r  G r a p h  v o n  f g e r a d e  S t ü c k e  e n t h e l t ,  i s t  n a t ü r l i c h  X 

n i c h t  e i n d e u t i g  d u r c h  X* b e s t i m m t  ( v g l .  F i q .  3 . 2 ) .  



D i e  g e r a d e n  S t ü c k e  gehen  i n  Ecken  des  Graphen v o n  f *  ü b e r  u n d  d i e  

E c k e n  gehen  i n  g e r a d e  S t r e c k e n  ü b e r .  

SATZ 1. I M  DIFFERENZIERBAREN UND STRIKTE KONVEXEN FALL I S T  D I E  LE- 

GENDRE-TRANSFORMATION INVOLUTIV: 

( f * ) *  = f . 
Bewe is :  Nach (3.4) i s t  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e  a n  d e n  Graphen xf v o n  f 

d u r c h  d e n  P u n k t  <xo, f (xo)>  gegeben d u r c h  

A u f  Grund  d e r  K o n v e x i t ä t  l i e g e n  a l l e  T a n g e n t i a l e b e n e n  u n t e r h a l b  d e r  

F l ä c h e  Z f  u n d  b e i  f e s t e m  x = X** i s t  das  Maximum d e r  O r d i n a t e  I ,  

b e i  v a r i a b l e m  X: , g e r a d e  g l e i c h  f ( x * * )  ( v g l .  F i g .  3.3): 

f ( x * * )  = Max [ (x** ,x*)  - f*(x*)3, 
X *  

D i e  r e c h t e  S e i t e  i s t  a b e r  g e r a d e  ( f * ) * (xs* )  . 0 

F i q .  3.3 



B e m e r k u n q :  S e i  f ( x )  e i n e  d i f f e r e n z i e r b a r e  s t r i k t e  k o n v e x e  F u n k t i o n  

i n  e i n e r  V a r i a b l e n  m i t  d e r  E i g e n s c h a f t ,  d a s s  s i c h  

e i n d e u t i g  n a c h  X a u f l ö s e n  l ä s s t .  Wir b i l d e n  d i e  F u n k t i o n  g ( x * )  = 

f ( x ( x * ) )  und  z e i g e n ,  d a s s  s i c h  d a r a u s  d i e  u r s p r ü n g l i c h e  F u n k t i o n  

n i c h t  m e h r  e i n d e u t i g  r e k o n s t r u i e r e n  l ä s s t .  ( B e i m  U e b e r g a n g  v o n  f  

n a c h  g  g e h t  a l s o  I n f o r m a t i o n  v e r l o r e n .  F ü r  d i e  L e g e n d r e - T r a n s f o r m a -  

t i o n  i s t  d i e s  n i c h t  d e r  F a l l . )  

F ü r  g e g e b e n e s  g  m u s s  f  d e r  f o l g e n d e n  D i f f e r e n t i a l g l .  g e n ü g e n  

-1 o d e r ,  wenn  g  d i e  U m k e h r f u n k t i o n  v o n  g  b e z e i c h n e t ,  

Da d i e s e  D i f f g l .  X n i c h t  e x p l i z i t e  e n t h ä l t ,  i s t  m i t  f ( x )  a u c h  

f ( x + c o n s t . )  e i n e  L ö s u n g .  ( ~ i e  G r a p h e n  d i e s e r  v e r s c h i e d e n e n  L ö s u n g e n  

g e h e n  d u r c h  P a r a l l e l v e r s c h i e b u n g  i n  d e r  X - R i c h t u n g  a u s e i n a n d e r  h e r v o r . )  

W e i t e r e  E r g ä n z u n g e n  e r g e b e n  s i c h  a u s  d e n  U e b u n g s a u f g a b e n  am 

S c h l u s s  d i e s e s  K a p i t e l s .  

4. D e r  B e g r i f f  d e r  d i f f e r e n z i e r b a r e n  M a n n i g f a l t i g k e i t  

E s  w i r d  s i c h  z e i g e n ,  d a s s  d i e  G l e i c h g e w i c h t s z u s t ä n d e  e i n e s  

t h e r m o d y n a m i s c h e n  S y s t e m s  e i n e  d i f f e r e n z i e r b a r e  M a n n i g f a l t i g k e i t  b i l -  

d e n .  D e s h a l b  w o l l e n  w i r  d i e s e n  B e g r i f f  g e n a u  d e f i n i e r e n .  (Er s p i e l t  

a u c h  z.B. i n  d e r  M e c h a n i k  u n d  i n  d e r  a l l g e m e i n e n  R e l a t i v i t ä t s t h e o r i e  

e i n e  z e n t r a l e  R o l l e . )  

E s  w i r d  s i c h  s p ä t e r  z e i g e n ,  d a s s  i n  d e r  T h e r m o d y n a m i k  d e r  Zu- 

s t a n d s r a u m  immer a l s  G r a p h  e i n e r  k o n v e x e n  F u n k t i o n  i m  a u f g e f a s s t  

w e r d e n  k a n n .  D e s h a l b  e r i n n e r n  w i r  l e d i g l i c h  a n  d i e  D e f i n i t i o n  v o n  Man- 

n i g f a l t i g k e i t e n  i m  1 ~ "  . 
A n s c h a u l i c h  g e s p r o c h e n ,  v e r s t e h e n  w i r  u n t e r  e i n e r  k - d i m e n s i o -  

n a l e n  U n t e r m a n n i g f a l t i g k e i t  v o n  Rn e i n e  T e i l m e n g e  v o n  Rn , w e l c h e  

l o k a l  i n  g e e i g n e t e n  18krummen11 K o o r d i n a t e n  wie kk i n  R~ a u s s i e h t  

( v g l .  F i g .  4 . 1 ) .  D i e  p r ä z i s e  B e g r i f f s b i l d u n g  g i b t  d i e  f o l g e n d e  

FALTIGKEIT V O N  Rn, FALLS FUER J E D E N  PUNKT x e R  D I E  FOLGENDE B E D I N -  

G U N G  ( M )  ERFUELLT IST:  



(fl) E s  e x i s t i e r t  e i n e  o f f e n e  Umgebung U v o n  X i n  R~ u n d  

e i n  ~ ~ - ~ i f f e o r n o r ~ h i s m u s  *: U --+ V C u(~ , S O  dass 

E i n e  s o l c h e  A b b i l d u n g  h e i s s t  K a r t e  d e r  U n t e r m a n n i q f a l -  

t i q k e i t .  

F i g .  4 . 1  

Viele B e i s p i e l e  v o n  C I - f l a n n i g f a l t i g k e i t e n  " e r d e n  d u r c h  d e n  f o l -  

g e n d e n  S a t z  g e l i e f e r t .  

S A T Z  1. S E I  U O F F E N  I N  IR" U N D  F :  U - R~ E I N E  c l -ABBILDUNG.  
I S T  WB R~ E I N  REGULAERER WERT V O N  f [ ~ f ( w )  h a t  Rang k ] ,  SO I S T  

?-'(LI) EINE UNTERiVIANNIGFALTIGKEIT D E R  DIflENSION n-k [ K O D I V E N S I O N  k  1. 

Beweis: Dies e r g i b t  s i c h  z i e m l i c h  e i n f a c h  a u s  dem S a t z  ü b e r  d i e  U m -  

k e h r a b b i l d u n g .  F ü r  E i n z e l h e i t e n  v e r w e i s e n  w i r  z.B. a u f :  T. B r ö c k e r ,  

A n a l y s i s  i n  m e h r e r e n  V a r i a b l e n ,  T e u b n e r  S t u d i e n b ü c h e r ,  1 9 8 0 .  [3 

I s t  cp: U V e i n e  Karte um p e f l  , U '  = U n f l  , 
V '  = V r \  ( ~ ~ x t 0 f )  , u n d  tpl~n~) = : i , s o  i s t  9 :  U '  4 V t  e i n  H o m ö e  

m o r p h i s m u s ,  u n d  $ b e s i t z t  d i e  s t e t i g  d i f f e r e n z i e r b a r e  Umkehrung $-l, 

w e l c h e  V l o k a l  um p  d u r c h  K o o r d i n a t e n  i n  V ' C R ~  p a r a m e t r i s i e r t .  

D u r c h  E i n f ü h r e n  l o k a l e r  K o o r d i n a t e n   a arten) k a n n  man v i e l e  B e g r i f f e  

v o n  o f f e n e n  m e n g e n  d e s  R n  a u f  f l a n n i g f a l t i g k e i t e n  ü b e r t r a g e n .  " B e i -  

s p i e l s w e i s e  h e i s s t  e i n e  F u n k t i o n  f :  N 4 1 R  d i f f e r e n z i e r b a r  i n  p  , 
f a l l s  f 0  9 - l :  V i  -R f ü r  e i n e  Karte V :  U -P V ( u n d  d a m i t  f ü r  

j e d e )  d i f f e r e n z i e r b a r  i s t ,  

F ü r  e i n e  e l e m e n t a r e  D a r s t e l l u n g  v e r w e i s e n  w i r  a u f  G. N ö b e l i n g ,  
I n t e g r a l s ä t z e  d e r  A n a l y s i s ,  d e  G r u y t e r  L e h r b u c h  1 9 7 9 .  



I n  d e r  T h e r m o d y n a m i k  s i n d  d i e  Z u s t a n d s g r ö s s e n  s t e t i g e  o d e r  

d i f f e r e n z i e r b a r e  F u n k t i o n e n  a u f  d e r  Zustandsmannigfaltigkeit. 

U E B U N G S A U F G A B E N  

M 
1. E s  s e i  U e i n e  1-Form a u f  VC @ u n d  I: U -Rm s e i  e i n e  d i f -  * 

f e r e n z i e r b a r e  A b b i l d u n g .  Z e i g e ,  d a s s  V U g e s c h l o s s e n  i s t ,  wenn  w 

g e s c h l o s s e n  i s t .  

2 
2. I n  R s e i  U = d y .  B e r e c h n e  W*U f ü r  W :  -R , ~ ( x ~ , x ~ ) = x ~  + X 

2 
2' 

3. Z e i g e ,  , d a s s  s i c h  j e d e r  P u n k t  e i n e s  r - S i m p l e x e s  e i n d e u t i g  a l s  k o n -  

v e x e  K o m b i n a t i o n  d e r  Ve r t i ze s  d a r s t e l l e n  l ä s s t ,  

4 .  E s  s e i  f  e i n e  s t e t i g e  F u n k t i o n  a u f  e i n e r  k o n v e x e n  Menge K . 
F e r n e r  s e i  f ü r  a l l e  x l ,  x 2 e  K 

f ( ? ( x 1 + x 2 ) ) L  f f b , )  + ? f ( X ? )  

Z e i g e ,  d a s s  f  a u f  K k o n v e x  i s t .  

a 
5. B e s t i m m e  d i e  L e g e n d r e - T r a n s f o r m i e r t e  v o n  f ( x )  = X /a u n d  d e d u -  

z i e r e  a u s  dem E r g e b n i s  d i e  Y o u n g s c h e  U n g l e i c h u n g :  

X. y 4 ' xa+  
a 

f ü r  a l l e  x > O  , y ) O  , a > l  , ß > 1  F Y 
1 1  u n d  ; + ~ = 1 .  



K A P I T E L 11. DIE GRUNDLAGEN DER THERMODYNAMIK 

I n  d i e s e m  K a p i t e l  b e s p r e c h e n  w i r  d i e  g r u n d l e g e n d e n  B e g r i f f e  

u n d  d i e  H a u p t s ä t z e  d e r  T h e r m o d y n a m i k  (TD).  Im I n t e r e s s e  d e r  K l a r h e i t  

w o l l e n  w i r  d i e  G e d a n k e n f ü h r u n g  n i c h t  d u r c h  Anwendungen  u n t e r b r e c h e n  

u n d  d i e s e  a u f  K a p i t e l  I11 v e r s c h i e b e n .  

1. T h e r m o d y n a m i s c h e  S y s t e m e  u n d  Z u s t ä n d e  

I n  d e r  T 0  v e r s t e h t  man u n t e r  e i n e m  ( t h e r m o d y n a m i s c h e n )  S y s t e m  

e i n  w o h l d e f i n i e r t e s  T e i l s t ü c k  d e r  Welt, w e l c h e s  d u r c h  e i n e n  g e s c h l o s -  

s e n e n  Rand v o n  d e r  Umgebung a b g e g r e n z t ,  a b e r  n i c h t  n o t w e n d i g  i s o l i e r t  

i s t .  (2 .0 .  i s t  d a s  i m  Meer g e l ö s t e  S a l z  S y s t e m . )  D i e  B e g r e n z u n g  

k a n n  e i n e n  f e s t e n  K ö r p e r ,  e i n e  F l ü s s i g k e i t ,  e i n  G a s ,  o d e r  W ä r m e s t r a h -  

l u n g  e i n s c h l i e s s e n .  S i e  k a n n  r e e l l  s e i n ,  w i e  e t w a  d i e  I n n e n f l ä c h e  e i -  

n e s  G e f ä s s e s ,  o d e r  a u c h  n u r  g e d a c h t ,  wie e t w a  d i e  O b e r f l ä c h e  e i n e s  b e -  
1) s t i m m t e n  Q u a n t u m s  e i n e r  F l ü s s i g k e i t  . 

W i c h t i g  s i n d  d i e  Wechselwirkungsmöglichkeiten e i n e s  S y s t e m s  

m i t  d e r  Umgebung. V e r h i n d e r t  d i e  B e g r e n z u n g  e i n e n  M a t e r i e a u s t a u s c h ,  s o  

h e i s s t  d a s  S y s t e m  m a t e r i e l l  a b q e s c h l o s s e n .  

Wenn d a s  S y s t e m  m i t  s e i n e r  Umgebung k e i n e  A r b e i t  a u s t a u s c h e n  

k a n n ,  h e i s s t  e s  m e c h a n i s c h  a b q e s c h l o s s e n .   er B e g r i f f  d e r  A r b e i t  w i r d  

a u s  " V o r t h e o r i e n "  ( M e c h a n i k ,  ~ l e k t r o d ~ n a m i k )  a l s  b e k a n h a n g e s e h e n . ]  

Auch wenn  e i n  S y s t e m  m e c h a n i s c h  u n d  m a t e r i e l l  a b g e s c h l o s s e n  

i s t ,  l ä s s t  e s  s i c h  i m  a l l g e m e i n e n  t r o t z d e m  v o n  d e r  Umgebung b e e i n f l u s -  

s e n  ( ~ o c h t o p f  a u f  h e i s s e r  ~ o c h p l a t t e ) .  B e i s p i e l e  a u s  d e r  T e c h n i k  

( T h e r m o s f l a s c h e )  z e i g e n  a b e r ,  d a s s  es  B e g r e n z u n g e n  g i b t ,  w e l c h e  d i e s  

i n  hohem Masse v e r u n m ö g l i c h e n . ( ~ o n  l a n g r e i c h w e i t i g e n  W e c h s e l w i r k u n g e n ,  

wie d e r  G r a v i t a t i o n ,  w o l l e n  w i r  v o r l ä u f i g  a b s e h e n . )  Wir m a c h e n  d i e  
2 I d e a l i s i e r u n g ,  d a s s  es  t h e r m i s c h  v o l l s t ä n d i g  i s o l i e r e n d e  Wände g i b t .  

D i e s e  h e i s s e n  a d i a b a t i s c h e  Wände,  u n d  wenn  e i n  S y s t e m  d u r c h  e i n e  

s o l c h e  Wand b e g r e n z t  w i r d ,  s a g t  m a n ,  e s  s e i  a d i a b a t i s c h  a b q e s c h l o s s e n .  

1 )  D a m i t  i s t  d e r  B e g r i f f  " t h e r m o d y n a m i s c h e s  S y s t e m "  n u r  v a g e  u m s c h r i e -  
b e n .  I n  e i n e r  k o n k r e t e n  S i t u a t i o n  w i r d  a b e r  e i n  P h y s i k e r  kaum Mühe 
h a b e n  z u  e n t s c h e i d e n ,  o b  d i e  i m  F o l g e n d e n  e n t w i c k e l t e  T h e o r i e  a n -  
w e n d b a r  i s t  o d e r  n i c h t .  

2 )  Vgl .  d i e  F u s s n o t e  4 a u f  S. 24.  



E i n  S y s t e m ,  d a s  m i t  s e i n e r  Umgebung mater ie l l ,  m e c h a n i s c h  u n d  

a d i a b a t i s c h  a b g e s c h l o s s e n  i s t ,  h e i s s t  i s o l i e r t  ( o d e r  a b q e s c h l o s s e n ) .  

Den S y s t e m e n  s i n d  b e s t i m m t e  m e s s b a r e  E i g e n s c h a f t e n  z u g e o r d n e t ,  

d i e  d e n  Z u s t a n d  c h a r a k t e r i s i e r e n  u n d  d e s h a l b  Z u s t a n d s v a r i a b l e  o d e r  

Z u s t a n d s q r ö s s e n  g e n a n n t  w e r d e n .  B e i s p i e l e  d a f ü r  s i n d  D r u c k  u n d  Vo- 

l u m e n .  D e r  Z u s t a n d s r a u m  e i n e s  t h e r m o d y n a m i s c h e n  S y s t e m s  i s t  i m  a l l g e -  

m e i n e n  s e h r  k o m p l i z i e r t ,  w e i l  man z u r  C h a r a k t e r i s i e r u n g  d e s  Z u s t a n d e s  

e i n e  A n z a h l  v o n  F e l d e r n  b e n ö t i g t .  (z.B. w i r d  d e r  D r u c k  i m  a l l g e m e i n e n  

ö r t l i c h  u n d  z e i t l i c h  v a r i a b e l  s e i n . )  D i e  Z u s t a n d s g r ö s s e n  s i n d  d a n n  

F u n k t i o n a l e  d i e s e r  F e l d e r .  

I n  d e r  T h e r m o s t a t i k  b e s c h r ä n k t  man s i c h  a u f  G l e i c h q e w i c h t s -  

z u s t ä n d e  ( G Z ) ,  d.h. a u f  Z u s t ä n d e ,  d i e  s i c h  u n t e r  z e i t l i c h  u n v e r ä n d e r -  

t e n  N e b e n b e d i n g u n g e n  n i c h t  m e h r  ( o d e r  n u r  " s e h r  l a n g s a m n )  ä n d e r n .  Aus  

E r f a h r u n g  w i s s e n  w i r ,  d a s s  d i e  G Z  vom S t a n d p u n k t  d e r  m a k r o s k o p i s c h e n  

~ e o b a c h t u n g ~ )  d u r c h  e n d l i c h  v i e l e  Z u s t a n d s g r ö s s e n  c h a r a k t e r i s i e r t  

w e r d e n .  Dies l e g t  d a s  f o l g e n d e  P o s t u l a t  n a h e :  

Die G l e i c h g e w i c h t s z u s t ä n d e  e i n e s  t h e r m o d y n a m i s c h e n  

S y s t e m s  b i l d e n  e i n e  e n d l i c h d i m e n s i o n a l e  d i f f e r e n -  

z i e r b a r e  M a n n i g f a l t i g k e i t  Mx 
1 

d e r  K l a s s e  C . 
Z u s t a n d s g r ö s s e n  s i n d  ( s t ü c k w e i s e )  s t e t i g e  o d e r  

1 d i f f e r e n z i e r b a r e  F u n k t i o n e n  a u f  

2. D i e  e m p i r i s c h e  T e m p e r a t u r  

D i e  g a n z e  W ä r m e l e h r e  w i r d  vom B e g r i f f  d e r  T e m p e r a t u r  b e h e r r s c h t  

D i e s e r  i s t  a u s  u n s e r e n  S i n n e s e m p f i n d u n g e n  warm u n d  k a l t  e n t s t a n d e n .  

E i n e  p h y s i k a l i s c h  p r ä z i s e  D e f i n i t i o n  l ä s s t  s i c h  n u r  i n  m e h r e r e n  

S c h r i t t e n  g e b e n .  K u r z  a n g e d e u t e t  w e r d e n  d i e s  d i e  f o l g e n d e n  s e i n :  

( 1 )  B e g r i f f  d e r  g l e i c h e n  T e m p e r a t u r ;  ( 2 )  E i n f ü h r u n g  e i n e r  ( w e i t g e h e n d  

w i l l k ü r l i c h e n )  T e m p e r a t u r s k a l a ;  ( 3 )  N a c h w e i s ,  d a s s  d i e s e  m i t  d e r  li- 

n e a r e n  O r d n u n g  l l w ä r m e r - k ä l t e r "  ( w e l c h e  i m  A n s c h l u s s  a n  d e n  1. H a u p t -  

s a t z  e i n g e f ü h r t  w i r d )  v e r t r ä g l i c h  g e w ä h l t  w e r d e n  k a n n ;  ( 4 )  E i n f ü h r u n g  

d e r  a b s o l u t e n  T e m p e r a t u r s k a l a  i m  A n s c h l u s s  a n  d e n  2. H a u p t s a t z .  

3, I n  d e r  p h ä n o m e n o l o g i s c h e n  T h e r m o d y n a m i k  v e r z i c h t e t  man a u f  m i k r o -  
s k o p i s c h e  B e o b a c h t u n g e n ,  wie z.B. d i e  V e r f o l g u n g  d e r  Bewegung  
e i n e s  s e h r  k l e i n e n  P a r t i k e l s  i n  e i n e r  F l ü s s i g k e i t  ( B r o w n s c h e  
B e w e g u n g ) .  S o n s t  w ü r d e n  a u c h  F l u k t u a t i o n e n  d e r  O b s e r v a b l e n  um 
i h r e  Mi t t e lwer t e  e i n e  R o l l e  s p i e l e n .  



I n  d i e s e m  A b s c h n i t t  b e s p r e c h e n  w i r  d i e  S c h r i t t e  (1) u n d  (2 ) .  

Z u n ä c h s t  b e t r a c h t e n  w i r  zwei i s o l i e r t e  S y s t e m e  z1 u n d  r2 , d i e  

b e i d e  e i n e n  G Z  e r r e i c h t  h a b e n .  S o d a n n  b r i n g e n  w i r  s i e  i n  t h e r m i s c h e n  

K o n t a k t ,  i n d e m  w i r  d i e  a d i a b a t i s c h e  T r e n n w a n d  d u r c h  e i n e  d i a t h e r m a n e  

e r s e t z e n .  Im a l l g e m e i n e n  w e r d e n  d a n n  V e r ä n d e r u n g e n  e i n t r e t e n  u n d  d a s  

G e s a m t s y s t e m  12 w i r d  s i c h  e i n e m  n e u e n  G l e i c h g e w i c h t s z u s t a n d  n ä -  

hern:Wir s a g e n  d a n n ,  d a s s  d i e  b e i d e n  S y s t e m e  m i t e i n a n d e r  i m  G l e i c h -  

q e w i c h t  s i n d .  F ü r  d i e  M a n n i g f a l t i g k e i t e n  d e r  G Z  g i l t  fl C 
M x M  u n d  a u s  E r f a h r u n g  w i s s e n  wir ,  d a s s  

=12 
z, X ,  

d i m  M = d i m  M 
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I 1 2  z2- 

I s t  d a s  P a a r  ( z 1 , z 2 )  d e r  b e i d e n  u r s p r ü n g l i c h e n  Z u s t ä n d e  'iem z . 
( i = 1 , 2 )  s c h o n  i n  

' " 5 1 2  
, s o  t r e t e n  b e i  d e r  t h e r m i s c h e n  ~ o ~ ~ l u n g l  

k e i n e r l e i  V e r ä n d e r u n g e n  a u f ;  d i e  b e i d e n  S y s t e m e  s i n d  b e r e i t s  m i t e i -  

n a n d e r  i m  G l e i c h g e w i c h t .  

F ü r  d i e  w e i t e r e  D i s k u s s i o n  i s t  d i e  f o l g e n d e  E r f a h r u n g s t a t -  

s a c h e  (0. ~ a u p t s a t z )  w i c h t i g :  

1 )  S i n d  z w e i  S y s t e m e  z1 u n d  z2 m i t e i n a n d e r  i m  G l e i c h -  

g e w i c h t  u n d  h e r r s c h t  z w i s c h e n  r2 u n d  e i n e m  d r i t t e n  

S y s t e m  r3  e b e n f a l l s  G l e i c h g e w i c h t ,  s o  b e s t e h t  d i e s e s  

a u c h  z w i s c h e n  d e n  S y s t e m e n  2 u n d  z3 ( ~ r a n s i t i v i t ä t  

( d e s  t h e r m o d y n a m i s c h e n  ~ l e i c h g e w i c h t s ) .  

1 2 )  F a l l s  v o n  d r e i  o d e r  m e h r  S y s t e m e n  j e d e s  m i t  j e d e m  i n  

( t h e r m i s c h e m  K o n t a k t  i s t  u n d  s i e  zusammen i m  G l e i c h g e w i c h t  

I s i n d ,  d a n n  s i n d  a u c h  j e  z w e i  b e l i e b i g  h e r a u s g e g r i f f e n e  

1 m i t e i n a n d e r  i m  G l e i c h g e w i c h t .  

D a m i t  l i e g t  e i n e  A e q u i v a l e n z r e l a t i o n  v o r  u n d  w i r  s a g e n ,  d a s s  d i e  Sy- 

steme i n  e i n e r  A e q u i v a l e n z k l a s s e  d i e  q l e i c h e  T e m p e r a t u r  h a b e n .  

H a l t e n  w i r  n u n ,  m i t  d e n  o b i g e n  B e z e i c h n u n g e n ,  z 2 f M Z  f e s t ,  

s o  b i l d e t  d i e  m e n g e  d e r  Z u s t ä n d e  z l e  flzl , w e l c h e  z u  2 2  
ä q u i -  

v a l e n t  s i n d ,  e i n e  H y p e r f l ä c h e  i n  
"2, 

( ~ n t e r m a n n i g f a l t i g k e i t  

d e r  K o d i m e n s i o n  1 ) .  Diese n e n n e n  w i r  e i n e  I s o t h e r m e .  D u r c h  Varia- 

t i o n  v o n  z 2  e r h a l t e n  wir s c h l i e s s l i c h  e i n e  F a s e r u n g  v o n  i n  

I s o t h e r m e n ;  d i e s  i s t  i n  d e r  f o l g e n d e n  F i g .  2 .1  a n g e d e u t e t .  

Aus dem 0. H a u p t s a t z  f o l g t ,  d a s s  d i e s e  F a s e r u n g  u n a b h ä n g i g  vom V e r -  

g l e i c h s s y s t e m  2, i s t !  



F iq .  2.1 

D i e  M a n n i g f a l t i g k e i t  d e r  I s o t h e r m e n  i s t  e i n d i m e n s i o n a l  u n d  j e -  

de i n j e k t i v e  A b b i l d u n g  nach  Q d e f i n i e r t  e i n e  e m p i r i s c h e  Tempera tu r ;  

w i r  d e u t e n  d i e s  i n  e inem Diagramm an: 

E i n e  e m p i r i s c h e  Tempera tu r  i s t  a l s o  e i n e  Z u s t a n d s f u n k t i o n ,  d i e  a u f  den 

i s o t h e r m e n  F a s e r n  k o n s t a n t  i s t  und  z w e i  v e r s c h i e d e n e n  F a s e r n  v e r s c h i e -  

dene Wer te  zuo rdne t .  D i e  s o  d e f i n i e r t e n  e m p i r i s c h e n  T e m p e r a t u r s k a l e n  

w e i s e n  n a t ü r l i c h  e i n e  g r o s s e  W i l l k ü r  a u f ,  we l che  w i r  e r s t  i n  A b s c h n i t t  

5 b e s e i t i g e n  werden. 

3. Der  e r s t e  H a u p t s a t z  

I n  d iesem A b s c h n i t t  b e s c h r ä n k e n  w i r  uns n i c h t  a u f  GZ. 

W i r  b e t r a c h t e n  zunächs t  b e l i e b i g e  A r b e i t s p r o z e s s e  a n  e inem 

a d i a b a t i s c h  abqesch lossenen  System. Den E n e r g i e s a t z  können  w i r  w i e  

f o l g t  f o r m u l i e r e n :  

(i) Zu j e  z w e i  Zus tänden  z1 , z2 g i b t  es  e i n e n  A r b e i t s -  

p r o z e s s ,  d e r  zl i n  z2  o d e r  z2 i n  z1 ü b e r f ü h r t .  

(ii) D i e  d a m i t  verbundene A r b e i t  h ä n g t  n u r  vom g e o r d n e t e n  

Paar  (z1,z2) und n i c h t  vom P rozess  ab. 



D a m i t  k ö n n e n  w i r  i n  o f f e n s i c h t l i c h e r  Weise e i n e  Z u s t a n d s f u n k -  

t i o n ,  d i e  i n n e r e  E n e r g i e  U , d e f i n i e r e n .  I s t  f ü r  e i n e n  f e s t  a u s g e -  

w ä h l t e n  Z u s t a n d  z o  U = U. g e w ä h l t ,  s o  s e t z e n  w i r  

w o b e i  A(zo- z )  d i e  p r o z e s s u n a b h ä n g i g e  A r b e i t  am a d i a b a t i s c h  ab- 

g e s c h l o s s e n e n  S y s t e m  v o n  zo n a c h  z b e z e i c h n e t .  [wir s e t z e n  

A ( Z ~  ,- z l )  = - A(z l  -9 z 2 ) ,  w e n n  n u r  z1 - ~ r  z 2  r e a l i s i e r b a r  

i s t . ]  B e i  e i n e m  b e l i e b i g e n  A r b e i t s p r o z e s s  
z l  -Y z 2  a n  d i e s e m  Sy- 

stem i s t  d a n n  d i e  A e n d e r u n g  AU d e r  i n n e r e n  E n e r g i e  g l e i c h  d e r  

A r b e i t  A(zl  -* z 2 )  : 

Nun k ö n n e n  w i r  a b e r  a u c h  n i c h t a d i a b a t i s c h e  P r o z e s s e  b e t r a c h t e n  

( ~ r w ä r m u n g  d u r c h  B u n s e n b r e n n e r ,  e t c . ) .  Dann  w i r d  d i e  G 1 .  ( 3 . 2 )  n i c h t  

m e h r  g e l t e n .  Nachdem a b e r  d i e  i n n e r e  E n e r g i e  f ü r  j e d e n  Z u s t a n d  d e f i -  

n i e r t  i s t ,  k ö n n e n  wir n u n  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g  

d i e  dem S y s t e m  z u g e f ü h r t e  Wärme d e f i n i e r e n .  M e i s t e n s  b e z e i c h n e t  man 
4 )  ( 3 . 3 )  a l s  d e n  E n e r g i e s a t z ,  bzw. d e n  e r s t e n  H a u p t s a t z  d e r  T h e r m o d y n a m i k .  

I n  d e r  a l l g e m e i n e n  Form ( 3 . 3 )  k ö n n e n  w i r  m i t  d i e s e m  S a t z  n i c h t  

v i e l  a n f a n g e n ,  s o l a n g e  w i r  k e i n e n  k o n k r e t e n  A u s d r u c k  f ü r  A(z1-z2) 

h a b e n .  D a r a u f  w e r d e n  w i r  i m  n ä c h s t e n  A b s c h n i t t  f ü r  r e v e r s i b l e  q u a s i -  

s t a t i s c h e  P r o z e s s e  e i n g e h e n .  

I n  d e r  T h e r m o d y n a m i k  i s t  es  w i c h t i g ,  d a s s  man Wärme u n d  A r b e i t  
s t r e n g  u n t e r s c h e i d e t ,  o b w o h l  i m  1. H a u p t s a t z  i h r e  A e q u i v a l e n z  
f e s t g e s t e l l t  w i r d .  D i e s e  U n t e r s c h e i d u n g  i s t  n u r  m ö g l i c h ,  wenn 
man s i c h  a u f  d i e  E x i s t e n z  a d i a b a t i s c h e r  Wände b e r u f t .  D i e s e  s o l l e n  
z w a r  s e l b e r  k e i n e  t h e r m o d y n a m i s c h e n  E i g e n s c h a f t e n  h a b e n ,  a b e r  
d e n n o c h  d e n  A u s g l e i c h  v o n  T e m p e r a t u r d i f f e r e n z e n  v e r h i n d e r n .  
A e h n l i c h e  F i k t i o n e n  (z.B. i d e a l e  A n t i k a t a l y s a t o r e n )  w e r d e n  wir 
s p ä t e r  b e n ö t i g e n .  F ü r  d e r e n  E x i s t e n z  k a n n  man s i c h  n i c h t  w i r k -  
l i c h  a u f  d i e  E r f a h r u n g  b e r u f e n ,  u n d  d e s h a l b  h a t  d i e s e  P a u l i  m i t  
R e c h t  l l Z a u b e r m i t t e l "  g e n a n n t .  Erst i n  d e r  s t a t i s t i s c h e n  M e c h a n i k  
h a t  man d i e s e  Z a u b e r m i t t e l  n i c h t  m e h r  n ö t i g .  I n  d i e s e r  i s t  d i e  
Wärme d e r j e n i g e  A n t e i l  d e r  E n e r g i e ,  d e r  d e n  m a k r o s k o p i s c h  n i c h t  
b e o b a c h t e t e n  F r e i h e i t s g r a d e n  z u g e s c h r i e b e n  w e r d e n  m u s s .  Was 
a b e r  m a k r o s k o p i s c h  b e o b a c h t e t  w i r d ,  h ä n g t  w e s e n t l i c h  v o n  d e n  
B e o b a c h t u n g s m ö g l i c h k e i t e n  a b .  Darum i s t  d i e  Wärme, u n d  d a m i t  
d i e  E n t r o p i e  ( s .u . ) ,  i n  d e r  s t a t i s t i s c h e n  M e c h a n i k  s t r e n g  g e -  
nommen immer n u r  r e l a t i v  z u  e i n e m  m a k r o s k o p i s c h e n  B e o b a c h t e r  
d e f i n i e r t .  



An d i e s e r  S t e l l e  w o l l e n  w i r  n o c h  d i e  l i n e a r e  O r d n u n g  "wärmer- 

k a l t e r w   bespreche^ u n d  d e n  auf  S. 18 a n g e k ü n d i g t e n  S c h r i t t  ( 3 )  d u r c h -  

f u h r e n .  

Wir b e t r a c h t e n  z w e i  S y s t e m e  rl u n d  Z2 i n  d e n  G Z  z l  u n d  

z ,  u n d  b r i n g e n  s i e  m i t e i n a n d e r  s o  i n  t h e r m i s c h e n  K o n t a k t ,  d a s s  s i e  
L 

a u f e i n a n d e r  k e i n e  A r b e i t  a u s ü b e n .  Wir s a g e n  r ,  s e i  w ä r m e r  a l s  2, 
* L 

( 2 2  k ä l t e r  a l s  XI),  Wenn a n s c h l i e s s e n d  z1 Wärme v e r l i e r t  u n d  d a -  

rnitz2 a u f  G r u n d  d e s  E n e r g i e s a t z e s  Wärme g e w i n n t .  D a f ü r  s c h r e i b e n  

w i r  a u c h  z 1 a z 2  ( z 2  z l ) .  N a t ü r l i c h  i s t  z l  = z 2  , wenn z1 u n d  z 2  
z u r  g l e i c h e n  T e m p e r a t u r  g e h ö r e n .  

Wir z e i g e n  n u n ,  d a s s  d a d u r c h  e i n e  l i n e a r e  O r d n u n g  (4) d e f i -  

n i e r t  w i r d .  N i c h t t r i v i a l  i s t  l e d i g l i c h  d i e  T r a n s i t i v i t ä t  v o n  6 . Wir 

n e h m e n  a n ,  d i e s e  g e l t e  n i c h t  u n d  k o n s t r u i e r e n  e i n e n  W i d e r s p r u c h  zum 

2. T e i l  d e s  0. H a u p t s a t z e s .  Würde d i e  T r a n s i t i v i t ä t  n i c h t  g e l t e n ,  s o  

m ü s s t e  e s  Z u s t ä n d e  z l ,  z 2  u n d  z 3  v o n  d r e i  ~ ~ s t e m e n  rl , z2 u n d  

T 3  
g e b e n ,  s o  d a s s  z1)z2)z3 u n d  z g >  z l  g i l t .  Dann i s t  a b e r  

d e r  W ä r m e a u s t a u s c h  b e i  t h e r m i s c h e r  K o p p l u n g  w i e  i n  d e r  f o l g e n d e n  F i g .  

3.1 a n g e d e u t e t .  

F i q .  3 .1  

D u r c h  g e e i g n e t e  Wahl  d e r  t h e r m i s c h e n  K o p p l u n g  k ö n n t e n  wir e r r e i c h e n ,  

d a s s  d a s  z u s a m m e n g e s e t z t e  S y s t e m  i n  e i n e m  ( " d y n a m i s c h e n " )  G l e i c h g e -  

w i c h t  i s t ,  i m  W i d e r s p r u c h  zum 2. T e i l  d e s  0. H a u p t s a t z e s .  

Die i s o t h e r m e n  F a s e r n  d e r  Z u s t a n d s m a n n i g f a l t i g k e i t  s i n d  d a m i t  

l i n e a r  g e o r d n e t .  Wir l a s s e n  n u r  s o l c h e  e m p i r i s c h e  T e m p e r a t u r e n  0 z u ,  

w e l c h e  d i e s e  O r d n u n g  r e s p e k t i e r e n :  a u s  z l >  z 2  s o l l  e ( z 1 ) 2 ,  e ( z 2 )  

f o l g e n .  



-23- 

4. R e v e r s i b l e  A e n d e r u n g e n ,  D i f f e r e n t i a l f o r m  d e r  r e v e r s i b l e n  A r b e i t  

Bei e i n e r  Z u s t a n d s ä n d e r u n g  e i n e s  S y s t e m s  l ä s s t  s i c h  d i e  v o n  

a u s s e n  g e l e i s t e t e  A r b e i t  n u r  d a n n  e i n f a c h  b e r e c h n e n ,  wenn  d e r  P r o z e s s  

g e w i s s e  i d e a l i s i e r e n d e  B e d i n g u n g e n  e r f ü l l t ,  Dies w o l l e n  w i r  u n s  a n  e i -  

nem B e i s p i e l  k l a r m a c h e n ,  

Dazu  d e n k e n  w i r  u n s  e i n  Gas i n  e i n e m  z y l i n d r i s c h e n  G e f ä s s  vom 

Q u e r s c h n i t t  F ,  d a s  z,B. v o n  a d i a b a t i s c h e n  Wänden e i n g e s c h l o s s e n  u n d  

n a c h  o b e n  d u r c h  e i n e n  g e w i c h t s l o s e n  K o l b e n  a b g e d e c k t  i s t  ( v g l .  F i g ,  

4.1). Der K o l b e n  w e r d e  d u r c h  e i n e  K r a f t  ( ~ e w i c h t )  d e r  Grösse p -  F 

( p  = ~ a s d r u c k )  g e g e n  d e n  G a s d r u c k  i m  G l e i c h g e w i c h t  g e h a l t e n .  

F i q .  4 . 1  

B e i  V e r ä n d e r u n g e n  d e s  V o l u m e n s  V i s t  d i e  v o n  a u s s e n  g e l e i s t e t e  A r -  

b e i t  n u r  d a n n  g l e i c h  dem I n t e g r a l  d e r  D i f f e r e n t i a l f o r m  - pdU,  uenn d i e  

f o l g e n d e n  B e d i n g u n g e n  e r f ü l l t  s i n d .  

Z u n ä c h s t  m u s s  d e r  P r o z e s s  q u a s i s t a t i s c h  s e i n ,  d .h„  " u n e n d l i c h "  

l a n g s a m  v e r l a u f e n ,  d a m i t  d a s  Gas s t ä n d i g  i m  G l e i c h g e w i c h t  i s t .  A n s o n -  

s t e n  m ü s s t e n  w i r  d e n  A u s s e n d r u c k  p '  d p ( V )  w ä h l e n .  Bei e i n e r  P r o -  

z e s s f ü h r u n g  m i t  e n d l i c h e r  G e s c h w i n d i g k e i t  kämen a u c h  n o c h  a n d e r e  E f -  

f e k t e  i n s  S p i e l  (z,B. m ü s s t e  man d i e  k i n e t i s c h e  E n e r g i e  d e r  a n  d e n  

S t e m p e l  a n g r e n z e n d e n  G a s m a s s e n  b e r ü c k s i c h t i g e n ) .  F e r n e r  d a r f  b e i  d e r  

Z u s t a n d s ä n d e r u n g  k e i n e  R e i b u n g  a u f t r e t e n .  S o n s t  m ü s s t e  b e i  d e r  Kom- 

p r e s s i o n  d e s  Gases p  '> p ( ~ )  u n d  b e i  d e r  E x p a n s i o n  p  '4 p ( V )  s e i n .  

Wenn b e i d e  B e d i n g u n g e n  e r f ü l l t  s i n d ,  s p r e c h e n  w i r  v o n  e i n e r  

r e v e r s i b l e n  Z u s t a n d s ä n d e r u n g .  A l l g a r n e i n  d e f  i n i e r e n  w i r  5, : E i n  P r o -  

z e s s  i s t  r e v e r s i b e l ,  w e n n  er q u a s i s t a t i s c h  i s t  u n d  a u s s e r d e m  I s e i n e  

I n  d e r  L i t e r a t u r  w e r d e n  ' q u a s i s t a t i s c h '  u n d  ' r e v e r s i b e l "  
a l s  n a h e z u  s y n o n y m  v e r w e n d e t ,  

h ä u f i g  



R i c h t u n g  i n  j e d e m  Moment d u r c h  e i n e  i n f i n i t e s i m a l e  A e n d e r u n g  e i n e r  

S y s t e m e i g e n s c h a f t  u m g e k e h r t  w e r d e n  k a n n .  

E i n  q u a s i s t a t i s c h e r  P r o z e s s  b r a u c h t  n i c h t  r e v e r s i b e l  z u  s e i n  

B e i s p i e l e :  ( 1 )  W ä r m e a u s t a u s c h  z w i s c h e n  z w e i  K ö r p e r n  m i t  v e r s c h i e d e n e n  

T e m p e r a t u r e n ,  d e r  d u r c h  E i n f ü h r u n g  e i n e s  t h e r m i s c h e n  W i d e r s t a n d e s  v e r -  

z ö g e r t  w i r d .  ( 2 )  E n t l a d u n g  e i n e s  K o n d e n s a t o r s  ü b e r  e i n e n  s e h r  g r o s s e n  

W i d e r s t a n d .  

Der i d e a l i s i e r t e  B e g r i f f  d e s  r e v e r s i b l e n  P r o z e s s e s  i s t  f ü r  

d a s  F o l g e n d e  v o n  g r u n d l e g e n d e r  B e d e u t u n g .  

B e i  e i n e r  r e v e r s i b l e n  Z u s t a n d s ä n d e r u n g  e i n e s  S y s t e m s  l ä n g s  

e i n e s  Weges i s t  d i e  am S y s t e m  g e l e i s t e t e  A r b e i t  v o n  d e r  Form 8 C  
P 

- 
w o b e i  a e i n e  1-Form a u f  % ist .  Wir n e n n e n  s i e  d i e  D i f f e r e n t i a l -  

f o r m  d e r  r e v e r s i b l e n  A r b e i t .  Im o b i g e n  B e i s p i e l  war 

= - pdV . ( 4 . 2 )  

W e i t e r e  B e i s p i e l e  w e r d e n  w i r  s p ä t e r  b e t r a c h t e n .  T m  Moment s t e l l e n  w i r  

u n s  a u f  d e n  S t a n d p u n k t ,  d a s s  d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m  a a u s  V o r t h e o r i e n  

( ~ e c h a n i k ,  ~ l e k t r o d y n a m i k )  b e k a n n t  i s t .  D i e s  b e d e u t e t ,  d a s s  es  e i n e  

D a r s t e l l u n g  
h 

d = z  %dx¿ 
h=4 

i 
g i b t ,  i n  w e l c h e r  d i e  Z u s t a n d s g r ö s s e n  yi  u n d  X e i n e  a u s  V o r t h e o -  

i 
r i e n  b e k a n n t e  B e d e u t u n g  h a b e n .  Die X n e n n e n  w i r  d i e  A r b e i t s k o o r d i -  

n a t e n  u n d  d i e  yi  d i e  z u g e o r d n e t e n  A r b e i t s k o e f f i z i e n t e n .  L e t z t e r e  

k ö n n e n  g r u n d s ä t z l i c h  d u r c h  s t a t i s c h e  K r a f t m e s s u n g e n  b e s t i m m t  w e r d e n .  
i 

H ä u f i g  b i l d e n  d i e  X u n d  d i e  T e m p e r a t u r  ( o d e r  d i e  i n n e r e  

~ n e r g i e )  zusammen e i n  K o o r d i n a t e n s y s t e m  v o n  MT d.h. d i m  M = n + l .  z 
Wir s p r e c h e n  d a n n  v o n  e i n e m  e i n f a c h e n  S y s t e m .  

D i e  F u n k t i o n e n  

w e r d e n  Z u s t a n d s g l e i c h u n q e n  g e n a n n t .  

D u r c h  

@ = d u - a  

6 )  d e f i n i e r e n  wir d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m  d e r  r e v e r s i b l e n  Wärme . 
6 )  I n  d e r  L i t e r a t u r  s c h r e i b t  man d a f ü r  d Q ,  bQ o d e r  &Cl. I c h  h a l t e  

m i c h  n i c h t  a n  d i e s e n  e h r w ü r d i g e n  B r a u c h ,  d a  e i n e  n i c h t  e x a k t e  D i f -  
f e r e n t i a l f o r m  n i c h t  e i n  " i r g e n d w i e  g e a r t e t e s  d ,  b,6.. . v o n  e twas"  
i s t .  M i t  bQ w e r d e  i c h  e i n e  V a r i a t i o n  U )  v o n  b e z e i c h n e n .  



M i t  d i e s e r  w i r d  s i c h  d e r  2. H a u p t s a t z  b e f a s s e n .  

Bei e i n e m  r e v e r s i b l e n  P r o z e s s  i s t  d i e  dem S y s t e m  z u g e f ü h r t e  

Wärme n a c h  dem e r s t e n  H a u p t s a t z  
P 

F ü r  d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m e n  d u ,  a,  m machen  wir d i e  f o l g e n d e  p l a u -  

s i b l e  A d d i t i v i t ä t s a n n a h m e :  

I F ü r  zwei S y s t e m e  i n  t h e r m i s c h e m  K o n t a k t  s i n d  d i e  

D i f f e r e n t i a l f o r m e n  dU u n d  a a d d i t i v .  

Aus ( 4 . 5 )  f o l g t ,  d a s s  a u c h  a d d i t i v  i s t .  

Diese Annahme i s t  n a t ü r l i c h  n u r  s i n n v o l l ,  wenn O b e r f l ä c h e n -  

e f f e k t e  v e r n a c h l ä s s i g b a r  s i n d ,  was z.0. b e i  d e r  T r ö p f c h e n b i l d u n g  n i c h t  

d e r  F a l l  i s t .  

5. Der z w e i t e  H a u p t s a t z  

I n  d i e s e m  A b s c h n i t t  z e i g e n  w i r ,  d a s s  a u s  d e r  U n m ö g l i c h k e i t  e i -  

n e s  P e r p e t u u m  m o b i l e  z w e i t e r  Art d i e  E x i s t e n z  e i n e s  i n t e g r i e r e n d e n  

N e n n e r s  f ü r  d i e  D i f f e r e n t i a l f o r m  m d e r  r e v e r s i b l e n  Wärme f o l g t ,  

m = T d S ,  ( 5 . 1 )  

w o b e i  d i e s e r  e i n e  u n i v e r s e l l e  F u n k t i o n  a l l e i n  d e r  e m p i r i s c h e n  Tempe- 

r a tu r  0 ist .  T  i s t  d i e  a b s o l u t e  T e m p e r a t u r ,  D i e s e  i s t  b i s  a u f  e i n e  

Proportionalitätskonstante e i n d e u t i g .  Die Z u s t a n d s g r ö s s e  S  i s t  d i e  

E n t r o p i e .  

Wir l e i t e n  d i e s e s  R e s u l t a t  a u f  z w e i  A r t e n  ab .  Z u n ä c h s t  g e b e n  

w i r  d e n  l e h r r e i c h e n  C a r n o t - C l a u s i u s s c h e n  Beweis, w e l c h e r  i n  a l l e n  

L e h r b ü c h e r n  z u  f i n d e n  i s t .  Irn Anhang zu d i e s e m  K a p i t e l  w i r d  e i n e  a n a -  

l y t i s c h e  A b l e i t u n g  d u r c h g e f ü h r t ,  u e l c h e  z u m i n d e s t  m a t h e m a t i s c h  b e f r i e -  

d i g e n d e r  i s t .  

A .  F o r m u l i e r u n q e n  d e s  z w e i t e n  H a u p t s a t z e s  

E s  g i b t  P r o z e s s e ,  d i e  n a c h  dem 1, H a u p t s a t z  m ö g l i c h  s i n d ,  a b e r  d o c h  i n  

d e r  N a t u r  n i e  vorkommen. Z.B. h a t  man n i e  b e o b a c h t e t ,  d a s s  s i c h  e i n  

S t e i n  p l ö t z l i c h  a b k ü h l t  und  d a b e i  h o c h h e b t .  N a t ü r l i c h e  P r o z e s s e  s i n d  

s t r e n g  genommen immer i r r e v e r s i b e l ,  d.h„ es  is t  u n m ö g l i c h ,  d e n  P r o -  

z e s s  o h n e  V e r ä n d e r u n g  i n  d e r  Umgebung ( o h n e  ~ o m p e n s a t i o n )  r ü c k g ä n g i g  



z u  machen .  B e i s p i e l s w e i s e  s i n d  d i e  i n n e r e  R e i b u n g  u n d  d i e  W ä r m e l e i t u n g  

i r r e v e r s i b l e  P r o z e s s e .  

I n  d e r  N a t u r  n i c h t  v o r k o m m e n d e  P r o z e s s e  w e r d e n  d u r c h  d i e  f o l g e n -  

d e n  A u s s a g e n  e r f a s s t .  

C l a u s i u s  ( 1 8 5 4 ) :  " E s  k a n n  n i e  Wärme a u s  e i n e m  k ä l t e r e n  

i n  e i n e n  w ä r m e r e n  K ö r p e r  ü b e r g e h e n ,  wenn  n i c h t  g l e i c h -  

z e i t i g  e i n e  a n d e r e  d a m i t  z u s a m m e n h ä n g e n d e  A e n d e r u n g  

e i n t r i t t . "  

P l a n c k  ( ~ h o m s o n ) :  ItEs i s t  u n m ö g l i c h ,  e i n e  p e r i o d i s c h  f u n k -  

t i o n i e r e n d e  M a s c h i n e  z u  k o n s t r u i e r e n ,  d i e  w e i t e r  n i c h t s  

b e w i r k t  a l s  H e b u n g  e i n e r  L a s t  u n d  A b k ü h l u n g  e i n e s  Wärme- 

r e s e r v o i r s . "  ( ~ n m ö g l i c h k e i t  e i n e s  P e r p e t u u m  m o b i l e  z w e i t e r  

Art.) 

D i e s e  b e i d e n  A u s s a g e n  s i n d  ä q u i v a l e n t .  Das s i e h t  man s o :  

( i )  Würde d i e  P l a n c k s c h e  A u s s a g e  n i c h t  g e l t e n  ( g ä b e  e s  a l s o  e i n  P e r -  

p e t u u m  m o b i l e  z w e i t e r  ~ r t ) ,  s o  k ö n n t e  man d i e  a u s  d e r  A b k ü h l u n g  d e s  

W ä r m e r e s e r v o i r s  g e w o n n e n e  A r b e i t  i n  e i n e m  w ä r m e r e n  K ö r p e r  w i e d e r  i n  

Wärme v e r w a n d e l n  u n d  d e s h a l b  w ä r e  a u c h  d i e  A u s s a g e  v o n  C l a u s i u s  

f a l s c h .  

( i i )  Angenommen d i e  A u s s a g e  v o n  C l a u s i u s  w ä r e  f a l s c h .  Dann k ö n n t e n  

w i r  e i n e  M a s c h i n e  (d.h. e i n  t h e r m o d y n a m i s c h e s  S y s t e m ,  d a s  e i n e  z y k -  

l i s c h e  Z u s t a n d s ä n d e r u n g  d u r c h l ä u f t )  k o n s t r u i e r e n ,  d i e  f o l g e n d e s  m a c h t .  

Dem w ä r m e r e n  K ö r p e r  w i r d  d i e  Wärmemenge Q1 e n t n o m m e n  u n d  dem k ä l t e -  

r e n  d i e  Wärme Q 2  a b g e g e b e n .  D i e  d a b e i  v o n  d e r  M a s c h i n e  g e l e i s t e t e  

A r b e i t  i s t  A = Q1- Q2  . U e b e r t r ä g t  man a n s c h l i e s s e n d  ( e n t g e g e n  d e r  

A u s s a g e  v o n  C l a u s i u s )  d i e  Wärme Q2  vom k ü h l e r e n  S p e i c h e r  i n  d e n  

w ä r m e r e n  S p e i c h e r ,  s o  b l e i b t  a l s  e i n z i g e  A e n d e r u n g  d i e  v o l l s t ä n d i g e  

Umwandlung d e r  Wärme Q1- Q2 d e s  w ä r m e r e n  K ö r p e r s  i n  A r b e i t .  Dies 

w i d e r s p r i c h t  a b e r  d e r  A u s s a g e  v o n  P l a n c k .  

B. Der C a r n o t s c h e  K r e i s p r o z e s s  

Aus d e r  U n m ö g l i c h k e i t  e i n e s  P e r p e t u u m  m o b i l e  z w e i t e r  Art z i e h e n  w i r  

n u n  w i c h t i g e  K o n s e q u e n z e n .  Dazu  u n t e r s u c h e n  wir  d e n  W i r k u n g s g r a d  d e r  

C a r n o t - M a s c h i n e .  

Der C a r n o t s c h e  K r e i s p r o z e s s  a n  e i n e m  b e l i e b i g e n  Medium v e r -  

l ä u f t  a u f  r e v e r s i b l e  W e i s e  u i e  f o l g t  ( v g l .  F i g u r  5 . 1 ) .  
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F i q .  5.1. D e r  C a r n o t - P r o z e s s  

1. Vom A n f a n g s z u s t a n d  V1, Q1 a u s g e h e n d  w i r d  d a s  Volumen  i m  K o n t a k t  

m i t  e i n e m  e r s t e n  Wärmebad 7, ( ~ e m p e r a t u r  el) i s o t h e r m  a u f  d a s  Vo- 

l u m e n  V i  e x p a n d i e r t .  D a b e i  w i r d  dem Wärmebad d i e  Wärme Q 1  e n t -  

nommen. 

2. Der K o n t a k t  m i t  dem Wärmebad w i r d  g e l ö s t  u n d  d a s  S y s t e m  a d i a b a t i s c h  

a u f  d a s  Volumen  V; e x p a n d i e r t .  Da a u c h  d i e  a d i a b a t i s c h e  Expan-  

s i o n  m i t  e i n e r  A r b e i t s a b g a b e  n a c h  a u s s e n  v e r b u n d e n  i s t ,  m u s s  s i c h  

d i e  i n n e r e  E n e r g i e  v e r r i n g e r n ,  u n d  d i e  T e m p e r a t u r  s i n k t  a u f  d i e  

T e m p e r a t u r  e2 e i n e s  z w e i t e n  Wärmebades .  

3. Im K o n t a k t  m i t  dem z w e i t e n  Wärmebad k o m p r i m i e r e n  w i r  d a s  Volumen  

v o n  V; i s o t h e r m  a u f  V p  . E s  w i r d  d a b e i  d i e  Wärme 8 )  - C l 2  a n  d a s  

z w e i t e  Wärmebad a b g e g e b e n .  

4. Wir k o m p r i m i e r e n  s c h l i e s s l i c h  a d i a b a t i s c h  vom Volumen  V 2  zum Vo- 

l u m e n  V1 . D a d u r c h  w i r d  d i e  T e m p e r a t u r  w i e d e r  a u f  e1 e r h ö h t .  m i t  

d i e s e m  S c h r i t t  i s t  d e r  A u s g a n g s z u s t a n d  w i e d e r  e r r e i c h t  u n d  e i n e  

P e r i o d e  d e s  A r b e i t s v o r g a n g e s  v o l l e n d e t .  

E i n  W ä r m e r e s e r v o i r  v i r d  s t e t s  s o  g r o s s  a n g e n o m m e n ,  d a s s  d i e  Wärme- 
a b g a b e  o d e r  W ä r m e a u f n a h m e  s e i n e n  Z u s t a n d  n u r  v e r n a c h l ä s s i g b a r  
w e n i g  ä n d e r t .  

R e c h n e n  w i r  d i e  n a c h  a u s s e n - a b g e g e b e n e  Wärme, b z w .  A r b e i t  p o s i t i v ,  
s o  b e z e i c h n e n  w i r  s i e  m i t  Q bzw. Ä . 



Aus dem E n e r g i e s a t z  f o l g t  

- 
& J = O = A + Q ,  Q = Q 1 - Q 2 = Q 1 + Q 2  

o d e r  

D e r  t h e r m i s c h e  W i r k u n q s q r a d  e i n e r  M a s c h i n e  i s t  das  V e r h ä l t n i s  a u s  ab- 

g e g e b e n e r  A r b e i t  u n d  z u g e f ü h r t e r  Wärmemenge 

- 
A - 1 - -  0 2  

Q1 

D i e s e r  l i e g t  z w i s c h e n . n u l 1  u n d  e i n s .  F ü r  = 1 wäre  O2 = 0 u n d  da- 

m i t  h ä t t e n  w i r  e i n  Perpe tuum m o b i l e  2. A r t .  

W i r  b e w e i s e n  n u n  den f o l g e n d e n  

SATZ ( ~ a r n o t  1824) .  a )  KEINE MASCHINE, OIE ZWISCHEN Z W E I  WAERME- 

SPEICHERN (MIT ZWEI VORGEGEBENEN TEMPERATUREN)  ARBEITET, HAT EINEN 

BESSEREN WIRKUNGSGRAD ALS DIE  CARNOT-MASCHINE. 

b )  FUER ALLE REVERSIBLEN MASCHINEN ZWISCHEN DEN BEIDEN WAERRERESER- 

V O I R S  I S T  DER WIRKUNGSGRAD GLEICH. 

Bewe is :  B e n ü t z t  man e i n e  Carno t -Masch ine  C i n  u m g e k e h r t e r  R i c h t u n g ,  s o  

w i r k t  s i e  a l s  Wärmepumpe, i ndem s i e  d i e  Wärmemenge Q 2  dem Wärmere- 

s e r v o i r  m i t  d e r  n i e d r i g e r e n  T e m p e r a t u r  e2 e n t n i m m t  und  i m  Wärmebe- 

h ä l t e r  m i t  d e r  T e m p e r a t u r  e1 d i e  Wärmemenge O1 a b g i b t .  D i e  d a b e i  

dem A r b e i t s m e d i u m  d e r  C a r n o t - M a s c h i n e  z u g e f ü h r t e  A r b e i t  i s t  

Nun l a s s e n  w i r  z w i s c h e n  den g l e i c h e n  R e s e r v o i r e n  e i n e  b e l i e b i g e  Ma- 

s c h i n e  X m i t  dem W i r k u n g s g r a d  ' l a u f e n .  F ü r  d i e  i n  d e r  A b b i l d u n g  "? 
5.2 e i n g e f ü h r t e n  G r ö s s e n  g i l t  b 

B e n u t z e n  w i r  n u n  C, um d i e  v o n  X b e i  e2 abgegebene Wärme w i e -  

d e r  a u f  e1 h i n a u f z u p u m p e n  (O; = Q 2 )  , s o  b e n ö t i g e n  w i r  d i e  Pump- 

a r b e i t  

D i e  gesamte,  a u s  b e i d e n  M a s c h i n e n  gewonnene A r b e i t  i s t  daher  
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\/, \ 6, 

Da das k ü h l e r e  W ä r m e r e s e r v o i r  s e i n e n  An fangszus tand  w i e d e r  e r r e i c h t  

h a t ,  muss nach  d e r  P l a n c k s c h e n  Aussage Ä $ 0 s e i n .  Daraus f o l g t  
I ges 

QI 

da Q i  p o s i t i v  und  7 41 i s t .  D a m i t  i s t  T e i l  a )  des Sa t zes  bew ie -  

sen. 

W i r  nehmen nun  an, d i e  Masch ine  d u r c h l a u f e  e i n e n  r e v e r s i b l e n  

- 
\I Ql 

K r e i s p r o z e s s ,  Dann g i l t  auch d i e  u m g e k e h r t e  U n g l e i c h u n g  

denn w i r  können  nun  X a l s  Pumpe m i t  dem g l e i c h e n  W i r k u n g s g r a d  

I\ 

Carnot - Maschine 
- als Wärmepumpe 
A' = A 

L 
und  d i e  Carno t -Masch ine  i n  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  R i c h t u n g  l a u f e n  l a s s e n  

- 

Q; Q2  

( i n  F i g .  5.2 s i n d  a l l e  P f e i l r i c h t u n g e n  umzudrehen).  Dam i t  i s t  1( =t'. 
muss d e r  K r e i s p r o z e s s  i n  X i r r e v e r s i b e l  s e i n .  

1' 

6 2  



C. Die a b s o l u t e  T e m p e r a t u r  

Nach dem S a t z  v o n  C a r n o t  g i b t  es  e i n e  u n i v e r s e l l e  F u n k t i o n  f(el&), 
s o  d a s s  f ü r  a l l e  r e v e r s i b l e n  f l a s c h i n e n ,  d i e  z w i s c h e n  z w e i  R e s e r v o i r e n  

m i t  d e n  T e m p e r a t u r e n  Q1 u n d  e2 a r b e i t e n ,  f o l g e n d e s  g i l t :  

Um ü b e r  d i e  F u n k t i o n  f  weitere A u s s a g e n  z u  e r h a l t e n ,  z i e h e n  wir n o c h  

e i n  w e i t e r e s  Wärmebad h e r a n  u n d  b e t r a c h t e n  m i t  z w e i  C a r n o t - M a s c h i n e n  

d i e  f o l g e n d e  A n o r d n u n g  ( ~ i g .  5 .3 ) .  

F i q .  5.3 

D i e  N a s c h i n e n  s i n d  s o  g e w ä h l t ,  d a s s  Q2 = U2  i s t .  Es g i l t  

Da e2 e i n e  u n a b h ä n g i g e  V a r i a b l e  i s t ,  d i e  n u r  l i n k s  e r s c h e i n t ,  m u s s  

f ( e  , e  ) = l ( q / " ( e 2 ) ,  m i t  e i n e r  m o n o t o n e n  F u n k t i o n  ~p , s e i n  '). E s  1 2  
g i l t  a l s o  

Q I  ~ ( 0 , )  

w o b e i  ( 0 )  e i n e  u n i v e r s e l l e  m o n o t o n e  F u n k t i o n  i s t .  

" ~ ü r  e i n  f e s t e s  BO s e i  q ( e ) : =  f ( B , O 0 ) .  Aus ( 5 . 5 )  f o l g t  

f ( e , 0 , ) ~ ( 8 , )  = q(e) , d.h. d i e  B e h a u p t u n g  e r g i b t  s i c h  o h n e  w e i t e r e  
I I 

Annahmen a u s  d e r  F u n k t i o n a l g l e i c h u n g .  



W i r  d e f i n i e r e n  d i e  a b s o l u t e  T e m p e r a t u r s k a l a  T  p r o p o r t i o n a l  z u  

( ~ ( 0 )  . Dann i s t  

Q1 - = -  
9, T2 

u n d  d e r  C a r n o t s c h e  W i r k u n g s g r a d  (5.2) i s t  

D i e  a b s o l u t e  T e m p e r a t u r  i s t  e i n d e u t i g  f e s t g e l e g t ,  wenn w i r  i n  (5.7) 

f ü r  das z w e i t e  W ä r m e r e s e r v o i r  z.B. e i n  System aus  E i s ,  Wasser u n d  

Wasserdampf ( ~ r i ~ e l ~ u n k t  von  Wasser )  w ä h l e n  u n d  T2 i r g e n d w i e  f e s t -  

s e t z e n .  

Es i s t  s e h r  w i c h t i g ,  d a s s  d i e s e  Temperaturmessung v o n  k e i n e r  

s p e z i e l l e n  S u b s t a n z  abhängt .  
Wegen ?1 1 i s t  T ) O !  

D. D i e  E n t r o p i e  

Nun b e w e i s e n  w i r  den  z e n t r a l e n  

SATZ ( ~ l a u s i u s ) .  BEI  EINEM BELIEBIGEN REVERSIBLEN KREISPROZESS GILT  

D I E  GLEICHUNG f' 

WOBEI S I C H  DAS INTEGRAL UEBER EINEN VOLLEN ZYKLUS ERSTRECKT. 

Beweis :  W i r  denken  u n s  den K r e i s p r o z e s s  am System d u r c h  g e e i g n e t e  

r e v e r s i b l e  i s o t h e r m e  u n d  a d i a b a t i s c h e  S c h r i t t e  a n g e n ä h e r t  ( v g l .  d i e  

Abb. 5.4). Das System 2 u i r d  während  d e r  Z u s t a n d s ä n d e r u n g  n a c h e i n a n -  

d e r  m i t  W ä r m e r e s e r v o i r e n ,  u e l c h e  d i e  g l e i c h e  T e m p e r a t u r  Tl, ..., T n  
haben  w i e  s i e  das  System während d e r  i s o t h e r m e n  S c h r i t t e  h a t ,  i n  Kon- 

t a k t  g e b r a c h t ,  w o b e i  Qi d i e  Wärmemenge i s t ,  d i e  das System i m  

i - t e n  S c h r i t t  a u s  dem i - t e n  S p e i c h e r  a u f n i m m t .  W i r  f ü g e n  d i e s e r  An- 

o r d n u n g  n o c h  n  C a r n o t - A a s c h i n e n  (ci) h i n z u ,  d i e  z w i s c h e n  Ti u n d  

T. (To>  Ti) a r b e i t e n .  D i e  v e r s c h i e d e n e n  aufgenommenen u n d  abgegebe-  

n e n  Wärmemengen s i n d  i n  d e r  F i g .  5.4 e i n g e z e i c h n e t .  D a b e i  wählen w i r  

Si = Q, . F ü r  j e d e  d i e s e r  C a r n o t - M a s c h i n e n  g i l t  nach  (5.7) 

0: T o 4f 
= -  T = - .  
G: Ti 1 Ti 

( ~ a s  V o r z e i c h e n  d e r  Wärmemengen b e z i e h t  s i c h  a u f  d i e  j e w e i l i g e n  Ma- 

s c h i n e n . )  F ü r  d i e  g e s t r i c h e l t  e i n g e r a h m t e  Anordnung g i l t  d e s h a l b :  D i e  

n Wärmespe icher  Tl, ..., T b l e i b e n  n a c h  e inem v o l l e n  Z y k l u s  u n v e r -  n 



1. H a u p t s a t z :  r A i  + A + ZQ; = 0 

2 ,  H a u p t s a t z :  = A i  + A 3 0 
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ä n d e r t ;  l e d i g l i c h  vom R e s e r v o i r  T w i r d  d e n  C a r n o t - M a s c h i n e n  d i e  
0 

Wärme n  

:= z 0; 
Q o  0 i=l i=l 

z u g e f ü h r t  u n d  v o l l s t ä n d i g  i n  A r b e i t  v e r w a n d e l t .  Dies i s t  n a c h  d e r  

P l a n c k s c h e n  F o r m u l i e r u n g  d e s  2. H a u p t s a t z e s  n u r  m ö g l i c h ,  wenn P o s  0 

i s t .  Da Tm> i s t ,  f o l g t  

Dies b e w e i s t  ( n a c h  e i n e m  G r e n z ü b e r g a n g )  

D a s s e l b e  g i l t  a u c h  f ü r  d e n  u m g e k e h r t e n  P r o z e s s  und  s o m i t  f o l g t  (5 .9 ) .  








































































































































































































