
Festkörperphysik II
Serie 4

WS 06/07
Prof. G. Blatter

Aufgabe 4.1 Freie Elektronen im hexagonalen Gitter

Graphen besteht aus Kohlenstoffatomen, die in einem zweidimensionalen hexagonalen Gitter
mit zweiatomiger Basis (A und B) angeordnet sind. Die Basisvektoren des Bravais-Gitters sind
gegeben durch a1 = a(1, 0) und a2 = a(−1,

√
3)/2, mit der Gitterkonstanten a. Das reziproke
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Abbildung 1: Das hexagonale Gitter mit zwei Dreiecksuntergittern (A und B) und den Einheits-
vektoren a1 und a2.

Gitter ist ein Dreiecksgitter mit einer hexagonalen Brillouin-Zone (Abb. 2).X�Y (�)(+) kx = �(4�=3a� Ækx)ky = �Æky��
Abbildung 2: Erste Brillouin-Zone des hexagonalen Gitters.

Finde die Bandstruktur freier Elektronen entlang der ∆- und Λ-Linien. Verwende die angefügten
Charaktertabellen, Tabelle 1.
Die Kohlenstoffatome besitzen vier Valenzelektronen. Wegen der zweiatomigen Basis müssen
acht Elektronen in der ersten Brillouin-Zone untergebracht werden. Identifiziere so das oberste
Valenz- und das Leitungsband. Wie sieht die Bandstruktur an der Fermieenergie aus?

Aufgabe 4.2 Stark gebundene Elektronen im hexagonalen Gitter

1. Berechne die Dispersionsrelation,

ε(k) = ±t
[
1 + 4 cos2(kxa/2) + 4 cos(kxa/2) cos(

√
3kya/2)

]1/2
, (1)

im hexagonalen Gitter in der tight-binding Approximation mit Hüpfmatrixelement t, wobei
nur das oberste atomare Orbital (die Elektronen im π-Orbital) berücksichtigt wird.

2. Berechne die Zustandsdichte

n(ε) =
1
N

∑
n

δ[ε− ε(kn)]

für das tight-binding Modell.



C6v E 2C6 2C2
6 C3

6 3σy 3σx
Γ1 1 1 1 1 1 1
Γ2 1 1 1 1 1̄ 1̄
Γ3 1 1̄ 1 1̄ 1 1̄
Γ4 1 1̄ 1 1̄ 1̄ 1
Γ5 2 1 1̄ 2̄ 0 0
Γ6 2 1̄ 1̄ 2 0 0

C3v E 2C3 3σx
X1 1 1 1
X2 1 1 1̄
X3 2 1̄ 0

C2v E C2 σy σx
Y1 1 1 1 1
Y2 1 1 1̄ 1̄
Y3 1 1̄ 1 1̄
Y4 1 1̄ 1̄ 1

Ci E σv
∆1 1 1
∆2 1 1̄

Tabelle 1: Charaktertabellen der Punktgruppen C6v, C3v, C2v und Ci.

Hinweis: Benutze
∫ b

c
dx[(a−x)(b−x)(x−c)(x−d)]−1/2 = 2[(a−c)(b−d)]−1/2K[(b−c)(a−d)/(a−c)(b−d)]1/2,

für a > b ≥ c > d mit dem vollständigen elliptischen Integral

K(k) =
∫ π/2

0
dϕ(1− k2 sin2 ϕ)−1/2 =

{
(π/2)

[
1 + k2/4 +O(k4)

]
k2 � 1[

log 16/(1− k2)
][

1 +O(1− k2)
]
/2 0� k2 < 1

.

Wie sieht die Zustandsdichte für kleine Energien aus. Hat die Zustandsdichte eine Singu-
larität? Wie verhält sich die Zustandsdichte in der Nähe der Singularität.

3. An den Ecken der Brillouin-Zone berühren sich das Valenz- und das Leitungsband. Linea-
risiere den tight-binding Hamiltonian um die zwei inäquivalenten Ecken (±). Bestimme
den zweidimensionalen Dirac-Hamiltionian für masselose Fermionen,

H = vF

(
pxσx + pyσy 0

0 pxσx − pyσy

)
, (2)

mit pk = ~δkk, als Linearisierung um (±). Der Hamiltonian wirkt auf den Pseudospinor
(ΨA,+,ΨB,+,ΨA,−,ΨB,−), der Anregungen auf dem A(B)-Gitter um den +(−) Punkt der
Brillouin-Zone beschreibt, vgl. Abb. 2.

Aufgabe 4.3 Landau-Niveaus in Graphen

Ein Magnetfeld senkrecht zur Graphenschicht wird in der Landau-Eichung beschrieben durch
das Vektorpotential A = (0,Hx, 0). Der freie Hamiltonian (2) ändert sich dann gemäss der
Peierls-Substitution p → p + eA/c. Löse die Schrödingergleichung im Magnetfeld und finde so
die Landau-Niveaus. Vergleiche sie mit den Landau-Niveaus En = ~ωc(n + 1/2), ωc = eB/mc,
für das freie Elektronengas.

Aufgabe 4.4 (∗) Die Berry-Phase im linearen Spektrum

Berechne die Berry-Phase eines Eigenzustandes |k〉 des 2D-Dirac-Hamiltionians (2) zur Energie
E und zum Pseudoimpuls ~k für eine adiabatische Rotation des k-Vektors um eine Ecke der
ersten Brillouin-Zone gemäss der Formel

γ = i

∫ 2π

0
dα〈k(α)|∂α|k(α)〉.

Was ist der Zusammenhang zu den ungewöhnlichen Landau-Niveaus?
Hinweis: Diese Formel gilt nur, falls sich der Eigenzustand unter der gewählten Parametrisierung
kontinuierlich verändert.


