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Aufgabe 7.1 Kohirente Zustinde zum harmonischen Oszillator

Wir betrachten den harmonischen Oszillator mit dem Hamilton-Operator
H = hw(a'a +1/2).

Hier bezeichnen a und a' den Vernichtungs- und Erzeugungsoperator mit [a,a’] = 1. Sei o € C
und |a) ein normierter Eigenvektor des Vernichtungsoperators a mit Eigenwert «; a|a) = ala)
und (a|a) = 1. Dann heisst |a) ein kohdrenter Zustand des harmonischen Oszillators. Der
Begriff des kohirenten Zustandes wurde gepriagt von Roy J. Glauber (*1925), Nobelpreis fiir
Physik 2005.

a) Zeige, dass (bis auf eine Phase) gilt
ja) = e71* /22 0),
wobei |0) der Grundzustand des harmonischen Oszillators ist.
b) Berechne |a)(t) = e~*Ht/"|a) und zeige, dass
@) (t) = |a(t)e™™"/?,alt) = ac™™",
d.h. |a)(t) ist wieder ein kohdrenter Zustand.

c¢) Verifiziere, dass kohédrente Zustidnde minimale Unschérfe aufweisen,

AgqAp = h/2.

d) Sei |qo,po) := exp(ipoq/h) exp(—iqop/h)|0), wobei ¢,p der Orts- bzw. impulsoperator ist.
Berechne die Wellenfunktion W, . (¢) = (¢|qo,po) und die Erwartungswerte (g), (p) in
diesem Zustand.

e) Setze o := qo\/mw/2h + ipo/V2mhw und zeige, dass

|90, o) = exp(ipoqo/2h)|r)
gilt.
f) Berechne den Erwartungswert der Energie im Zustand |«) als Funktion von gy und po.

g) Zeige, dass |
40, 20} (£) = la0(t), po (1))

gilt, wobei (qo(t),po(t)) die klassische Bahn mit ¢o(0) = go und po(0) = py ist.

da*do
1= / o) al,

h) Beweise folgende Relation,
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mit der sich der Identitdtsoperator 1 durch kohérente Zustédnde ausdriicken l&sst.



Aufgabe 7.2 Ring mit Streuer

Wir wollen das Energiespektrum eines Elektrons mit Masse m und Ladung e > 0 in einem
metallischen Ring mit einem §-Streuer untersuchen, wobei der Ring einen magnetischen Fluss
® umschliesst. Der Hamilton-Operator des Systems ist gegeben durch
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2, +V(a),

HA) =5 1 5as T e
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Ay (z)

mit B=VAA, V(z+ L) = V(z), z der Ortskoordinate entlang des Rings und L dem Umfang
des Rings. Die Schrodingergleichung lautet iAW (x,t) = H¥(xz,t), wobei ¥(z + L,t) = ¥(x,t)
(Eindeutigkeit der Wellenfunktion).

Skizze:

a) Wir wollen das Spektrum des Systems in Abhéngigkeit des Parameters aw = 27 ® /g, &g =
he/e bestimmen. Zeige, dass die stationédre Schrodingergleichung durch eine Eichtransfor-
mation ¥ (z) = exp[—i(e/hc) [“dyA,(y)]i(x) auf das Problem

H(0) Yn,a(z) = gn,qwn,a (z),
wn,a(x + L) = emwn,a(@")

gebracht werden kann; dies entspricht dem Problem fiir Bloch-Wellenfunktionen in einem
Festkorper mit o — k; k ist der Kristallimpuls.

b) Betrachte zuerst den Ring ohne Streuer [V (x) = 0]. Zeichne die Energien ¢, o gegen a auf.

¢) Sei nun V(x) = Vpd(z). Wie sieht das Energiespektrum aus?

Hinweis: Das Problem ist dquivalent zum Kronig-Penney Modell, das schon in der Vorle-
sung gelost wurde.

d) Seinun U = ¢ E,dz eine Spannung um den Ring, generiert durch einen zeitabhéinigen Fluss
®(t) = Uct (tiberpriife die Dimensionen). Was passiert mit der Energie eines Elektrons das
sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Grundzustand befunden hat? i) bei kleinem U’ ii) bei grossem
U; iii) bei mittlerem U?

F.H.



