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Kapitel 0

Einfithrung

Ausgangs des 19. Jahrhunderts basierte das physikalische Weltbild auf fol-
genden Theorien:

— Mechanik (Newton)
— Elektrodynamik (...., Coulomb, Ampere, Faraday, Maxwell)

— Thermodynamik (...., Boltzmann)

Die Existenz der Atome/Molekiile wurde von den Physikern gerade ak-
zeptiert, der Disput unter den Chemikern war noch offen. Die Avogadro-
/Loschmidt’sche Zahl der Molekiile pro Mol wurde auf N ~ 10?2 — 10%
(heute N = 6.02 - 10?®) geschiitzt und fiir den Radius des H-Atoms/HyO-
Molekiiles bewegten sich die Schiitzungen im Bereich 1 — 2 -107% cm, d.h.
1-2 A. In die Zeit von ca. 1900 bis ~ 1930 fielen eine Reihe von Experimen-
ten, welche in klarem Widerspruch zum klassischen Weltbild standen. Diese
Experimente schienen zu zeigen (und taten dies auch wirklich), dass

(Licht—)Wellen — Teilchen sind,

Teilchen — Wellen sind,

und dass eine Quantisierung physikalischer Grossen wie Energie oder Dre-
himpuls auftritt. Die Erkldrung all dieser Experimente durch die (neue)
Quantenmechanik basierend auf den Arbeiten von Heisenberg, 1925 («—
Bohr, Born, Jordan, Pauli) und seinem Rivalen Schrodinger, 1926 (« de
Broglie, Einstein) ist wohl der grosste Triumph der Physik des letzten Jahr-
hunderts. Heisenbergs (abstrakter) Matrix-Formalismus und Schrodingers

1



2 KAPITEL 0. EINFUHRUNG

(anschauliche) Wellenmechanik stellten sich als &quivalent heraus (Schrodin-
ger 1926, und bildeten zusammen mit der Kopenhagener Interpretation
(« Heisenberg’sche Unschirferelation, Bohr, Born,...) die Grundfesten der
Quantenmechanik wie wir sie heute kennen. Im folgenden diskutieren wir
einige Schliisselexperimente, die die Entwicklung der Quantenmechanik in-
spiriert haben.

0.1 1900 Plancksches Strahlungsgesetz

Betrachte einen Hohlraum (V = L3) der Temperatur T. Das klassische
Rayleigh-Jeans Gesetz fiir die spektrale Energiedichte u(w) [Energie / Volu-
men Hz] folgt aus dem Abzihlen der freien elektromagnetischen Moden
und der Tatsache, dass klassisch jede Mode die Energie kT tragt. Ein
einfaches Argument zur Abzéhlung der Moden im Volumen V liefert die
Anwendung periodischer Randbedingungen fiir das Vektorpotential, A =
dE ffE exp(ik - ) mit k - ‘LTE — 0 (A ist transversal) und E—E = ffz (A ist
reell). Erlaubte k-Werte sind k = (27/L)# mit n; ganz und wir erhalten die
Anzahl dN Moden im Interval [k, k + dk| (Faktor 2 fiir zwei transversale
Richtungen, Faktor 2 fiir fl}; komplex, Faktor 1/2 fiir A reell)

1 4rnk?
AN =2-2- = . —— _dk. 1
2 (2w/L)3 (0.1)

Will man die physikalisch korrekten Moden finden muss man etwas mehr
arbeiten. Wir nehmen eine ideal-metallische Kavitiit der Dimension L?d (d =
L am Schluss) und finden TE (transversal elektrische) und TM (transversal
magnetische) Moden (siehe Elektrodynamik Vorlesung oder J.D. Jackson,
Classical Electrodynamics),

TE: H, x cos(mmz/L)cos(nmy/L)sin(prz/d), (0.2)
m,n ganz, nicht beide = 0,p # 0 gangz,
TM: E, « sin(mnx/L)sin(nmy/L) cos(prz/d), (0.3)

m,n # 0 ganz, p ganz.

Die Komponenten ﬁL und E_l folgen aus V| H, und V| E,. Das Abzéihlen
der erlaubten Werte fiir m,n,p (mit d = L) ergibt dann dN = (1/8) -2 -
47k?/(n/L)3, in Ubereinstimmung mit (0.1) (Faktor 1/8 fiir einen Oktanten,
Faktor 2 fir TE und TM Moden).
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Abb. 1: Spektrale Energiedich-
te u(w). Die klassisch unbegrenzte
Energiedichte (gepunktet) saturiert
in Realitét (ausgezogen) und fallt
bei hohen Energien exponentiell auf
............ ) Null (Wien und Plancksches Strah-
lungsgesetz).

~0? , klassisch

Im thermodynamischen Gleichgewicht bei der Temperatur T trigt jede Mo-
de eine Energie kg1 (kg = 0.8617 10~% eV bezeichnet die Boltzmann Kon-
stante) und mit der Dispersion w = ck (¢ = 2.998 10® m/s die Lichtgeschwin-
digkeit) fiir Licht ergibt sich die spektrale Energiedichte
kT
u(w)dw = ——w?dw. (0.4)

- w2e3

Daraus ergibt sich die Ultraviolettkatastrophe

/0 ” dwulw) = oo. (0.5)

Experimente und empirische Analysen zeigen aber (Wien), dass

N

w)~{ G por 70 (0.6
wie in Abbildung 1 dargestellt. Die Konstante g hat die Dimension Energie
mal Sekunden, was eine Wirkung ergibt; man bestimmt sie via Vergleich mit
Experimenten. Man findet das Plancksche Strahlungsgesetz basierend auf
der Hypothese, dass die Materie nur Strahlung in Quanten von hw abgibt;
unter dieser Annahme findet man den neuen Ausdruck fiir die spektrale
Energiedichte

h w3
T 1203 ehw/ksT _ 1’

u(w)

(0.7)

wobei h = 6.5821071¢ eVs = 1.05510734 Js. (0.8)
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Der Vergleich mit dem Experiment gibt einen ersten Hinweis auf die Quan-
tisierung des Strahlungsfeldes. !

0.2 1905 Photoeffekt (Einstein)

Wird eine (metallische) Oberfléche durch Licht ((Kreis-)Frequenz w, sichtbar
oder UV) bestrahlt (Hertz, Lenard) findet man eine obere Grenze

mv2

Ey, = = hw — W (0.10)
fiir die kinetische Energie der Elektronen («— J.J. Thompson, 1897, Elek-
tronen als Bestandteile der Atome: J.J. Thompson ~ 1899). W ist die Aus-
trittsarbeit, Grossenordung eV'. Klassisch wiirde man ein anderes Resultat
erwarten: Die Intensitdt der Strahlung wird durch ihre Energiestromdich-
te S = (¢/4m)E x H charakterisiert. Die kontinuierliche Absorption dieser
Strahlung lidsst uns erwarten dass i) keine obere Schranke fiir die kinetische
Energie Fy;, existiert, ii) keine untere Schranke fiir w auftritt, und iii) eine
verzogerte Emission bei schwacher Intensitét (proportional zur Energiedich-
te (E% + H?)/87) auftritt. Stattdessen findet man, wie in Abb. 2 gezeigt,
dass der Photostrom sofort einsetzt wenn fuw > W (untere Schranke fiir w)
und E,;, begrenzt ist. Daraus kann man schliessen, dass Licht aus Photo-
nen (Energiequanten der Energie fiw) besteht. Spéter zeigten de Broglie und
Compton, dass den Lichtwellen Teilchen entsprechen mit

Impuls: p= hE, w=ck

Energie: F = hw,

Viererimpuls : < Egc > = h( l]—za > . (0.11)

! Moderne Formulierung: die Mode mit w = ck wird mit einer Anzahl Quanten (n)
besetzt die gegeben ist durch

Zn ne—ﬁnhw B o 1
(nfe) ~ S = (1 )01 = ) e = Gy (09)
mit 8 = 1/ksT. Jede Mode trégt dann eine Energie hw(n(w)) zur Energiedichte des
Strahlungsfeldes bei. Fiir kleine Energien hw < kgT lisst sich die Exponentialfunktion in
(n(w)) entwickeln und man findet weiterhin den Beitrag hw{n(w)) =~ kg7, wihrenddem
Moden mit fiw > kgT exponentiell wenig beitragen. Aufgabe: Vergleiche (E)kiass, und
(E)am.-
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A

E Abb. 2: Photonen der Ener-
,,,,,,,,, gie hw schlagen Elektronen aus
< einem Metall. Die Intensitét
Epin o (links) des emittierten Elektro-

nen wird durch die Bandkante
— Ve (unten) und durch die Fermi-
w energie der metallischen Elektro-
I X nen begrenzt (oben).

A
\

Metall

0.3 1907 Spezifische Wirme des Festkorpers (Ein-
stein)

Die Quantisierung der Anregungen (Phononen) im Festkorper, ist in der
Behandlung der Hohlraumstrahlung/Planckschen Strahlungsgesetz &hnlich;
Unterschiede sind im Spektrum (Dispersion) und in der endlichen Moden-
zahl (endliche Anzahl von Atomen, endliches Gitter statt kontinuierlichem
Vakuum). Wir gehen nicht nochmals darauf ein.

0.4 1913 Bohr’sche Quantisierung des Atoms

Ausgangspunkt ist das Rutherford Atom mit kleinem, positiv geladenen
Kern (Ausdehnung ~ 10713 — 107!2 ¢cm) umkreist von (negativ geladenen)
Elektronen (J.J. Thompson, 1899). Die Formel v = R(1/n? — 1/m?), R =
Rydberg Konstante, m,n ganz, fiir die Balmer Serie beschreibt die Frequen-
zen der beobachteten Spektrallinien.

Klassisch bewegt sich das Elektron auf einer Kreisbahn und ist somit be-
schleunigt. Aufgrund dieser Kreisbahnbewegung strahlt das Atome Ener-
gie ab und das Elektron sollte (unter Emission kontinuierlicher Strahlung)
in den Kern stiirzen. Bohr postuliert, dass das Atom nur in stationéiren-
oder quanten- Zustédnden wohldefinierter Energie existiert. Die scharfen
Spektrallinien sind dann die Konsequenz von Ubergingen zwischen diesen

Zustanden.

Absorption : E; < Ey,
hw = |E; — Ei, SOTPHOR = M = (0.12)

Emission:  E; > Ey,

wobei ¢, f fiir den 4 nitial, f inal Zustand steht. Der Grundzustand Ey =
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min(E;) ist stabil. Fiir das Wasserstoffatom gilt

21 R

n2’

E,=—h n=1,23..., (0.13)

woraus sich die Balmer Formel ergibt.

0.5 1914 Franck-Hertz Experiment

Das Experiment, vgl. dazu Abb. 3, untermauert die Existenz diskreter Ener-
gieniveaus in Atomen. Die Struktur (Peaks) in der beobachteten Strom

Kathode Gitter ~ Anode
‘ b\ inelast. St.
{% He-Gas | 1| elast. St.
I
+ L+
4_”—.‘_'_ | |
v 0.5V 0 5 10 15 y

Abb. 3: Durch ein elektrisches Potential beschleunigte Elektronen treffen
auf Hg-Atome. Inelastische Stosse transferieren die Atome in hochenergeti-
sche Anregungszustéinde die unter Aussendung elektromagnetischer Strah-
lung zerfallen.

versus Spannung Kennlinie wird folgendermassen interpretiert: Elektronen
nehmen im Potential V' kinetische Energie auf, die sie durch inelastische
Stosse mit den Hg-Atomen an selbige abgeben. Die Atome werden vom
Grundzustand mit Energie Ejy in einen angeregten Zustand mit Energie
E,, E, — Fy =5 eV gehoben. Die gestoppten Elektronen erreichen die An-
ode nicht mehr und es ergeben sich Peaks in I(V'); die Atome fallen unter
Abgabe von Strahlung in den Grundzustand zuriick.

0.6 1922 Stern-Gerlach Experiment

Paramagnetische Atome mit magnetischem Moment ﬁ:uof: L der Drehim-
puls, werden einem inhomogenen Magnetfeld B ausgesetzt und deren Ablen-
kung wird gemessen. Klassisch wird folgendes Verhalten erwartet: Aus der
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klassische
Detektor Erwartung

Quelle

—
.

Abb. 4: Paramagnetische Atome mit magnetischem Moment i, ﬁ:uof = Drehim-
puls und Energie E = mv?/2 werden in einem inhomogenen Magnetfeld abgelenkt.
Man beobachtet diskrete Auftreffpunkte am Detektor, statt der klassisch erwarteten
kontinuierlichen Verteilung.

Energie im Magnetfeld Epagn = —/i - B ergibt sich die Kraft F = V(i- 5)
Hier ist F, = pu,0,B und damit findet man fiir die Ablenkung am Schirm
s/L ~ p,0,B(d/E) (priife die Korrektheit der Dimensionen). Da (klassisch)
der Drehimpuls [, entlang z kontinuierlich verteilt ist, wiirde man eine konti-
nuierliche Verteilung der Atome entlang z erwarten, siehe Abb. 4, im Wider-
spruch zum tatsichlich beobachteten quantisierten Resultat mit diskreten
Flecken. Folglich ist der Drehimpuls der Atome quantisiert.

0.7 1923/25 Compton-Effekt (Compton and De-
bye)

In diesem Experiment werden Lichtstrahlen an Elektronen gestreut, vgl.
dazu die in Abb. 5 skizzierte Geometrie.

Klassisch erwartet man folgende Resultate: einen kontinuierlichen Impuls-
iibertrag vom Strahlungsfeld an das Elektron (der Strahlungsdruck lésst
den Impuls p. des Elektrons kontinunierlich mit der Bestrahlungszeit wach-
sen); alle Elektronen werden gleichermassen beschleunigt; die Absorption
und Re-emission von Strahlung durch das Elektron erfolgt im (momenta-
nen) Ruhesystem des Elektrons bei gleicher Wellenlidnge. Der Dopplereffekt
produziert dann eine (winkelabhingige) Wellenldngenverschiebung A\ (es
sei A die Wellenléinge des einfallenden Strahles),

0
A)\ = 2)\% Sin2 5, 'l9 = 0, E62 = m§c4 +p302. (014)
(S (S
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Tatséchlich findet man aber die Verschiebung

h 0
AN = 41— sin® — (0.15)
MeC 2
mit dem neuen Parameter h/mec = 3.86107!' cm, der Compton-

Wellenldnge des Elektrons. Auch findet man, dass nicht alle Elektronen
gleichzeitig und gleichmaéssig beschleunigt werden: Nur diejenigen Elektro-
nen, die ein Photon absorbieren, haben weisen einen Impuls p, # 0 auf
und zudem variiert dieser Impuls diskret. Diese Resultate deuten an, dass
sich das Licht im Streuprozess wie ein Teilchen entspricht, obwohl das Licht
eindeutig Wellencharakter besitzt, vergleiche dazu andere Experimente mit
Licht, z.B. das Doppelspalt Experiment oder die Diffraktion an Kristallen
(von Laue, 1912). Das Experiment deutet also auf eine Teilchen—Welle Dua-
litdt fiir die Strahlung hin.

Abb. 5: Réntgen-Strahlen
(Photonen «) treffen auf
ein ruhendes Elektron e~
und werden gestreut.

Die Annahme, dass der Streuprozess als Teilchen—Teilchen (d.h., Photon—
Elektron) Streuung mit Impuls- und Energieerhaltung (4-er Invariante) be-
schrieben werden kann, fithrt zum richtigen Resultat (0.15): der Viererimpuls
bleibt im Streuprozess erhalten,

! ) 2.2
initial : <ﬁk>+(mec)’ final : (hk_,>—|-< pc—i_:mcc )7

hk 0 hk/ Pe
h(k — k') + mec /p2 + m2c2
> = e e (0.16)
h(k — k) De
und dem Vierer-Skalarprodukt a*a, = a’ag — @ - @ ergibt sich

h

MeC

k—FK = kK (1—cosb). (0.17)

Das Resultat (0.15) folgt dann mit der Annahme k = 27/A. Das Experiment
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attestiert dem Licht einen Teilchencharakter mit

E = hw,
= g )= (k)

= hkj: s PM: 4 :h o ,
" ’ < p k (0.18)
p/p = Propagationsrichtung,
w = ck.

0.8 1923 De Broglie Hypothese

Materie und Strahlung verhalten sich gleich (universell) und zeigen beide
sowohl Wellen- wie Teilchencharakter,

Welle — Teilchen 2% Welle

(h = 27h). (0.19)

Dass sich eine Welle wie ein Teilchen verhalt folgt aus dem Photoeffekt und
der Comptonstreuung. Neu ordnet De Broglie den Teilchen mit Impuls p
eine Welle mit Wellenléinge A = h/p zu.

0.9 1923 Bohrsches Korrespondenzprinzip

Die klassische Theorie ist makroskopisch und in Spezialfillen (z.B. zum
Beispiel in der Beschreibung von Elektronen im statischen elektromagneti-
schen Feld) auch mikroskopisch korrekt. Andererseits versagt die klassische
Theorie wenn Quantendiskontinuitédten relevant werden. Die Quantentheorie
muss die Resultate der klassischen Theorie im Limes grosser Quantenzah-
len (entsprechend kleinen Quantendiskontinuitéiten) reproduzieren. Folglich
muss eine formale Analogie zwischen der Quantentheorie und der klassischen
Theorie bestehen. Diese Argumente bilden die Basis fiir das Korrespondenz-
prinzip.

Als Beispiel betrachten wir das Bohrsche Atom mit den Energien F, =
hR/n?, vgl. Abb. 6, R eine soweit unbekannte Proportionalititskonstante.
Das klassische Analogon ist das Kepler Problem mit dem Gravitationspo-
tential ersetzt durch das elektrische Potential —e?/r. Das Keplergesetz fiir
die Umlauffrequenz v(F) = 1/T, T die Umlaufperiode, FE die Energie der
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klassischen elliptischen Bahn, lautet (iibertragen auf das elektronische Po-

tential)
1 (2EP\Y?
v= < ) . (0.20)

me2 \\ m
Andererseits ergibt eine quantenmechanische Betrachtung des Spektrums
bei grossen Energien die (energieabhiingige) Grundfrequenz

Eni1 — En  1dE, 9R 1B, 3\ M/
E,) = ~ AR =1) = =9 . (0.21
v(En) h han A=Y =105 <Rh3 (021)

wobei wir die Abhiingigkeit E, = hR/n? benutzt haben. Die relevanten
Frequenzen in der Strahlung bei hohen Energien sind dann gegeben durch
[Entan— En]/h =van(E) = Anv(E), vorausgesetzt dass An/n < 1 erfiillt
ist.

A
En Abb. 6: Diskretes Spektrum im
Bohrschen Atommodell. Das Korre-
spondenzprinzip lisst sich auf hohe
Anregungsenergien E, mit n > 1,
anwenden wo das Spektrum quasi-
kontinuierlich ist.

Aus der Korrespondenz zwischen dem Keplerproblem (0.20) und dem quan-
tenmechanischen Problem (0.21) erhalten wir einen Ausdruck fiir die Kon-
stante R,

I/Kep = 77[-62 ( m ) =2 <Rh3> = I/q
212me? met 1 13.6 eV
- R Biemgma s 022

Wir iiberpriifen kurz die dimensionelle Korrektheit des Resultates: Der
Grundzustand ist charakterisiert durch die potentiellen und kinetischen
Energien Epot ~ —e?/r und Eg, = p?/2m =~ h?w%/2mr?, wobei wir
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die Unschérferelation in der Form p - r ~ wh gebraucht haben. Setzen
wir Eygn, ~ —Epot (Virialtheorem), so erhalten wir r ~ h%72/2me? und
E ~ —2me?*/m?h?, was um den Faktor 4/72 ~ 0.4 daneben liegt.

0.10 1925 Matrix-Mechanik (Heisenberg)
0.11 1926 Wellenmechanik (Schrodinger)

0.12 1927 Davisson und Germer Experiment

Wir betrachten das Streuexperiment analog zum von Laue Diffraktionsex-
periment aber mit Teilchen. Die Reflexion von Elektronen von einer Kristal-
loberflache ergibt ‘von Laue’ Reflexe wie in Abb. 7 skizziert. Die bendtigte

Detektor ~ Abb. 7: Streuuung von Elek-
tronen an einer Kristallober-

flache.

einfallender
Strahl

gestreuter
Strahl

Wellenldnge und Energie der Elektronen erhalten wir aus der de Broglie
Beziehung (benutze, dass i -h = 6.58.10716 eVs - 1.055.1073 Js)

2rh  2mh 122 A
P V2mE \/E[eV]

A= (0.23)

Die Gitterkonstante a ~ 5 A fiihrt auf eine Energie E von einigen eV;
dies ist auch gerade die typische Energieskala der Elektronen im Kristall
(die Elektronen im Kristall sind kompatibel mit einer Kristallstruktur der
Léngenskala a). Umgekehrt bestéitigt die Struktur des von Laue Interferenz-
bildes die Giiltigkeit der De Broglie Relation A = h/p (das Interferenzbild
ergibt einen Wert von A der kompatibel mit der Energie E der gestreuten
Elektronen ist).
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0.13 1913-1927 Bohr-Sommerfeld Quantisierung
und ‘alte’ Quantenmechanik

Das Korrespondenzprinzip und die Bohrsche Quantisierung fithren auf ein
Selektionskriterium fiir in der Quantenmechanik erlaubte klassische Bahnen:
auszuwihlen sind diejenigen Bahnen, welche eine Quantisierungsbedingung
erfiillen (das Kriterium funktioniert fiir periodische Bahnen). Damit erhalten
wir den Ubergang von kontinuierlichen zu quantisierten Resultaten.

Die gewiinschte Quantisierung muss etwas mit dem Planckschen Wirkungs-
quant h zu tun haben. Dimensionell ist [h] = Wirkung, also ist die Wirkung
der Bahn zu quantisieren. Gehen wir zuriick auf die Lagrange-Mechanik,
so ist ein mechanisches Problem definiert durch die Koordinate ¢ und
die Lagrangefunktion £. Der konjugierte Impuls ergibt sich als Ableitung
p = 0L/0q und die Wirkung einer Bahn ist gegeben durch das Zeitintegral

S:y{dtﬁzqup—Ey{dt (0.24)

wobei wir den Ortsteil absepariert haben. Letzteren quantisieren wir geméss

?{dqp =nh (0.25)

mit n € N. Im Beispiel das Wasserstoffatoms werden die radialen und azimu-
talen Bahnanteile quantisiert, § dr p, = kh und § dp p, = lh. Wir wihlen
eine fixe Bahnebene; mit £ = (m/2)[? + (r¢)?] + €2/r folgt p, = mr,
py = mr?¢ = L mit dem erhaltenen Drehimpuls L (es ist p, = 0). Aus
$ dpp, = lh folgt die Quantisierung des Drehimpulses L = hl. Das zweite
Integral 0 > E = H = py7 + po — L = p2/2m + L?/r? — €* /r zusammen
mit 2 frrr:ix dr p, = kh gibt die zweite Bedingung

9 2met\ /2
<7T|Em|“€> —lh=kh (0.26)

und damit E, = —me?/2h%n? mit n = [ + k. Die klassischen Orbits sind
Ellipsen mit Exzentrizitit /1 + 2EL2%/me* = /1 +1%2/n?, fiir | = n er-
gibt sich eine Kreisbahn (Bohr 1913); fiir 0 < [ < n ergeben sich Ellipsen
(Sommerfeld). Der Fall [ = 0 ist nichttrivial, siehe spéter oder Migdal; der
Entartungsfaktor fiir E,, ist n + 1 (bis anhin, zu korrigieren). Lassen wir
die Ebene des Orbits frei, erhalten wir die Quantisierungsbedignung fiir die
z-Komponente des Drehimpulses, § dp L, = mh und damit L, = mh. Die
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magnetische Quantenzahl nimmt Werte —! < m < [ an und ergibt den
zusitzlichen Entartungsfaktor 21 + 1.7

0.14 1927 Heisenbergsche Unschirferelation

Zusammen mit der Matrix- oder Wellen-Mechanik sowie der Kopenhagen
Interpretation der Quantenmechanik ergibt sich damit die ‘neue’ Quanten-
mechanik.

Seien p und ¢ konjugierte Variablen, z.B. p, und x, L, und ¢, F und t.
Dann ist eine simultane Bestimmung von p und ¢ nur bis auf eine Unschérfe
Ap - Aq 2 h moglich.

Insbesondere, ist ¢ bekannt, dann ist Ag = 0 und somit Ap = oo, d.h. p
ist vollig undeterminiert und vice versa. Die Unschérferelation erbringt den
Bruch mit der Kausalitdt der klassischen Physik: Klassisch gilt, dass die
Anfangsbedingungen und die dynamischen Gesetzen (z.B., p = —0,H, ¢ =
OpH ) die Bahnen fiir alle Zeiten festlegen. Nach dem Heisenberg Unschérfe
Prinzip (HUP) ist eine der Voraussetzungen des Determinismus nicht erfiill-
bar: Die Anfangsbedigungen kénnen nicht scharf festgelegt werden und da-
mit verlieren wir die klassische Kausalitit (Einsteins Einwand gegen die
Vollstandigkeit der QM basiert auf diesem ‘Defekt’ der Theorie). Wichtig
(und richtig) aber ist, dass eine konsistente Interpretation der QM nur mit
Hilfe der Heisenbergschen Unschérferelation (HUR) erreicht werden kann
(siehe spiter). Das klassische Experiment (Gedankenexperiment; zitiert von
Heisenberg (falsch) und korrigiert durch Bohr) ist das Rontgen-Mikroskop
(siehe Abb. 8) zur Beobachtung eines Elektrons:

Gemiss Wellenoptik kann ein Objektiv eine Auflésung

. A
~ 2sinf

(0.27)

erreichen. Das Lichtquant () muss die Linse treffen. Die maximalen und
minimalen Impulsiibertrige auf das Elektron (e™) sind ppax = p+hsing /A
und ppin = p — hsin® /A (der Streuprozess wird als elastisch approximiert),
woraus sich ein Impulsiibertrag

AxAp ~ h (0.28)

?Die Langerkorrektur ersetzt L? — I(I 4+ 1)h* — (I + 1/2)?h? (quasiklassische Appro-
ximation); im selben Rahmen ist k — k 4 2-1/4 zu ersetzen, eine Folge der Reflexion am
lokal linearen Potential, siehe Kapitel 10 iiber quasiklassische Methoden oder Migdal).
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ergibt. Eine rigorosere Herleitung der HUR folgen spéter. Im folgenden bau-

optische Linse Abb. 8: Rontgenmikroskop
zur Beobachtung eine Elek-

z A 0 trons (Gedankenexperiment).

YQUDWQ_> e

A

en wir die Schrédinger Wellenmechanik aus dhnlichen Gedankenexperimen-
ten auf (siehe z.B. Feymann & Hibbs).

\




Kapitel 1

Wellenmechanik

1.1 Doppelspaltexperiment

Der experimentelle Aufbau ist in Abbildung 1.1 skizziert: Eine Quelle emit-
tiert Teilchen (Elektronen, Photonen, ... ) welche auf einen Schirm mit Dop-
pelspalt auftreffen. Die durch die beiden Spalten propagierenden Teilchen
werden mit einem geeigneten Detektor registriert.

z Abb. 1.1: Das Doppel-
©) spaltexperiment:  Die
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, i von der Quelle emit-
Quelle o) tierten Teilchen/Wellen
(Elektronen/Licht) ‘ treffen auf einen Schirm
Schirm mit zwei durchléssigen
) Detektor .
(mit Doppelspalt) Spalten und werden im
(Fluoreszenz— K
schirm/Zahlen) Detektor analysiert.

Das Resultat der Messung ist in Abbildung 1.2 dargestellt wobei I = Intensi-
tét, in [/] = Anzahl Teilchen/s gemessen wird. Fiir einen Spalt (ohne Beu-
gung) sieht das Resultat fiir Wellen und Teilchen gemiss klassischer Erwar-
tung gleich aus (siehe I; und Iz). Werden beide Schlitze geoffnet erwartet
man (klassisch) verschiedene Resultate, Iy, fiir Wellen und Iy fiir Teilchen.
Das experimentelle Ergebnis des Doppelspaltexperiments mit Teilchen zeigt
aber wiederum ein Interferenzmuster in der Intensitét, woraus der Schluss
zu ziehen ist, dass die Teilchen wie Wellen propagieren.

15
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(D & @ offen  nur (1) offen  nur (2)offen  Summe I, +1,

A A A
<

<

I

Iy

Abb. 1.2: Links: die Intensitit I, ist das klassisch erwartete Interferenzmu-
ster fiir Wellen. Das gleiche Resultat findet man fiir das Experiment mit
Teilchen. Rechts: die Intensitéit Iy ist das klassisch erwartete Resultat fiir
Teilchen, wird aber nicht beobachtet. Die Schlussfolgerung aus dem Experi-
ment ist, dass Teilchen wie Wellen propagieren.

Auch bei der Detektion findet man ein unerwartetes Resultat: klassisch wird
eine diskrete Detektion von Teilchen erwartet. Demgegeniiber erwartet man
klassisch fiir die Intensitéit von Wellen ein kontinuierliches Resultat. Das
Experiment zeigt aber auch fiir die Detektion von Wellen diskrete Ereignisse,
vgl. Abb. 1.3.

z=0 z=0

2#0 7#0

Abb. 1.3: Links: Die diskrete Detektion wird fiir klassische Teilchen erwartet.
Der gleiche Befund ergibt sich fiir die Detektion von Wellen. Rechts: Die
kontinuierliche Detektion erwartet man fiir Wellen, wird aber experimentell
nicht beobachtet. Man zieht den Schluss, dass Wellen wie Teilchen detektiert
werden.
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Zusammenfassend zieht man aus den experimentellen Befunden folgende
Schliisse:

Die Streufunktion mit
Nebenmaxima ist das
klassisch erwartete Re-
sultat fiir (Licht) Wel-
len, aber gleicher Be-
fund fiir Teilchen, sie-

Teilchen

propagieren
wie Wellen

Eine monotone Vertei-
lung ist das klassisch
erwartete Resultat fir
Teilchen, wird aber
nicht experimentell
realisiert, siehe Abb.

he Abb. 1.2, I. 1.2, Iy.
T
Welle
Teilchen
Dualitét
l
Die diskrete zeitliche Di . 5 h
Zunahme ist das klas- le stetige ; una m.e
. Wellen des aufintegrierten Si-
sisch erwartete Resul- detekti 1 wird Klassisch
tat fiir Teilchen. Aber ete .tlert gna sw1r“ assisc ?r—
der gleicher Befund er- wir wartet fiir Wellen, ist
Teilchen aber nicht experimen-

gibt sich fiir (Licht)
Wellen, siche Abb. 1.3.

tell realisiert.

Im folgenden wollen wir diesen Befund formalisieren. Wiirde man das Dop-
pelspaltexperiment klassisch interpretieren, so miisste das Teilchen entweder
@ oder @ passieren. Definieren wir P;(z), i = 1,2, als Wahrscheinlichkeit fiir
die Passage von Teilchen durch die Spalten 1 oder 2 und darauffolgende
Detektion in z, so wiirde man bei offenen ® und @ klassisch das Resultat

PE) =Y P(2) (L1)

erwarten. Andererseits wiirden wir fiir Wellen eine Amplitude ®;(z) definie-
ren und die Wahrscheinlichkeit wire dann gegeben durch P;(z) = |®;(2)[?
falls nur Spalt () offen ist. Sind dagegen die Spalten @ und @ offen, so
erwartet man Interferenzen geméss

PE) = e (1.2)

Das Experiment liefert das Resultat, dass die Teilchen dieselbe
Wabhrscheinlichkeitsverteilung P(z) wie die Wellen erzeugen, daher muss
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man auch den Teilchen eine Wahrscheinlichkeitsamplitude ®;(z) € C zuord-
nen und wie fiir Wellen die Giiltigkeit des Superpositionsprinzips fordern.
Das Problem stellt sich nun, dass man sich unter einem Teilchen, wenig-
stens unserer Wahrnehmung geméss, immer einen kleinen Korper vorstellt,
der dann aber entweder durch den Spalt @ oder den Spalt @ zum Detektor
gelangt. Dieser Widerspruch motiviert eine Erweiterung des Experiments
dahingehend, dass man nachmisst durch welchen Spalt das Teilchen zum
Detektor gelangt, sieche Abb. 1.4.

ZA Abb. 1.4: Doppelspalt Experi-
ment mit Detektion: Von der

@ % Lampe emittiertes Licht soll den

Durchgang des Teilchens durch
aI T den Spalt @ aufzeigen.

Wir zéhlen also ein Teilchen, wenn immer es durch Spalt @ fliegt, das heisst,
es muss jetzt gelten, dass

P=P+P (13)

ist. Tatséchlich stimmt diese Erwartung mit dem Resultat des Experimentes
iiberein. Scheinbar liegt hier eine paradoxe Situation vor.

Als néchstes minimieren wir die Stérung durch den Test mit der Lampe
indem wir die Intensitit reduzieren, lies; — 0. Sobald Iiest so klein ist, dass
die einzelnen Photonen nicht mehr an jedem Elektron streuen (siehe Comp-
toneffekt) geht P = P; + Py in P = |, ®;|? iiber. Andererseits kénnen wir
die Storung durch den Test auch minimieren indem wir die Wellenlénge des
Lichtes erhchen, Atest — 00. Sobald Atest SO gross ist, dass die Distanz a nicht
mehr aufgelost werden kann geht P = P; + P, in P = |, ®;|? iiber. Wenn
wir also wenigstens im Prinzip!' wissen, ob das Teilchen nun via @ oder @
zum Detektor gelangte, erhalten wir P = Y, P, andernfalls P = |}, ;|2

'Es ist hier unerheblich, ob wir tatséichlich am Messergebnis interessiert sind oder nicht,
es geht nur darum, die Messresultate im Prinzip zur Verfiigung zu haben indem die Lampe
hinter dem Doppelspalt den Durchgang der Teilchen detektiert.
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Ein Experiment, das die Information iiber den vom Teilchen genommenen
Pfad liefert (‘which path detection’), stoért also das urspriingliche Experi-
ment so stark, dass die Interferenz zerstort geht. Dies ist eine direkte Mani-
festation des Heisenbergschen Unschérfeprinzips. Dieses Prinzip garantiert
die Konsistenz des Ansatzes P = | ", ®;|? fiir die Propagation der Teilchen;
solange das Unschérfeprinzip gilt, gibt es auch kein Paradoxon. Bis heute
sind alle Experimente im Einklang mit dem Unschérfeprinzip. Zum besseren
Verstidndnis/Beweis iiberlegen wir uns ein neues Experiment, dessen Aufbau
in Abb. 1.5 gezeigt ist.

@) < LI
@_\ d|
R A
C =
! I
Fede%

Abb. 1.5: Doppelspalt Experiment mit Detektion: Die Auslenkung des Schir-
mes soll Riickschliisse iiber den Durchgang des Teilchens ergeben. Diese An-
ordnung fiithrt automatisch auf das Heisenbergsche Unschérfeprinzip.

=)

|

Im Experiment wird der Streuer (hier der Schirm mit dem Doppelspalt) so
eingerichtet, dass ein Elektron welches durch den Spalt @ fliegt eine Aus-
lenkung ¢z > 0, eines das durch @ fliegt, eine Verschiebung dz < 0 erzeugt.
Teilchen mit Impuls p erzeugen ein Interferenzbild mit d gegeben durch
(p = h/A, sieche Abb. 1.5)

~

(1.4)

Q| >
~| .

Der Impulsunterschied dp, = | pgD — pz®] fiir Teilchen, welche durch @ bzw. @
fliegen, ist 0p, ~ pa/l = h/d. Stellen wir fest ob der Weg @ oder @ gewihlt
wurde, miissen wir eine Genauigkeit Ap, < dp, erreichen. Wollen wir aber
zuséatzlich das Interferenzmuster sehen, muss die Position z des Schirmes bis
auf Az < d bekannt sein, da eine grossere Auslenkung eine ‘Verschmierung
der Maxima’ nach sich zieht. Wollen wir beide Ergebnisse, die Information
iiber den Pfad und die Interferenz realisiert sehen, dann muss Ap,Az < h
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sein, im Widerspruch zum Unschérfeprinzip.

Zusammenfassend vermerken wir folgende Punkte:

— Propagation: Die Propagation geschieht immer als Welle und invol-
viert die Amplitude .

— Detektion: Die Detektion geschieht immer als Teilchen und involviert
die Wahrscheinlichkeit P = |®|2.

— Observierung: Jegliche Observierung stort die Propagation und zer-
stort die Interferenzbildung ® = >, ®; in der Gesamtamplitude.

Die Widerspruchsfreiheit der QM verlangt noch erstaunlichere Effekte: Statt
der Alternativen im Doppelspalt- Streuexperiment betrachten wir die in
Abb. 1.6 skizzierte Teilchen-Teilchen Streuung mit ebenfalls zwei Alternati-
ven (hier ersetzen die sogenannten ‘Quantenalternativen’ die einfachen Pfa-

de).

Streuuung: Teilchen werden von
den Quellen A und B emittiert
und in den Detektoren 1 und 2
gemessen.

1
+ Abb. 1.6:  Teilchen-Teilchen
A

A —— —=— B
o + I
L~ |
Sei ®5p(i,7) die Amplitude fiir den Prozess (oder Quantenalternative) ‘Teil-
chen von A fliegt nach 4, jenes von B fliegt nach j’. Aus der Symmetrie der
Anordnung folgt unmittelbar: ®ap(1,2) = ®ap(2,1). Sind die Teilchensor-
ten in A und B verschieden, so lisst sich immer feststellen, welche Teilchen-
sorte in welchem Detektor ankam. Es existiert keine Interferenz zwischen

den ‘Pfaden’ A — 1, B— 2 und A — 2, B — 1 und die Koinzidenzmessung
wird durch die Wahrscheinlichkeit

Pioin = |®aB(1,2)]% + [®a(2,1)]* = 2p (1.5)

2

beschrieben (Pkoin gibt die Wahrscheinlichkeit, gleichzeitig ein Teilchen im
Detektor 1 und das zweite Teilchen in 2 zu messen.) Sind die Teilchen iden-
tisch, etwa *He, a-Teilchen, Spin-0-Bosonen,...so koénnen wir die ‘Pfade’
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nicht unterscheiden und erhalten daher
Pkoin = [PaB(1,2) + ®aB(2,1)]* = 4p (1.6)

in Ubereinstimmung mit den Experimenten. Fithrt man das Experiment mit
identischen Teilchen wie *He Atome, Protonen p, Neutronen n, Elekronen
e~ , oder anderen sogenanten Spin-1/2-Fermionen aus, so sind die Pfade zwar
weiterhin ununterscheidbar (sofern die Spins gleich ausgerichtet sind), aber
wir erhalten?

Pioin = |®aB(1,2) — ®ap(2,1)]> = 0. (1.7)

Das Resultat fiir Bosonen ist in direkter Ubereinstimmung mit der Vermu-
tung
Pxoin = | Z Dpiag C|2;
Pfade
wir summieren die Amplituden vor dem Quadrieren und erzeugen damit
einen Interferenzterm. Bei Fermionen findet man genau wie bei Bosonen
Interferenz bei gleichen Spins, allerdings gehen die ‘vertauschten’ Pfade A —
1, B— 2und A — 2, B — 1 mit verschiedenen Vorzeichen in die Summe
ein,
Pxoin = | Z (—1)"®paq |-
Pfade

Ein weiterer konsistenter Input gibt die Neutronenstreuung mit polarisier-

Bragg Peaks Abb. 1.7: Streuung von
\K Neutronen an Atomen mit
/ polarisierten Spins. Die

Interferenz wird zerstort

initial 4—#—#—*—# —H—#—;—Ffinal .
wenn das Neutron eine

diffuse Spinanregung zuriickldsst

initial reuun
Seune die die Identifikation des
\;\ /V Streupartners erlaubt.
A
nial 43444 4—*—‘—‘—? final

ten Neutronen am polarisierten Kristall, vgl. Abb. 1.7: auch hier finden sich
Interferenzterme aufgrund der Summierung iiber verschiedene Streupfade.

2¢ind die Spins verschieden, so erhilt man wieder Pkoin = 2p, da hier ein Kriteri-
um zur Unterscheidung der Teilchen vorhanden ist, die Interferenz beider Pfade daher
verlorengeht.
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Diese Interferenz wird zerstort sobald die Information an welchem Atom ein
Neutron gestreut wurde zur Verfiigung steht. Diese Experimente und Ideen
fithren uns auf ein Verfahren zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten P fiir
einen Prozess: Um P zu finden miissen wir die méglichen ununterscheidbaren
‘Pfade’ C und ihre Amplituden ®Ppgq ¢ bestimmen und summieren,

P=[) (~1)"®ptaqa c|* (1.8)
Pfade

Fiir Einteilchenprobleme ist v = 0 und ein Pfad stellt einen Weg im physi-
kalischen Raum R” dar. Die zwei Probleme, die es nun zu losen gilt sind:

1. Welches ist die Amplitude ®ps.q ¢ fiir einen beliebigen Pfad C? und

2. Was bedeutet Y ppq0”

1.2 Pfadintegrale

Gewdohnlich gibt es nicht nur zwei klassische sondern unendlich viele Pfade,
siehe Abbildung 1.9.

S g g o
/\// \\\/\/ \:\_——‘ ;«’—_///
g N e O3 i §
N /// = \:\/f//
. . Abb. 1.9: In der Quanten-
Abb. 1'5‘5: Zwei l.dasmsche Pfa- mechanik tragen alle von der
de verbinden die Quelle und Quelle zum Detektor fiihren-
den Detektor. den Pfade zum Resultat bei.

Ein Pfad ist eine Funktion y(z) oder, in parametrisierter Form, ein Vektor
(x(t),y(t)) mit dem Kurvenparameter ¢. Naheliegenderweise ist mit ¢ meist
die Zeit gemeint. Allgemein ist ein Pfad eine vektorwertige Funktion 7(¢),
7 € R", wobei 7 die Position angibt.
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1.2.1 Klassische Mechanik

In der klassischen Mechanik wird bei der Bewegung eines Teilchens ge-
nau ein Pfad 7(¢) realisiert, ndmlich derjenige mit der kleinsten Wirkung.
Wir betrachten den ein-dimensionalen Fall mit n = 1. Es sei L(x,4,1)
die Lagrangefunktion, & = ttab dtL(z,x,t) die Wirkung; deren Variation
0S = 0 gibt uns den klassischen Pfad Z als Losung eines Anfangswertpro-
blems. Explizit findet man fiir die Variation (benutze die Funktionalablei-
tung 0 f(x)/0f(2') = é(x — 2') in Kombination mit der Kettenregel; hier,
f(x) — x(t))

) b OLSa()  OL S
So(t) /t |5 52(2) %595@)}

= /tb dt’ {a—ﬁé(t —t) + a—Eé(t - t’)}

ox 0%
oL oL NI doL
= %4—%5(75—75) ver " A OE =0. (1.9)

Der Randterm wird mit den Randbedingungen dz(t,) = dz(tp) = 0 elimi-
niert und wir erhalten die Euler-Lagrangegleichung

d (0L oL
(=)= =0. 1.1
dt (83:) Ox 0 (1.10)
Das Funktional S[z(t)] ist dann extremal fiir den Pfad z(¢). Dabei gibt es
verschiedene Typen von Extremalpunkten, vgl. dazu Abbildung 1.10.

Minimum Sattel Maximum

Abb. 1.10: Verschiedene Extrema der Wirkung S[z(t)] im Phasenraum

1.2.2 Quantenmechanik

Gemiss dem Heisenbergschen Unschérfeprinzip kénnen wir x(¢) nicht scharf
festlegen. Die Unschirfe liegt in der Wirkung und ist von der Gréssenord-
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nung h. Daraus kann man vermuten, dass der relevante Parameter die di-
mensionslose Wirkung §/h ist. Weiter suchen wir eine komplexe Amplitude
®[z(t)] € C fiir den Pfad x(t). Diese Amplitude beschreibt den Wellencha-
rakter des Teilchens, weshalb wir eine dimensionslose Phase ¢[z(t)] benoti-
gen. Der Ansatz ¢[x(t)]/2m = S/h fir die Phase ergibt die Amplitude

© [a(t)] ~ SO/ (1.11)

fiir den Pfad x(t). Beachte, dass dies keine Herleitung der Quantenmechanik

ist. Es ergeben sich folgende Korrespondenzen 3
Quantenmechanik = Wellenoptik (1.12)
h— 0 | Approximation Eikonalapprox | A — o

klassische Mechanik = geometrische Optik

Die Kombination von (1.8) und (1.11) liefert fiir die Amplitude K (b, a)
welche die Propagation eines Teilchens von a nach b beschreibt

K(ba) =Y @[x(t) (1.13)
z(t)

und fiir die Wahrscheinlichkeit P(b,a), dass das Teilchen ungestort von a
nach b gelangt (also ohne Zerstérung der Interferenz)

P(b,a) = |K(b,a)|*. (1.14)

K (b, a) heisst Propagator und beschreibt die ‘Bewegung’ des Teilchens von
a nach b.

Klassischer Limes

Betrachte (1.13). Nehmen wir nun an, dass die typische Wirkung S [z(t)] fiir
x(t) von a nach b von der Grossenordnung Sy sei. Sp/h gibt dann die Pha-
sendrehung in der Amplitude zum Pfad von a nach b an. Falls Sy gross ist,
unterscheiden sich benachbarte Pfade x(t) und z(t) + dx(t) bereits um viele
Umdrehungen, d.h., sie sind stark phasenverschoben und interferieren daher
destruktiv; ihre Summe ist klein. Nur Pfade mit Deviationen 0Sp/h < 1 tra-
gen zu K (b, a) bei; solche Pfade liegen in der Néhe des klassischen Pfades wo

3Néiheres entnehme man spiteren Ausfithrungen oder den Lehrbiichern von Messiah,
p. 222, sowie Fetter, Walecka, p. 184, siehe auch der Hamilton-Jakobi Formalismus in der
Mechanik oder die quasi-klassische Approximation in Kap. 10.
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S

< Abb. 1.11: Im Pfadintegral wird

= iiber alle Pfade C beginnend in
a = (x4,t,) und endend in b =
(zp, tp) summiert.

O
N
=
w2 <

0S[z(t)] = 0 ist, d.h., die relevante Trajektorie ist die klassische, Z(t). Fiir
grosse Sy (grosse Massen, grosse Energien, ...) trigt nur die allernéchste
Umgebung des klassischen Pfades Z(¢) zum Integral bei und wird die Phy-
sik klassisch; ebenso geht fiir h — 0 die Quantenmechanik in die klassische
Mechanik {iber.

Halb-klassische Approximation: In der halb-klassischen Approxima-
tion schreiben wir den Propagator als Produkt eines Volumenfaktors und
einem Phasenfaktor, wobei letzterer via der Wirkung iiber dem klassischen
Pfad evaluiert wird,

K(b,a) =V (b) S/, (1.15)
Der Volumenfaktor V'(b) ist eine glatte Funktion; die starke Variation mit der
Veriinderung des Endpunktes b steckt im Phasenfaktor ¢*5[#/2 Der Name
‘halb-klassisch’ bezieht sich auf die Beschreibung des Teilchens (Systems) via
einer Wellenfunktion, deren Phase durch die klassische Wirkung bestimmt
ist. V(b) gibt das Volumen der Pfade an, welche einen Beitrag zu K liefern,
vgl. Abbildung 1.12.

Summierung iiber Pfade

Das Riemann-Integral iiber eine Funktion f(x) ist definiert als Grenzwert
der Riemann Summe

lim [ngjﬂazi)], (1.16)
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Abb. 1.12: In der halb-
klassischen Approximation
ergibt sich der Propagator
K(b,a) als Produkt eines Vo-
lumenfaktors V(b) und eines
Phasenfaktors exp[iS [Z] /h| mit
einer Wirkung S evaluiert iiber
dem klassischen Pfad z(t).

“Volumen’ — V

wobei das Mass 1 durch die ‘Breite’ eines Intervalles gegeben ist, vgl. Abbil-
dung 1.13. Analog dazu definieren wir eine Summe iiber Pfade, indem wir

t
ty1, =N
Iy —
€
f "
/./'
I /
VA
fa N=9
X4 n x; Xp X
Xq Xi Xp X

Abb. 1.13: Links: Riemannintegral mit Stiitzpunkten z; im Abstand 7.
Rechts: Im Pfadintegral wird iiber alle Pfade summiert die a = (z4,%4)
mit b = (zp,tp) verbinden. Dabei wird sowohl die z-Achse als auch die Zeit
t diskretisiert, mit Intervallen dz (wie im Riemann Integral) im Ort und e

in der Zeit. Das Zeitinterval ¢ legt das Mass A = \/2mikic/m fest.

Zeit und Raum diskretisieren, und den geeigneten Grenzwert nehmen, vgl.
Abbildung 1.13. Fiir jeden Zeitschritt ¢; summieren wir iiber alle méglichen
Positionen z;,

K(b,a —hmA/ d”“/ day / % e Se®I/h - (1.17)

Es stellt sich die Frage nach dem Wert vom Mass A. Da diese Konstante
universell ist (analog zum Riemann-Integral), geniigt es, das Pfadintegral
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fiir einen einfachen Fall auszurechnen. Wir betrachten ein freies Teilchen,

2
. N L S L B S
L(x,d,t) = L(E) = 5 & 5 <€ ) ,
und allgemein, £ [(zit1 + x:)/2, (xig1 — i) /e, (tit1 + ti)/2]. In der diskreti-
sierten Form konnen wir die auftretenden Integrale berechnen,

i\ 2
K(ba) = mnANII/¢pwh o ()

e—0

~ lim AN H / da; B 2o=2 (@)’ / dpy 3R (@ama) 4 (@1 —20)?

e—0

x% —2x1290 + 2:1:% —2x174 + :cg
=2[x; — (z2 + a:a)/2]2 + x% + mz — (z2+ xa)2/2
=201 — (zo + 24) /2> + (22 — 24)%/2

/thE QWE)(M —za)?
| mit Gauss: d:ne ”zrr und /dme 2 =210

e—0 2m

=3

X /de 6%[(x37x2)2+%(127:):a)2]

\/m T
. /2
— lim AN 2mihe 1 \/§ \/§
e—0 m \/ﬁ 3 4
\/ﬁezh(zvs)(xb Ta)?
) (N_l)/2 m
= liml 2mihe iem(wb—wa)
e—0 A A2m e N
Y i
im(xy — 4)?
: 1.1
V%mwwﬂf [2hn—t)] (1.18)
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Mit den vereinfachten Anfangs- und Endkoordinaten ¢, =0, t, =t, o, =0
und xp, = x finden wir fiir K die einfachere Form

m ima?
K = . 1.1
() \ 2mint P [ oht ] (1.19)

Definition: Unter dem Pfadintegral

K(b,a) = / bD[x(t)] et Sle®l/h (1.20)

versteht man den Ausdruck
N-1
m \N/2 [
K(b,a) = li ( ) / ;

. N-1
X exp ZHZ£<:C]+12+$J’$]+1€ :C]7 ]+12+ ]> (121
=0

wobel N = (t, — tq)/e, (x0,t0) = a und (xn,ty) = b ist.

Die Analyse des Resultates fiir das freie Teilchen mit

m imax?
K = 1.22
(z,) \ 2mint P [ 2ht ] (122)

gibt uns drei wichtige Einsichten: die Definition einer lokalen Wellenldnge
A und einer lokalen Periode T', sowie die Wahrscheinlichkeit P(z,t), das
Teilchen nach der Zeit ¢ in [, + 0z] zu finden.

Die lokale Wellenldnge A, siehe Abbildung 1.14 ldsst sich in der Ndherung
grosser Distanzen x > A berechnen als

(z+ A2 -2  ma) A\
T omt = o \Utgy) =
h
A2 L = oy 1.2
= (1.23

= Teilchen, welche zur Zeit t einen Beitrag zu K in x geben, haben den
Impuls p = ma/t und werden quantenmechanisch als Welle mit A = h/p
beschrieben.

Die lokale Periode T' (Abbildung 1.15) kann man in der N&herung langer
Zeiten t > T bestimmen zu

ma? (1 1 ma? T
2h <t t—i—T) 2Nt (1—|—T/t> 4 (124)
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Abb. 1.14: K (xz,t) fiir das freie Teilchen als Funktion von x bei fixem ¢ fiithrt
auf die Definition einer lokalen Wellenldnge .

Teilchen, welche zur Zeit ¢ einen Beitrag zu K in x geben, haben die Energie
E = m(z/t)?/2 und werden quantenmechanisch als Welle mit Periode T =
h/E beschrieben. Die Kreisfrequenz der Welle ist dabei gegeben durch

27 e>sT 1m rx\2 E

— = —— |- = 1.2
r = s (5) (1.25)
Schliesslich betrachten wir die Wahrscheinlichkeit

m

P(z,t)de = ——d R 1.26

(e0)de = oo dr e (1.26)

das Teilchen nach der Zeit ¢ im Intervall [z + 0z zu finden. Dieser Ausdruck

entspricht der Wahrscheinlichkeit P(p)dp = dp /2rwh klassische Teilchen mit

Impuls p = ma/t im Interval [p,p + dp| zu finden, denn P(x)dx = P(p)dp
fiir jede Funktion p(z) (Transformation von Wahrscheinlichkeiten).

Allgemein konnen wir einen beliebigen Propagator K in der halb-klassischen
Approximation K (a,b) ~ exp[iSki (b, a)/h] durch eine lokale Wellenlénge und
eine lokale Periode beschreiben: die dominierende Abhéngigkeit von K(b)
erscheint im Phasenfaktor und erlaubt die Definition der lokalen Wellenlénge
und der lokalen Periode geméss

0S8
h = 2rh = Skl(xb+)\)—skl($b) = AJ — /\p7
83:;,
OSk
h = 2nh = Skl(tb+T)_Skl(tb) =T—— =TFE. (1.27)

oty
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t

Abb. 1.15: K (x,t) fiir das freie Teilchen als Funktion von ¢ bei fixem x fiithrt
auf die Definition einer lokalen Periode T'.

1.2.3 Produktregel

Der Propagator K (b,a) lidsst sich aus partiellen Propagationen iiber Teil-
intervalle (a,c) und (c,b) zusammensetzen, wobei iiber alle Positionen des
Zwischenpunktes ¢ zu summieren ist, vgl. Abb. 1.16. Das Prinzip ldsst sich
iterativ wiederholen.

K(b,a)

«—

/D[x(t)] (/NS (b,c)+S(c,a)]
Wirkung S ist additiv
/ dz. K(b,c)K(c,a)

N-1

/HdxiK(b,xN_l)K(:cN_l,xN_g)---K(:z:l,a:a); (1.28)
=1

1.2.4 Wellenfunktion

K (b,a) beschreibt die Propagation eines Teilchens von a nach b. Wir ver-
allgemeinern dieses Resultat indem wir ein Teilchen betrachten, von dem
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Abb. 1.16: Illustration der Pro-
Iy b duktregel mit einem Zwischen-
schritt bei t..

Xa Xp X
-~ x, —>

wir nicht seine Anfangsposition (bei a) sondern nur die Amplitude ¥(a) =
U(zq,t,) kennen. Dann ergibt sich gemiss (1.28) folgende Amplitude in b,

(1) :/ A0 K (20, ty: s 1a) U (20, ta). (1.29)

— 00

Formel (1.29) ist die Amplitude des Teilchens zu einem spéteren Zeitpunkt
tp in mp. |W(xp,p)|? ist die Wahrscheinlichkeit das Teilchen zur Zeit ¢, in x;
zu finden. Beachte: Die Kenntnis von W zu einer Zeit (hier ¢,) legt ¥ fiir alle
Zeiten fest. Damit ergibt sich fiir die Zeitevolution eine Differentialgleichung
1. Ordnung in d/dt.

In der klassischen Mechanik sind zwei Anfangsbedingungen x und 0z er-
forderlich, um die Teilchenbahn festzulegen. Deshalb ist in der klassischen
Mechanik eine Differentialgleichung 2. Ordnung in d/dt vonnoten.

1.3 Verallgemeinerungen

Wir betrachten drei Verallgemeinerungen fiir den Propagator K, das Teil-
chen im Potential V' (x), das Teilchen im mehrdimensionalen Raum R", und
den Propagator fiir mehrere Teilchen.

1.3.1 Teilchen im Potential V' (z)

Wir konnen den Propagator K genau dann exakt bestimmen, wenn die La-
grangefunktion £(x,,t) ein Polynom 2%" Grades in z und 4 ist. Der Grund
dieser Einschrinkung liegt darin, dass wir nur Gauss-Integrale berechnen
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konnen. Es sei
L = a(t)i® +b{t)iz + c(t)z® +d(t)d + e(t)z + f(t).  (1.30)
Gesucht ist K,
. ty
/ Dlxz(t)] exp [ﬁ E(x,dv,t)} . (1.31)
ta

Miihsamer Weg; wie zuvor auf Seite 27. Einfacher: Sei 65(Z) = 0, mit dem
klassischen Pfad z. Dann gilt mit z =% + v,

Sle(t)] = S[E()] + / a0 by e (132)

die Beitréige der Terme linear in y und ¢ verschwinden da §5(z) = 0. Damit
finden wir

K(b,a) = exp Dly(t)] exp ‘ dtfag? + b(t)gy + c(t)y’]
iseo] [ owores ;[

;S[x(t)]} F(ty, ta), (1.33)

— oxp [
eine Entwicklung um den klassischen Weg. Die gesamte Abhéngigkeit von
den Positionen x,, x; erscheint im Exponentialfaktor via dem klassischen

Pfad z(t).

Sei jetzt L = T — V, wie aus der klassischen Mechanik bekannt. Dann
schreiben wir wieder

2 3
V() = V@E+y) = V@ +yV'@+ LV @) + V" (@) +
|l quadratische Approximation
2
>~ V(7T)+yV'(@) + %V”(T). (1.34)

Damit erhalten wir
K(b,a) = exp [iS[z(t )]/ﬁ] i (1.35)
Srwere g o (5 -150)])

mit w? = V”(Z(t))/m analog zum harmonischen Oszillator.

Diese Approximation ist gut, falls einer der folgenden Punkte zutrifft:
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~ S/h>> 1, dann ist y ist klein und y? ist vernachlissigbar.
— V quadratisch, also ist (1.35) exakt.

— V glatt, also V(™ fiir n > 3 ist klein — WKB (Wenzel-Kramers-
Brillouin).

— tp — to klein und damit ist y klein weil sonst 1" gross ist.

1.3.2 Teilchen im R"

Die Definition (1.20) des Pfadintegrals fiir n = 1 lésst sich unmittelbar auf
Bewegungen in hoher dimensionalen Rdumen verallgemeinern,

/ DIF(t)] exp(iS[F(E)) /)
mit D[ 7)) = Dlai(t)]- Dlan(®)],  (136)

d.h., das Pfadintegral involviert fiir jede Dimension einen Faktor. Beachte,
dass das Problem im allgemeinen nicht faktorisiert; die Bewegungen in den
verschiedenen Richtungen sind nicht unabhéngig.

1.3.3 Mehrere Teilchen

Auch hier ist die Verallgemeinerung unmittelbar einsichtig: wiederum tritt
ein Produkt von Pfadintegralen auf, &hnlich wie in 1.3.2. Fiir k Teilchen die
von ay nach by propagieren, ldsst sich der Propagator schreiben als
. by By
K(blv"'abk;ala"'vak) = . D[Fl(t)] . D[Fk(t)]
ai ay

X exp [;sn ®),... ,Fk(t)]] (137)

Fiir zwei wechselwirkende Teilchen im R! x R! mit dem Lagrangian

M
£_2 + X2 V(z, X,t). (1.38)

findet man den Propagator,
i

K (21, X, 1430, Xarta) = / DL (0] exp |1 Slolt), X(0)]

/ Dl(t)] exp [ t:b mﬁdt} Tla(t)] (1.39)
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mit dem Funktional T[z(t)] gegeben als Pfadintegral iiber die Koordinate
X (t) des anderen Teilchens (das Influenzintegral)
. tb .
Tlx(t)] = / DIX ()] exp [; / [MX2/2—V(95,X, t)H. (1.40)
ta
Falls V = V,(z) + Vx(X) ist, also keine Wechselwirkung stattfindet, dann
separiert das System und

K(xba Xpy tp; Ta, Xas ta) = Kx(wba ty; Ta, ta) X Kx (Xb7 tp; Xas ta)' (1'41)

Dissipative Probleme: In der klassischen Mechanik lédsst sich ein Teil-
chen mit Reibung durch die dissipative Dynamik ma + ni = —9,V (z) be-
schreiben; der Term n& beschreibt die Reibung und impliziert, dass Energie
dissipierte wird. Die quantenmechanische Beschreibung dieses Problems ist
schwierig, da wir auf eine Hamiltonsche Formulierung zuriickgreifen miissen.
Feynman und Vernon und spéter Caldeira and Leggett haben vorgeschlagen,
das System an ein Reservoir von harmonischen Oszillatoren anzukoppeln
und anschliessend iiber die Koordinaten der Oszillatoren zu integrieren, vgl.
1.17. Das Gesamtsystem Teilchen & Reservoir wird durch den Lagrangian

Abb. 1.17: Beschreibung eines dis-
sipativen Systems: Die Koordinate
wird an ein Reservoir von harmo-
nischen Oszillatoren gekoppelt, iiber
die anschliessend integriert wird.

M, Myw
2.2
q;.x
=D maXy =) ke (1.42)
& & kWE

lin. Kopplung Gegenterm
beschrieben. Die Interaktion findet dabei iiber den linearen Kopplungsterm
x X}, statt; der Gegenterm garantiert, dass Vi, invariant ist. Nach der Inte-
gration iiber die Reservoirfreiheitsgrade X}, findet man den effektiven Pro-
pagator

KGntiizats) = [ Dloexp | Sule(t]
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Seg = /dt [%:pQ — V(z) + Dissipativer Term| . (1.43)
Weitere Details findet man in R.P. Feynman and F.L. Vernon, Annals of
Physics 24, 118 (1963) und in A.O. Caldeira and A.J. Leggett, Annals of
Physics 149, 374 (1983). *

1.4 Schrodinger-Gleichung

Wir gehen aus von der Relation (1.29), welche die Evolution der Wellen-
funktion eines Teilchens beschreibt,

[e.e]

U(zp, tp) = / dzg K(xp, ty; e, te)V(2a, ta); (1.44)
—0o0

dabei wird die Dynamik des Systems in integraler Form beschrieben. Wir

suchen eine differentielle Form der Dynamik. Da (1.44) fiir alle ¢, > t, gilt,

kénnen wir ¢ = t, und t, = t + ¢ withlen und mit £ = (m/2)2? — V(z,t)

erhalten wir

U(x,t+¢) = /ﬁ/exp [;eﬁ <x—;—y7x;y’t+;>} U(y,t) (1.45)
_ [dy im 9 € T+y €
= [ exp [2715(96 Y) ]exp[ hV( 5 ,t+2>}\11(y,t).

Es muss x —y klein sein, sonst ist T = md? /2 gross. Wir definieren y = 2+,
mit 7 klein, und finden

. 2 .
U(z,t+e) = /CZ] exp [Zg;z } exp [—Z;V(x—i— 77/2,15—1—5/2)] U(z+n,t).

(1.46)

Fiir mn?/2he > 1 oszilliert der erste Faktor stark und schneidet damit die
n-Integration effektiv bei n ~ /eh/m ab. Wir erhalten eine konsistente
Entwicklung in Ordnung ¢ wenn wir bis Potenzen ¢ und n? entwickeln,

o0 . 2 .
U(z,t) + 20,0 (z, 1) = CLX exp <”2";Z ) [1 - Z;V(x,t)]

2
X [\Il(a:,t) 0, W (1) + "Qagxp(x,t)] . (1.47)

4Die Arbeit von Feynman und Vernon befasst sich mit dem Problem der Realzeitdy-
namik, wihrenddem Caldeira und Leggett quantenstatistische Probleme im Imaginérzeit
Formalismus diskutieren.
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Die Entwicklung in Ordnungen von € ergibt

eV Terme:
B * dn imn?
U(z,t) = /_Oerxp< T > U(z,t)
2wihe 1
= — U(x,t
e W(wt)
9
— A = mihe (1.48)
m
Dies ist das einfachste Verfahren um A zu finden.
el/2 Terme:
0o . 2
imn
0 0 (/OO nnexp[zhs] 0) (1.49)
el Terme:

< J . 2
Eat\Il(x,t):/ %ﬁ exp {Z;z } agqur%V(a;,t)xp(x,t). (1.50)

ihe/2m

Daraus erhalten wir die Schrédinger-Gleichung

. h?
iho,U = —%8§W+V(x,t)lll. (1.51)

Bemerkungen

1. Die Schrodingergleichung (1.51) ist eine 1-te Ordnung Differentialglei-
chung, damit geniigt ¥(x,t = ty) als Anfangsbedingung.

2. Der Zeitableitung ihd, definiert eine Hamiltonsche Dynamik, die von
der dissipativen Dynamik 9;¥ = DJ2V¥ der Diffusion verschieden ist
(ein typisches Beispiel fiir die Diffusionsgleichung ist diejenige fiir die
Temperatur T, d.h., ¥(z,t) = T(x,t)).

3. Es ist K(xo,t2;21,t1) = K(2,1) eine Losung der Schrodinger-Glei-
chung (1.51) fiir to > t1:

2
iho, K(2,1) = —;—ma§2K(2,1)+V(2)K(2,1). (1.52)
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Weiter gilt K(2,1) = K(z2,t2;21,t1) — §(z2 — 21) fiir to — t] (be-
nutze (1.44)). Wir definieren K(2,1) = 0 fiir t2 < ;. Dann ist K die
Greensche Funktion zu 1.51,

hZ
iﬁatz + 783% — V(Jfg,tQ) K(Q, 1) = lhd(xg — xl)é(tg - tl). (153)

2m 2 N’
Green

Schrodinger

4. (1.51) sollte Teilchenwellen beschreiben. Die einfachsten Wellen im
freien Raum (Potential V' = 0) sind ebenen Wellen, z.B., in einer
Dimension,

eilk—wt), (1.54)

Diese Welle ist tatséichlich eine Losung von (1.51), wobei sich als Di-
spersion die Beziehung hw = h%k?/2m ergibt. Mit (1.27) erhalten
wir die richtige Dispersion E = p?/2m fiir ein klassisches, masssi-
ves, nichtrelativistisches Teilchen. Fiir eine alternative Herleitung von
(1.51) kann man bei E = p?/2m starten und das Korrespondenzprin-
zip E ~ ihd; sowie p ~ —ihd, verwenden.

5. Dimension von (1.51): [hd;] = Energie.

6. Verallgemeinerung auf mehrere Dimensionen, x — 7,

thoy = HY
m? _,
H = —— V(7 t
2mv + (T7 )7
U o= U(Ft). (1.55)

Der Ausdruck H ist ein Operator, der Hamiltonoperator. Die Ablei-
tung V wirkt auf ¥, das Potential multipliziert W.

Der Hamiltonoperator H lasst sich iiber das Korrespondenzprinzip
(siehe spéter) herleiten, wobei man p' < —ihV verwendet. Andere
Beispiele fiir Operatoren sind

Ortsoperator = Multiplikation mit 7,

ST ]

= Impulsoperator = Ableiten nach . (1.56)
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1.5 Superpositionsprinzip

Die Schrodinger-Gleichung (1.51) ist eine lineare Differentialgleichung. Wenn
W, Losungen der Schrodinger-Gleichung sind, dann sind das auch die Funk-
tionen

U= ) a0, a; € C. (1.57)

Die Koeffizienten a; folgen aus der Anfangsbedingung W (7, tg)i; wir kommen
spéter darauf zuriick. Im folgenden betrachten zwei einfache eindimensionale
Beispiele, das freie Teilchen und das Teilchen im Potentialtopf.

1.6 Freies und gebundenes Teilchen

1.6.1 Freies Teilchen

Der Hamiltonian und die Schrédingergleichung sind gegeben durch

h? . h?
Wir suchen die allgemeine Losung zu einer beliebigen Anfangbedingung
U(xz,0), analog zu (1.29). Wir konnen das Problem durch den Separati-

onsansatz Vi (x,t) = xx(t)pr(z) 16sen,

. h?
thOixr = ErXk, Eppr = —753%,
m
Xk = exp[_iwkﬂv Pr = eXp(ik.Q?), ke Rv
E, = hw, = h2k*/2m. (1.59)

Die Losungen Wy (z,t) stellen eine Basis dar. Beachte, dass Teilchen beschrie-
ben durch ¥y den Impuls hk und die Energie Ej haben, aber da [¥|? = 1
im Ort vollig undeterminiert sind. Das Anfangswertproblem wird durch die
Superposition (1.60) gelost,

dk

W) = / )il r) = / %a(k)e“kw—wt). (1.60)

Aus der Anfangsbedingung zur Zeit ¢ = 0 ldsst sich mit (1.60) direkt die
Amplitude a(k) bestimmen,

W(z,0) = / %a(k‘)eikx S ak) = / dy W (y, 0) e
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— / dy W (y, 0)W(y,0), (1.61)

und fiir die zeitabhéingige Wellenfunktion ¥(z,t) ergibt sich direkt aus der
Anfangsbedingung via

W t) = /dy/iﬁ@,’g(y,O)\Pk(x,t)\Il(y,O). (1.62)

Fiir den Propagator finden wir den Ausdruck
dk

K tip0) = [ 5500000

— /dk efiky ei(ka:fwkt)
2

R [_W (- temnm)?, z'm(x—m?]

2 2m ht 2ht
m im(x —y)?
_ "y 1.
omiht ©F [ ont } ’ (1.63)

in Ubereinstimmung mit (1.22). Beachte auch die Orthogonalitt
[ (dh/2m) Wi (y,0) Wy (w,0) = Kz — ,0") = 8z — y).

1.6.2 Teilchen im oo tiefen Potentialtopf

Der oo tiefe Potentialtopf ist eine potentialfreie Region die von oo hohen
Winden umgeben ist, vgl. Abb. 1.18. Aus Symmetriegriinden wihlt man den
Nullpunkt mittig. Das System lésst sich durch den folgenden Hamiltonian
beschreiben,

_ [0 fz[<a/2,
Voo(z) = {oo, ] > a/2. (1.64)

Wiederum separiert man die Probleme in der Zeit und im Ort mit dem
Ansatz

Un(z,t) = Xn(t)en(®); (1.65)
wir erhalten das dynamische Problem

thoexn = Enxn (1.66)
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o0 ----- ‘ oo Abb. 1.18: Zustdnde im Poten-
| tialtopf mit wohldefinierter Pa-
\/ ritdts-Symmetrie.
E
gerade

ungerade

mit der Losung

Xn = e (1.67)
sowie das Eigenwertproblem
h? a
E.on = f%aggon, ol <5 (1.68)
mit den Randbedingungen
a
pu(z) =0z 2 3. (1.69)

Die Losungen sind gegeben durch Exponentialfunktionen exp(+ikz), wobei
die erlaubten Werte von k durch die Randbedingungen fixiert werden. Man
findet gerade und ungerade Losungen

sinnmz/a, n > 2, gerade Los.,
- | wm

cosnmx/a, n >1, ungerade Los.,
mit den Energien E = h?k%/2m (k-Werte aus den Randbedingungen)

R22 Rm?
By =hwy = 51t = oo’ (1.71)

Wiederum ist die Losung des Anfangswertproblems durch die Superposition

U(z,t) = > an¥n(z,t) (1.72)
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gegeben. Damit die Anfangsbedingung erfiillt ist, muss

U(z,0) = Y an¥u(z,0)
sy, = / Ay (y, 0) W (y,0), (1.73)

und damit findet man folgende Losung des Anfangswertproblems,
Vat) = [ dy3 U0 Vale(0.0) (1.74)
Der Propagator fiir das Teilchen im Topf ist
K(z,t;9,0) = > Wh(y,0)Up(x,1)

= D enenlz) et (1.75)

Offensichtlich lidsst sich diese Losungsstrategie auch auf andere Probleme
verallgemeinern, siehe spéter.

In der Beschreibung des freien Teilchens stellen wir fest, dass die ebene
Wellen Basis Wy (z,t) nicht normierbar ist. Um mathematische Probleme
zu vermeiden, miissen wir die Wellenfunktionen sorgfiltiger behandeln; ei-
ne Moglichkeit besteht im Ubergang zu Wellenpaketen, zum Beispiel den
Gaussschen Wellenpaketen.

1.7 Gausssche Wellenpakete

Gausssche Wellenpakete, vgl. dazu Abb. 1.19, beschreiben Teilchen in einem
lokalisierten Zustand, wobei die Lokalisierung sowohl im Ortsraum (Ax) und
im Impulsraum (Ak) definiert ist. Dabei ist das Produkt Ax Ak ~ 1 fixiert;
eine prazise Lokalisierung im Ortsraum impliziert eine breite Verteilung im
Impulsraum und umgekehrt. Weg von den Limites Az, Ap — 0, oo sind
beide Wellenfunktion (im Orts- und im Impulsraum) normierbar. Mathe-
matisch sind Gausssche Wellenpakete durch den Ausdruck

\IJ(‘T’ O) = 4217ra GikOSC 6_[(1_:80)2]/40 (176)

definiert. Diese Form involviert zum einen den Triger exp(ikox), zum ande-
ren in die Umhiillende exp[—(z — x¢)?/40], sowie einen Normierungsfaktor.
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Abb. 1.19: Gausssches
Wellenpaket im Orts-
raum.

%
q

% I[ll"“‘v
{
"l"

Re

Auch im k£ Raum hat die Wellenfunktion eine Gausssche Form,

U(k,0) = F[U(z,0)] = /dxq/(xjo)e—ikx

N

= VBrg e ilk—ho)mo o= (k—ko)* (1.77)

Die Propagation findet man wie iiblich via der Propagation freier ebener
Wellen,

U(z,t) = / % U(k,0) exp [i(kz — hk‘2t/2m)]

= V8ro /gke—i(k—ko)zo o—o(k—ko)? ji(ke—hk>t/2m)
™

k—k+ko Yo eikor e—ihkgtmm/dk ok (w—hkot/m—0) e—mk2t/2m e—ok2
27
_ .9 eikox efihkgt/Zm ef(xfhkot/mfxo)2/4at (178)
27Tot2 —
Phase
mit o, = o + ifit/2m. Mit der Wellenfunktion (1.78) findet man die Erwar-

tungswerte

hk
(r) = a0+ 0% = 3o + vot,
m
W) = Atk = b [ 58 0)kW(k,0) = ko
T

(A2 = (o — 20 — vot)?) = 2<1+1>_1 _ 0(14—4h2t2>,
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h2

(Ap)* = ((p— hko)?) (1.79)
Um (Az)? zu bestimmen haben wir verwendet, dass eine Gaussverteilung
o exp(—ax?) die Breite (Ax?) = 1/2a hat. Damit finden wir das Zerfliessen
des Wellenpaketes linear in ¢, Ax ¢, und die Unschérfe nimmt mit der Zeit
zu,

242
AxzAp = g 1+ et

> 1.
4m202 — 2 (1.80)

Beachte, dass in der Hamiltonschen Dynamik ein Paket linear in der Zeit
zerfliesst, Ax o t, wihrendem die dissipative Dynamik ein Packet langsamer
zerfliessen lisst, gemiss Az o< v/t.

1.8 Orts- und Impulsdarstellung

Es sei die Funktion f(7) € C,7 € R™ gegeben. Die Fouriertransformation
ist eine unitidre Operation auf dem Raum der komplexwertigen Funktionen.
Ubertragen auf den Raum der Wellenfunktionen erhalten wir die Darstel-
lungen

B "D en
Vit = [ G PTG (1.81)
U(pt) = /dnre_iﬁ’?/hlll(f",t), (1.82)
/ d"p PP = (27h)" (7). (1.83)

Interpretation

— Die ebene Welle ¢, = exp[ip’- 7*/h] beschreibt ein Teilchen mit Impuls
p. Der Impuls ist scharf, entsprechend ist der Ort undefiniert.

— Nach dem Superpositionsprinzip beschreibt (1.81) die Funktion W(7, t)
als Superposition von Teilwellen ¢, mit Impuls p.

Aus diesen beiden Punkten ldsst sich schliessen, dass W(p,t) die Amplitude
des Teilchens zur Zeit ¢ im Impulsraum ist. Demgegeniiber ist W(Z,t) die
Amplitude des Teilchens im Ortsraum.
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Ebenso ist
(7, )| d*r (1.84)

die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit ¢ im Volumen d"r um 7 zu
finden, und analog ist

d"p
(2mh)™

(5, t) | (1.85)

die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen zur Zeit ¢ den Impuls in d"p um
P herum hat. Wir nennen

U(r,t) : die Wellenfunktion in Ortsdarstellung,
U(p,t) : die Wellenfunktion in Impulsdarstellung. (1.86)

Die Fouriertransformation transformiert dabei zwischen Orts- und Impuls-
darstellung, die Normierung ist erhalten,

n N Parseval dnp N
Jarwop et [ (1.87)

Zwischen diesen beiden Darstellungen vermittelt eine Basistransformation
— wir gehen im n#chsten Kapitel im Detail darauf ein. An dieser Stelle
erwihnen wir die verschiedenen Basen (Orts- und Impulsbasis mit scharfem
Ort 7y und Impuls pp) in den Orts-(O-Dar) und Impulsdarstellungen (I-Dar):

Ortsbasis in O-Dar Wy (1) = 6"(7—70)

Impulsbasis in I-Dar V5 (p) = (27h)"6" (P — po) (1.88)

Impulsbasis in O-Dar ¥ (7) = f% U, (p) ePT/h = ewor/h
Ortsbasis in I-Dar s (P) = [d'r Uy (7) e PT/h = e=wTo/h
(1.89)



Kapitel 2

Formalismus der
Quantenmechanik

2.1 Hilbertraum

Die Giiltigkeit des Superpositionsprinzips impliziert als mathematische
Grundlage fiir die Beschreibung der QM einen linearen Funktionenraum
mit Skalarprodukt (fiir die Normierung), allgemein einen Hilbertraum.

Ein Hilbertraum H ist definiert als eine Menge von abstrakten Elementen
(Vektoren) ¢,1), ..., wir nennen sie iiblicherweise Zusténde, mit folgenden
Strukturen / Eigenschaften:

1. H ist ein linearer Raum, d.h. mit ¢; € H, a; € C, ist auch

ZZ» a;¢; € H.
2. Es existiert ein Skalarprodukt (-|-) mit den Eigenschaften
— ¢, € H, (1) € C, linear in 1), antilinear in ¢, das heisst (mit
ay,ag € C)

(@11 + asga|yy) = aj(d1[y) + a3{e2|y) ,
(Plarpr + azth2) = ar(@lYr) + a2(Plye) -

— (¢|p) > 05 falls (p|¢p) = 0 ist ¢ = 0.

3. H ist vollsténdig, das heisst fiir jede konvergente Folge ¢,, mit ¢, € H
gilt lim,, oo ¢, € H (eine Folge ¢,, heisst konvergent wenn ||¢, —
Gm|| — 0 fiir n,m — oo wobei ||¢[|? = (p|d)).

45
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Oft verlangt man zusétzlich:

4. dim’H = oo, das heisst, es existieren oo viele linear unabhéngige Ele-
mente in H. Sonst spricht man von einem endlich dimensionalen Hil-
bertraum.

5. 'H separabel, d.h. es existiert eine abzéhlbare Menge {1, } € H, so dass
sich jedes ¢ € H durch Elemente aus {1, } beliebig gut approximieren
l&sst.

Zwei Beispiele seien erwihnt:

— Komplexer Vektorraum, ein endlich dimensionaler Hilbertraum mit
endlich vielen Basisvektoren.

— Raum der quadratintegrablen Funktionen Lg(R™), ein oo-
dimensionaler Vektorraum. Dies ist der typische Hilbertraum
den wir in der Quantenmechanik betrachten.

2.1.1 Skalarprodukt

Mit Hilfe des Skalarproduktes definieren wir die Norm von ¢ € H als

ol = (lo)'/2. (2.1)

Das Skalarprodukt zweier Zusténde erfiillt folgende Ungleichungen:
Schwarz’sche Ungleichung: Sei ¢, € H, dann gilt

[(l) P < (8lo) (¥]w). (2.2)

Dreiecksungleichung: Sei ¢, € H, dann gilt

lo+ll < ol + ¥l (2.3)

Dabei sind (¢|¢)) und (¢, ) gleichwertige Schreibweisen. Im Raum der qua-
dratintegrablen Funktionen ¢(7) € C, 7 € R" ist das Skalarprodukt (von
¥, ¢ € H) definiert durch

(W, ¢) = / (7)), (2.4)
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2.2 Vektoren/Zustéinde

Ein Zustand ¢ € ‘H heisst normiert wenn
l¢]] = 1« ¢ ist normiert. (2.5)

Fiir ¢ € Lo (d.h., ¥ ist quadratintegrabel) ist 1) normierbar, ¥ — ¥/|[¢]|.
Wir definieren die Orthogonalitéit von ¢, € H als

(plty) = 0« ¢ ist orthogonal zu . (2.6)

2.2.1 Orthonormierung und Vollstindigkeit

Ein Set {¢n}, ¢ € H heisst orthonormiert wenn

<¢m7¢n> = dmn. (2.7)

Ein Set {¢,,} € H (H separabel) heisst vollstéindig wenn sich jedes ¢ € H
durch die {¢,,} darstellen lisst,

= cudn. (2.8)

Ein System von Zustdnden {1} € H heisst vollstindig und orthonormiert
(vONS) wenn (2.7) und (2.8) erfiillt sind. Man nennt dieses System eine Ba-
sis im Hilbertraum H (oder {t,} spannt H auf). Fiir ein Set von orthonor-
mierten Funktionen {1, (x)} € Ly lésst sich die Vollstdndigkeit ausdriicken
durch

S Ui whe@) = 8 -y (2.9
dann lassen sich Funkti:nen #(z) € La(R) darstellen als
o) = [dys-wot) = [ Y v
= ) (thn, @)tn(x) = zw. (2.10)

n n

Allgemein gilt fiir ein orthonormales System (ONS) die Besselsche Unglei-
chung,

Ylenl = D (6. 0n)(Wn,0) < (6,0), (2.11)

n n

fiir ein vONS gilt in (2.11) statt der Ungleichheit < die Gleichheit =.
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2.2.2 Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

Sei {¢n} eine Menge von Elementen in Lo (R"™). Wir konstruieren ein Ortho-
normalsystem durch

Y1 = o1/l
(2.12)
{ ha = ¢2— (Y1, P2)9n
Yy = ha/||he||
{ b = b — S0 (ke )
(2.13)
Un = hn/thH

2.3 Operatoren

Ein linearer Operator A auf H ist eine lineare Abbildung von H in H,

A: H—H

A: ¢9ceH—-ApcH (2.14)
o, veH, abeC
Alinear:  A(a¢ + b)) = aAp + bA). (2.15)

2.3.1 Beispiel: Impulsoperator

Aufgabe: Berechne (p) in der Ortsdarstellung:

_ d'p oo
® = [ e G0 PO
_ d™r d™r' d"p eiﬁp//hlﬁ*(F/?t) ﬁefiﬁ-v?/hw(ﬁ t)

LD | Grnp §
2 x Fourier V= (Fit) V(B

G /by <_ ?ve—iﬁ/ﬁ> o P i/ ﬁ%vw

“—

_ / dr* (7, 1) [?w(ﬁ t)] . (2.16)
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Der Impulsoperator in der Ortsdarstellung ist (vergleiche Seite 37)
p = —ihV. (2.17)

2.3.2 Allgemeine Definitionen & Eigenschaften
Wir definieren folgende Begriffe:

— Aist linear wenn A, a;v); = >, a;A; fiir a; € C ist.
— AT ist die Adjungierte zu A wenn gilt (AT, ¢) = (¢, Ap) V¢, v € Ls.

— A ist hermitesch (selbstadjungiert) wenn A = Af,
Es gilt: (AB)I = BTAT.

Beispiele linearer hermitescher Operatoren sind:

, Multiplikation mit 7, der Ortsoperator.

!

p, Ableitung —ihV, der Impulsoperator.
H, der Hamiltonoperator.
f(7), Multiplikation mit f(7), f : R" — R", z.B. V(¥).

g(p), wie f(7) aber im Impulsraum, oder

9(p), =>, g:;;) (—thV)™ im Ortsraum wenn eine Taylorreihe existiert.

Wéihrenddem Produkte von Operatoren z™ oder p™ einfach zu behandeln
sind, miissen wir bei gemischten Produkten, wie zum Beispiel xp, aufpassen;
obwohl x und p hermitsch sind ist es des Produkt xp nicht mehr. Es gilt
(zp)" = ptat = p2 und die Anwendung auf eine Funktion ¢ (z) ergibt

prp(x) = —ihO(zp) = —ih(y + zv)

xp(z) = z(—ihdy)p = —ihxy) (2.18)
= xp — pr = ih (als Operatoridentitét). Es ist also mit 7 auch f(7), mit p’
auch ¢g(p") hermitesch, aber ein gemischtes Produkt hermitscher Operatoren

(z.B. h(7- p')) fithrt nicht auf einen neuen hermiteschen Operator. Man kann
xp aber hermitisieren,

%(a:p—i—px). (2.19)
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2.3.3 Kommutator
Seien A und B lineare Operatoren. Dann heisst

[A,B] = AB— BA  Kommutator von A mit B. (2.20)

Beispiele von Kommutatoren:

[zi,pr] = thdik; @ =k sind (kanonisch) konjugierte Variablen.

[xi,x]‘] = 0

Operatoren kommutieren.

2.3.4 Niitzliche Identitaten

[AB,C] = A[B,C]+|A,C]B,
[A,B]l = [BT Af]. (2.21)

Baker-Haussdorf: mit exp[A] = > >, A"/n! gilt

eBe 4 = B+[A,B]+%[A,[A,B]]+-~ (2.22)

Falls [A, B] mit A und mit B kommutiert, also [[A, B], 4] = [[A, B], B] =0,
insbesondere wenn [A, B] € C, dann gilt

2.3.5 Erwartungswerte

Gegeben sei ein Zustand ¢ € H und ein (hermitescher) Operator. Wir defi-
nieren

(Ay = (Y, Ay) = /d”r »*(r)Ay(r) den Erwartungswert von A.

(A4) = (A (4}
= ((A%) - <A>2)1/2 die Schwankung von A. (2.24)
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2.3.6 Komponentenzerlegung von Ay

¢ heisst orthogonal zu ¢ wenn (¢, 1) = 0. Wir bezeichnen mit 1| eine zu

orthogonale Funktion. Sei A hermitesch, ¢, normiert, ||¢ || = 1, dann lésst
sich Avy zerlegen geméss
AY = (A)ypth+ (AA) gty (2.25)

(Hinweis: Fiir Ay # (A)¢) ist 1y = (A — (A)/[[(A = (A)y].)

2.3.7 Operatoren mit diskretem Spektrum

Sei A ein linearer Operator und 1, erfiille

Ay, = aptdn, an € C. (2.26)
ap heisst Eigenwert von A, v, der zugehorige Eigenvektor. Das (diskrete)
Set {a,} heisst (diskretes) Spektrum von A.

Sei A hermitesch, dann ist a,, = a}, = a,, € R, das heisst, das Spektrum (die
Eigenwerte) hermitescher Operatoren ist (sind) reell.

Sei a, # amy, dann sind die zugehorigen Eigenvektoren orthogonal,

(Vny ¥m) = 0 oder by, L .

Sei a, = ap, ein entarteter Eigenwert, dann lassen sich die zugehorigen
Eigenvektoren {¢,,} orthogonalisieren: wir definieren die Matrixelemente

Cinn ist hermitesch, also 3 Uy, U unitér, sodass Uy, CrnUpg = cadng dia-
gonal ist. Dann ist @, = Xo/|lXal| mit Xo = Unatn, orthonormiert (siehe
auch Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren). Wir kénnen schliessen,
dass ein System von Eigenvektoren {1, } zu einem hermiteschen Operator
immer orthonormiert werden kann, (¢,,, ¥n) = dmn.

Das Eigensystem {9, } zu einem hermiteschen Operator mit diskretem Spek-
trum ist vollstdndig; ein solcher Operator definiert als immer ein vONS (eine
Basis im Hilbertraum).

2.3.8 Operatoren mit kontinuierlichen Spektren

Beispiel: Wir betrachten die Operatoren z,p auf Lg(R) (Warnung: diese
Betrachtungen erheben keinen Anspruch auf mathematische Rigorositét).



52 KAPITEL 2. FORMALISMUS DER QUANTENMECHANIK

Die Eigenfunktionen zu x, p sind nicht regulir (vergleiche Seite 43)
x¢z0 (CE) = x0w$0 (.’13), /l/]xo (l‘) == 6(1‘ — .’1}'0),

V(@) = Do) w - o

PUpo(Z) = Po¥p (), Vpo(T) = ;
Po Po Ppo \/ﬁ

1z, () ist eine Distribution, )y, () ist nicht normierbar. Entsprechend brau-
chen wir zur Formulierung der Orthogonalitdt und Vollsténdigkeit Distribu-
tionen und Integrale (Mass!) statt Summen.

(2.28)

Orthogonalitit Der Satz von Funktionen {t,} ist orthogonal wenn

/daz Vo, (@)Yay () = d(ar — a2), a = xo,Po," - (2.29)

Vollsténdigkeit Der Satz von Funktionen {1} ist vollstindig wenn

[aaipn@) = sw-w. a=sapn (@230
Ein hermitescher Operator (z.B., z oder p) erzeugt wiederum ein vollstéandi-

ges System {1, }. Eine saubere Formulierung kann mit der Spektraldarstel-
lung der Operatoren gegeben werden.

Entwicklung nach ¢,(z) Jede Funktion ¢ lisst sich in den {t,} ent-
wickeln,

b(x) = / dyd(a ~y)o(y) = [ da / Ay (9 ba() ()
/ da(tbe, OYa(z) = / da c(a)v(). (2.31)

Kontinuierliche und diskrete Spektren unterscheiden sich geméss

Kontinuierliche Spektren «— Diskrete Spektren
(2.10)

c(a) - <%,¢> — Cp = <1/1n,¢>,
/da--- — Yy (2.32)

Allgemein kénnen Operatoren mit gemischtem Spektrum vorliegen, teils dis-
kret, teils kontinuierlich (z.B., gebundene- und Streuzusténde eines Hamil-
tonians H = p?/2m + V(¥) mit attraktivem Potential V).
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Bemerkung, fiir die Operatoren z und p ist (Eig 2 = Eigenwert zum
Operator x)

Y(z) = c(a) fir a € Eig z,
Y(p) = c(a) fir a € Eig p; (2.33)

damit sind ¢ (z) und ¥(p) gerade die Entwicklungskoeffizienten wenn als
Basis die vONS der Operatoren = & p = —ihd, gewihlt werden (z.B., fiir

a = a0, c(20) = (tbuy, 6) = [ dz 8(z0 — 2)(x) = (a)).

2.3.9 Matrixdarstellung eines Operators

Sei {¢n}, ¢n € H eine Basis in H, A ein (hermitescher) Operator auf H,
dann ldsst sich A in dieser Basis darstellen via der Matrix

Ay = (U, AT,)) = A* . (2.34)

2.4 Observable und Korrespondenzprinzip

Wir verbinden die oben erarbeiteten mathematischen Strukturen mit phy-
sikalischen Inhalten; aus den komplexen Funktionen ¢ werden jetzt Wel-
lenfunktionen W, die Operatoren werden zu Observablen: Einer Messgrosse
der klassischen Physik, z.B. dem Ort, dem Impuls, der Energie oder dem
Drehimpuls, entspricht in der Quantenmechanik ein hermitescher Operator
— Observable in der Quantenmechanik sind hermitesche Operatoren. Die
Zuordnung der klassischen Messgrossen zu den quantenmechanischen Ob-
servablen regelt das Korrespondenzprinzip:

— Den physikalischen Grossen sind in der Quantenmechanik (hermite-
sche) Operatoren zugeordnet.

— Den klassischen Relationen entsprechen quantenmechanische Relatio-
nen.

Die folgenden Zuordnungen und Relationen sind konsistent:

Ort7 — 7
Impuls pp  — —ihV
Energie £ —  tho,
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2

fiir die klassische Bahn gilt:  F = % + V(7)
m

h2

fiir die qm Wellenfunktion gilt: ihoyW (7, t) = [_Qm

V2 + V(F)] (7, t)
Bemerkungen: i) Die Beziehung ihd; = —(h?/2m)V? + V gilt nicht als Ope-
ratoridentitéit sondern angewandt auf eine quantenmechanische Wellenfunk-
tion W. ii) Betrachte die klassische Hamiltonfunktion H (5, ¢); es gilt die klas-
sische Relation fiir Bahn £ = H (P, gi1). In der Quantenmechanik haben
wir den korrespondierenden hermiteschen Hamiltonoperator H(—ihV,q),
H = HT, und es gilt die Schrédingergleichung

iho U = HU. (2.35)

2.4.1 Ehrenfest-Theorem

Das Ehrenfest-Theorem besagt, dass die Mittelwerte einer Observablen die
klassischen Gleichungen erfiillen (4 klassische Bewegungsgleichungen fiir
(x) und (p), siehe spéter). Wir konstruieren die dynamischen Gleichungen
fiir den Mittelwert (A) des Operators A wie folgt:

Schrodingergleichung (SG) : hdy U0 = HWY
SG komplex konjugiert : —iho;¥* = HU*
Observable : A
Dynamik fir (4) = /dnr U (7, 1) AU (7, 1) :

%(A} = /d”r[(@t\P*)A\Il + UH (0, A) ¥ + UFA(O, V)]
= (H,A) + (@A), (2.36)
Das Ehrenfest Theorem der klassischen Mechanik besagt, dass
d

mit den Poissonklammern {H, f} = (0,H)(0qf) — (0pf)(0qH), wobei 0, =
d/dz. Der Vergleich von (2.36) mit (2.37) ergibt die Korrespondenz

(1.0} — IRl (235)

wobei die Grossen f < F und g «» G den Observablen entsprechen.
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Beispiel: Teilchen im Potential V (r),

A =7 — |[H,7] = [p%/2m,7] = —ilhp/m,
A =9p — |[Hp] = [V(r),p] = iV, (2.39)
somit folgt
&= @/m,
&) = (VV(7)), pEhrenfest Theorem. (2.40)
2, ~
maE() = —(VV(),
Allerdings gilt nicht, dass mo?(7) = VV((7)); der Erwartungswert (x)

folgt nicht der klassischen Bahn da im allgemeinen (VV (7)) # VV((7))
(die Korrekturen ergeben sich mit 7= (7)) + (¥ — (7)) und anschliessender
Entwicklung um (7).

2.4.2 Kontinuititsgleichung

Die Interpretation von W*(#)¥(7) = p(7) als Wahrscheinlichkeitsdichte
fithrt auf die Frage nach der Definition der Wahrscheinlichkeitsstromdichte
f(F ). Die folgende Betrachtung gilt fiir einen Hamiltonoperator vom Typ
H = p?/2m + V(7). Sei p = U*(7,t)¥(7,t) die Wahrscheinlichkeitsdichte,
dann ist

Op = (0¥ + U™ (0, 0)
sa. —1 N 1,
= E(Hw Y %qf (HW)
e (V20T — U*(V20)

2ma

h
—V—(T*VU — V)
mi
. h
b= 2mi
= —Vj. (2.41)

(T VT — TVT)

Damit gilt die Kontinuititsgleichung
dp—divi = 0. (2.42)

wenn wir die Stromdichte j via (2.41) definieren.
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Bemerkungen: i) ; ist so definiert, dass mit A0, ¥ = HWV die Kontinuitéts-
gleichung gilt und die Dynamik keinen Teilchenverlust generiert. Damit be-
sitzen wir eine Methode bei bekannter Wahrscheinlichkeitsdichte p(¥) und
bekanntem Hamiltonian H die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j(\Il) zu fin-
den. ii) Sei U = /p(7,t) explip(F,t)] dargestellt durch Amplitude und Pha-
se. Dann ist j = (h/m) p(7,t)V (7, t), der Teilchenstrom, nur dann # 0,
wenn W eine ortsabhingige Phase ¢(7,t) hat. Es ist der Phasengradient
welcher die Strome treibt (vergleiche mit dem Ohm’schen Gesetz in der
Elektrodynamik, wo ein Teilchenstrom im Material iiblicherweise durch ein
elektrisches Feld getrieben wird).

2.4.3 Stationire Zustinde

Sei 0;H = 0, H zeitunabhéngig, dann kénnen wir die Dynamik abseparieren,

U(rt) = x() o),
mit im0 = HU gilt { x(t) = expl-ift/h], (2.43)
He(r) = Ep(7);

die ortsabhéngige Komponente ¢(7") ist Losung der zeitunabhéingigen Schro-
dinger-Gleichung. U(7,t) = e *F¥/"y(7) heisst stationirer Zustand, die zu-
gehorige Dichte p = |U|? = |p|? ist zeitunabhingig. Die Randbedingung
/ Normierungsbedingung des Eigenwertproblems Hp, = E,p, legt die er-
laubten Energien E,, fest. Im Sinne der Diskussion auf Seite 50 definiert die
zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung ein niitzliches (v)ONS {¢,} so dass

U(FE) = Y (pn, U7 0))pn(F)e Fnt/h, (2.44)

n

2.5 Messprozess und Kollaps der Wellenfunktion

In der Quantenmechanik kénnen wir fiir die Messung einer Observablen
nur eine Verteilungsfunktion w(a) bestimmen; die Grosse w(a)da gibt die
Wahrscheinlichkeit einen Messwert a im Intervall [a,a 4+ da] zu finden. Die
Verteilungsfunktion w(a) ist in der Quantenmechanik festgelegt durch die
Observable A und den Zustand ¥ des Systems. Wahrscheinlichkeitstheore-
tisch korrespondiert einem Messprozess {A, ¥} eine Zufallsvariable A, wel-
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che Werte a geméss w(a) annimmt. Wir definieren
my, = /da a"w(a) (2.45)
als n* Moment von w(a), und

x(r) = Fr(w) = /dae‘iaTw(a) (2.46)

als charakteristische Funktion, der Fourier Transformierten der Verteilungs-
funktion w(a). Damit ist w(a) aus den Momenten m,, bestimmbar durch

) = 2

n=0

w(a) = / ﬂeme(T). (2.47)

—00

Bemerkung, oft werden anstelle der Momente die Kumulanten cy
beniitzt,

n

T _ zF
Do = exp| Y ekl
k

n

c1T = M, (2.48)
Cr = Mmoo — m%,

c3 = m3— 3mamq + 2mi1)’,

c4 = Mg —dmzmq — 3m% + 12m2m% — ﬁmil,

Anwendung, auf den quantenmechanischen Messprozess {A, ¥}:

— Sei ¥ = ¥, ein Eigenzustand von A, AV,, = a,,¥,,. Dann ist (A*) = aF
das k-te Moment,

_ (_Z)k n _ 2
x(7) Z il (anT) exp(—ianT),
k
w(a) = d(a—ay), (2.49)

und es wird mit Sicherheit a, gemessen, da es sich bei der Messung
um einen reinen Zustand mit einer Eigenfunktion handelt.
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— Sei ¥ =3 ¢,V eine Superposition, dann ist das k-te Moment

(A5 = > leal’ar,
X(m) = > leaffem™,
wla) = Y len*6(a—an), (2.50)

d.h., es wird mit der Wahrscheinlichkeit |c,|? der Eigenwert a,, gemes-
sen.

Zusammenfassend, sei {¥,} ein VONS zu A mit (diskretem) Spektrum
{an} (kontinuierliche Anteile im Spektrum werden entsprechend (2.32) be-
handelt). Jeder Zustand eines Systems kann geschrieben werden als

U= ) Uy, 1) =" leal = 1. (2.51)
n n
Die Messung der Observablen A am System im Zustand ¥ ergibt, dass

— mit Wahrscheinlichkeit |c,|> der Eigenwert a, gemessen wird, das
heisst, nur Eigenwerte werden gemessen,

— nach der Messung des Eigenwertes a, sich das System im Zustand
U, befindet; die Messung von a,, (scharfe Messung — grosse Stérung)
fithrt zum

Messung von an,
—

Kollaps v v, (2.52)

der Wellenfunktion. Nach der Messung befindet sich das System im Ei-
genzustand ¥, und eine nochmalige Messung von A liefert die Wahr-
scheinlichkeit w(a) = 6(a — ay,), sofern die Zeitevolution des Systems
U, erhilt, d.h. [A, H] = 0. Damit lésst sich ein System durch eine Mes-
sung in einem Zustand préparieren; allerdings hat diese Priaparation
einen statistischen Charakter, da der prédparierte Zustand erst nach
der Messung festgelegt ist.
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2.5.1 Mehrere scharfe Messungen

Seien A und B zwei Observablen. Wir interessieren uns fr die Bedingungen,
die uns erlauben A und B gleichzeitig (scharf) zu bestimmen. Wir zeigen,

Es existieren gemeinsame Eigenfunktionen
[A,B] =0 <= | VU,,,, so dass eine Messung von A und B die| (2.53)
Eigenwerte a,, und b, scharf liefert.

und unterscheiden zwei Félle:

1. AV = aV¥ nicht entartet — ABV = BAV = ¢BY und da der Eigen-
raum Eig, von a nicht entartet ist, muss BV = bW sein. o

2. AV, = aV¥,, fir n = 1---k, ein k-fach entarteter Eigenraum von
A. Es gilt wieder ABY,, = aBY¥,, und somit BY,, = Zﬁlzl Cnm¥Ym.
Die Koeffizientenmatrix ¢, = (¥,,, BY,) ist hermitesch und somit
existiert U unitar mit

Ulcu = Cp diagonal, UU=0U"=1. (2.54)

Die Linearkombinationen ®, = 251:1 U,V sind Eigenfunktionen
sowohl von A als auch von B, denn

(Bs; B®,) = > (U, Upys BU, U)

= Z Um’sCmm’U:;w = ZUmSC’DSU;LT

= Op,.0sr, (2.55)

wobei C' hermitesch ist, CT = C das heisst C¥,, = Cpm, UTU =
Y UpiUns = 0ps und CU=Y", CrypyUpys = UpysCp, = UCp. o

Umgekehrt gilt: sei {¥,,} ein vONS zu A und B mit Eigenwerten a,, und b,,,
dann kommutieren A und B, [A, B] = 0.

Vollstéindiger Satz von Observablen. Wir nennen ein vONS zu A
eine Basis von A. Wir nennen ein Set von Observablen Aq,---, A, einen
vollstdndigen Satz von Observablen, falls [A;, A;] = 0 und das gemein-
same System von Eigenfunktionen nicht mehr entartet ist. Die Eigenwer-
te a1, -, a, eines vollstindigen Satzes von Observablen nummerieren und
charakterisieren die Eigenfunktionen W, = V¥, .., . Die Messungen von
Aq, -+, Ay liefern die maximal verfiighbare Information iiber das System.
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Bemerkungen: i) Sei Aj,---, A, ein Set von Observablen mit ¥,, noch
entartet, dann gibt es eine Symmetriegruppe (endlich oder kompakt) deren
Erzeugende mit den Aj,---, A, kommutiert. ii) Falls H € {A,} zerstort
die Dynamik nicht die scharf gemessenen Eigenwerte. iii) Fiir das Potential-
problem im R! sind die Operatoren = oder p vollstindig (Fouriertheorem),
allgemein sind im R"™ die Vektoroperatoren 7 oder p vollstindig.

2.6 Basistransformationen

Aus der linearen Algebra ist bekannt: Seien €;, €’; zwei Basen mit

E-er) = > el =0 (2.56)
J

und
D el = Gu, (2.57)

(ebenso fiir €;) sowie ¥ € V ein Element im Vektorraum. Der Vektor ldsst
sich in den verschiedenen Basen darstellen,

o= ) v = > vk (2.58)

% 7

Die Komponenten v; = (€;-0), v} = (€’ -¥) transformieren geméss
v = (€5-0) = &> wé
k
= D (@-@ue = Y Tivs (2.59)
k k

mit der Transformationsmatrix
Ty, = (€% &) (2.60)

Andererseits transformiert die Basis geméss

! l m_Il n =/ >N\
e, = g Oonie; = g epeper = E (€' - €ey
n nk

%
€ = ZTkiglk, (2.61)
%
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womit man folgende Eigenschaften der T-Matrix findet,

ZTkile’ = Ze%memegn? = Zé nertelt = O
i

mn

=777 = 1, 7T = 1. (2.62)

Man erhilt konsistent dazu

v = ZTkz (€% - 0) ZTM;W
e = Z(ek'ei e = ZTikek- (2.63)
k

k

Dieses Schema iibertrigt sich direkt (bis auf Komplexitéit) auf den Forma-
lismus der Quantenmechanik. Sei H ein Hilbertraum komplexer (Wellen-
) Funktionen, die Mengen {V,(z)}, {V/(x)} zwei vONS, das heisst
(Y ¥m) = Omn, op Vi (@)W (y) = 0(x — y). Wir konnen den Basiswechsel
wie folgt vollziehen,

Uj = (V|¥;), die Transformationsmatrix,
Uty = UUY = 1 unitér, wobei
vt = (un", U = U (2.64)

Sei W(x) =3 ,a;¥;i(x) = >, a,V(r) € H, dann transformieren die Basen
und Amplituden geméss

{\I!i(:v) = > Un¥(2) {ai = Zk(UT)ikaz' (2.65)

Vi) = Y (UNkTs(x)’ ’

a; = X Uinak
Dabei ist der Zustand ¥(x) selbst unabhiéingig von der Basis. Nebst dem
Zustand ¥ € H konnen wir auch (hermitesche) Operatoren in einer Basis
darstellen, siehe (2.34), Ay, = (U, AU,,) = A% . Eine zweite Basis {U] }
definiert die entsprechende Darstellung A/ =~ = (¥ AW/ ): die zwei Dar-
stellungen hidngen wiederum via der unitédren Transformation U zusammen,

Al = (WA = ZUnk\I/k,A Z U,

(UT)lm
= > UnAuUyy,
ki

& A = UAUT. (2.66)
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Die Darstellung von A in der Eigenbasis definiert durch A®%(x) = a, % (x)
ist besonders einfach, da sie diagonal ist,
~——

in der Eigenbasis

Beispiel: Der Ubergang von der Orts- zur Impulsdarstellung ist eine Ba-
sistransformation im obigen Sinne,
1

Uj(z) < Ty(z)=6dy—=), Tz) < ‘I’p(@:\/ﬁeimh- (2.68)

Damit ist U;; < Upy = (¥, |¥,) = exp[—ipy/h]/v2rh und es ergibt sich

e—ipy/h eip:c/h
; eipy/h eipx/h
Uy(z) = /dy(U Jup¥Vy(r) = /dy \/ﬁé(yfx) = oo

o(r) = / dy D) ()

Q(y)a;

~ [ [/dye\;%hcb(y)

®(p)—a)

U, (). (2.69)

Rechnet man obige Formeln nach, so kommt man zum Schluss, dass dies ein
ziemlich mithsamer Formalismus ist. Dies dndert sich schlagartig, wenn wir
zur Dirac Notation tibergehen.

2.7 Diracnotation

Grundlegende Grossen im Formalismus sind die

Zusténde U € 'H, 'H der Hilbertraum, und die
Operatoren A, A: ¥ — AV € H. (2.70)

Diese Grossen kénnen wir in einer Basis {¥,,} darstellen. Verschiedene Ba-
sen geben gleichwertige Darstellungen im Sinne der obigen Transformations-
regeln zwischen Basen. Wir fithren deshalb eine basisunabhéingige Vektor
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Notation (Dirac Notation) ein und bezeichnen einen Zustand im Hilber-
traum H mit

v) € H. (2.71)
Ein quantenmechanischer Zustand legt |¥) bis auf eine Phase fest,
qm-Zustand = €¥|¥), ¢ € R beliebig aber fix.  (2.72)
Das Skalarprodukt zweier Zusténde |¥) und |®) bezeichnen wir mit

(¢|¥)y € C, (®| = dualer Vektor zu |P).

T1
(bra|ket) (2.73)

Wie iiblich gilt (®|¥)* = (U|®), (¥|¥) > 0; im weiteren gelten natiirlich die
Schwarzsche Ungleichung, die Dreiecksungleichung, und die (anti-)Linearitét
des Skalarproduktes.

Basis: eine Basis ist ein Set {|¥,,) = |n)} welches orthonormiert (2.74)
und vollstindig (2.75) ist,

(njm) = Opm, (2.74)
> fn)(n| = 1L (2.75)

Projektoren: Der Operator P, = |n)(n| ist der Projektionsoperator auf
den Zustand |n), denn
PalW) = |n) (n|¥) = (n]¥)[n),
——
cC
Py o= n){nln)(n] = |n)(n|] = P (2.76)
1

damit ist P,, idempotent.

Die Darstellung von |¥) in der |n) Basis ist gegeben durch

v = 1w = 3 n)nlv)
= Yl n) = 3 auln). (2.77)

n
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Wird die Basis durch ein Kontinuum von Zusténden festgelegt, so ersetzen
wir (n — a € R)

zn:—>/da : (2.78)

Spezielle Zustinde sind

|Z) (Teilchen am Ort &),
Ip) (Teilchen mit Impuls p). (2.79)

Die Sets {|Z) |# € R"} und {|p’) |p' € R"} legen die Orts- und Impulsbasen
fest. Die Orts- und Impulsdarstellung von |¥) ist dann

(Z|¥) = W¥(¥), Ortsdarstellung,
(F|¥)y = Y(p), Impulsdarstellung. (2.80)

Basistransformation: Die Basistransformation wird zur Trivialitat,

W(E) = (#V) = / 0"p(E|7) (7] D)

- (%;)n/z/d”p PTG (), (2.81)
v5) = @Yy = [ da@lnaE)
= (%;)m / A"z e Py (7). (2.82)
oder allgemeiner,
W= ey = el = Y, (2.83)
i
wobei p, v diskret oder kontinuierlich sein kénnen. Offensichtlich ist,
v = [deelve) = [Erve (2.84)
= /d"az (x|¥)|z) = /d”xlll(x)|x> (2.85)

- z@\\p) V) = i%\uy (2.86)
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Operatoren: Ahnlich wird die Behandlung von Operatoren viel einfacher.
Sei |v) eine diskrete oder kontinuierliche Basis, dann ist

—e
A = géruwmj;mm - §@u<v|Aw>|v><m. (2.87)

Vi

Besonders einfach (weil diagonal) ist die Darstellung in der Eigenbasis mit
Ala) = ala),

A = YaaaY W)@l = Yalaal (2.89)

Adjungierte Operatoren: Sei A zu A adjungiert, das heisst, (v|AT|u) =
(u|Alv)*. Sei jetzt |a) = A|S), was ist (a]?

Sabiwl = Yool = Yl e

. Zf<g|Auy><y\ — (3|A" = (48], (2.89)

(o

somit verstehen wir (A3| als (3|Af.

2.8 Zehn Regeln der Quantenmechanik

1. Formale Basis ist ein Hilbertraum H mit Zustinden |¥) € H, Skalar-
produkt (-|-) und Operatoren A.

2. Der Zustand eines Systems wird beschrieben durch den Zustandsvektor
|¥) € H (bis auf eine Phase).

3. Den Observablen entsprechen hermitesche Operatoren A.
4. Beobachtet werden die Erwartungswerte (Mittelwerte) (A) = (V| A|¥).

5. Die Dynamik (Zeitentwicklung) des Systems wird durch die Schrédin-
ger Gleichung bestimmt,

hO U, t) = H|U,t), (2.90)

mit H dem Hamiltonoperator; letzterer folgt aus dem Korrespondenz-
prinzip. ‘Eine Theorie wird quantisiert’ heisst, dass i) der Lagrangian
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zum Pfadintegral erhoben wird (integrale Darstellung) oder ii) die Va-
riablen im Hamiltonian durch Operatoren ersetzt werden indem die
Poissonklammern fiir die konjugierten Variablen durch Kommutato-
ren (mit ) ersetzt werden (differentielle Darstellung).

Wird an einem System im Zustand |¥) ein Eigenwert a zum Operator
A gemessen, so reduziert sich der Zustand zu |a) (Kollaps der Wellen-
funktion). Der Eigenwert a wird mit der Wahrscheinlichkteit |(a|¥)|?
gemessen.

Die maximale Information iiber den Zustand eines Systems ist durch
die Messung eines vollsténdigen Satzes von Observablen gegeben.

Gilt 9,H = 0 so ist die Zeitevolution des Systems gegeben durch
vy = 3 (B0 ), (2.91)

mit den stationdren Zusténden |E) als Losungen der zeitunabhéngigen
Schrodinger-Gleichung, H|E) = E|E).

Ein vONS {|v)} C H, charakterisiert durch

(W) = Gu oder §(u—w),

i W = 1, (2.92)

definiert eine Darstellung,

v = Y = 3w,

A = twlap) ol (2.99)
v
Verschiedene vONS sind unitér dquivalent: Seien {|a)}, {|v)} zwei

vONS, dann sind

(o] W) a-Darstellung

} unitér dquivalent. (2.94)
(v| ) v-Darstellung

Insbesondere existiert eine Transformationsmatrix U,, = (v|a) so,
dass

<Mm={fmm W) |
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v = Yabla). (2.96)

Der Zusammenhang zwischen verschiedenen Darstellungen eines Ope-
rators ergibt sich zu

(ulAlv) = Zi(u\@(ﬂIV)WIAI@- (2.97)

af

Die Transformationsmatrix U, ist unitér,

Sty = Ywia)oh) = by (2.98)

2.9 Normierung und ¢-Funktion

Problem: Kontinuumszustéinde sind im allgemeinen nicht normierbar, z.B.
gilt fiir ebene Wellen ¥} = exp(ik - 7), dass J 1¥|2d3r — oo. Wir diskutieren
zwei Methoden das Problem der Normierung zu behandeln, den Ubergang
zu Wellenpaketen oder die Boxnormierung. Es gibt drei verschiedene Arten
der Boxnormierung im weiteren Sinne:

— Fixe Winde mit V(7 € Wand) = 0. Damit wird das Spektrum diskre-
tisiert und die Eigenfunktionen (zu p' oder H) sind normierbar, siehe
Seite 39 fiir dim = 1,

2 ( sinkz, k=2mn/L,

Vi) = L { coskx, k=2m(n+1/2)/L. (2.99)

— Periodische Randbedingungen,
U(F+L) = U.(F), L= L,
) = e,
Orthonormierung;:

* = 1 i(k—K')-7
/ddr\IlE,( YUL(F) = Ld/v dir )T = 5. (2.101)

=
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mit (5,3];, der Kronecker §-Funktion:

1, k=Fk,
Ok = { 0 , sonst. (2.102)
Vollstandigkeit:
%/ = = 1 = —‘_77/
SWENT) = g S
k m

1 Poisson-Gleichung
= D UF-F 4+ ML)
m

d
| din= <2L> dk (2.103)
m
= (21)d / Ak FOT = i)
T

— Statt der Boxnormierung kénnen wir auch auf eine J-Funktion nor-
mieren; mit den Wellenfunktionen W,

V(i) = ———e* FeRr? (2.104)

haben wir die Orthonormierung

1 ST TN - -
d 2\ (7)) — d,. i(k—k')7 _ sd(7. 70
/d r WL (M) W) = (27r)d/d re =0k —k), (2.105)

und die Vollsténdigkeit

1 s,
d 2N\ (7)) — dy, Jik-(F—7") _ sdi> =/
/d k() Wg(r) (QW)d/d ke 0N(r—71"). (2.106)

2.10 Regeln zu Deltafunktionen

d-Funktionen werden im Sinne von Distributionen behandelt, wirken also
auf Testfunktionen ¢(z),

Us(t) = / dz §(z)t(z) = t(0) (2.107)

—0o0
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fiir alle Testfunktionen ¢(x). Man kann die 0-Funktion durch Grenzprozesse
darstellen,

. sinvyzx . sin?qyx
d(z) = lim = lim ,
Y=o X Y00 7T’7$2
. e/m
— hm %,
e—=0 x4+ ¢
2
) e T /20
= lim

0—=00 /2o ’
1/a , |z|<a/2,

= ill)I%) Xa(x)’ X = { 0 s sonst.

(2.108)

Eigenschaften der §-Funktion:

é(z) = é(—x),
§(x) = —d(—x),
xo(x) = 0,
xd'(z) = —o(x),
Slaz) = |i|5(x),

(@) = 3 = a0). mit f(zo) =0
5 —a?) — pla‘[a(x — a) +8(x + a)l,
/dmé(w _ )z —b) = la—b),
F@)d@—a) = f(a)i(z—a). (2.109)

Diese Beziehungen sind zu beweisen durch Multiplikation mit einer Test-
funktion ¢(x) und Integration iiber x.

Auch niitzlich ist die Heaviside-Funktion ©(x),

0, <0,

O(z) = (3, =0, (2.110)
1, z>0;

5(xz) = ©O(x). (2.111)

Beachte auch

a(z) = 2[@(m+a/2)—®(aj—a/2)], (2.112)
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mit ©(z) gegeben durch (2.110), die charakteristische Funktion auf

[—a/2,a/2].



Kapitel 3

Quantenmechanik in einer
Dimension

Die Quantenmechanik in einer Dimension ist nicht nur einfach, sie ist auch
illustrativ (viele wesentliche Situationen ergeben sich bereits in dim = 1)
und sogar relevant, letzteres vor allem im Bezug auf die Physik der Mikro-
(um) und Nano- (nm) Strukturen. Im folgenden behandeln wir zuerst den
Fall stiickweiser konstanter Potentiale, vgl. Abb. 3.1.

A

Vv

Abb. 3.1: Stiickweise
j -------- konstantes Potential.

Y

X

Als Spezialfille untersuchen wir anschliessend verschiedene Potentiale mit
exemplarischen Charakter, insbesondere gebundene Zusténde in Topf (Abb.
3.2(a)), den Tunneleffekt durch eine Potentialbarriere (Abb. 3.2(b)), ver-
schiedene Streuprobleme die auf Resonanzen fithren (Abb. 3.2(c) und (d)),
das §-Funktionspotential (Abb. 3.2(e)), periodische Potentiale die auf Ener-
giebdnder fithren (Abb. 3.2(f)), oder ungeordnete Potentiale welche die Wel-
lenfunktion lokalisieren (Abb. 3.2(g)).

71
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v @ VE ] -
E| =dennn-] N o =7
VO

%4 (c) \1/5 __________ \%4
Ej =========- El =acalacaaa

* @ Lt ‘ ) )
v ® 1% (9

3 LI L1

Abb. 3.2: (a) Gebundene Zustédnde in Topf, (b) Tunneleffekt durch Poten-
tialbarriere, (b), (c¢), (d) und (e) Streuprobleme und Resonanzen, (e) J-
Potential, (f) periodisches Potential, (g) Zufallspotential.

Anschliessend betrachten wir einige exakt losbare Fille, den harmonischen
Oszillator, sieche Abb. 3.3(a), das Morsepotential, siche Abb. 3.3(b), das
cosh ™2 z Potential, siche Abb. 3.3(c), und das konstante Kraftfeld, vgl. Abb.
3.3(d). Der Hamiltonoperator hat in allen Fillen die Form H = p?/2m+
V(z), wobei das Potential V' (z) die beschriebenen Formen annimmt.

S\

—2x Loe* —1/cost x

Abb. 3.3: Exakt losbare Probleme: (a) Harmonisches Potential, (b) das
Morse Potential das ein Oberflichenpotential annéhert, (c) das Cosekans-
hyperbolikus Potential (das entsprechende Eigenwert Problem kommt in
verschiedenen Situationen vor), (d) das konstante Kraftfeld, z.B., ein Elek-
tron im elektrischen Feld.
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3.1 Transfermatrix Formalismus

Betrachte die in Abbildung 3.4 skizzierte Potentialstufe.

174 l r Abb. 3.4: Potentialstufe als
) i P _ Element im Transfermatrix
b Formalismus.
Ehreeema- -
\ 0 X

Wir definieren die Wellenfunktionen
U = ae™ 4 be~** W, = Ae™% 4 Be™® (3.1)
mit
k=v2mE/h, «=+/2m(E,— E)/h. (3.2)

Stationdre Zusténde zu H miissen in x stetig sein, so dass ¥;(0) = ¥,.(0)
und ¥;(0) = ¥;.(0), wobei " die gewshnliche Ableitung 0, = d/dx bezeich-
net (ansonsten erzeugt 02 in H eine §-Funktion in 0; wenn im Hamiltonian
verschiedene (effektive) Massen m; # m, auftreten muss die korrekte her-
mitesche Form benutzt werden). Die Auswertung der Stetigkeitsbedingung
verbindet die Amplituden,

£ <a) B 1(1#‘,3 1—i,gV><A>
E——--. O= = = - b b B 2 _% 1"’% B

k i A i
0 = M< ), det M = —. (3.3)
0 B k
a —> A — A 1 1+£ _% a
b= B~ (B) - 2(1—;; 1+;;><b>
Abb. 3.5: Potentialstufe a k
= M<b>’ det M = —. (3.4)
o

Ebenso erhélt man die Transfermatrix (mit dem Ansatz U; = ae™ " + be®*
und ¥, = Ae*® + Ae~*?) fiir die umgekehrte Stufe
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o k

F ===t ===

und weiter

F === ===

-—— = === [

io iB

F ===t ===

M

[ =

k k
k E ]’
2\1-£ 1+ L

det M = = (3.5)
10

1<1+; 1-2)
9 l L/
2\1—-¢ 1+
V2m(E = Eg)/h < k, (3.6)
1<1+? 1—§>
9 k k|

k
detM:? (3.7)
(148 19,
2\1-9 1+94
v2m(—E)/h < «, (3.8)
1(1+8 1-8
2\1-2 142)°

B

o

det M = (3.9)

Die folgenden Matrizen beschreiben die Propagation iiber stiickweise kon-

stante Potentiale,

E,

E @ = ===
A0
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. —ikw 0
E|=-=---= _ (¢
k M < 0 6ikw> ’
0 det M = 1. (3.11)
w

Dabei haben wir folgende (exponentielle) Zusammenhénge fiir die Erstellung
der Relation 3.10 gebraucht,

Uo o= MY, U = 007 = 0,
Ui = YT, U = 00 = 0, (3.12)

wobei r und [ den rechten und linken Punkt in der Skizze bezeichnet und die
Pfeile — bzw. < die Propagationsrichtungen angeben. Die Herleitung von
3.11 involviert propagierende Wellen o exp(+ikx) anstelle der exponentiell
gedampften/anwachsenden Funktionen exp(+azx).

Das Gesamtproblem mit stiickweise konstanten Potentialen,

A

Vv

E-l---- NIMLIKJT . ... E DI|C BIA

Abb. 3.6: Stiickweise konstantes Potential mit beliebiger Form.

wird anschliessend durch eine einfache Matrix-Multiplikation geltst; sei die
Wellenfunktion auf der rechten Seite gegeben durch

A
U, = <B> , (3.13)
dann ergibt sich die Wellenfunktion ¥; auf der linken Seite als
a — — —
v, = <b> = MxymMyL Myg My My M Mug

— — — A
x Mgy My Mep MpcMcgMpa <B> . (3.14)
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Beachte, dass die Wellenfunktionen ¥; und ¥, gegeben sind durch

U, = Aeikx+Be—ikz,
U = ae®@W) 4 pe @) (hier: W < 0) (3.15)

da die Matrizen M immer auf x = 0 bezogen wurden. Natiirlich sind immer
die relevanten «, 3, k, [ und Propagationsdistanzen w einzusetzen. Der obige
Formalismus eignet sich besonders fiir numerische Losungen (per Compu-
ter). Da immer die vollstdndige Information berechnet wird, ist die Losung
spezifischer Fragestellungen (mit einigen Koeffizienten A, B,a,b = 0) oft
einfacher mittels direkter Analyse statt mittels Transfermatrix-Technik.

3.2 Streumatrix

Eine mit der Transfermatrix M verwandte wichtige Grosse ist die Streuma-
trix S: Wihrenddem die Transfermatrix die Amplituden A, B, ... auf der
rechten Seite des Potentiales mit den Amplituden a,b, ... links vom Poten-
tial verbindet, liiert die Steumatrix die einfallenden Amplituden (z.B. a und
B) mit den ausfallenden Amplituden (z.B. A und b),

A t
e (1) < (D) o

(L Out i) S <i> In ﬁ) . (3.16)

Die Koeflizienten der Streumatrix .S haben folgende Eigenschaften Die Teil-
chenzahlerhaltung bedingt, dass S unitér sein muss, ST = S~1. Fiir die
Koeflizienten erhalten wir die Bedingungen

P+ = 1=+ P (3.17)
rt+t"r = 0, (3.18)
tr' +rt = 0, (3.19)

— ' = " (3.20)

Die Zeitumkehrinvarianz (T-Invarianz, erfiillt bei verschwindendem Magnet-
feld H = 0) verlangt, dass mit ¥ ist auch ¥* eine Losung sein muss, woraus
wir die Bedingung

—t =t (3.21)
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erhalten. Schliesslich gilt fiir ein symmetrisches Streupotential (P-Invariant)
—r = 7. (3.22)

Damit finden wir die Streumatrix in der Form (7-Invariant, P-Invariant)

§ — (i :) (3.23)

mit |r|? + [t|? = 1 und t*r = —r*t sowie det S = ¢/t*.

Abb. 3.7: Die Streumatrix S trans-

Viin 1 formiert die einfallenden Amplitu-
— den (hier 1 von links) in die ausge-
out ,. ¢ out henden Amplituden, hier eine trans-

0. - 7 mittierte ¢ (nach rechts) und eine re-

0 w X flektierte (nach links).

Die Amplituden r und ¢ heissen Reflexions- und Transmissionsamplituden.
Betrachte eine Potentialbarriere zwischen z = 0 und z = w und eine von
links einfallende Welle mit ¢ = 1, vgl. Abb. 3.7; dann wird eine Welle
t explik(r — w)] transmittiert und eine Welle r exp(—ikx) reflektiert. Die
Phase 2¢ des Reflexionskoeffizienten r = |r| exp(i2¢) nimmt innerhalb der
quasi-klassischen Approximation den Wert ¢ = 7/4 fiir ein linear ansteigen-
des Potential an; fiir eine unendlich hohe Potentialstufe ist ¢ = 7/2 und die
einfallende und reflektierte Welle 16schen sich am Rand aus.

Die Form (3.23) lisst sich diagonalisieren, !

g, — t+r 0 _Jt (¥ 0
b= 0 t—r) V=0 e
i(04+¢) 0 26+
e e
= ( 0 ei((s_cp) > = ( 0 @210 ) (324>

mit ¢ = +arctan(|r|/|t]).

In einem ersten Schritt findet man die Eigenwerte t + r. Die Unitaritéitsrelationen
[t|>+|r|* = 1 und t*r+r*t = 0 implizieren, dass [t+r|* = 1. Mit dem Ansatz t = |t| exp(id),
r = |r|exp(ix) folgt aus t*r+r*t = 0, dass x = d£7/2+2nm. Damit erhilt man Eigenwerte
in der Form t 7 = exp(id)[|¢t| = (£%)|r]]. Mit ¢ = £ arctan(|r|/|¢|) findet man das Resultat
t+r = exp[i(d £ ¢)]. Damit erhiilt man die Streuphasen d+ = 0 + ¢, wobei das Vorzeichen
in ¢ wechselt, sieche das Beispiel zur Streuung an zwei §-Potentialen in den Ubungen und
die Diskussion des Levinson Theorem in 1D.
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3.3 Teilchen im Topf

Ein Potentialtopf wie in 3.8 abgebildet bindet Zusténde in einer Anzahl die
durch die Potentialtiefe V' bestimmt wird. Das Heisenbergsche Unschérfe-
prinzip gibt uns die Energieskala des Problems: mit Az ~ w ist Ap ~ h/w
und wir finden die Energie Ey = h?/2mw?. Die gebundenen Zusténde im Po-

Abb. 3.8: Potential-Topf der Breite w

4 und Tiefe V.
10 k 10
E - o m om omo- -
0 |

-wn o wpr X

tentialtopf lassen sich mit Hilfe des Transfermatrix-Formalismus finden. Wir
konstruieren die Transfermatrix aus den entsprechenden drei Elementen,

(a) 1(1+; 1—;><eilw 0 ><1+m 1—1‘&) (A>
= = 1 1 il . .
b 4\1—4 1+ 0 e 1—ik 141k B
A
- (3),

wobei k = a/l, a = \/2m(V — E)/h, | = v2mE/h. Mit etwas Trigonometrie

finden wir die Transfermatrix

M o= (cos lw — sm.hysmlw — cosh‘y sin l?u ’ (3.25)
cosh y sin lw cos lw + sinh y sin lw
mit
. 1 /1 o 1 /1 «Q
sinhy = 3 (a — l> , coshy = 3 (a + l) . (3.26)

Die gebundenen Zusténde finden wir, indem wir Normierbarkeit verlangen.
Entsprechend diirfen keine exponentiell wachsenden Komponenten auftre-
ten, weshalb die Amplituden a und B verschwinden miissen,

()= () (5)= (%) o)

Diese Randbedingung erzwingt das Verschwinden des Matrixelementes M
und wir erhalten die Bedingung

coslw = sinhysinlw
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2cotlw = l/a—afl
= cot(lw/2) — tan(lw/2). (3.28)

Mit cot z = 1/ tanx erhalten wir die einfacheren transzendenten Gleichun-
gen

tlﬂ——g nd tnlﬂ—g
(302— lu a2—l

die sich graphisch l6sen lassen. Dazu definieren wir neue Koordinaten & =
lw/2 und n = cw/2 und finden die Relationen

Ecoté = —n,  Etan€ = . (3.30)

Die Parameter a = /2m(E — V) /h und | = v/2mE/h sind via Energie E
und Potential V' verkniipft und wir erhalten die zweite Relation

(3.29)

mwQV E‘o:ﬁQ_/Qmw2 11
2h2 N 4Ey

E 4+ = (3.31)
Abbildung 3.9(a) illustriert die graphische Losung des Problems. Die Losun-
gen mit einer geraden und einer ungeraden Anzahl Knoten ergeben sich ab-
wechslungsweise aus den beiden transzendenten Gleichungen; die Energien
ergeben sich aus den Werten von £ via

E = WE_ 4Ey &> (3.32)
- 2m 0 '
mit der Energieskala E, = h%/2mw?; die zugehorigen Eigenwer-

te/funktionen sind in Abbildung 3.9(b) und (c) dargestellt.

3.3.1 Paritat

Fir V' — oo ergeben sich Wellenfunktionen der Form o sin(n7x/w) und
x cos(nmx/w); sie sind ungerade und gerade in z, sieche Abschnitt 2.5.1
iiber mehrere scharfe Messungen auf Seite 39. Diese Symmetrie fiir die Wel-
lenfunktionen gilt ist auch fiir Potentialtopfe endlicher Tiefe, d.h., V' < oo;
sie ist eine Folge der Symmetrie des Hamiltonoperators. Wir definieren den
(Symmetrie) Operator P, den Paritidtsoperator

(PU)(z) = Y(—x), (x| P|¥) = (—x|¥). (3.33)

Der Hamiltonoperator H kommutiert mit P, d.h., H ist invariant unter der
Vertauschung x < —z da wir V(z) symmetrisch gewéhlt haben, V(z) =
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: I b) 1

4 § [ -w2 g W2 X
: 2

n TN — .
N © 3

@ [ \
! 3’
Lo ,
L 2 E
1/

i U
i/
2 ! |
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Abb. 3.9: Energiecigenwerte und Eigenfunktionen fiir Potentialtopfe der Tie-
fe V.=4Ey und V = 64E). (a) Graphische Losung der transzendenten Glei-
chung mit tan¢ (gerade Losungen, ausgezogene Linien) und mit & cot &
(ungerade Losungen, gestrichelte Linien). (b) Losung fiir den flachen Topf
mit V' = 4Ey, (c) Losungen fiir den tiefen Topf mit V' = 64FE).

V(—z). Insbesondere ist der kinetische Term invariant unter z « —z: 92 —
(—0,)% = 02 und explicite findet man, dass (x|HP|¥) = (z|PH|V) fiir alle
¥ und alle z,

(@ HPIW) = [=(h*/2m)0F + V (z)|(z|P|¥)

[ (1 /2m) 03 + V (2)](~=|¥)

[ (1 /2m) 03 + V (—)|(~z|¥)

(—x|H|V) = (x|PH|¥). (3.34)
P ist eine Involution, P? = 1, woraus sich die Eigenwerte 41 ergeben. Da
H und P kommutieren, vgl. die Diskussion auf Seite 59, kénnen wir H und
P gleichzeitig diagonalisieren, das heisst, wir konnen Eigenvektoren zu H
wéahlen, welche auch gleichzeitig Eigenvektoren zu P und damit entweder
gerade oder ungerade in x sind. Da H keine weitere Symmetrie aufweist,
ist dim Eigp, = 1 und unsere Eigenfunktionen zu H sind automatisch ge-
rade oder ungerade: Die Losungen zu {tanf = 7 sind gerade (es existiert
offensichtlich immer mindestens eine solche Losung) wihrend die Losungen
zu Ecot & = —n ungerade sind. Fiir V < 72Ej gibt es nur einen einzigen
gebundenen Zustand.
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Wiére eine weitere Symmetrie vorhanden so wiirde im allgemeinen
dimEigp > 1. Sei das Potential V' (2) = V(—2) symmetrisch, dann erhalten
wir mit ¢, (x) auch ¢,(—z) als Losung. Ist dim = 1 so gilt ¢, (—z) = (+
oder —)py(x) und wir finden symmetrische Eigenfunktionen. Ist dim > 2
so definieren die Linearkombinationen ¢, ., = [pn () & @n(—2)] /v/2 gerade
bzw. ungerade Eigenfunktionen in Eigp .

Zusammenfassend, sei ¥ eine Losung zu H¥Y = EV und [H, P] = 0, dann ist
auch ® = PV Losung des Eigenwertproblems zur gleichen Energie, H® =
HPY = PHV = PEV = E®. Es ist entweder (U, ®) =0, ® L ¥, und ¥, ®
spannen mindestens einen zwei-dimensionalen Eigenraum auf (— (anti-)-
symmetrisiere die Wellenfunktionen) oder ® = a¥ = P¥V — PV = £V und
U ist entweder gerade oder ungerade.

3.4 Tunneleffekt

Der Tunneleffekt beschreibt die Propagation eines Teilchens durch eine ener-
getisch verbotene Zone, vgl. Abb. 3.10, ein reiner Quanteneffekt der klassisch
verboten ist. Wiederum l&sst sich der Tunneleffekt mit dem Transfermatrix-

Abb. 3.10: Tunneleffekt: Teilchen

1% | , kénnen eine Potentialbarrie-

e o — re durchdringen. ¢ und r sind

A - - Transmissions- und Reflexions-

0 k k Koeffizienten und wir definieren
| 0 woo X k= a/k.

Formalismus beschreiben; mit = a/k setzen wir die Transfermatrix M aus
drei Elementen zusammen und finden

<a> B 1<1+m 1—m)<eaw 0 ><1+;ﬁ 1—;)<A>
b)  4\l-ik 1+ik)\ 0 e o -L 1+1/\B
- M(é), (3.35)

Mo (cosh aw + ¢sinh y sinh aw 1 cosh y sinh aw > (3.36)

—t cosh y sinh cw cosh aw — i sinh y sinh aw
mit
shy = 33— b,
e ® (3.37)
COShy = §(E —+ E)
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Die Transfermatrizen (3.36) und (3.25) sind unter der Vertauschung k < i«
dquivalent. Die Tunnelkonfiguration kénnen wir auch als Streukonfiguration
verstehen, mit einfallender und reflektierter (Riickwértsstreuung) Ampli-
tude @ = 1 und b = r, sowie einer transmittierten (vorwérts gestreuten)

Amplitude ¢,
G)-() () -6) o9

Die Kombination mit (3.36) fithrt uns auf die Transfermatrix in der Form

N

mit den Eigenschaften (durch Ablesen)

t1> , (3.39)

t*

* | k=

*

T 'S
= ¢ PP =1
1 P
detM = ——-— =
¢ TR
1 _rr 1 r
—1 _ t* t* _ t* t _ *
Mt = (_T ! > = < 1> = M"*. (3.40)
t t t* t

Fiir die Berechnung von M ~! haben wir den {iblichen Zusammenhang

o a b -1 _ 1 d —b
N T

benutzt. Die hier definierten Transmissions- (¢) und Reflexions- (r) Koeffi-
zienten sind identisch mit denjenigen in der Streumatrix,

s - (ji ’;); (3.42)

wihrenddem die Streumatrix S die Amplituden (a B) und (A b) verbindet,
fithrt die Transfermatrix M die Amplituden (A B) in (a b) iiber.

Obwohl klassisch alle Teilchen reflektiert werden (beachte, dass E < V)
konnen quantenmechanisch Teilchen durch die verbotene Region hindurch-
dringen und fiir x > w weiter propagieren: dies ist der Tunneleffekt. Die
Wahrscheinlichkeit fiir den Tunnelprozess ist gegeben durch

2
| |2 _ 1 (%Jrg)Qj‘E(\‘//fE) ; (3 43)
- 2 N 2 — V2 sinh2 . .
1 + cosh” y sinh” aw 1+M
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Dabei haben wir die Relationen cosh? aw — sinh? cw = 1 und cosh? aw +
sinh? ysinh? aw = 1 4 cosh? y sinh? cw benutzt. Die Tunnel-Amplitude er-
gibt sich zu

2ika
t = . 44
2ika cosh aw — (a? — k?) sinh aw (344)

Mit aw = w\/2m(V — E)/h=+/(V — E)/Ey und Ey, E < V erhalten wir
16F ST E ST
It)? =~ 676_2 VIBo ¢ —444/ Ve_ VIEy (3.45)

Die Tunnelwahrscheinlichkeit ist exponentiell klein. Beachte, 1/(V — E)/Ej
= ow = (verbotener Impuls / h) - Weg = ApAx/h. Damit ist das
Heisenberg-Unschérfe-Prinzip (HUP) letztlich fiir den Tunnelprozess verant-
wortlich: Ein Teilchen kann im verbotenen Regime eine Distanz Ax ~ h/Ap
‘tiberleben’. aw = f pdx/h misst, wie stark verboten der Prozess ist.

Der Tunneleffekt hat vielfache technische Anwendungen. Zum einen sind
dies ‘alltégliche’ Effekte wie das Durchdringen von Elektronen (Strom) durch
Oxydschichten in Halbleitern (Elektronik, Transistoren, vgl. dazu die Arbei-
ten von Tsui & Esaki, Appl. Phys. Lett. 22, 562 (1973), Sollner et al., Appl.
Phys. Lett. 43, 588 (1983), Ricco & Azbel, Phys. Rev. B 29, 1970 (1984)).
Zum anderen hat der Effekt interessante Anwendungen wie das Tunnelmi-
kroskop (Binnig und Rohrer, Phys. Rev. Lett. 50, 120 (1983)), skizziert in
Abbildung 3.11.

3.5 O-Potential

Die Losung fiir das d-Potential, siche Abb. 3.12 involviert eine besondere
Transfermatrix die auch in anderen Situationen niitzlich ist, z.B. fiir die
Losung des Kronig-Penney Modelles oder fiir das Problem der Doppelbar-
riere. Zu l6sen ist das Eigenwertproblem mit dem Hamiltonian

h2
H = —— B 4
5, 0z + Voo (@), (3.46)

wobei die §-Funktion besondere Randbedingungen bei 0 erzwingt. Beachte
die Einheiten von [V]| = Energie, wihrenddem diejenige von [Vj] = Ener-
gie - Linge ist. Um die Randbedingungen an ¥’(z) bei x = 0 zu erhalten
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Tunnelstrom

Spannung entlang

Piezokristalle
metallische
(% ) Spitze
IT

Abb. 3.11: Tunnelmikroskop (Binnig & Rohrer, IBM): Der Tunnelstrom Ir
fliesst von der Metallspitze des Mikroskops zur untersuchten Oberfliche.
Der Strom Ip hingt empfindlich (exponentiell) von der Distanz Spitze-
Oberfliche ab und kann damit als Steuergrosse genutzt werden: Der Strom
I wird in eine Spannung V,(z,y) verwandelt die den Piezokristall entlang z
manipuliert, so dass I konstant bleibt. Die Kristalle entlang der x, y Ebene
dienen der Verschiebung der Spitze (‘scanning’). Das Potentialrelief V (x, y)
dient dann als Hohenkarte der Oberfléche.

Metall

integrieren wir H iiber das Intervall [—¢,¢], € — 0, um 0 herum,

€ h2 h2
——0” v = — (V" LG
/_8{ o + Voo (z) ]dx 2m( ! 1)+ Vo (0)

3

= / EV(x)dx = 0. (3.47)
—&

Mit ¥;(0) = ¥,-(0) regulér in 0 und (3.47) ergibt sich das Gleichungssystem

a+b = A+ B, k = V2mE/h,
a(l —2iv/k) —b(1+2iv/k) = A- B, v = mVp/h?, (3.48)

in Matrixnotation,

<Z> - <1_+sz%k 1?1/5/,{) (§>; (3.49)
v

das gleiche Resultat erhélt aus (3.36) mit V-w =

aw = +/2mwVy/h — 0
k = alk = 2mVp/w/hk — oo. (3.50)

b = const. und w — 0,
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Abb. 3.12: Delta-Potential der Stirke
v Vo Vo.

a — |— A

b<—<—B

In der Folge betrachten wir sowohl attraktive als auch repulsive Potentiale:

3.5.1 V4 <0, gebundener Zustand

Fiir gebundene Zusténde gilt die Randbedingung

D-(3) w (B-(1) o

sie erzeugt die Bedingung 1 + iv/k = 0 welche verlangt, dass k — ia =
i\/2m|E|/h rein imaginér sein muss und deshalb die Energie negativ, E < 0.
Der Energieeigenwert ergibt sich aus

. 2
| = v _mlWelh g mY (3.52)

ko m2/2m|E]| 2h*

und wir finden fiir jedes Vj < 0 genau einen gebundenen Zustand (beachte,
dass dim = 1), siehe Abb. 3.13.

Abb. 3.13: Das attraktive §-
Potential in 1D bindet genau
einen Zustand. Der Knick in der

4 Wellenfunktion bei x = 0 erzeugt
X nach zweimaliger Ableitung gerade

L4 die kompensierende -Funktion.

E Vergleiche auch mit dem Knick in
der 1D Greenschen Funktion zum

%<0 Operator £ = 02
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3.5.2 Vj > 0, Streuzustand

Die Transmissionsamplitude ist

1 e 1 Vo gross 20°E

1+iv/k’ -

t = = =T
1+ mVE/2R2E mVE

(3.53)

Dieses Resultat folgt auch aus (3.43) mit sinh cw =~ aw und der Substitution
V—F — Vy/w—FE =~ Vp/w. Die relevante Energieskala im Problem ist durch
E = mV{/2h? ~ V?/4E, gegeben.

3.6 Resonanzen

Wir betrachten ein Topfpotential wie in Abb. 3.14 skizziert. Die Energie des
Teilchens sei diesmal aber positiv, einer Streukonfiguration entsprechend.
Klassisch erwarten wir, dass das Teilchen die Potentialmulde tiberfliegt —
das quantenmechanische Resultat ist davon verschieden.

E| ========== Abb. 3.14: Topfpotential der Tiefe
k [ k _ V und Breite w welches Streureso-
0 x nanzen erzeugt. Wir definieren k =
V2m(E)/h, | = /2m(E -V)/h,

4 W und k = k/I.

Die Propagation involviert wiederum drei Teilelemente

a 1/1+1 1L\ /e iw 14k 1—r\ /A
= - v X , (3.54)
b 4\1-1 141 0 e J\1—-k 1+x/\B

und wir finden die Transfermatrix fiir das Streuproblem in der Form

Il= x|

Mo coswl.—.icosl?ysinwl isin]r.lysinwl. . (3.55)
—i sinh y sin wl cos wl + i cosh y sin wl
mit
coshy = %(%qté),
inh - lk_ 1
sinh y 2(1 k)

Ausgedriickt durch Reflexions- und Transmissionsamplituden kénnen wir

schreiben
0)-() - () - (3) o
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v= Gy
t*

1
t = . 3.57
cos wl — i cosh y sin wl ( )

mit

+3 3=
o~

Die Transmissionswahrscheinlichkeit ist
tf? = .
1+ [sin?(wl) V2| /AE(E — V)

(3.58)

und [t|? < 1 im Allgemeinen. Das bedeutet, dass quantenmechanisch Teil-
chen auch mit Energien F > V(z) am Potential reflektiert werden kénnen,
was klassisch unmdoglich wire; quantenmechanische und klassische Streu-
prozesse sind verschieden. Perfekte Transmission tritt unter der Bedingung
t|> = 1 auf; dies ist fiir sin2wl = 0 der Fall. Die Bedingung | = nm/w,
ergibt dann die zugehorigen Energien

K22
2maw?

FEres n?+V = Ey(nm)?+V. (3.59)

Die Anzahl gebundener Zustéinde folgt aus der Bedingung Eq(n7)? +V < 0
und wir finden das minimale n fiir eine Resonanz,

1 /|V
Nres = ; ’E’()| +1. (360)
—_—

"bound

Ein hiibsches Anwendungsbeispiel ist die resonante Tunneldiode, vgl. Abb.
3.15. Die Transmissionsamplitude hat die Form

Resonanzen Abb. 3.15: Doppelbarriere fiir die
resonante Tunneldiode.

Co
t(F) = .61
E) = o v oyt s oty g, 80
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mit den Transmissionskoeffizienten 71; und 7, fiir die rechte und linke Bar-
riere. Wir wéhlen V, V, gross, E klein, so dass 1j, T, < 1. Damit ist
t(E) = (Co/Cy) TIT, < 1, es sei denn Cy = 0. Wihlt man E so, dass
C4(E) = 0 verschwindet, dann ist t(E) ~ CTyin/Tmax ~ 1 fir T} = T,
(symmetrische Barrieren). Die resonante Tunneldiode RTD ist ein niitzli-
ches Device mit negativem differenziellem Widerstand (NDR) in gewissen
Spannungsbereichen, vgl. Abb. 3.16.

NDR

Vext

Abb. 3.16: Links: Doppelbarriere der resonanten Tunneldiode unter Span-
nung Veyt. Die Transmission durch die Doppelbarriere erhéht sich dramatisch
wenn Elektronen im linken Leiter resonant zu einem quasi-gebundenen Zu-
stand innerhalb der Doppelbarriere sind. Rechts: I-V Charakteristik einer
resonanten Tunnelbarriere mit Resonanzpeaks. Der negative differentielle
Widerstand (NDR) wird technologisch genutzt.

3.7 Analytizitit

Die analytische Struktur des Transmissionskoeffizienten ¢(p) oder ¢(FE) als
Funktion des Impulses p oder der Energie E gibt Aufschluss iiber gebundene
Zusténde und Resonanzen. Dazu setzen wir die Funktionen ¢(p) und ¢(E)
in die komplexe p- und E-Ebene fort. Der Zusammenhang zwischen den
Impulsen p = v2m£FE und der Energie F ist gegeben durch

P?
E == == 2 E . 2
oy p mkE, (3.62)

mit der komplexen Wurzel definiert via
Vz = /|2 ™8@/2 mit argz e [0, 2n) (3.63)

und ist in Abb. 3.17 dargestellt. Die physikalische Ebene ist die erste Rie-
mannsche Ebene von E mit Imp > 0.
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1. Riemann Ebene

\ physikalisch

Schnitt

Imp>0
peC !

1. Riemann Ebene

Imp<0

!

2. Riemann Ebene 2. Riemann Ebene
unphysikalisch

Abb. 3.17: Komplexe p Ebene und ihre Abbildung in die komplexe F Ebene
mit zwei Riemannflichen.

3.7.1 Polevont,t'=0

Die Untersuchung der Nullstellen von ¢! oder Pole von ¢ ergibt die Bedin-
gungen

t1 = 2ikl coslw + (k* + 1*) sinlw = 0. (3.64)

Die Gleichung (3.64) ist erfiillt wenn

w lw ik l
2cotlw = cot— —tan— = — — —,
2 2 l ik
lw ik lw ik
cot 7 = 5 Oder tan ? = —T (365)

Der Vergleich mit (3.29) zeigt, dass diese Bedingungen gerade die gebunde-
nen Zusténde ergeben, wobei ik gerade —a« fiir eine negative Energie £ < (
entspricht,

ik = % omE "= —a, o = \V2m|E|/h,

lw -« lw Q
:>C0t? = T, tan? = 7 (366)

Damit liegen die Pole von t auf der imaginiren Achse in p, p € iRT oder
auf der negativen Halbachse £ < 0. Die Pole von t liegen in der ersten Rie-
mannschen Ebene; sie sind physikalisch relevant und beschreiben gebundene
Zusténde.
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3.7.2 Resonanzen in t, t ~ 1

Als néchstes untersuchen wir ¢(E) in der Nihe einer Resonanz,

1 (ko
7 = cos wl [1 - % <l + k) tan wl] ~ 1. (3.67)
Es ist coswl ~ 1 und wir konnen den zweiten Faktor in £ — FE, entwickeln

(benutze, dass tanwl|g, = 0)

i d k1 2

it 4 (k: L l ) dwl
mi —=(-4+-)==

r |  k/JdE
Damit erhalten wir fiir ¢(F) eine rationale Funktion erzeugt durch einen Pol
bei £ = E,, —i['/2 in der unteren komplexen Halbebene,

. (3.69)

iT /2

NE) = B (E, i)

Das Betragsquadrat |t(E)|?> wird durch eine Lorentzkurve beschrieben, vgl.
Abb. 3.18(a),

I2/4

|t|2 ~ )
(E— E,)? +1?/4

Wir kénnen die Amplitude #(E) schreiben als Modulus plus Phase, *
HE) = [t|e"®) (3.70)

mit 6(E) = arctan[2(E — E,,)/T], d.h., bei jeder Resonanz erhsht sich die
Phase §(E) um 7, vgl. Abb. 3.18(b). Die Gesamtphase § = § — kw der
Transmissionsamplitude ¢ involviert den zusétzlichen Shift —kw; man findet
diese Korrektur indem statt verschiedener Referenzpunkte fiir die ebenen
Wellen ¥; und ¥, ein einziger Referenzpunkt verwendet wird, vgl. (3.15).
In Abbildung 3.19 sind die Transmissionsamplitude ¢ = |t| exp(id) und die
zugehorige Reflexionsamplitude r = |r| exp(ix) fiir den Fall zweier repulsiver
d-Funktionen im Abstand w gezeichnet.

2Die vollstéindige Phase § = 6 — kw der Transmissionsamplitude ¢ involviert die Kor-
rektur —kw; man erhélt sie indem man statt verschiedener Referenzpunkte fiir die ebenen
Wellen ¥; und ¥, zu einem einzigen Referenzpunkt iibergeht, vgl. (3.15).
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Abb. 3.18: (a) Verhalten der
Transmissionswahrscheinlich-

keit [t(E)|?> bei einer Resonanz
E,, > 0; einem gebundenen
Zustand bei E, < 0 wirde
eine  d-Funktion entsprechen.
(b) Phasenshift §(F) in t(E)
iiber eine Resonanz; der Sprung
in 7 ist iiber die Breite I'(=
inverse Lebenszeit der Resonanz)

1112 . .
’ geschmiert. Einem gebundenen
r Zustand wiirde eine scharfe Stufe
entsprechen.

Der Wert §(E = 0) ist liiert mit der Anzahl gebundener Zustinde.

Den Pol bei E = E,, —il'/2 erhalten wir indem wir ¢(F) analytisch durch
den Schnitt in RT in die untere Halbebene fortsetzen, womit dieser Pol in
der zweiten Riemannebene zu liegen kommt und deshalb unphysikalisch ist.
Das heisst, dieser Pol entspricht nicht einem gebundenen Zustand. Was wir
auf £ € R von diesem Pol sehen, ist ein quasi-gebundener Zustand, eine
Resonanz. Die Distanz I'/2 von der Achse RT gibt uns die Lebensdauer der

3Genauer, sei V(z) = V(—z) ein symmetrisches Potential. Die gebundenen Zustinde
und die Streuzustinde lassen sich dann geméss ihrer Paritét klassifizieren, resp. zu symme-
trischen und antisymmetrischen Zustéinden kombinieren. Die Anzahl gebundener Zustdnde
definierter Paritidt £1 wird durch die Phasenshifts §+(0)/7 der Streumatrix S, vgl. (3.24)
gegeben. Die Streuphasen d+ = § & ¢ involvieren die Phase § = 6 — kw der Trans-
missionsamplitude ¢ = |¢| exp(id) und die Phase ¢ = *arctan(|r|/|t|) entsprechend dem
relativen Anteil von Reflexion und Transmission. Im Normalfall gilt fiir die Paritiat ‘—’,
dass 6—(0) = ny,nq7; falls eine (ungerade, nicht normierbare) Losung zu E = 0 existiert
tritt ein zusétzlicher Phasenshift um /2 auf, 6_(0) = ny, 47 + 7/2. Fir die Streu-
zustinde gerader Paritéit ist im Normalfall 1 (0) = n 7 —7/2 und 64+(0) = ny, 47
falls eine (gerade) E = 0 Losung existiert (siehe M. Sassoli de Bianchi, J. Math. Phys.
35. 2719 (1994)); in 3D gilt (mit | = Drehimpulsquantenzahl) &;(0) = n! a7, plus 7/2
in dg falls eine £ = 0 Losung im [ = 0-Sektor existiert, siehe Levinsons Theorem. Fiir ein
tieferes Verstédndnis dieser Streuphasen l6se man das Streuproblem fiir ein Potential mit
zwei (attraktiven und/oder repulsiven) é-Funktionen, siche Ubungen.
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Abb. 3.19: Transmissionsamplitu-
de t = |[t|exp(id) und die zu-
gehorige Reflexionsamplitude r =
|r| exp(ix) fiir den Fall zweier re-
pulsiver §-Funktionen im Abstand
w. Der Plot startet bei der Ener-
gie £ = 0 wo (t,7) = (0,—1)
(schwarzer Punkt) und durchlauft
zwei Resonanzen mit [t = 1. Fiir
E — oo nihert sich ¢t in Windun-
gen dem Wert 1. Die Reflexions-
amplitude r steht, geméss Unita-
ritdtsbedingung t*r+r*t = 0 senk-
recht auf ¢ (weisser Punkt). Die
Phase x springt bei jeder Reso-
nanz um =+7.

Im(t), Im(r)

Resonanz/des quasi-gebundenen Zustandes,

U(z,t) o« e Bt/h = o=ilBail/2)t/h

e—iEnt/he—Ft/2h. (371)

Alle diese Eigenschaften (Pole, Resonanzen und Phasenshifts) sind allgemein
giiltige Strukturen der Streumatrix die in der Streutheorie in dim = 3 wieder
auftauchen. Die Abbildung 3.20 fasst diese Ergebnisse zusammen.

pe€ EeC

gebundene

Zustinde ) gebundene Schnitt
i V1 verkleinern m
¢ S 1. Riemann Ebene
; §( 2. Riemann Ebene

Resonanzen Resonanzen

Abb. 3.20: Gebundene Zusténde erzeugen einen Pol in t(p), t(F) fiir p € iRT,
E < 0 in der 1. Riemann Halbebene. Resonanzen erscheinen als Pole in
der Transmissionsamplitude ¢(E) fiir Energien F in der unteren komplexen
Halbebene der 2. Riemann Ebene; sie sind unphysikalisch.
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3.8 Periodische Potentiale

Wir betrachten Energie-Eigenzustéinde im periodischen Potential V (z+w) =
V(z), hier stiickweise konstant angenommen damit wir die Transfermatrix-
methode anwenden kénnen, vgl. Abb. 3.21. Der Hamiltonian hat wie iiblich
die Form

2

p
H = —
V(z+w) = V() periodisch. (3.72)

Das Problem hat die Symmetrie V(z — w) = V(x), eine diskrete Trans-

Abb. 3.21: Stiickweise konstan-
tes, periodisches Potential V (z) =
V(z — w) mit Periode w.

lationssymmetrie. Wir definieren den Translationsoperator T, im Realreal
durch T,x = = 4+ w; entsprechend existiert eine Darstellung von T, der
Translationsoperator U, im Hilbertraum. Er verschiebt Wellenfunktionen
gemass

Uu¥)(2) = (T, z)=V(z—w)
(@[Up¥) = (z—w|¥); (3.73)

beide Formen sind dquivalent, die zweite nutzt die Dirac-Notation. Die
Translation um w ist eine Symmetrie des Hamiltonians, also vertauschen
die Operatoren, HU,, = u,,H, oder explizit,

(@[HU,|W) = [—(h*/2m)d7 + V (2)]{x|Uy|¥)
= [- (h2/2m)6§+V(x—w)]<x—w]\I/>
= (z—wlH|Y) = (z|U,H|V). (3.74)

Damit kénnen wir H und U, gleichzeitig diagonalisieren,

H\I}nk = Enlpnkv
UV = V. (3.75)
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Wir suchen zuerst die Eigenwerte Ax. Dabei verlangen wir, dass die Zustdnde
auf dem ganzen Raum ausgedehnt sind, also muss der Eigenwert den Mo-
dulus 1 haben und kann nur eine Phase sein, A\, = e "% die assoziierte
Quantenzahl k definiert den Kristallimpuls = ik (beachte, dass der Kristal-
limpuls nicht gleich dem Teilchenimpuls ist; da die Translationssymmetrie
durch das periodische Potential gebrochen ist, konnen wir keinen scharfen
Impuls erwarten. Andererseits wird die kontinuierliche Translationssymme-
trie durch die diskrete Symmetrie des Potentiales ersetzt; entsprechend er-
setzt der Kristallimpuls den iiblichen Impuls). Mit

Uz —w) = e ™0 () und  Uyp(x) = e*uy(x) (3.76)
erhalten wir den periodischen Anteil
Unk(x —w) = wupr(x)  periodisch. (3.77)

Wir finden, dass V,x(z) die Form einer weich modulierten periodischen
Funktion hat; W, (z) heisst (nach Felix Bloch) Bloch Wellenfunktion. Die
Relation explikw] = expli(k + 2mn/w)w] erlaubt uns den Wertebereich fiir
die Wellenzahl k des Kristallimpulses auf k € [—7/w, 7/w] einzuschrénken;
das Intervall

[—7/w,m/w]  heisst Brillouin-Zone. (3.78)

Die Losungen von (3.72) werden durch zwei Quantenzahlen n und k klas-
sifiziert. Wir werden sehen, dass n ein Band-Index (Energieband) ist und
k die Lage im Band beschreibt. Im folgenden 16sen wir das Kronig-Penney
Modell mit dem Potential V' (x) gegeben durch eine periodische Sequenz von
0-Funktionen, siehe Abb. 3.22

V(z) = Z Voo (z — nw). (3.79)

n=—oo

Wir benutzen den Transfermatrix Formalismus um den Zusammenhang
zwischen den Amplituden (a,b) und (A, B) iiber eine Periode zu erstellen,
vgl. dazu Abb. 3.22. Mit v = mVy/h? und E = h2K?/2m (beachte, dass K
die Energie festlegt, wihrenddem k den Kristallimpuls definiert) finden wir
die Beziehungen

3.4C 14 & L1 A A
(g) <a> _ ( +wK Kiv) < > - D ( > 7 (380)
b e e B B
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Abb. 3.22: Kronig-Penney
Modell: Das periodische Po-
E-t---H--- L (R tential ist definiert als Summe
von d-Funktionen der Stéirke
Vo im Abstand w.

= <g) N <eXp[—0in] exp[?Kw]> (é> - M<g)7

= (Z) N <exp[6ikw] eXp[gikw]> (é> B Uw<g)'

Der Vergleich der zwei ersten Gleichungen mit der dritten ergibt die Bedin-
gung

(DM — U,) (g) = 0. (3.81)

Die Existenz einer nicht verschwindenden Welle verlangt, dass det(DM —
Uy) = 0 ist, oder einfacher det(D — U, M) =0,

det 1+ % _ ?i(Kw—kw) | %
_% 1— % — e~ H(Kw+kw)

= ¢ " [coskw — cos Kw — (v/K)sin Kw] = 0. (3.82)

ﬁ =1 | | | | Abb. 3.23: Graphische Darstellung
n=3 =5 der Gleichung (3.83), cos[k(K)w] vs

1 /\ / / Kw; gegeben k, bestimme cos[kw] €
2 [—1,1] und finde die Losung K.
3l ) Die ausgezogenen Linien enumme-
© \ X, / riert durch n definieren die er-

/

laubten Werte fiir K aus denen
sich die Energiebdnder FE,; =
R2K?(n, k)/2m ergeben.

Y
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Die implizite Gleichung (vergleiche Abb. 3.23)

sin Kw

coskw = cos Kw+ vw (3.83)
bestimmt bei vorgegebenem Kristallimpuls hk € [—7h/w, 7h/w] den Para-
meter K und damit die Energie

R%[K (n, k)]? .

E =
nk om

(3.84)

Die Losungen K (k,n) arrangieren sich in Biandern (indexiert durch n), wor-

Abb. 3.24: Skizze der Energiebénder
fiir ein periodisches Potential. Die
n=5 quadratische Dispersion E(k) =
< h%k%/2m (gepunktete Linie) eines

- freien Teilchens teilt sich auf in er-
. laubte Energiebénder und verbote-
Bander
/\
7

Liicken

n=3 ne Energieliicken. Der Kristallim-
v puls & ist auf die erste Brillouinzone

n=2 eingeschrinkt; die Indizes n enum-

—n=1 — merieren die Bénder. Alternativ be-
nutzt man das Schema mit den peri-
odisch ausgedehnten Béndern (Viel-
ausgedehnte Zone fachzéhlung vermeiden).

- 0

W

zla
=~

Brillouin
B
Zone

aus sich die erlaubten Energien E,;, = E(K (n,k)) = h2K?(n,k)/2m und die
verbotenen Bereiche, die Energieliicken unmittelbar ergeben. Innerhalb der
Bénder werden die Losungen durch den Kristallimpuls £ unterschieden, vgl.
dazu Abb. 3.24. Teilchen mit Energien in den Bandliicken sind exponenti-
ell gedampft und kénnen nicht propagieren, z.B., Tamm-Zustéinde an den
Oberfléchen eines Kristalls.

3.9 Ungeordnete Potentiale

Ungeordnete Potentiale erzeugen einen neuen Typ von Eigenzustdnden die
im Raum lokalisiert sind (im Gegensatz zu den ausgedehnten Blochwellen
des periodischen Potentiales). Im folgenden betrachten wir ein stiickweise
konstantes zufilliges Potential wie in Abb. 3.25 dargestellt. Unsere Ana-
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\%
""" Abb. 3.25: Stiickweise konstantes
E---H--1]- ﬂ S s R Zufallspotential.
0 x

lyse unterscheidet sich vom bisherigen Schema. Statt ein Eigenwertproblem
zu losen, betrachten wir den Transport von Teilchen durch den ‘verunrei-
nigten Leiter’ = 1D-Zufallspotential. Wir berechnen den Widerstand R als
Funktion der Lénge L des Leiters und stellen fest, dass R exponentiell zu-
nimmt. Dieses Resultat interpretieren wir als eine exponentielle Dédmpfung
der Wellenfunktionen im Unordnungspotential.

Wir leiten zuerst die Landauer Formel fiir den Transport von Teilchen in ein-
dimensionalen leitenden Kaniélen her und berechnen den durch einen Streuer
erzeugten Widerstand. Dazu betrachten wir den einfachsten Fall einer ein-
zelnen Barriere, vgl. Abbildung 3.26.

Abb. 3.26: Transport durch eine
1 Tunnelbarriere welche als Streu-
—_— t zentrum agiert. Die Besetzungs-
- niveaus (chemische Potentiale)
- 11, tbr der Zuleitungen A und B
eV unterscheiden sich um die aufge-
- baute Spannung eV, u; — p, =
Hr eV.

Die Teilchen (Elektronen e~) fliessen von Leitung A nach Leitung B; die
Reflexion der geladenen Teilchen an der Barriere erzeugt einen elektrischen
Dipol der einem Potentialsprung V zwischen den Leitern entspricht. Das
Potential verschiebt den Boden der Energiebénder so dass die Zuleitungen
Ladungsneutral bleiben. Beachte, dass in dieser Argumentation der Strom
I der Treiber ist und das Potential V' die Antwort definiert. Sei Iy der ein-
fallende Strom, dann wird der Strom I = Ip|t|?> von A nach B transportiert.
Der zu kompensierende Dipol involviert die Ladungsdichte

1
om = n—n, = £(1 + 2 — [t%),
v = 0F/dp  die Geschwindigkeit. (3.85)

Diese Ladungsdichte wird durch eine entsprechende Ladungsdichte kompen-
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Abb. 3.27: Landauer Dipol: Reflektier-
te Elektronen héufen sich vor der Bar-
riere an und erzeugen eine negative
Uberschussladung; diese fehlen auf der
riickwértigen Seite des Streuers woraus
sich eine unkompensierte positive La-
dung ergibt. Der entstehende Ladungs-
dipol wird letztlich durch die angelegte
Spannung kompensiert.

siert die sich aus der Verschiebung der Bénder in den Zuleitungen um das
Potential V ergibt,

= L dE |p, dN ~ dkaN "I
dN dN
—_— = — 2 2. .
und dE |y, ~ dE (3.86)

Spin Richtung
Fiir den Widerstand R = V/I finden wir das Resultat
Lo(1+|r]* = [t)hv b |rf?

R — = L 3.87
devely|t|? 2e2 |t]2’ (3:87)

wobei der Quantenwiderstand den universellen Wert
Rq = Rx = h/e? = 25.812807449 kQ (3.88)

annimmt (ein Klitzing). Die Grosse *
2¢2 |t|?

G=1/R=—— 3.89
[R= (389)

heisst Konduktanz, I = G- V.

Wir betrachten als néchstes den Widerstand eines ungeordneten Leiters, d.h.
V(z) sei ein ungeordnetes, stiickweise konstantes Potential. Wir beginnen
mit einer einfallenden Amplitude 1 und wollen die Transmission ¢ errechnen,
siehe Abbildung 3.28,

4Wird die Spannung iiber die Reservoire (anstelle der Leitungen) gemessen, dann ist
zum Widerstand Rql|r|?/2[t|? noch fiir jeden Kontakt zwischen Reservoir und Leiter ein
Kontaktwiderstand (Sharvin Widerstand) Rq/4 zu addieren, also R = (Rq/2)(|r|?/|t|* +
2:1/2) = Rq/2|t|?, woraus sich eine Konduktanz G = (2¢2/h)|t|? zwischen den Reservoiren
ergibt.
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f Abb. 3.28: Stiickweise konstan-
tes Potential mit zwei Barrie-
A ) (, ) (, LN ren. Fiir die Transmission durch
r L 2 ) die Gesamtstruktur sind alle We-
: ge mit Vielfachreflexionen zu

w beriicksichtigen.

t = tita + tlT'QT/th + tlrgr'lrgrlltz + -

1
1T— 7t (3.90)
1—ror]

— ¢
Der Widerstand ([R] in Einheiten h/2e?) ist
R=1/|t} =1 = |1 —ror}|?/|t1)*|t2]* — 1. (3.91)

Wir mitteln iiber die Distanz w, dann gibt der Term (ror}),, = 0 keinen
Beitrag da die Koeffizienten zufillige Phasen e enthalten und wir finden

1+ |ro|?|7h |? ( 1 > ( 1 >
R=—1211 1 - [— 1) +(—-1
|t1]2]t2]? |t1]? [t2]2
+2< ! 1) < ! 1>
[t1]2 |t2]?
= Ri+ Ro + 2R1Ry . (3.92)
—— ——

klassisches Resultat  qm-Interferenz

Der Interferenzterm hat eine drastische Wirkung auf das Resultat indem der
Widerstand R exponentiell mit der Linge ansteigt. Wir zeigen dies, indem
wir ein ungeordnetes Leiterstiick der Linge L um ein Stiick dL verldngern
und dabei den Zuwachs im Widerstand berechnen. Wir setzen R; = R(L),
Ry = dR = adL, der kleine Zusatz. Dann ist

R(L+dL) = R(L)+ adL+2aRdL o = OLR,
dR
=0,k = af( 1 +2R). (3.93)

klassisch qm

Der klassische Term alleine ergibt ein Resultat linear in L, R(L) = alL.
Berticksichtigt man die quantenmechanischen Interferenzen ergibt sich ein
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exponentieller Anstieg des Widerstandes,

1+ 2R
= 2(L-L
oo p o~ (el —1))2. (3.94)

Wir interpretieren dieses Resultat dahingehend, dass die Zusténde im unge-
ordneten Potential lokalisiert sind, d.h., die Wellenfunktionen 16schen sich
durch destruktive Interferenzen aus und zerfallen daher exponentiell mit der
Distanz L, ¥  exp(—ax) und daher R x exp(2az).

3.9.1 Vergleich V(z) periodisch < V(x) ungeordnet

Sowie im periodischen wie im ungeordneten Potential spielen Interferenzen
eine wichtige Rolle, vergleiche dazu Abb. 3.29. Beim periodischen Potenti-
al sind diese Interferenzen regelmiissig und entweder konstruktiv, wenn die
Energie innerhalb eine erlaubten Energiebandes liegt, oder destruktiv, wenn
die Energie in einer verbotenen Liicke plaziert wird. Positive Interferenzen
ergeben modulierte periodische Blockfunktionen von unendlicher Ausdeh-
nung. Im Zufallspotential tauchen die positiven Interferenzen nur lokal auf,

(a) (b)
\% %4
R e RS T A
W X X
¥ ¥ A
PATAATANATAN ESN /\

I I I x “\XO\//X/

Abb. 3.29: Wellenfunktionen im periodischen (a) und im Zufallspotential
(b). Konstruktive Interferenzen im periodischen Potential erzeugen ausge-
dehnte Blochfunktionen. Im ungeordneten Potential entstehen konstruktive
Interferenzen nur lokal (abhéngig von E) und die Wellenfunktionen zerfallen
exponentiell « exp[—a(FE)|z — zo(E)|].

eine konstruktive Interferenz auf lange Distanzen ist nie moglich. Abhéingig
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von der Energie und den Details des Potentiales entstehen lokalisierte Ei-
genfunktionen welche exponentiell zerfallen; deren Zentrum ‘springt’ mit der
Verdnderung von F.

In dim = 1 sind alle Zustédnde im Vzygp1(2) exponentiell lokalisiert. In dim =
3 gibt es eine Grenzenergie Fy; (index M fiir ‘Mobility’) welche ausgedehnte
von lokalisierten Zusténden trennt. Die Situation fiir dim = 2 ist marginal,
das heisst alle Zusténde sind gerade noch lokalisiert.

Fiir Hacker: Lose das Problem V(z) -periodisch und -ungeordnet mit Hilfe
der Transfermatrix Technik auf dem Computer. Wihle V stiickweise kon-
stant. Fiir den ungeordneten Fall geniigt es die Positionen x; zufillig zu
wéihlen. Mehr Details findet man im Artikel von Anderson, Thouless, Abra-
hams, Fisher, Phys. Rev. B 22, 3519 (1980).

3.10 Harmonischer Oszillator

Der harmonische Oszillator ist eine ‘Drosophila’ der Quantenmechanik. Viele
Probleme lassen sich durch eine Abbildung auf den (verschobenen) harmoni-
schen Oszillator zurtickfithren und werden damit exakt 16sbar (Phononen im
Kristallgitter, e~ im Magnetfeld, H., im Typ II Supraleiter, elektromagne-
tisches-Strahlungsfeld, ---). Eine ausfiihrliche Diskussion dringt sich auf.
Wir definieren das Problem via dem Hamiltonian H mit dem Potential
V(q) = (f/2) ¢* (vgl. Abb. 3.30),

2
H = prm + qu (3.95)
wi=1 p° 1 2 2
T oy M

p,q) =h/i — p=—iho,.

Gesucht sind die stationédren Zustédnde mit HV = E¥ und Randbedingun-
gen V(g — £o00) = 0. Wir gehen zu dimensionslosen Variablen iiber,

_ | fmw _
T=07e o a =
p = —ivVmhwo,
(02 +27%), [i0y,2] =i.  (3.96)
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14 Abb. 3.30: Harmonisches Potential
V() = f¢?/2 = mw?¢?/2 mit w =
VF/m.

Dabei ist

hw = hy/f/m, [f] = F/L = E/L* die Federkonstante,
[f/m] = E/mL* = sec™? = hw eine Energie. (3.97)

Wir erhalten das Eigenwertproblem HV = E'V in der dimensionslosen Form

2F
2+ X—22)0 = 0, X= — (3.98)
Dieses Problem lésst sich auf verschiedene Weisen l6sen.
3.10.1 a) Konventionelle Lésung
Der fithrende Term fiir z — oo ist (2 > \),
@2—2)T =0 — T oce ™72 (3.99)

(0:9 = —a¥, 92U = —VU + 22U ~ 22V fiir v — oo). Wir benutzen den
Ansatz ¥(z) = H(z)e**/2 und finden die Differentialgleichung fiir H(z),

(02 — 220, + (A= 1)] H(z) = 0. (3.100)
Zur Losung verwenden wir den Fuchs’schen Ansatz

H(z) = 2°) ana", (3.101)

mit ag # 0 und s > 0, und finden durch Koeffizientenvergleich
s(s—1)ag = 0,
(s+1)sa; 0,
(s+2)(s+1)az — (25 +1— N)ag 0,

(s+n+2)(s+n+1)apt2—(2s+2n+1-Na, = 0. (3.102)
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Gemiss Voraussetzung ist ag # 0, weshalb s = 0 oder s = 1 sein muss;
weiter setzen wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit a3 = 0. Aus diesen
Bedingungen ergibt sich

— fiir s = 0 ist H(z) = ag + ag2z® +--- gerade in x,
~ fiir s = 1ist H(z) = z(ap + azz® 4+ --+) ungerade in z.

Beachte, dass V(q) = V(—q) und somit [P, H] = 0, das heisst, wir kénnen
Eigenfunktionen mit definierter Paritét finden. Die Asymptotik a,42/a, —
2/n ergibt (mindestens) ein asymptotisches Verhalten H ~ exp(x?) fiir z —
o0, also iiberkompensiert die Reihe fiir H(z) die Asymptotik ~ exp(—22/2)
im Ansatz ¥(z) = H(z)e~*"/2. Die Randbedingung lim, o, ¥(z) — 0 kann
nur befriedigt werden wenn die Reihe abbricht und wir erhalten die Eigen-
werte A\, = 2n + 1 mit den Eigenfunktionen ¥,, = H,,(z) exp(—22/2), H, ()
den Hermite Polynomen. Zusammenfassend finden wir das Resultat

(N, = 2n+1
U, = N,H,(z)exp[—2?/2]
0 = H'-2zH, +2nH,
Losung Hy =1, H; = 2z, (3.103)
Hy = 422 -2,--
No = 1/7'/4, N, = Ny/v/2"n!,
E, = hw(z+n).

Beachte, dass ¢ = \/h/mw z, — Ny = \/mw/mh in der ¢ Koordinate. Dieser
Losungsweg reprisentiert das Standardvorgehen: Separiere die Asymptotik
(e7**/2) fiir  — oo ab, finde die Korrektur (hier die Funktion H(z)) durch
einen Reihenansatz; die Randbedingung (RB) verlangt den Abbruch der
Reihe und es ergibt sich das Spektrum FE,, und die polynomialen Eigenfunk-
tionen o< H,,. Im folgenden betrachten wir einen eleganteren Weg.

3.10.2 b) Elegante Lésung

Diese basiert auf einer Operatortechnik mit Auf- und Absteige Operatoren
wie sie auch fiir die zweite Quantisierung beniitzt wird. Wir definieren

(z+0:) = é(@ﬁ \/ﬂiihwp)’
(x — Op); (3.104)

a =

al

S-Sl
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umgekehrt ist

1
_ T
r = —(a+a'),
\/5( )
1
O = —=(a—ad). 3.105
ﬂ( ) (3.105)
Einsetzen in (3.96) ergibt den Hamiltonian
fw
H = 7(—85—1—:62)
fw
= S l-(a—a(a—a")+(a+al)(a+al)
M2 4 aal +ata—at? 4 a® + aal + ata+ at?
= Z(—a +aa'+a'a—a"" +a” +aa" +a'a+a'?)
= hw(aa' —[a,a’]/2). (3.106)

Fiir den Kommutator finden wir (vergleiche (3.96))

a0l = S+ 8w~ 8) (v — 8)(x +02)]

1
= 5(—.7}6954-81«.%)2 = 1. (3.107)

Wir definieren den Operator N = a'a, so dass
1
H = hw(N v 5). (3.108)
Das Eigenwertproblem HV = EWV reduziert sich zu
N|n) = n|n), (3.109)

womit wir zur Diracnotation {ibergehen, |n) « W¥,. Wir untersuchen die
Wirkung der Operatoren af und a auf die Eigenzustéinde |n) von N. Dazu
bestimmen wir die Kommutatoren von N mit af und mit a,

[N,a'] = [aTa,al] = al[a, d] + [af, al)a = o, (3.110)
[N,a) = [a'a,a] = a'[a,a] + [af, d]a = —a. (3.111)

Die Zusténde

a'ln),  aln) (3.112)
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definieren dann neue Eigenvektoren zu N mit Eigenwert n + 1 und n — 1:

Nalln) = (N +[N,alln) = alnln) +afln) = (n + 1)l jn)
Naln) = (aN + [N,al])|n) = an|n) —a|n) = (n — 1)a|n). (3.113)

Die Operatoren a' und a erhthen und erniedrigen also den Eigenwert n eines
Eigenzustandes |n) um 1; diese Eigenschaft ist eine Folge der Kommutati-
onsbeziehungen zwischen a, af, und N = a'a (die letztlich das Spektrum
definiert),

[a,a’]=1, [N,a']=4df, [N,d]=—a. (3.114)

Wir nennen af einen Aufsteige- und a einen Absteigeoperator.

Die Zusténde af|n) und a|n) sind noch nicht normiert: Sei (n|n) = 1 nor-
miert, dann ist

(nlataln) = (n|Nln) = n und
(nlaa’|n) = (n|[a,al] +a’aln) = n+1 (3.115)

und wir erhalten normierte Eigenvektoren, wenn wir definieren

1
n—1) = ﬁam),
;awn). (3.116)

n—+1
| ) vn+1

Im n#chsten Schritt bestimmen wir die Eigenwerte n via eines Abbruchkri-
teriums. Sei |n) ein Eigenvektor zum Eigenwert n, dann ist

a*ln) = Vnn—1D(n—-2)---(n—k+1)|n—k) (3.117)

und |n — k) ist ein Eigenvektor zum Eigenwert n — k. Es ist aber n =
(n|N|n) = (anlan) > 0. Wéhlen wir k£ € N gross genug, so erhalten wir
einen negativen Eigenwert n — k zu N = die Iteration muss abbrechen und
somit muss n ganzzahlig > 0 sein. Der kleinste Eigenwert ist n = 0 und

al0) = 0, (3.118)

d.h. der Operator a annihiliert |0). Es folgen dann alle |n) durch Anwendung
T
von a',

n) = 10), n > 0. (3.119)
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Der Eigenwert n bestimmt die Energie,

E, = hw(N—i—%) - hw(n—i—%); (3.120)

somit zéhlt n die vorhandenen Energiequanten 7w. Die Anwendung von af
erzeugt ein zusétzliches Energiequant welches die Schwingungsamplitude des
Ostzillators erhoht. Der tiefste Eigenzustand, der Grundzustand |0), hat kei-
ne Energiequanten, aber Ey = fw/2 # 0, eine Folge des Heisenbergschen
Unschérfe-Prinzips (HUP): das Teilchen kann nicht scharf bei x = 0 ver-
weilen = durch die Unschérfe wird (H) # 0 sogar im Grundzustand; die
Energie hw/2 ist das Resultat der Nullpunktsschwingungen des Vakuums.
Wir kénnen diese minimale Energie leicht abschétzen: Das HUP impliziert
6p ~ h/dz, somit E ~ h?/2mdz? +mw?dz?/2; E ist minimal fiir Eper ~ Fiin
— dx ~ y/h/mw und E ~ hw. Der numerische Faktor 1/2 ergibt sich aus
der exakten Rechnung.

Wir nennen:

a den Absteige- oder Vernichtungs- Operator,
af den Aufsteige- oder Erzeugungs- Operator,
Tinn T von Energiequanten
|0) = den Grundzustand oder das Vakuum
Tinn T keine Quanten.
N = Z&hlt die Quanten im System. (3.121)

Wir kénnen die Quanten als ‘Teilchen’ der Energie Aw auffassen, dann hat

|0) = das Vakuum = keine ‘Teilchen’

|n) = n Energiequanten = n ‘Teilchen’. (3.122)

Schliesslich brauchen wir noch die Wellenfunktionen, zuerst |0), das Vakuum.
Es ist |0) = 0, in Ortsdarstellung,

0 = v2(z]al0) = (¢+8;)(x[0) = (x+0,)To(z)
= (z|0) e /2

| Normierung

1
(x]0) = —=e %72, (3.123)

I
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Die Zusténde (z|n) folgen durch iterative Anwendung von af,

1 1 2 2
z[1) = (z]af|0) = —(z—0, e /2 = 27 e % /2
(z[1) = (z[a|0) 2( )\% NG
= }xe—xg/? (3.124)
T
1 2
rln) = 7x—8x"e_w/2,
(z|n) \/W( )
1 2
= ——H,(x)e™™ /2,
NN S
mit
HO 17
H1 = 2$,
H2 = (2.%’)
= (22)3 —6(2:1:)
= (22)" — 12(222) + 12. (3.125)

Die Form der Eigenfunktionen ist in Abbildung 3.31 gegeben. Gehen wir
iiber zur dimensionsbehafteten Variable ¢ = \/h/mw x so erhalten wir

() =\ bt (Vo) e (3.126)

2

\ k4 v k4 1%

/\\/—\ P T o~
i e
— /
/\\/\ : NG
E,
q q

Abb. 3.31: Eigenfunktionen (ox Hermitepolynome) des harmonischen Os-
zillators, links die Amplituden W,,, rechts die Wahrscheinlichkeiten |¥,, |2,
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3.10.3 Klassischer Limes

Fiir grosse Energien F, n#hert sich die quantenmechanische Losung der
klassischen — klassischer Limes; hier betrachten wir den Zustand mit 10
Quanten, n = 10. Dann sind (siehe Abbildung 3.32) die klassische Aufen-
haltswahrscheinlichkeit und Energie gegeben durch

1
Wkl - 37
2mqo/1 — (x/qo0)
1
Fyg = 5m)?qg, (3.127)

wobei die Amplitude gy gegeben ist durch Ey = Eqg.

Abb. 3.32: Klassischer Limes des
harmonischen Oscillators. Die
Wabhrscheinlichkeit |¥1o|? nihert
sich (nach Mittelung iiber klei-
ne Skalen) dem klassischen Re-
sultat Wiy(qo) an, wobei gy aus
der Beziehung Ey = FEpp zwi-
schen den Energien folgt.

0

_qO 0 (Io

3.10.4 Kohirente Zustiande

Kohérente Zustédnde sind Eigenzustinde zum Vernichtungsoperator a,
alay = ala). (3.128)
Mit a|n) = /n|n — 1), vgl. (3.116), findet man leicht, dass die Reihe

o0 n
_ o2 X 3.129
a) = e n .
) > i) (3.129)
das Eigenwertproblem (3.128) mit o € C beliebig, 16st. Die Zeitentwicklung
der kohérenten Zustédnde hat die Form

la)(t) = |a(t))e™™? mit a(t) = ae ™, (3.130)
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und produziert die Amplitude einer klassischen Schwingung,

(X)a(t) = Vh/2mwa(t) + a*(t)]. (3.131)

Weitere Details in den Ubungen.

3.11 Morse Potential

Das Morsepotential
Viz) = Vy(e 22/70 — ge=/%0) (3.132)

ist in Abb. 3.33 skizziert. Wie {iblich 16sen wir das Eigenwertproblem

Abb. 3.33: Morse Potential V(z) =
Volexp(—2z/x0) — 2exp(—z/x0)];
\% das halbseitige Potential mit re-
pulsiven und attraktiven Anteilen
eignet sich zur Beschreibung einer

—X,In2 Oberfliche. Beachte das expo-
i nentielle Verhalten im Vergleich
Q/‘x zum algebraischen Lennard-Jones

(Teilchen-Teilchen) Potential
Y V(r) = 4Vo[(ro/m)*? = (ro/7)°].
HV = EV; (3.133)

fir £ < 0 (F > 0) erhalten wir ein diskretes (kontinuierliches) Spektrum.
Zur Lésung von

2
—5—83 + Vo(e22/®0 — 272/ _ Bl @& = O, (3.134)
m

gehen wir zu neuen Variablen iiber,

1
ke = —+/2mVp, y = Qhkoxo e /0

a = 2m|E|, e = axo, (3.135)

St = St
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und finden mit 8 = (92y)dy + (0»y)*0; das modifizierte Problem

1 1 k‘oﬂ?o 62
R+ -0, — -+ "= |Ty) = 0. 3.136
R A0 (3.136)
Wir schreiben kozg = n + e + 3 und benutzen den Ansatz U(y) =

y°e Y/2 o(y) der aus der Asymptotik fiir lim (y — 0) und lim (y — o) folgt,

Yy — 00 357i = U~ e ¥/2
2

y—=0: O+ ,0,— 5 =T~y (3.137)

Wir erhalten die Differentialgleichung fiir ¢(y) in der Form
[y0; + (2 +1—y)dy+n]p = 0 (3.138)
sie wird durch die konfluente hypergeometrische Funktion
o(y) = F(—n,2e+1;y) (3.139)

gelost. Diese hat die Reihenentwicklung

F ; = —= 4+ — — 3.140
) = 1+ 25420 (3.140)

und erfiillt die Differentialgleichung
[y0; + (v —y)dy —a] F = 0. (3.141)

Wiederum muss (fiir gebundene Zusténde) F' abbrechen (Polynom statt Rei-
he) und wir finden die Bedingung, dass n > 0 ganzzahlig sein muss. Fiir den
diskreten Teil des Spektrums finden wir die Energien

1
n + 5 < xoko; (3.142)

Fiir zoko < 1/2 ergeben sich keine Losungen, eine Konsequenz der Asym-
metrie im halbseitigen Potential (ein symmetrisches attraktives Potential
bindet immer mindestens einen Zustand).
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3.12 H-Sekans?-Potential

Das sec™2 Potential tritt bei der Behandlung verschiedener Probleme in
Erscheinung, z.B., bei der Losung der nichtlinearen Schrédinger-Gleichung
(Solitonen), beim Tunnelproblem von elastischen Strings (dim = 1 elastische
Objekte), oder in der Transportphysik (Boltzmann-Gleichung mit e~ — e~
Streuung, siehe Fermi-Liquid-theory). Das Potential

Vo
V = - 3.143
@) cosh?(z/x0) ( )
ist in Abb. 3.34 gezeichnet;
| 14 ‘ Abb. 3.34: Das H-Sekans® Po-
‘ X X tential V (z) = —Vj/ cosh?(z/xq)

kommt in verschiedenen Kontex-
ten vor, z.B., bei der Behand-
lung der nichtlinearen Schrédin-
ger Gleichung, Instantonen in
Tunnelprozessen, oder bei der
Streuung von Fermionen.

-V,

hier suchen wir Losungen zur Eigenwertgleichung

R? Vo

o coitean  F U(zr) = 0. (3.144)

Fir E < 0 ergibt sich ein diskretes Spektrum. Wir definieren die neue
Variable y = tanh(x/xg) und die Parameter o = +/2m|E|/h, e = axy,
ko = v/2mVy/h; dann ist

w’ 62 — _% tanhi (3145)
coshz(x/l“o) z coshg(x/xo) o

und die Differentialgleichung (3.144) fiir ¥(y) lésst sich schreiben als

axy:

2
(&
0,11 = 9%) 8] + ko

YW = 0. (3.146)
(A)

(B)
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Der Term (A) lisst sich mit k23 = s(s + 1) durch die Legendrepolynome
P 16sen; der Term (B) fiihrt auf die assoziierten Legendrepolynome. Durch
den Ansatz ¥ = (1 — 3?)%/?p werden wir den letzten Term los,

(1—9) 820 — 2(e + 1)y Oy + [kgag — e(e + 1)] p(y) = 0. (3.147)

Der Ubergang zu u = (1 —y)/2, 8, = —,/2, liefert eine hypergeometrische
Differentialgleichung,

[u(1—u)02 + (e + 1)(1—2u)dy, — (e—s)(e+s+1)] p(u) = 0. (3.148)
—_———
e(et1)-s(s+ 1)
——

2 2
koo

Die Standardform der hypergeometrischen Differentialgleichung
{[e(—w) 82 + [y — (a+5+1) u] Oy —aB } P, B,750) =0 (3.149)

wird durch

Y af ala+1)BB+1) o
17@1,5777U) = 1+ IF;U-+ 91 7(7_+>1)U +

gelost. Durch Koeffizientenvergleich findet man den konsistenten Satz von
Parametern a =e—s, 8 =e+ s+ 1,y =e+ 1, und damit die Lésung

p(u) = Fle—s,e+s+1,e+1;u) oder,

Uly) = (1—y?)?Fle—s,e+s+1,e+1; (1—y)/2]. (3.150)
Wieder muss F' ein Polynom sein und wir erhalten die Bedingung e—s = —n,
E
2 2 ny2 2
= — = "k
e (S n) ‘/O 0.%'07

2
-E, = W (S n) und mit s(s +1) = kiz2,
zoko

— s = [—14 (14 4k2z2)"/?)/2
2
V14 4k3x3 — (14 2n)
= W s
2$0k0

2

(3.151)

h? / 8ma?
0
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Wiederum ist n < s >~ xokg (fiir s > 1) und somit die Anzahl gebundener
Zusténde beschrankt; n = 0 ist immer eine Losung. Beachte, dass in dim = 1
jedes attraktive Potential mit V(z — £o00) — 0, V(0) < 0, mindestens einen
gebundenen Zustand hat. Das Morse Potential hat V(z — —00) — oo und
damit muss zoko < 1/2 erfiillt sein damit ein gebundener Zustand existiert.
Ein weiteres hiibsches Beispiel ist das 2 ~2-Potential in d Dimensionen, siche
Landau-Lifschitz und Phys. Rev. Lett. 85, 1590 (2000).

3.13 Konstantes Kraftfeld

Das konstante Kraftfeld lasst sich durch das lineare Potential
V(z) = —Fux, F > 0, (3.152)

beschreiben, vgl. die Notation dazu in Abb. 3.35. Wir suchen die stationére

A Abb. 3.35: Das lineare Potential
V(z) = —Fx beschreibt ein Teil-
E chen im Kraftfeld, z.B., ein Elek-
tron im elektrischen Feld, und ist
> wichtig bei der Beschreibung des
Teilchen-Transports.

Losung der Schrodingergleichung; das Eigenwertproblem HV = EWV fiihrt
auf die Differentialgleichung

[—(h%/2m) 9% — Fx — E]¥(z) = 0 (3.153)

mit beliebigem Eigenwert F als Parameter (das Problem ist invariant unter
gleichzeitiger Verschiebung des Ortes und der Energie). Wie iiblich wéhlen
wir angepasste Variablen,

y = /) + BJF) = (@ +25)/Ir,
lp = (ﬁ2/2mF)1/3, (3.154)

mit [p der charakteristischen Lange im Problem. Die Differentialgleichung

0 +y)¥(y) = 0 (3.155)
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mit der Randbedingung ¥(y — —o0) — 0 hat die Airy Funktion Ai(—y) als
Losung,

U(y) = NAi(—y) = \]/\;/000 dv cos (V; - Vy) . (3.156)

(Die Funktion Bi(y) bezeichnet die Losung fiir das Problem mit der Randbe-
dingung ¥(y — oo) — 0.) Die Airy Funktion erzeugt folgende Asymptotik
fiir y — 400,

N 2).13/2
e - ~ -3yl
y— —oo: YUy = 2‘y|1/46 3Y — 0,
. ~ N . 2 3/2 T

und wir wihlen eine Normierung
/ (@ + 20 10]U[(@ + 28)/lrlde = S(E—E)  (3.158)
R

mit der reellen Wellenfunktion ¥* = ¥. Zur Bestimmung des Normierungs-
faktors N nutzen wir die Asymptotik y — oo, welche einen dominanten
Beitrag liefert, und normieren ¥ so, dass U™ eine Stromdichte 1/h liefert °,
sieche Landau Lifschitz; als Resultat finden wir

N = 1/VxFlp. (3.159)

Mit der Normierung N finden wir schliesslich die gesuchte Eigenfunktion

VA Abb. 3.36: Lineares Potential
V(z) = —Fx mit Airyfunk-
tion als stationédre Losung des
zugehorigen Eigenwertproblems
zur Energie F.

®Mit der Normierung (3.158) triigt die Wellenfunktion ¥ die Einheit [|¥]?] =
1/Energie-Lénge und die Stromdichte j ~ (%/2im)[¥*0, ¥ — c.c.] wird in Einheiten von
1/Wirkung gemessen.
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T, vgl. Abb. 3.36,

B 1 ; _z+E/F
U(z) = \/ﬁlFA( e > (3.160)

3.14 Geladenes Teilchen im elektrischen Feld

Als Beispiel des konstanten Kraftfeldes betrachten wir das Elektron mit
Ladung ¢ = —e < 0, e > 0 im elektrischen Feld —&, siche Abbildung
3.37 (wir definieren die Ladung des Elektrons als ¢ = —e, e die (positive)
Ladungseinheit). Dann wirkt die Kraft F' = e£ > 0 und fiir das Potential

Abb. 3.37: Lineares Potential

V(z) = —e€x erzeugt durch ein
elektrisches Feld —& der Stérke
< E— &€ und wirkend auf eine elektro-
e nische Ladung ¢ = —e < 0. Die
@ > Kraft FF = -0,V = e£ beschleu-
_ nigt das Teilchen in positiver z-
X Richtung.
charge e<0 @
field e<0
force ee>0
schreiben wir V(z) = —efx. Das Eigenwertproblem hat die bekannte Form
h2
HVp = EVp mit H= —2—83 — el (3.161)
m

Wir kénnen die obige Losung iibernehmen und finden die stationdren Ei-
genfunktionen

1 ) x+E/e€>
v = —Ai[ -2,
B(@) vrelles ' < leg
Up(z,t) = Uglz)e PN, (3.162)

Andererseits konnen wir ein konstantes elektrisches Feld darstellen durch

—

1. - - o
&= . KA = A= —cft, p=0. (3.163)
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Der allgemeine Hamiltonian fiir ein Teilchen mit Ladung ¢ im elektroma-
gnetischen Feld folgt aus dem Korrespondenzprinzip

> /Y 2
g o= WZedom (3.164)
2m

wir wéhlen jetzt ¢ =0, ¢ = —e, A = —c €t und erhalten

H — W — HQ). (3.165)

Wir suchen eine Losung von iho, ¥ (z,t) = HV(x,t). Mit dem Ansatz

Uy(z,t) = P/lg(t) (3.166)
erhalten wir
. p+ eft)?
mdigylt) = Lo
: t "2
= U,(x,t) = exp [;i <px —/ dt'%?)] . (3.167)

Die Lésungen W, (x,t) heissen Houghton Funktionen. Wir vergleichen die
beiden Loésungen

\Ilp(:c,t) \I/E<H?,t)

Stationdre Losung zu H mit

Nichtstationére Losung zu H mit O,H — 0.

OH # 0.
Vg ~ expli(p(x)z — Et)/h] + cc,

p(z)x ~ V2mFzx ~ 2%/ fir z —

oo ist reel, tragt keinen Strom.

W, ~ expli(pr — E()) /A

ist komplex und tréagt Strom.

Mit Hilfe einer Eichtransformation kénnen wir die beiden Losungen in Be-
ziehung bringen.’

5 Wir wenden die Eichinvarianz auf das Problem ‘Elektron im konstanten Feld’ an und
gehen aus vom Hamiltonian H(A,t) in der Form

1/ e - o
H = %(p—&—EA) L A= —cft, p=0, (3.168)

mit den Lésungen Uy (z,t) der zeitabhingigen Schrodingergleichung, 170: ¥, = HU,. Mit
der Umeichung auf A" = 0 = x = —cftx = ¢’ = Ex und V(z) = —ep’ = —efx,
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3.15 Eichtransformation

Betrachte ein geladenes Teilchen der Ladung ¢ und Masse m im elektro-

—,

magnetischen Potential gegeben durch (¢, A); der Hamiltonian in der Form

= A’ 2
H = M+q¢ (3_171)
2m
folgt aus dem Korrespondenzprinzip. Die Eichtransformation der elektri-

schen Potentiale
A — A4Vt = A,
1
v = p—Ox(Tt) = ¢, (3.172)

liisst die Felder B = VA A und E = —ﬁgp — ¢ 19, A und damit die Max-
wellgleichungen invariant. Dabei ist x(7,t) eine skalare Eichfunktion. In der
Quantenmechanik verlangt man zusétzlich, dass die Schodingergleichung in-
variant ist, was eine dritte Transformationsregel fiir die Wellenfunktion im-
pliziert,
1\ 1\ . o = U

— exp [hcx(r,t)] = v (3.173)
die Transformation (3.173) garantiert, dass mit ihd,¥ = H(p, A,t)¥ auch
ih0, W = H(¢', A, )P eine Losung ist. Zum Beweis: Schreibe die Schrodin-
gergleichung in der Form (ihd; — qp)¥ = (P%/2m)¥ mit dem Operator
P = 5 — (q/c)A und zeige, dass (ihd, — q¢')¥' = exp(igx/hic)ihd,¥ und
P'0' = exp(iqx/hc) P¥ erfiillt ist.

erhalten wir den transformierten Hamiltonian H' = p*/2m — ez und die transformierte
Wellenfunktion

V! (2,1) = exp {% |:px —/tdt' (%(p +est')? + eé'm)} } , (3.169)

Es ist th0y ¥, = H'W), aber auch ihd, Ve = H'Up mit ¥p(z,t) = Up(z) exp(—iEt/h).

U7 und ¥g erzeugen vollstindige orthogonale Basissysteme und lassen sich entsprechend
ineinander iiberfithren, zum Beispiel

Up(e,0) = /Cfria,;(p)w;(x,ox

as(p) = \/%exp{—% (%—Eﬂ (3.170)
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Kapitel 4

Rotation & Drehimpuls

4.1 Translation und Rotation

Symmetrien spielen eine wichtige Rolle in der Physik, insbesondere in der
Quantenmechanik. Sie erlauben nicht nur die Klassifizierung von Lésungen
sondern vereinfachen auch deren Berechnung. Wir beginnen (zum aufwir-
men) mit den Translationen, eine einfache und wichtige Symmetrie Opera-
tion: Sei ¥ (7) eine Wellenfunktion in der Ortsdarstellung, z.B., ein Wellen-
paket bei 7= 0. Eine (aktive) Verschiebung des Paketes um @ wird erreicht
durch die Operation ¥(7) — W(7 — @), sieche Abb. 4.1. Wir bezeichnen die
Translation ¥ — ¥+ @ im realen Raum mit Tz = 7+ @. Die Abbildung im
Hilbertraum

Ug:H — H
(Uz0) (7)) = W (T;'F)
= U(F—a) (4.1)

erzeugt eine Darstellung ! der (abelschen) Gruppe G = {T3|@ € R3} der
Translationen im R3 im Hilbertraum H der Wellenfunktionen. Wir bezeich-
nen diese Darstellung mit Gr = {Uz|T7 € Gr}. Die Ortsdarstellung fiir die
Operatoren Ujz lasst sich leicht finden,

Q

(Ua¥)(7) Vg(r) = ¥(r'—a)

X —a- (Vo))

YUz9)(7) = U (T47) erzeugt eine Antidarstellung.

119
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(1—ia- p/h)¥(7)
e TPy (7)., (4.2)

Das Resultat (4.2) ist exakt: a) schreibe U(7 — @) als Taylor Reihe und
resummiere, oder b) integriere: wiihle zuerst einen infinitesimalen Shift @ —
a+0d, Yz, 56 = Yg—(idd-p/h)Vz und wir erhalten die Differentialgleichung
0:Vs = —i(p/h)¥s; mit der Anfangsbedingung Wz = W erhalten wir via
Integration die Losung ¥z = exp(—ip’- d/h) V.

Abb. 4.1: Aktive Translation ei-

¥ nes (Gausschen) Wellenpaketes
um a, V() — ¥Y(xr —a) =
(Ua¥)(2).
1
0 X
¥
0 a x

Uz = exp(—ia-p/h) ist der Translationsoperator (aktive Translation der
Wellenfunktion um @) und der Impulsoperator p'ist die infinitesimale Erzeu-
gende der Translation. Mit p hermitesch ist Uz unitéir. Gr und G sind abel-
sche, kontinuierlich zusammenh&ngende, dreiparametrige nicht-kompakte
Gruppen.

Die isomorphen Gruppen Gr und G sind von Nutzen wenn sie eine Sym-
metrie des Problems beschreiben: Sei der Hamiltonoperator H translations-
invariant, dann gilt [H, Uz] = 0 fiir alle T; € Gp und die Operatoren H und
Uz € Gr haben gemeinsame Eigenvektoren. Die Nutzung derartiger Symme-
trien erleichtert die Losung vieler Probleme, insbesondere die Loésung von
Eigenwertproblemen wie dasjenige des periodischen Potentiales, vgl. Kapitel
3, wo wir die Symmetrie der diskreten Translationsgruppe benutzt haben.
Gt ist ein Beispiel einer geometrischen Symmetrie.

Ein weiteres Beispiel einer geometrischen Symmetrie sind die Rotationen
Rz € SO(3) mit der Drehachse & und dem Drehwinkel 0 < w < 27. Die
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Gruppe SO(3) heisst spezielle orthogonale Gruppe (det = 1) im R3; sie ist
nicht abelsch, kontinuierlich (aber nicht einfach) zusammenhingend, drei-
parametrig, und kompakt, vgl. dazu auch Abb. 4.2. Die Gruppenoperation

o ist die Matrixmultiplikation.
(b)
£
&

®
i
Abb. 4.2: (a) Die spezielle orthogonale Gruppe SO(3) lédsst sich durch Vek-
toren in der Kugel mit Radius 7 parametrisieren, wobei gegeniiberliegende
Punkte auf der Oberfliche zu identifizieren sind. (b) Die Gruppe ist nicht
einfach zusammenhéngend: die beiden Wege von A nach B kombinieren sich
zu einer Schleife die sich nicht zusammenziehen lésst.

(a)

Wir bezeichnen die unitidre Darstellung der Rotation Rg € SO(3) um & im
Hilbertraum der Einteilchen Wellenfunktionen ¥(7) mit Ug,

Uz0) () = Vs(7) = U(RZ'F); (4.3)

der Drehoperator Ug dreht die Wellenfunktion um &. Wiederum gilt: Ist der
Hamiltonoperator invariant unter Drehungen (z.B., V(¥) = V(r), ein Zen-
tralpotential) dann ist [H, U] = 0 fiir alle Rz € SO(3). Beachte aber, dass
die Rotationen Rg untereinander (i.a.) nicht kommutieren. Trotzdem ist die
SO(3)-Symmetrie wieder extrem hilfreich (wenn auch nicht ganz trivial)
bei der Losung vielfiltiger Probleme, z.B., beim Auffinden der Eigenbasis
zu einem drehinvarianten Operator. Beachte, dass das Coulombpotential
—r/r nicht nur die geometrische Symmetrie SO(3) sondern eine zusétzliche
dynamische Symmetrie aufweist Diese Symmetrie ist assoziiert mit dem
Lenz-Vektor M = g A L/p — s7/r und ist fiir das Entstehen der geschlos-
senen Ellipsenbahnen im Keplerproblem verantwortlich (fiir ein beliebiges
Zentralpotential wiren die Bahnen nicht geschlossen = M # const. ). Die
Symmetrie des Keplerproblems ist durch die Gruppe SO(4) gegeben, mehr
dazu spéter.

Fiir kleine Drehungen ist RS 7~ 7 — ¢ A+ und in Analogie zu (4.2) finden
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wir
‘1/@(77) ~ ‘IJ(F— d A ’F) = \I/(’F) — 57;jkwi’l“ja]€ \IJ(F) + .-
klein
= [M—iZ-L/h+--]U(F) = e L g,
I_; = ’F/\ﬁ s L = €ijij(—ihak). (4.4)

Die Darstellung Uz = exp(—id - E/h) gilt auch fiir grosse @: Sei 75 = R;}lfr_",
dann ist 75,65 = T3 — @ A 7z dw mit 04 parallel zu & und w = J/w. Wir
erhalten die Differentialgleichung

oV i, -

mit ¥y = ¥, und die Integration ergibt

V() = Ul (i) = e Ly (), (4.6)
Der Operator L=FA P ist der Drehimpulsoperator (vergleiche Korrespon-
denzprinzip) und ist die infinitesimale Erzeugende der Rotation
Us = e @L/heso3). (4.7)
Die Gruppen SO(3) und ihre Darstellung SO(3) im Hilbertraum H sind
isomorph.
Statt der Zustdnde ¥ konnen wir auch die Operatoren A drehen oder ver-
schieben: Mit (¥, AW) = (U, Az¥5) = (¥, UL AzU;¥) findet man sofort
A; = e 1PN A 18P/ ynd ebenso
As = o~ L/ g LiG-L/h (4.8)
Dabei heben sich simultane Drehungen von A und ¥ auf. In Diracnotation
schreiben wir fiir die Formel (4.4)
(R3' = (sl = (e /", (49)
(T = (F—a| = (Fle@P/h, (4.10)

4.2 Drehimpuls

Wir kéonnen den Ausdruck fiir den Drehimpuls

-

L = #np (4.11)
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entweder aus dem Korrespondenzprinzip oder als infinitesimale Erzeugende
der Rotation herleiten. Mit L; = g;j52;(—ih)0y finden wir (1 = 2,2 =1y, 3
= Z)

Ly = yp.—2py, LI = Ly,
Ly = zpe —ap., Ll = Ly,
L. = apy—yps, LI = (apy)’ = (ypo)'
= pla’ —ply’ = pyz — poy
= apy—yp: = L.. (4.12)

Der Drehimpulsoperator L = L ist hermitesch und damit sind die Rota-
tionsoperatoren Uz = exp|—ii - L/h] unitér. Interessant wird es, wenn wir
verschiedene Vertauschungsrelationen betrachten,

Lix:] = ihe:os
mit dem Ort: [A “—»I]] Y E_Z,jkxjc (4.13)
[n-L, 7] = kAR
) [Li,pj] = iheyrpr
t dem I Is: > 4.14
mit dem Impuls {[ﬁ'Lyﬁ] — ingAR (4.14)
[Li’_,Lj_], = ihgijkLk
mit sich selber: [n-L,L] = 4hL AR (4.15)
LANL = kL
mit einem Skalar: [L,A] =0. (4.16)
Beweis durch nachrechnen: [L,, z] = [yp, — 2py, 2], involviert alles verschie-
dene Richtungen — = 0; [Lz,y] = [yp> — 2py, Y] = —2[py,y] = ihz; Ly, 2]
= [yp. — zpy, 2] = y[p.,2] = —ihy, somit ist [L,,x;] = theijpay, zykli-
sches Vertauschen fithrt zu [L;, ;] = ihejjpay. Die Multiplikation mit 7y
gibt [~ L,7] = ik A . Alle anderen Ausdriicke werden ebenso berechnet.

Einen alternativen und eleganten Beweis findet man durch die Betrachtung
der Wirkung kleiner Rotationen auf Vektoroperatoren. Sei A ein Vektorope-
rator (d.h., die Komponenten von A verhalten sich unter Drehung wie ein
Vektor), dann ist

A; ~ A-GANA (4.17)
fiir kleine Drehungen um &. Andererseits folgt aus (4.8)

I, = e @LnEe@Lih oy (1 5. L/R) A+ i3 - L/h)
A — (i/h)wi[Ls, A). (4.18)
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Der Vergleich mit dem obigem Ausdruck (4.17) ergibt (i/h)wi[L;A;]
= ejppwAg; [0 - L, ff] = ihA A @. Die Operatoren 7,p, L sind Vektorope-
ratoren, womit sofort die Formeln (4.13) — (4.15) folgen.

4.3 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir erarbeiten eine formale Losung des Eigenwertproblems fiir einen Vek-
toroperator mit den Eigenschaften

L, hermitesch , L A L = ihL. (4.19)

Die Beziehungen (4.19) charakterisieren den Drehimpuls vollsténdig. Die
drei Komponenten L; kommutieren nlcht paarwelse also existiert keine
gemeinsame Eigenbasis. Aber L? = L - L ist ein Drehskalar, somit ist
[L2, f/] = 0. Demzufolge kénnen wir L? und eine Komponente von L gleich-
zeitig diagonalisieren. Wir wéhlen L,. Beachte: Mit L, scharf ist sicher
Ly, Ly unscharf, da [L,, L,] = —ihL,, [Ly,L,] = ihL,. Der Operator L?
ist positiv, (U, L2W) = (U, L;L; ¥) > 0, somit sind die Eigenwerte von L2
positiv und wir machen den Ansatz h2l(l + 1), I > 0 (beachte [L] = [zp]
ist eine Wirkung). Die Eigenwerte von L, bezeichnen wir mit m, der azimu-
talen Quantenzahl. Die formale Eigenbasis zu L? und L, ist damit das Set
{]l,m)} mit

L2l,m) = R(L+1)[l,m),
L.|l,m) = hm|l,m); (4.20)

wir miissen die erlaubten Werte fiir [ und m finden. Unser Vorgehen folgt
der beim harmonischen Oszillator angewandten Strategie. Wir fithren Auf-
und Absteige Operatoren Ly ein

Ly=L,+iL,, L_=L,—iL,, (4.21)

und betrachten deren Vertauschungsregeln,

[L.,Ly] = [L.,Ly+iLy] = ih(L, FiLg)
WLy +iL,) = +hL.. (4.22)
Der Kommutator [L, LE_] =[Ly,L_] = 2hL, folgt aus

Lily = L2+ L2Fi(LyLy—LyL,) = L*—L2+hL.. (4.23)
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Damit spielen die Paare L., L+ die gleiche Rolle wie N, a und N,a: L ist
ein Aufsteigeoperator fiir L,, wahrend L_ die Rolle des Absteigeoperators
einnimmt; dies ist auch Konsistent mit der Beziehung LJﬂr = L_. Im Ver-
gleich zu den Operatoren a, af, und N = aa im Problem des Harmonischen
Oszillators mit (vgl. (3.114))

[avaT] =1, [N,(ZT] :aTa [N,CL] = —a,
erfiillen die Operatoren Ly, und L, folgende Beziehungen
[L_,Ly]=—2hL,, [L.,LT)=hL", [L,,L7]=—hL". (4.24)

Beachte, dass der Kommutator [L_, LL] = —2hL, manifest verschieden von
seinem Analogon [a,a!] = 1 im Harmonischen Oszillator Problem ist; auch
ist N = a'a aber AL, # L, L_; die wichtige Eigenschaft fiir die Anwendung
von Auf- und Absteigeoperatoren sind durch (4.24) gegeben.

Abb. 4.3: Das System mit Dreh-
impuls L = h/I(l+1) hat eine
scharfe Komponente entlang der z-
Achse mit erlaubten Werten L, =
mh, —l < m < [, und undetermi-
nierten Komponenten L, und L, in
der zy-Ebene.

nyl+1)

Wir verifizieren, dass Ly wirklich Auf- und Absteigeoperatoren fiir Eigen-
zustdnde von L, sind,

L.Lill,m) = (L_L,+[Ls,Li))|l,m) = Le(L. £ h)|l,m)
= h(m =% 1)Ly|l,m); (4.25)

die Zustidnde Ly |l,m) stimmen also, bis auf Normierung, mit den Zustédnden
|l, m + 1) iiberein. Mit Hilfe der Normierungsbedingungen (wir machen Ge-
brauch von (4.23))

(L, m| Ly Lz|l,m) = B2[1(1 + 1) — m(m F 1)] = |¢|*(l, m F 1|I,m F 1),
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finden wir die neuen Eigenvektoren |l,m 4+ 1) zu L,

ll,m+1) = Le|l,m)/B/I(1 + 1) — m(m £ 1). (4.26)

Um das Spektrum zu finden schauen wir uns wieder die durch L4 und L_
produzierten Zusténde, insbesondere deren Norm an. Es ist

(I, m|LyLz|l,m) = RII+1)—m(mF1)] > 0. (4.27)
Damit folgt (I 4+ 1/2)2 > (m £ 1/2)? und wir erhalten die Beschrinkung,
I <m <L (4.28)

Zum Beweis nehme man an, dass m > [, dann ist (m + 1/2)? > (I +1/2)?
und wir finden einen Widerspruch. Sei m < —I dann ist (m — 1/2)? >
(=1 —1/2)?2 = (I + 1/2)? und wieder finden wir einen Widerspruch. Die
iterative Anwendung von L, und L_ muss wegen der Bedingung (4.28)
beschrinkt sein, also muss sowohl [(I + 1) — m(m + 1) fiir das grosste m als
auch [(I +1) — m(m — 1) fiir das kleinste m verschwinden. Offensichtlich
ist Mmax = { und mpyi, = —I. Da aber mpax aus mpyi, durch Addition von
Einsen folgt, muss [ entweder halb- oder ganzzahlig sein. Damit kann m
folgende Werte annehmen:

m=—-l,—l+1,-14+2,---,0,---,1 = 2,1 —1,l; [ ganz-zahlig
11

= ] =41, == =
m Y +7 Y 272?

<+ 1 —2,1—1,1; [ halb-zahlig. (4.29)
Diese formalen Betrachtungen liefern uns die Losung des Eigenwertproblems
zu den Operatoren L%, L, in der Form:

L*[l,m) = A +1)|l,m) mit [ =nodern-+1/2, n>0,
L.[lm) = hm|l,m) mit m=-l,-1+1,...,1—1,1. (4.30)

Der Eigenraum zu [ ist 2] + 1-fach entartet. Wir geben diesem Resultat
folgende physikalische Interpretation: Sei ein System mit Drehimpuls L =
hy/l(1 + 1) gegeben. Wir kénnen entlang einer Achse (ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit wihlen wir die z-Achse) die Drehimpulskomponente L,
messen ohne den Wert von L? zu stéren. Die Werte fiir L, liegen zwischen
—Ih und A und kénnen in Quanten von & gedndert werden. Die Werte fiir die
transversalen Komponenten L, und L, sind unbestimmt, siche Abbildung
4.3, eine Folge der Unvertauschbarkeit von L, mit L, und L,.
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Die |I,m) bilden ein orthonormiertes System: (I, m|l’,m’) = ;0. Damit
haben wir alle irreduziblen Darstellungen ? der Drehimpuls-Lie-Algebra ge-
funden. Es sind gerade die 2l + 1-dimensionalen Darstellungen aufgespannt
durch die Vektoren {|l,m)} mit L? und L, diagonal. Einige Beispiele sind

in der Tabelle 4.1 dargestellt.

I=0|L=0
0 1 0 —i 1
_1 _h _h _h
=0 0) =t (0 ) mea(d
(L, Ly, L heissen Pauli-Matrizen) L? = % (
01 0 -1 0
I=1|L,=L|1 0 1 L,="211 0 -1
T \/5 ) Yy \/5 )
01 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0
L.=h[0 0 0 |, L?*=2R2|0 1 0
0 0 —1 0 0 1
0 v/3 0 0 0 —vV/3 0 0
j_s |po_n|V3 0 2 0| V3 0 -2 0
2T 2l o2 00 V3PP 210 2 0 —V3
0 0 V3 0 0 0 V3 0
30 0 0 1 0 0 0
01 0 0 01 0 0
_h 2 _ 152
Lz_200—10’L 4h0010
00 0 -3 0 0 0 1

Tabelle 4.1: Verschiedene Drehimpuls Darstellungen

?Die Darstellungen von SO(3) / SU(2) gehéren zu den ganz/halb- zahligen 1.
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4.4 Ortsdarstellung

Die natiirliche Ortsdarstellung fiir das Drehimpulsproblem (oder die Rotati-
on) im R3 ist die Einheitssphiire S2. Eine Ortsbasis ist durch die Winkel 6, ¢
gegeben: |0, p)= Zustand (eines Teilchens) mit scharfen Richtungskoordina-
ten 6 und ¢, vgl. Abb. 4.4. Der Raum der quadratintegrablen Funktionen
iiber den R? Lisst sich gemiss Lo(R?) =1Lo(S?) @ Lo(R,) zerlegen. Die sich
entsprechenden Zusténde zum Ortsoperator schreiben wir als |7) und |6, ¢, r)
in karthesischen- und in Kugelkoordinaten.

Abb. 4.4: Winkelkoordinaten 6 €
[0, 7] und ¢ € [0, 27).

Wir wollen die abstrakten Vektoren |I,m) in der |0, ¢) Basis darstellen. Dazu
miissen wir die Transformationsmatrizen (6, ¢|l, m) berechnen. Wir benoti-
gen eine Ortsdarstellung der Operatoren L, und L? und starten mit Formel

(4.9)

(Rg7| = (Flexp(i@- L/h) fiir kleine &
~ (Fl14id-L/h
~ (F+3AT. (4.31)

Wir wihlen r = 1, 7 € S2, und gehen zu Kugelkoordinaten iiber

x = sinfcosyp
= sinfsingp < (P — (0, ¢ (4.32)
z = cos 6

<



4.4. ORTSDARSTELLUNG 129

Wir suchen eine Darstellung der Operatoren L, und L, L. Zuerst schreiben
wir die Differenziale von kartesischen Koordinaten um in Kugelkoordinaten,

dx cos 6 cos pdf — sinfsin p dy
dy | = | cosfsinpdfd +sinfcospdyp | . (4.33)
dz —sin 6 df

Um L, zu finden wéhlen wir & = (0,0,w), w klein; die zugehorige Drehung
Rg ~ 7+ & A 7 produziert eine Verschiebung

dx —wy
dy | = | wz (4.34)
dz 0

und wir finden durch Vergleich von (4.33) mit (4.34) die Differenziale df = 0
und dy = w. Die Relation (4.31) ergibt dann die Darstellung von L, als
Differenzialoperator in Kugelkoordinaten,

(O+db,p+dp| = (0,0 +w| = (0,0 +wdy(0, 0| = (0, |1 +iwL,/h

h

Um L, zu finden wéhlen wir & = (w,0,0), w klein. Die assoziierte Rotation
in karthesischen Koordinaten ergibt

dx 0
dy | = | —wz (4.36)
dz wy

und der Vergleich mit (4.33) ergibt die Differenziale

dd = —wsinp,
dp = —wcotfcosp. (4.37)

Die Evaluation von (4.31) fiir die Drehung um (w, 0,0) liefert uns den Ope-
rator L, in der Form

(0+db, v+ do| = (0 — wsinp,p —w cot b cos p|
= (0, p| —wsinp 0p(0, p| — wcot B cos ¢ 0, (8, ¥
=0, p|1+iwL,/h

h
=L, = ;( — sing dy — cot  cos p 0,,). (4.38)
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Ebenso findet man L, und mit L? = L2 + LZ + L? auch L2,

h
L, = —(cosgdy—cotfsingd,), (4.39)
i
1 1
2 _ 32 2 .
L = —-h Sin296¢+smeag(smeag) . (4.40)

Die Auf- und Absteige Operatoren L4 haben die Form

Ly = Eeiw(ii&g—cotQQ@). (4.41)
(3

Der Laplaceoperator in Kugelkoordinaten ldsst sich in folgender Form schrei-
ben,

2 1 2 1 L2 : 2
V = ; 87” r— 7’72? mit L* aus (440) (442)

Wir kénnen jetzt die Eigenvektoren |I,m) in der |6, ) Darstellung berech-
nen. Zuerst bestimmen wir die p-Abhéngigkeit: Es ist L,|l,m) = hml|l,m)
und die Projektion auf |6, ¢) hat die Form

(O, lL:fl,m) = hm(0, oll,m)
(4:35) §8¢<9,g0\l,m>; (4.43)

die Integration iiber ¢ ergibt
0,0l,m) = €"™?(0,0]l,m). (4.44)

Zur Bestimmung der 6-Abhéngigkeit betrachten wir die Relation L |l,1) =0
und schreiben diese wiederum auf |0, ) projiziert,

h .
0 = (0,0|Li|l,l) = Eew (10g —cot 8 0,) (0, ¢ll, 1),
0 = (0p—1lcot)(6,p|l,1). (4.45)
Die Integration ergibt

0,0|,1) = ce™ (sinf)! mit ! ganz. (4.46)

_ 1\l
¢ = (253\/214::1(21)! (4.47)

Die Normierung




4.4. ORTSDARSTELLUNG 131

ergibt sich durch Integration iiber [dQ = 027T d [y sin0df; der Faktor
(—1)! ist Konvention. Die verbleibenden Funktionen |I,m) mit m < I erhal-
ten wir durch Anwendung von L_ auf |/, m) und anschliessender Projektion

of (0, ¢,
1
I,m—1) = L_|l,m),
A1+ 1) —m(m — 1)

i—?e*i“" (—i0p —cot00,) (0, p|. (4.48)

(0, p|L_

Die so definierten Funktionen (6, ¢|l,m) sind gerade die Kugelfunktionen

Yim(0, ),
—1)L 20+ 114+ m) eme
Yim(8, ) = (2[“) e El — m;! oy ol msin? 9. (4.49)

Beispiele fiir die einfachsten Kugelfunktionen sind in der Tabelle 4.2 gegeben.

1
Yoo = 7=
— 3 o 3 +io .-
Y10 =/ 4, cosf Yit1 = Fy/g.€¥sind

— 5 20 _ _ 15 +ip o
Y20 = 1/ 167 (3cos?0 —1) | Yor1 = TFy/32eT?sinfcosf
Yaoiz = 1/ 3e 2% sin? 0

Tabelle 4.2: Kugelfunktionen Y},

Die Kugelfunktionen zeigen folgende Symmetrien, unter m — —m:

Yi—m(0, ) = (=1)"Y5,(0, ¢); (4.50)

unter Paritét: die Paritdtsoperation ¥ — —# ist dquivalent zu 6§ — 7 — 6,
© — @ + m, somit transformiert e™? — (—1)™e!™? sinf — sinf, cosf —
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—cos 6 und wir erhalten (vgl. (4.49))

l erade: erade in P
— (1) g g )
PYin (0, ¢) = (=1)¥im(0, ) {l ungerade: ungerade in  P. (4.51)
Die Y}, sind vollstéindig in ILy(S?) und orthonormiert,
0 l 1
Y (0, 0)Y5 (6, 0)) = 50 —0Y5(p— ¢
;m;l l (,QO) lm( 7@0) sin 6 ( ) (90 QO)
= (-9, (4.52)
/dQ Y (0, 0) Y (0,0) = 0dmm- (4.53)
Es gilt das Additionstheorem fiir Kugelfunktionen,
: 20+ 1
> Vim0, Q)i (0.¢) = = —R(cos), (4.54)
mit cost = 7 - 7/, ¥ dem Winkel zwischen 7 und 7/, und
L d, .,
P(z) = 21—“@(2 - 1), (4.55)

den Legendrepolynomen. Die Vollstindigkeit der Y}, in L2(S?) impliziert,
dass L2(S?) in orthogonale Unterriume zerfillt, so dass

Lo(5%) = ém, (4.56)
=0

wobei H; mit dimH; = 2/ + 1 den Vektorraum aufgespannt von den Ku-
gelfunktionen Y}, zu fixem [ bezeichnet. Damit haben wir den Hilbertraum
L2(S?) gemiss den irreduziblen Darstellungen von SO(3) [oder O(3)] zer-
legt.?

Zur graphischen Verdeutlichung sind in Abb. 4.5 die Kugelfunktionen Y;,,
als Polardiagramme wiedergegeben, r = |Y},,(0, ¢ = 0)[2.

3 Die orthogonale Gruppe O(3) ergibt sich aus der speziellen orthogonalen Gruppe
SO(3) durch Multiplikation mit der Gruppe C; = {1,7}, mit I = P der Inversion oder
Paritét, O(3) = SO(3) x Cr. Die irreduziblen Darstellungen von SO(3) sind die D' mit
I € No und dim D' = 21 + 1. Die irreduziblen Darstellungen von O(3) sind die D'* mit
dim D** = 2 + 1. Die Basisfunktionen Y, gehéren zu D' wenn I gerade ist und zu D'~
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s p d
Lo

0
hj ’

m=0 m=11 m=t2 m=t1 m=0
m=t3 m=t2 m=t*1 m=0

Abb. 4.5: Polardiagramme r = |Y;,,(6,¢ = 0)* der Kugelfunktionen zu
[ < 3. Die Abkiirzungen s, p, d, f beziehen sich auf Drehimpulszustdnde mit
l=0,1, 2, 3.

Es ist (I, m|Lg|l,m) = (Lg)im = (Ly)ym = 0. Die Zusténde |I,£l) sind
in der zy-Ebene konzentriert mit (AL,); = (L2 — <Lx)2>lll/2 = <L32£>l1l/2 =
V1/2hund (ALy)y; = +/1/2 h. Die Zustéinde |, 0) sind entlang der z-Achse
ausgedehnt.

Es ist instruktiv die Kugelfunktionen Yj,, als Losungen des Eigenwertpro-
blems zu den Operatoren L, und L? = A auf Ly(S?) zu finden. Wir berech-
nen zuerst die p-Abhéngigkeit,

84,01/Im = Zm}/zm7
= Yin(0,9) = ™p(0), (4.57)

mit m ganz, so dass Yy, (0, ¢ + 27) = Y;,,(6, ¢). Dann bestimmen wir die

fiir [ ungerade, vgl. (4.51). Zu D' mit | ungerade und D'~ mit I gerade gibt es keine Ba-
sisfunktionen. Die Ausreduktion des Raumes L2 (S?) nach Massgabe von SO(3) ergibt alle
Darstellungen D' mit den Basisfunktionen Y, (da die Gruppe SO(3) die Inversion nicht
enthilt ist das Transformationverhalten von Yi,, unter I bei der Ausreduktion von SO(3)
irrelevant). Demgegeniiber enthilt die Ausreduktion des Raumes Lo (S?) nach Massgabe
von O(3) nur ‘die Hilfte’ der Darstellungen D'F von O(3); da I nunmehr ein Gruppen-
element von O(3) ist, ist das Verhalten der Basisfunktionen Yi, unter I jetzt relevant
und es treten nur die Darstellungen D' mit geradem ! und D'~ mit ungeradem [ auf.
Beachte, dass bei der Ausreduktion einer Darstellung nicht alle irreduziblen Dartsellungen
auftreten miissen — dies ist bei der Ausreduktion von L2(S?) nach Massgabe von O(3)
gerade der Fall.
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f-Abhingigkeit,

LY (0,0) = R+ 1)Yim(0, ),
2

m
[Magsmeag— e e—l-l(l—l—l)] p(@) = 0 (4.58)

oder mit z = cos#,

[az [(1—2%0.] +1(1+1) - mz ]p(z) = 0. (4.59)

Als Losung erhalten wir die assoziierten Legendrefunktionen, siehe (3.146).
Zuerst betrachten wir den Fall m = 0 und finden die Legendrepolynome

p(z) = P(z) = 2171 9L (22 — 1)}, (4.60)
Py=1, Pi=2z Py=(322-1)/2, Py=(52>—32)/2,
mit den Eigenschaften

(l + 1)]Dl+1 = (2l + 1)ZPZ —1P_q,
(1-2%)0.P, 1Py —1zP,

1
2
/_leB(Z)Pl/(Z) = T—Hélll' (461)

Als néchstes betrachten wir m # 0 beliebig und erhalten die assoziierten
Legendrepolynome,

Pp(2) = (1=22)"00Py(2),
2711 = 22)™2 9 (22 — 1)l m=0,1,...,1. (4.62)

Sie haben die Eigenschaften

le(_z) - ( )l+mplm<)

}DZO :Pl’ Pll = ( ) ( Z2)l/2>
(l +1- m)PH-lm = (2l + 1)Zle - ( + m)ljl—lrm
(1 - ZQ)az})lm = (l + m)})l 1m — lZle,
! 2 (I+m)!
P, Py = 4,
/_1 4P DPin(s) = g i (4.63)

Die Kombination der obigen Resultate gibt uns die Kugelfunktionen

2z+1(z— )

””“Ole(cos 0). (4.64)
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4.5 Rotation und Tensoren

In diesem Abschnitt setzen wir i = 1. Die Rotation Uy = exp(—i- L) dreht
einen Zustand um die Achse & mit dem Winkel |&|; die Drehung ist positiv
(beachte Uz verschiebt eine Position um @, Uz dreht eine Position um &). Es
werde der Eigenzustand |I,m) zu L%, L, gedreht. Uy lisst | invariant aber
mischt im allgemeinen die m—Werte. Demzufolge ist

l
Usll,m) = > dly (@)[1,m). (4.65)
m/=—I

. . . l — t
Die Koeffizientenmatrix d, , (&) ist gegeben durch

3) = (mle ), m)

= [D&)]mm- (4.66)

dl

m’m(

Die Matrizen [D!(%)] definieren die 21 + 1-dimensionalen ireduziblen Dar-
stellungen der Rotationsgruppe SO(3). Die Drehmatrizen D sind unitér,
DI @)D(B) = D(-&)D(@) = 1, also ist DI (&) = D(~&), und in Kompo-
nenten, [D(&)]prm = dbr (3) = d!, (—&), Um die Matizen d! , (&) zu
finden fithren wir die Eulerwinkel ein, siehe Abbildung 4.6. Eine beliebige

Abb. 4.6: Eulerwinkel ¢ (Dre-
hung um z, definiert '), § (Dre-
hung um 3/, definiert 2’), ¢ (Dre-
hung um 2/, definiert y”).

Rotation R(¢p, 0, ) lidsst sich mit Hilfe der Eulerwinkel als Kombination von
FEinzeldrehungen darstellen,

R(p,0,0) _ e Whs e Wy emivhs
Drehung um —  2/— y'— 2z — Achse,

vergleiche Abb. 4.6. Wir benutzen, dass

(4.67)

L, = e il Lyesz ,
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e—i@Ly/ _ efigoLzeinLy eigpLZ’

e WLy = 0Ly —Ls gLy (4.68)

die Verwendung dieser Ausdriicke in (4.67) ergibt

R(g&, 0 1/]) — e—iOLylefiwLZ ei@LyxefigoLzefiGLy eigoLzefiapLz
1
— o—ipLa =Ly yipLa o~ Lz ,—ipLa GifLy LipLs —i¢Ls —i0Ly
e WLz mi0Ly o= Lz (4.69)

Einsetzen von (4.69) in die Definition (4.66) ergibt fiir die Koeffizientenma-
trix d'. (¢, 0,1)

B (0,0,0) = ™™™ d) 0 (0)
mit d!, . (0) = ({,mle”v|l,m').  (4.70)

Die Elemente d!,, sind einfach zu finden: Es ist |0, ¢) = Ry 0,00 = 0,9 = 0)
und die Projektion auf (I, m| ergibt

(I, m|0p) = Zu m| Ry 0|1, m')({1,m’|0,0),

Y0 Zd (0:6,0) Y/ (0,0)
1) /70\/2l+1/4ﬂ'

[ AT,

Die iibrigen Elemente dfnm, mit m’ # 0 sind etwas schwieriger zu finden; das
Resultat ist (siehe Ubungen)

0L (6) = (~1)1H™ [ (1+m) ]1/%

T =y S 0/2) (472

% cos™ ™ (9/2) [(1 — gymmgmmm’ gl—m’ [t““m(l—t)l_mﬂ .

t=cos? g
Die drlnm, beschreiben uns das Transformationsverhalten von Tensoroperato-
ren unter Rotation: Ein irreduzibler Tensoroperator T der Ordnung k mit
seinen 2k + 1 Komponenten qu, qge{—-k,—k+1,....,k—1,k} transformiert
unter Rotationen geméss

k
Us Ty U = ) db (@) Ty (4.73)
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Die Kenntnis des Verhaltens (4.73) unter Drehungen erlaubt uns eine einfa-
che Berechnung der Kommutatoren [L, T, f]: Fiir kleine & ist Ug ~ 1—iw - L
und wir erhalten

LT = > (k,q|Llk,q) T}, (4.74)
ql

(L., T)] = qTy,

(L4, Ty] = VE(k+1) —alg£1) Tj. (4.75)

Fiir £ = 0 erhalten wir einen skalaren Operator S mit dem Transformati-
onsverhalten

S — §=U;5U0;" (4.76)

Das Superskript & = 1 bezeichnet einen Vektor-Operator V mit 3 Kompo-
nenten, z.B. 7, p, L. Die g—Komponenten von V sind

V=0 = Vz, Voma1 = F—=(Va £iV)). (4.77)

1
V2
Fiir Vektor-Operatoren V in karthesischen Komponenten haben wir frither
gefunden, dass

(Li, V] = iV, i,5,k=uy,z2 (4.78)
Die Resultate (4.75) und (4.78) sind unter Zuhilfenahme von (4.77) dquiva-
lent.

Ein Beispiel eines Tensoroperators 2'" Ordnung lisst sich wie folgt konstru-
ieren: Seien U und V zwei Vektoren. Wir gruppieren die Komponenten des
direkten Produktes gemiiss

V.U ViU; — UiV ViU + UiV, VU
Vilj=——0y+ ——5— +(”;”* 35”)'

Aﬂ h

—Skalar %Eijk (VAU — Vektor Tensor 2-ter Ordnung

Wir driicken die 5 Komponenten T;; dieses Tensors (Tij =Tj;, SpT = 0) in
Drehkomponenten qu aus,

1

Ty = Jé(VlU,1+2Von+V,1U1),
1
T2, = E(V:HUO‘FVOU:H);
T2, = Vi Uy (4.79)

Weitere Details, siehe Gordon Baym, Kapitel 17.
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Kapitel 5

Zentralpotential

Im Folgenden untersuchen wir stationidre Zustdnde im Zentralpotential
V(7) = V(r), d.h., in Problemen mit rotationssymmetrischen Potentialen.
Der Hamilton-Operator ist

2

H = 2 +V(r), (5.1)

und wir untersuchen das Eigenwertproblem
HY(7) = EY(r). (5.2)

Es ist V =V (r) aber ¥ = U(7), das heisst, die Wellenfunktion ¥ hat auch
Struktur in den Winkelkoordinaten. Die Rotationssymmetrie [H,Ug] = 0,
Uz € SO(3), erlaubt uns H, L? und L. gleichzeitig zu diagonalisieren und
vereinfacht dadurch die Losung des Problems. Die Situation ist &hnlich der
in der Mechanik: jeder Symmetrie entspricht eine erhaltene Grosse, im vor-
liegenden Problem ist dies die Invarianz unter Translationen in der Zeit
und unter Drehungen; die zugehotrigen Erhaltungsgrossen sind die Energie
FE und der Drehimpuls L. Diese Erhaltunssiitze sind dusserst hilfreich in der
Losung des mechanischen Problems. Die gleichen Symmetrien in der Quan-
tenmechanik geben uns eine scharfe (erhaltene) Energie und einen erhalte-
nen Drehimpuls da [H, E] = 0 ist. Ein Unterschied tritt allerdings aufgrund
der Nichtkommutierbarkeit der drei Drehimpulskomponenten auf; obwohl
wir L in einer beliebigen Richtung (wir nennen sie die z-Richtung) festle-
gen konnen folgt wegen [L;, L;] = ihe;jpLy #= 0 dass wir nicht alle drei
Komponenten gleichzeitig festlegen kénnen. Den vier erhaltenen Grossen in
der Mechanik entsprechen also nur drei Quantenzahlen E (zum Hamiltoni-
an H, [ (zum Drehimpuls L?), und m (zur Drehimpulskomponente L,) in

139
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der Quantenmechanik. Technisch wird die Losung des Problems vereinfacht
indem wir nur stationire Losungen der Schrodingergleichung finden miissen
und indem das Winkelproblem durch Ausreduktion der Drehgruppe im Hil-
bertraum bereits gelost worden ist. Das verbleibende Radialproblem kénnen
wir in jedem Sektor zu fixem [ 16sen.

Wir gehen zu Kugelkoordinaten iiber so dass wir die Rotationssymmetrie
direkt ausniitzen kénnen.

5.1 Eigenwertproblem in Kugelkoordinaten

Es ist

L? = jkTiPkCitmTiPm

(0510km — 0mOk1)T;PLTIDm

LiPkLjPk — TjPkTkPj

zj(2jpre — 1hdjk)pk — xj(zkpr — 3ih)p;
;T ipEpk — thajp; — xjxRprp; + 3iha,pj

= 7r*p? — b §— xj(pjor + ihd i )pr +3ihi - §
(7-p)2+ihi-p
= rp? — (7 P)? +ihi - . (5.3)

Klassisch ist L? = 72p? — (- §)?; zum Beweis rechne man direkt nach oder
man benutze den lim% — 0 von (5.3). Es ist

- 1 1
vV = (axva’yaaz) - <a7“arsin€8<parae>

und

7= —ihi - N = —ihrd, (5.4)

die Projektion von p auf 7. Mit (5.3) erhalten wir die kinetische Energie
(oder den Laplaceoperator A) in Kugelkoordinaten,

1 -
PP = —W*V? = —IPA = (L% + (F-p)? — il p)
T
h2 9 L2
= —ﬁ [(7"87«) —i—?‘@r] + ﬁ
L2

r2
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pr ist asymptotisch die Radialkomponente des Impulses und hat die Formen

1
T S | . L
pr = —ihr " (Or) = zﬁ(@r—i— r)' (5.6)

Der Operator pg lasst sich dann folgendermassen schreiben,

o= R (az + %ar) = 12 (az + dm;_l ar)
_ —h2<% O, 10 + %aT) (5.7)
_ —h2<% 9, 7«)2 = —nQ(% o2r) = —h?(ri2 012 0,).

Es ist [r,p,] = ih, d.h., p, ist kanonisch konjugiert zu r. Das Eigenwertpro-
blem nimmt in Kugelkoordinaten folgende Form an,

(@04 v v - BUO. (59)

Die Winkelkoordinaten stecken in L2, siehe (4.40) und fiir den Laplace Ope-
rator A ergibt sich (5.9)

2 1 1
A= P+ +— " P+ — i . .
O + 7"6 +TQSinzﬂa‘p—l_TQSinﬁae(Smgae) (59)

L2 /r?

Da wir aber das Winkelproblem L2Yl,m = h? [(1+1) Y}, bereits gelost haben,
ist es nicht sinnvoll zu (5.9) tiberzugehen. Der Rotationssymmetrie V = V(r)
wegen separieren die Winkel- und Radial- Koodinaten

\IJ(T‘,97QO) = R(T)Yvhm(O?SO)’
L*Yim = BU+1)Y,,

und wir kénnen sofort zum Radialproblem iibergehen,

[_:2 (83 + 72~87“> + ualthd) +V(r)| R(r) = ER(r). (5.10)

m 2m r2

Um die Form einer dim = 1 Schriédinger-Gleichung zu erhalten schreiben
wir die Radialfunktion R(r) in der Form

R(r) = —* (5.11)
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und erhalten die Gleichung

P P v ]ue) = Bug). (5.12)

2m 2m r2

J/

Veﬁ(r)

Nur fiir = 0, Drehimpuls Null, ist Veg(r) = V(r). Ansonsten wirkt zusétz-
lich zu V(r) das abstossende Potential Vi(r) = A%l(I + 1)/2mr? auf das
Teilchen, die wohlbekannte Zentrifugalbarriere, vergleiche Abb. 5.1. Wir
werden sehen, dass wegen dieses Terms W¥(r) oc 7! fiir r — 0 und das
Teilchen von der Umgebung r = 0 verdridngt wird. Die Gleichung (5.12)

Abb. 5.1: Der Drehimpuls erzeugt

VL die Potentialbarriere V; = h2l(I +

1)/2mr? und verdringt die Wellen-

funktion aus der Umgebung des Ur-

sprungs. Das Potential V' (r) kombi-

Veff niert sich mit V;(r) zum effektiven
Potential Vog(r).

Vv

entspricht einem dim = 1 Schrédinger-Problem mit V(z < 0) = oo,
V(z > 0) = V(z = r); fiir ein attraktives Potential ist die typische Situation
in Abbildung 5.2 skizziert. Umgekehrt erhalten wir durch die symmetrische
Erweiterung V(z < 0) = V(|z| = r) ein typisches dim = 1 Problem. In
dim = 1 bindet jedes attraktive Potential mit (V (|z| — oo) — 0,V (0) < 0)
mindestens einen (in x geraden, V(x) = V(|z|) ist invariant unter x — —zx)
Zustand. Betrachte nun das dim = 3, [ = 0 Problem. Dann muss u(0) = 0
sein (siehe folgende Seite), und somit u ungerade. Daraus folgt, dass das at-
traktive Potential in dim = 3 eine Mindeststirke aufweisen muss, damit es
einen Zustand binden kann, vgl. die Diskussion im Abschnitt 3.3 (Teilchen
im Topf), Seite 75.

Eine dimensionelle Abschiitzung gibt die Bedingung Vg > h?/2m 3 fiir einen
gebundenen Zustand im [ = 0-Sektor. Fiir [ > 0 wirkt zusétzlich die Zentri-
fugalbarriere der Bildung von gebundenen Zusténde entgegen. Als néchstes
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Abb. 5.2: Das zentralsymme-

‘ x:: trische Potentialproblem lésst

T SeL 0 ro sich auf ein dquivalentes halb-
S seitiges 1D Problem (mit r =

.. 4 x > 0) abbilden, hier fiir

_VO ein attraktives Potential illu-

striert.

untersuchen wir das Verhalten von u(r) und damit der Wellenfunktion W (7)
in den Grenzfillen » — 0 und r — oo.

Grenzfall r — 0

Fiir V(r) & 1/r?7¢, € > 0, sind die fithrenden Terme (I > 0) der Differenti-
algleichung (5.12) gegeben durch

K2, RA(L+1)
P RN S = . .1
[ Qmar A w—— } u(r) 0 (5.13)

Damit ergeben sich folgende Losungen fiir u(r),

-1 (5.14)

ritl «—  regulire Losung,
u(r) o . .
r < nicht normierbar.

Fiir [ = 0 muss u bei r = 0 verschwinden (Beweis ad absurdum): Sei u(0) =
ug # 0, dann ist W(7) o up/r bei 0 und V? erzeugt eine J-Funktion bei 0
(die Funktion 1/r ist gerade die Greensche Funktion zum Laplace Problem,
V2(1/r) = —4md(7), zu iiberpriifen mit Hilfe des Satzes von Gauss). Diese
d-Funktion bleibt in der Schréodinger-Gleichung unkompensiert und folglich
muss ug = 0 sein.

Grenzfall r — oo

Wir nehmen an, dass V(r — co0) — 0 mindestens wie 1/r; die iiberlebenden
Terme sind dann

h?
[ &—4u:(x (5.15)

“2m

und fiir gebundene Zustinde (mit £ < 0) finden wir die Asymptotik

u(r) o e, a=+/2m|E|/h. (5.16)
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Fuchsscher Ansatz »r — oo

Nach Separation der Asymptotik fiir » — 0 und r — oo lésen wir das
verbleibende Problem mit einem Fuchs’schen Ansatz,

rle=" x(r);  1>0; a=+/2m|E|/h, E<0, (5.17)

x(r) = r® Z ap 7" Fuchs’scher Ansatz.
k

u(r) =

Fiir V(r) o« —1/r?T¢, ¢ > 0, stiirzt das Teilchen in die Singularitit bei
0, siehe Landau Lifschitz; der Fall ¢ = 0 ist marginal (Vorfaktor Vj von
V(r) ~ Vo/r? ist relevant (check)). Im Folgenden untersuchen wir im De-
tail zwei Beispiele, den 3D-Topf und das attraktive Coulombpotential. Wir
konzentrieren uns hauptséchlich auf gebundene Zustéinde, E < 0. Die Streu-
zustédnde mit positiven Energien E > 0 werden wir spiter behandeln.

5.2 Das Teilchen im 3D-Topf

Wir definieren wie iiblich E < 0, k = /2m(E + V;)/h, a = y/2m|E|/h. Die
Losungsansétze unterscheiden sich fiir I = 0 und ! > 0, deshalb werden wir
die beiden Fille getrennt behandeln.

VA
a N Abb. 5.3: Topfpotential der Tiefe V
0 r und Breite a.
(04
) D S -
k
-V

5.2.1 Firl=0

erhalten wir die Differentialgleichung

02 + K ug(r) = 0, r<a,
0% — ®|ug(r) = 0, r>a, (5.18)
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mit der Losung

) — AeikT-f-Be_ikT,
) = Ce . (5.19)

uo(r

uo(r

(AVARVAY

a
a

Die Losung (5.19) muss die Randbedingungen bei 7 = 0, up(0) = 0 =
A+ B =0, und bei a erfiillen,

up(a™) = ug(a™)
= 21 Asinka = Ce *°,
up(a™) = up(a™)
= 2ik Acoska = —aCe . (5.20)

Wir erhalten eine zu (3.29) dquivalente implizite Gleichung fiir E,

cotka = ——. (5.21)

| Q

Wir finden gebundene Zustinde sofern Vo > h?m?/8ma? ist, wobei man
beachte, dass a < w/2.

5.2.2 Firl>0

definieren wir p = kr und erhalten fiir » < a die Differentialgleichung

[83+Zap+<1—l(l;1)>]Rl(p) _— (5.22)

Diese Gleichung gilt auch fiir r > a wenn wir die Variable p umdefinieren zu
p = iar. Die Losungen von (5.22) sind die spérischen Bessel- und Neumann-
Funktionen,

Bessel —»  ji(p) = ‘/%jl_i_%(p), (5.23)
Neumann — my(p) = (—1)“‘1‘/21/)\7_1_%(@. (5.24)

Dabei sind die Besselfunktionen J; die Losungen der Differentialgleichung

{aﬁ + ;ap + <1 — Ziﬂ Tulp) = 0. (5.25)
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Beachte, dass (5.22) unter [ + 3 — —l — 3 symmetrisch ist, und damit
die Neumann-Losungen in die Bessel-Losungen iibergehen. Beispiele fiir die
sphérischen Bessel- und Neumann- Funktionen sind (siche auch Abb. 5.4
und 5.5)

. sin p cos p
Jo = ’ no = — )
P P
) sin cos cosp sinp
o= S cosp mo= -0 SP (5.26)
P P P p
. <3 1) ) 3 (3 1) 3 .
= (———)sinp— —cosp, n2 = —|(—5——)cosp— —sinp.
P2 P R R P> p p?
1
Jo
0
0.5F . i
Iy
0 2 7 6 g 10 To

Abb. 5.4: Besselfunktionen jo(z),  Abb. 5.5: Neumann Funktionen
Ji(z), jo(x). no(z), ni(z), na(z).

Die  spharischen  Besselfunktionen — zeigen  folgendes  Verhalten
fir kleine (Reihenentwicklung fir p — 0) und grosse (Asym-

p — 0
!
totik  fiir — o0 Arcumente: ; _r
P g ) Arg s @20+ )’
20 — 1!
P

p — 00: (5.27)
1
g~ ;cos[p— I+ 1)m/2],

ng o~ ;Sin[p—(l+l)7r/2].
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Fiir die sphérischen Besselfunktionen z; = j;, n; gelten die Rekursionsfor-
meln (I > 0)

20+1
-1tz = 21,
P
I+1
8pzl = Z|-1— + Zl. (5.28)

Fiir p — 0 ist n; immer singulédr und entfillt damit als Losung; R; ldsst sich
dann darstellen als

Ri(r<a) = Ajkr). (5.29)
Im Aussenraum r > a wihlen wir die Kombinationen

rY(p) = Gilp) +imp),
W) = Gilp) —imlp), (5.30)

die Hankelfunktionen mit dem asymptotischen Verhalten

hl(m) N ;ezl:i[p—(l-ﬁ-l)ﬁ/ﬂ. (5.31)

Mit p = ¢ ar erhalten wir fir R;(r > a) ausserhalb von a eine exponentiell
zerfallende Funktion,

Ri(r=za) = Bljliar)+im(iar)]
= Bhl(l)(z'ar)
B

~ = (=i)ttemar, (5.32)

p
die Komponente hl@) (kr) exp[—ikr] wiirde eine einfallende Welle, hl(2) (iar) o«
explar] eine nicht normierbare Losung beschreiben. Die Energieniveaus er-
halten wir wieder aus den Randbedingungen bei r = a: mit £ = ka und

n = aa, hk = \/2m(E + Vp) und ha = y/2m|E| finden wir die Relation
€ 4+n2 = 2mVyd®/R, (5.33)
und die Randbedingungen

Ri(a™) = Ry(a™), Rj(a”) = Rj(a™) (5.34)
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ergeben die impliziten transzendenten Gleichungen fiir F,

[=0: &cot& = —n, (5.35)
coté 1 1 1
j—1: 5
& & no

Neue gebundene Zusténde erscheinen wenn & durch nm geht also cot & — oo.
Fiir [ = 1 erscheint der erste gebundene Zustand fiir Vo > h%72/2ma?, ver-
gleiche mit I = 0 wo der erste Zustand bei Vy > h?72/8ma? erscheint; die
repulsive Zentrifugalkraft wirkt der Bildung gebundender Zustinde entge-
gen.

5.3 Wasserstoff Atom

5.3.1 2-Korper Probleme

Wir wiederholen zuerst das klassische Problem: Sei der Hamiltonian fiir
zwei wechselwirkende (Potential V (r = |7])) massive (Massen m ») Teilchen
gegeben,

Pl P
H = L P oy —m)). 5.36
D By - ) (5:6)

Wir gehen zu Schwerpunkts- und Relativ- Koordinaten R und 7 iiber,!

. N . — ml771 =+ m2772
7= T—r, R= —7""7">5 (5.37)
m1 + mo

ebenso fiir die (konjugierten) Impulse

. map1 — MipP2 = L
p = ——, P = p1 + D2. (538)
mi + mso

1Fiir ein Mehrkérperproblem mit n Teilchen in Positionen z;, i = 1,...,n, definiert
man die Schwerpunktskoordinate (COM) nX = -7 x; und die COM-Relativkoordinaten
Z; = x; — X, dann gilt > 7 & = 0. Die kinetische Energie T = )7 @7 lasst sich dann durch
die Relativkoordinaten dz;; = x; —x; = d%;; ausdriicken, T = nX? +n~" doi<i §i3;. Zum
Beweis schreibe man 7' = nX? + Y7 i’?, dann driicke man die Gleichung (37 ;)% = 0
durch Y7 5:? + R = 0 aus und eliminiere den Rest R via der Beziehung )

n 32

(n—1)>T%; — R.

.2
i<j oy =
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Wir definieren die reduzierte und die totale Masse

m = pu = w, M = mj+ ma. (5.39)
mi + ms

Wir quantisieren mit Hilfe der Kommutationsbeziehungen: Aus [z,;,p,;] =
ihd;j6,, fir v,p € {1,2}; 4,7 € {1,2,3} folgen die Vertauschungsrelationen
fiir ¥ und p und R und ﬁ,

[xi,pj] = ihéij, [XZ,PJ] = z’héij, (5.40)
und wir erhalten folgende Darstellungen fiir  und ]3,

B I
= -V, P = -V A1
p Vi, Vi (5.41)

Der Hamiltonoperator in Relativ- und Schwerpunkts- Koordinaten hat die

Form
P2 p2

und erlaubt die Separation von Schwerpunkts- und Relativbewegung durch
den Ansatz

U, R) = eiﬁ-ﬁe—ihKQt/QMe—iEt/hw(f») (5.43)
mit dem verbleibenden Relativproblem
P2
ve)|vn = v (5.44)

Die totale Energie ist dann die Kombination E + h2K?2/2M.

5.3.2 Coulomb-Potential, H-Atom

Wir 16sen das Relativproblem

n? -

[—v2 + V(r)}w(F) = Ey(7) (5.45)
2m

mit dem Coulombpotential V(r) = —Ze?/r. Nach der Abseparation der
Winkelkoordinaten [¢(7) = 1(r,0,¢) = Y (0, ¢)Ra(r)] und unter Nut-
zung des Ansatzes Ry = ugq/r erhalten wir das Radialproblem

{85 - l(lp—i; D + Z - 042:| uar(p) = 0. (5.46)
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Dabei haben wir die Langenskala
ap = h?/mee* = 0.529A (5.47)

eingefithrt (p = Zr/ap; wir approximieren m ~ m, da M > m, fiir das
Wasserstoffproblem) und die Energie F umgeschrieben gemiiss der Skalie-
rung

) -E h?

= Ep = —— = 13.605 eV. (5.48)

Z2ER’ 2mea%

ap heisst Bohr’scher Radius, E'R ist die Rydbergenergie; sie sind die relevan-
ten Léngen- und Energieskalen im Problem. Nach der iiblichen Abspaltung
der Asymptotik (fiir p — 0, 00) benutzen wir den Fuchsschen Ansatz (siehe
(5.13) und (5.16))
uat(p) = P fui(p) mit
falp) = Z ayp” (5.49)
v

und erhalten die Differentialgleichung

a/%fal +2 (l—;l - a) apfal + /2)[1 - a(l + 1)] fal(p) =0. (550)

Der Koeffizientenvergleich in den Potenzen p” ergibt die Rekursion

all+v+1)-1
= 2 " =0,1,2,... . 5.51
rDwr2ar™ 7 (5:51)

Ay+1

Der Koeffizient ay wird durch die Normierung festgelegt. Da a,11/a, ~
2a/v, v — o0, muss die Reihe abbrechen und wir erhalten das Spektrum

1

= —. 5.52
N gy (552)
Die Eigenwerte
Z°E
E, = _721%7 n=1,2,3,... = Hauptquantenzahl  (5.53)
n
treten mit den Entartungsgraden D,
n—1

Dn=Y Giom=» (@+1) = n’ (5.54)

m,l,v =0 )
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Endniveau n | Name Energiebereich
n=1 Lyman | UV
n=2 Balmer | sichtbar

n=3 Paschen | IR
n=4 Bracket | IR
n=>5 Pfund IR

Tabelle 5.1: Uberginge zwischen Niveaus

auf. Die Quantenzahlen n, [, m heissen Haupt-Quantenzahl n, Neben- oder
Bahndrehimpuls- Quantenzahl [, und magnetische Quantenzahl m. Die zu-
sitzliche Entartung in [ ist eine Konsequenz der dynamischen Symmetrie
im Coulombpotential. Wird der Spin beriicksichtigt, (siche spéter) verdop-
pelt sich die Entartung, D, = 2n?. Die Uberginge zwischen den Niveaus
involvieren Al = 1 (siehe spéter) und gehoren zu einer der Sequenzen in der
Tabelle 5.1; siehe auch Abbildung 5.6 fiir eine graphische Darstellung der
involvierten Zustéande.

n
5 —
4 Y pfyng -
3 Bracket
5 vvyyy Paschen

Balmer
1 Y YV ¥

Lyman

Abb. 5.6: Ubergiinge im H-Atom: Lyman-, Balmer-, Paschen-, Bracket- und
Pfund-Serien. Die Lyman Serie liegt im UV Bereich mit Energien grosser als
10 eV; die Balmer Serie liegt im sichtbaren Bereich mit Energien im Bereich
grosser 1.9 eV (rot, cyan, violett); die Paschen Serie liegt im IR Bereich mit
Energien grosser als 0.65 eV.



152 KAPITEL 5. ZENTRALPOTENTIAL

5.3.3 Radiale Wellenfunktionen

Die radialen Wellenfunktionen des Coulomb-Potentials ergeben sich aus der
Differentialgleichung (5.50), die wir via den Manipulationen

92+ 2 (’%1 - a) 9y + 2[1 — a1+ 1)] (5.55)
1l z=2ap
40202 + 4o [m@ - a} 0. +42(1 — a(l +1)] (5.56)
| -z/4a?
1
207 +[2(1+1) =20 + [— —(l+ 1)] (5.57)
— —

in die folgende Form bringen (n = 1/a)
{202 + 2(1+1) = 2]0, + [n — (L + D]} fui(z) = 0. (5.58)
Der Vergleich mit der Differentialgleichung
20°F + (b—2)0,F —aF = 0 (5.59)

mit den Losungen (konfluente hypergeometrische Funktionen)

a a(a+1)
Flabiz) = = 1+ 2,y 20t
(a,5;2) T rn2”

ergibt uns die Radialfunktionen in der Form

Ru(r=pap/Z) = ple” fulz =2p/n) (5.61)
x  (kr)le ™ F(—n+ 141,20 + 2; 2kr)

2. (5.60)

mit z = 2ap = 2Zr/nap = 2kr, k = Z/agn die effektive Wellenzahl. Die
Randbedingung (bei r — o) verlangt, dass n—I—1 = v > 0 eine ganze Zahl
ist, woraus sich das Spektrum E = —h?/2mca%n? = —meet/2h*n?, n € N
ergibt. Die konfluente hypergeometrische Funktion mit ganzzahligen Para-
metern ist (bis auf einen Faktor) identisch mit dem zugeordneten Laguerre
Polynom?

Ik(z) = (pf!k)!ezag(zp—ke—z), (5.67)

F(—p+kik+1;2) o« Li(z), (5.68)

’Die Laguerre Differentialgleichung

(202 + (1 — 2)0= +p| Lp(2) =0, p>0, (5.62)
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und die Identifikation p = n+1, k = 2I+1 gibt uns folgende Schlussresultate
fiir das verallgemeinerte Wasserstoffatom,

Voim (’I“, ‘97 90) = Ry (T)Yim (07 90)) (569)
Ry(r) = - nl(2/{7“)le_'"L72llill(2ﬁr) (5.70)
A (n—1—1)!
N = <a3> n2(n+1)! (n+10)! °

Dabei ist die Radialfunktion auf 1 normiert,
o0
[ ariraeR = 1 (5.71)
0
womit sich via dem Integral
= - 2 (p)?
dz 2 e [Lk z } =
/0 o) (p—k)!

die Normierungskonstante IV,; ergibt. Explizite Beispiele fiir Radialfunktio-
nen mit n < 3 sind (vgl. auch Abb. 5.7)

(2p—k+1) (5.72)

Rig = 26%%exp[—kr], (5.73)
Ry = 26%%(1 — kr) exp[—kr],
2%3/2
R = Kr exp|—kr|,
21 V3 p| ]

Ryg = 26%%[1 — 2kr + 2(kr)? /3] exp[—kr],

wird durch die Laguerre-Polynome gel6st
Ly(z) =€*0% (2" %), p=0,1,.... (5.63)
Es gelten folgende Rekursionsformeln fiir L, (2),

Lptn = (2p+1-2)Ly— pQLp—l’
9:Lp = p(0:zLp-1— Lp-1). (5.64)

Die zugeordneten Laguerre-Polynome

|
LE(z) = 8 Ly (2) = . P ezop (f*’“eﬁ) (5.65)

16sen die Differentialgleichung

(202 + (k+1—2)0. + (p— k)] Li(2) =0, k<p. (5.66)
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= 10 Abb. 5.7: Radiale Wahr-
%2 B i scheinlichkeitsdichten T2R7211-
g Beachte die zunehmende Ver-
| 20 | dringung der Wellenfunktion
/\ aus der Umgebung von r = 0
0.7 mit [ (« Zentrifugalbarriere)
0.35¢F 30 | und die Zunahme der Null-
0 /\ stellen mit n; die Anzahl
21 Nullstellen ist durch n —1 —1
I /\ | gegeben. Die radiale Funktion
0.7 Run1 = [(26)%2/\/(2n)!]
0.35 31 | (2kr)"le™*  mit  dem
o~ /\ hochsten [ hat jeweils keine
0 Nullstelle und definiert fiir
- 32 n — oo scharfe Bahnen (i.e.,
/—.\ Ar/r — 0) bei r ~ apn?/Z.
0 5 kr 10
3/2
R31 4\/535//17'(1 — Kkr/2) exp|—kr],
2\/51,{3/2

R3s (kr)? exp[—rr],

3V5

Mit zunehmender Hauptquantenzahl n verschieben sich die Bahnradien (r),;
nach aussen

ap

% (3n® —1(1+1)), (5.74)

<r>nl =

212

und die Schwankungen Ar = [(r2),; — (r) wachsen geméss

Ar — %\/nzw +2)—12(1+1)2, (5.75)

wobei wir benutzt haben, dass

2.2
n-ap

2 —
<T‘ >7’ll - 2Z2

[5n* —31(1+1) +1]. (5.76)

Wir betrachten abschliessend die Charakteristika zweier besonders einfacher
Falle, l =n —1und [ = 0. Fiir [l = n — 1 hat die Radialfunktion R, ,—1
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keine Nullstellen und ihre Charakteristika sind

(Mnn-1 = ﬁ n(2n +1),
Arpp_1 = ﬁ nvan + 1,
Ar/(r)yn1 ~ 1/¥V2n+1 — 0 fiir n — oo. (5.77)

Fir | = 0 hat R,p die maximale Anzahl von n — 1 Nullstellen und ihre
Charakteristika sind

RnO(O) 7é 07
_ 3ap n?.
<T>n70 - QZ

Arf(e = V1+(2/n?)/3 ~ 1/3. (5.78)

5.3.4 Dynamische Symmetrie

Der dynamischen Symmetrie liegt eine besondere Form des Kraftgesetzes
(des Potentiales) zugrunde, hier V(r) o 1/r. Ein Potential 1/r'*¢ ¢ # 0
hat zwar die geometrische Rotationssymmetrie, nicht aber eine zusétzliche
dynamische Symmetrie. Im Fall des H-Atoms hat die dynamische Symmetrie
ein klassisches Analogon, den (erhaltenen) Lenzvektor. Dies ist nicht allge-
mein der Fall. Eine quantenmechanisch dynamische Symmetrie muss nicht
unbedingt ein klassisches Analogon haben. Wir untersuchen das Keplerpro-
blem H = p?/2u — k/r, wobei i die reduzierte Masse bezeichnet und & fiir
das verallgemeinerte Wasserstoffatom zu x = Z e? gewihlt wird. Klassische
Bahnen sind geschlossene Ellipsen (vgl. Abb. 5.8) mit Halbachsen a und b
und Exzentrizitit e = (1 — b?/a )1/ 2 Erhaltungsgrossen sind die Energie
E = —k/2a und der Drehimpuls L die Richtung L legt die Bahnebene fest,
der Betrag L bestimmt die Exzentrizitit via L? = pra(l — e?). Die Bahn
ist somlt durch die Erhaltungsgrossen E und L festgelegt. Zusétzlich zu H
und L ist auch der Lenz-Runge Vektor M erhalten,

. 1 . L
M = “gAL-"F M =re L-M=0,
I T
2H
M? = “—L?+k2% (5.79)
7

M = const. impliziert die Absenz der Periheldrehung, eine Besonderheit des
1/r-Potentials.
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Abb. 5.8: Der Runge-Lenz
Vektor M zeigt vom Brenn-
punkt zum Perihel und ist
eine erhaltene Grosse im Kep-
lerproblem. Stérungen des
1/r-Potentials  verursachen
eine Drehung von M ; die
Beobachtung der Periheldre-
M hung des Merkurs war eine

der ersten experimentellen

Perihel Bestétigungen der ART.

Aphel

Fiir V o 1/r1*¢ resultiert eine Periheldrehung; ein beriihmtes Beispiel sind
die Korrekturen zum Kepler Problem infolge der Allgemeinen Relativitéts
Theorie (ART); die Periheldrehung des Merkurs war eine der ersten experi-
mentellen Bestétigungen der ART. Auch der isotrope harmonische Oszillator
mit 72 Potential besitzt eine dynamische Symmetrie: Im isotropen harmoni-
schen Ostzillator ist die erhaltene Grosse nicht ein Vektor sondern ein Qua-
drupol, denn Zentrum der Anziehung ist nicht ein Brennpunkt sondern das
Zentrum der Ellipsenbahn.

In der Quantenmechanik definieren wir den Pauli-Lenz Vektor

- 1 L 7
M o= —(ﬁ/\L—L/\ﬁ)—/ﬁ: (5.80)
2u r
Es gilt immer noch M-L=0=L-M sowie
M? =2H(L* + %)/ + K2 (5.81)

mit dem zusétzlichen Term oc h2. M ist ein Vektor, somit gelten die Vertau-
schungsbeziehungen

(5.83)

Die Vertauschung der Komponenten M; untereinander ergibt
[Mi,Mj] = —(QH/u)iﬁEijkLk. (5.84)

Wir definieren K = \/—u/QHM und schrinken M auf Eigg<oH ein,
K = \/u/2|E| M; fir E < 0 ist K ein hermitescher Operator. Die sechs
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Operatoren {ff , E} erfiilllen die Kommutationsbeziehungen

[Ki,Kj] = ihéijkLk,
[Ki, Lj] = iﬁéiijk,
[Li,Lj] = ihEijkLk. (585)

Erweitern wir die Variablen z;,p;, i € {1,2,3}, um x4, p4, indem wir ver-
langen dass

Lz] = TiPpj — TjPi, S {1727374}7
Ly = K, Ly = Ky, L3t = K, (< x4 &ps), (5.86)

so bilden die L;j, i € {1,2,3,4} gerade die Lie-Algebra von O(4). Wir finden,
dass die Symmetriegruppe von H nicht SO(3) sondern die grossere Gruppe
SO(4) ist. Fir E > 0 erhalten wir anstelle von SO(4) die Poincare- (oder
Lorentz-) gruppe iiber M* = (¢,7), dem Minkowski-Raum.

Schliesslich berechnen wir noch das Spektrum zu H: Unter Benutzung von
(5.81) koénnen wir H schreiben als

2
UK
H = - . .
2K+ L2+ ) (587)

Die beiden Vektoroperatoren

5:%(54&?) und 5:%(5—12) (5.88)
definieren gerade die zwei Casimiroperatoren® S$? und D? zu SO(4):
[9i,8;] = iheSk,  [Di, D] = ihejrDy,
S,D] = 0 — [S2,8] = [$2,0] = 0, (5.89)
[D?2,5] = [D%D) 0.

D und S definieren je eine SO(3) oder SU(2) Algebra. Erlaubte Eigenwerte
sind

Eig D> = h%d(d+1),

3Der Casimir Operator ist eine bilineare Kombination der Erzeugenden einer Lie-
Algebra, welche mit diesen Erzeugenden kommutiert. Die Anzahl unabhéngiger Casimir
Operatoren ist gleich dem Rang der Gruppe, d.h., der maximalen Anzahl kommutierender
Erzeugender. Als Beispiel betrachte man die Gruppe SO(3) mit [L;, L;] = ihe;jiLi. Thr
Rang ist 1, der Casimiroperator ist L?. Ein anderes Beispiel ist SO(4), wobei {S;, D;} fiir
ein 7 und ein j ein maximal kommutierendes Set bilden. Der Rang ist 2, die Casimirope-
ratoren sind D? und S2.
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Eig S = h*s(s+1),
1.3 _5
d,S c {0,2,1,2,2,2,"‘}. (590)

Da weder S noch D Bahndrehimpulse sind, sind halbzahlige Werte fiir d
und s erlaubt. Es ist
Hoe
2 [(S—D)2+(S+D)2+h2
s

= —_ . . 1
2(252 +2D?% + 1?) (5:91)

Da K-L =0ist, gilt (S—D)-(S§+D) = $2—D? = 0, somit muss d = s
sein und wir erhalten die Energieeigenwerte

pK’
212 [4s(s 4+ 1) + 1]
s
2h2(2s 4 1)2
s

- B 92
2h2n2 (5.92)

E, =

mit n = (2s + 1) ganz; die Dimension der Energieeigenrdume ist
dimEigy H = (2s+1)(2d+1) = n®



Kapitel 6

Streutheorie

In diesem Kapitel untersuchen wir folgende Problemstellung: Gegeben sei
ein (zeitunabhingiges) (Streu-)Potential V(#) mit » V(7) — 0, d.h., das
Potential soll geniigend schnell abfallen (kurzreichweitiges Potential). Das
langreichweitige Coulomb-Potential mit V(r) o 1/r betrachten wir spéter
als Spezialfall. V' (7) kann attraktive Regionen haben, dann kénnen gebun-
dene Zustinde mit E < 0 auftreten. Hier betrachten wir Streuzustdnde mit
E > 0. Mit V(r — o0) — 0 sind diese Zustédnde asymtotisch frei. Fiir das
zeitunabhéngige Problem ist 9;H = 0 und wir kénnen stationire Zustédnde
betrachten,

HY(F) = EpVg(r), (6.1)
mit H = p?/2m + V(7) und der Definition E;, = h?k%/2m. Die Rand-
bedingungen sind durch die Streugeometrie gegeben, sieche Abbildung 6.1.
Demnach soll sich die Wellenfunktion W asymtotisch fiir grosse Distanzen
r verhalten wie

eiksr

V() ~ T Q) (6:2)
Fiir elastische Streuprozesse ist ks = k. Die Streuamplitude f;(€2) hdngt von
der Wellenzahl k/Energie E; und dem Raumwinkel ©Q ab. Im Experiment
werden einzelne Teilchen gestreut welche durch Wellenpakete beschrieben
werden. Da die Theorie linear ist konnen wir letztere durch Superposition der
stationéiren Losungen W finden, siehe spéter (Paragraph 6.2). Beachte, dass

k keine Quantenzahl ist; die Wellenfunktion W; enthélt Impulskomponenten
+ k.

159
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gestreuter
— Strahl = auslaufende

k \ / Welle

—_—
_—
—_—
—_—
_—
einfallende
Welle

Abb. 6.1: Streugeometrie: Die einfallende Welle exp(ik - 7) wird durch das
Potential V (7) gestreut. Die gestreute Welle hat asymptotisch die Form einer
im Raumwinkel €2 modulierten Kugelwelle fi(2) exp(ikr)/r.

6.1 Lippmann-Schwinger Gleichung

In einem ersten Schritt 16sen wir das Eigenwertproblem (6.1) mit der Rand-
bedingung (6.2),

2
[;nvu Ek] Uo(F) = V(F)T(F), (6.3)
A Y e
—_ Quelle

freie Propagation

wobei wir bereits eine sinnvolle Gruppierung der Terme vorgenommen ha-
ben, die der Streugeometrie angepasst ist. (6.3) ist nicht ein EW-Problem
im iiblichen Sinne (wo Ej unbekannt ist): Jede Energie E} erzeugt eine
Losung. (6.3) ist eine inhomogene partielle Differentialgleichung, wobei die
Quelle V()W () von der Losung abhiéingt. Derartige getriebene Differenti-
algleichungen 16st man iiblicherweise mit Hilfe von Greenschen Funktionen:
Wir wihlen eine Punktquelle §(7) und 16sen

2
{;LmVQ + E] G(r,E) =46(f) & Randbedingungen (RB) fir G.  (6.4)
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Kennen wir die Losung zu (6.4) so kénnen wir die Losung zu (6.3) schreiben
als

V(7)) = gk g / & G(7 — 7', )V (F )W) . (6.5)
Loésung der hom. Gl. -~

Losung der inhomogenen Gleichung.

Dabei ist die Losung der homogenen Gleichung gerade die einfallene Welle
und die Losung der inhomogenen Gleichung ist die gestreute Welle. Zum
Beweis, dass die Integralgleichung (6.5) &dquivalent zum Problem (6.3) plus
Randbedingungen ist, definieren wir den ‘freien’ Hamiltonian Hy = p?/2m
und wenden den Operator (Ex — Hy) auf (6.5) an,

(By — Ho) ¥ = /d3r’[(Ek — Ho)G(7 — )V (7 W, ()

= /d3r’[5(F— POV (7 )Wz ()
= V(PP (6.6)

Die einfallende Welle befriedigt den ersten Term der Asymptotik (6.2), die
gestreute Welle muss demnach den zweiten Term o exp(ikr)/r, r — oo,
in der Asymptotik (6.2) ergeben, wozu wir die Asymptotik der Greenschen
Funktion G(7, E') brauchen. Wir finden die Greensche Funktion G(7, F) zu
(6.4), (EF — Hy)G = 0, durch Fouriertransformation,

/ Pre= (B — H))G({.E) — / Br 03 ()= (6.7)
2.2
<E_hQ’rn) G(q,E) = 1,
GGE) - 1 )

E — h2¢?/2m E—¢gq

Durch Riicktransformation erhalten wir

3 G
GFE) = / dq e

(271')3 E—¢
o) qu zqzr
- 0 47r2 / q 2 —2mE/h?
- 2m d 92singr 1
T 4an?k? 14 qr  ¢>—2mE/Rh?

m oo etar
S CHR L P .
2m2h2ir /OO qq2 —2mE/Rh? (6:9)
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Das letzte Integral konnen wir mit Hilfe des Residuensatzes 16sen; dabei
implementieren wir die richtigen Randbedingungen, oder in anderen Worten,
fixieren wir die analytischen Eigenschaften von G(E, ). Der Integrand von
(6.9) besitzt Pole bei ¢ = +=v2mE/h. Es ist r > 0, somit miissen wir den
Integrationsweg oben schliessen, i(g, + ig;)r = ig,r — ¢;r im Exponenten.
Weiter wollen wir eine auslaufende Welle fiir r — oo, weshalb uns der Pol bei
+v2mE/h interessiert. Wir wéhlen deshalb den Integrationsweg ~y, geméiss

Abb.  6.2: Integrationsweg in

der komplexen ¢-Ebene. Durch
iq; einschliessen ~ des  Poles  bei
q = +V2mE/h garantieren wir
die Asymptotik einer auslaufen-
den Welle o« expli(qr — Et/h)].
Der Pol bei ¢ = —v2mE/h
erzeugt eine einlaufende Welle

Yr
@
0 /yiﬁ q, o« exp[—i(qr+ Et/h)]. Die Wahl der

Pole in der komplexen g-Ebene legt
/2mE/ 1 also die RB fest.

Abbildung 6.2 und erhalten

m  etV2mEr/h
E) = — _ 1
G E) = g (6.10)
Den Weg ~, koénnen wir von selber erzwingen indem wir G(7, E + i) be-
rechnen, die retardierte Greensche Funktion: Der Nenner ¢ —2m(E +1i6)/h?
hat dann Pole bei ++/2m(E + id)/h, siehe Abbildung 6.3, und die Integra-

iq; Abb. 6.3: Durch Verschieben der
Energie in die komplexe Ebene,
E — E +1i6, 6 = 0", verschie-
ben sich die Pole in die komple-
xe ¢-Ebene, ¢ = +vV2mE/h —
++/2m(E +id)/h. Die Integration
entlang R beriicksichtigt dann au-
tomatisch den richtigen Pol in der

V2m(E+i0)/ h oberen Halbebene.

0

tion iiber ¢ € R nimmt automatisch den Pol bei +v/2mFE /h mit. Die Wahl
GY7,E) = G(F,E —id) = —(m/2nh?)exp|—iv2mEr/h]/r erzeugt eine
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einfallende Welle. Die Wahl £ = E + i legt damit die Randbedingungen
fest und erzeugt eine auslaufende Welle (via der retardierten Greenschen
Funktion G"); umgekehrt erzeugt die Wahl E — id eine einfallende Welle
(via der avancierten Greenschen Funktion G?). Mit (6.10) haben wir eine
formale Losung von (6.3) gefunden,

V() = eiﬁw/d?)r’a(f—F’,Ek)V(F’)\IJE(F’), (6.11)
) ~ m eikr
mit G(7,Ey) = o

Natiirlich haben wir (6.3) nicht wirklich gelost, wir haben lediglich die Diffe-
rentialgleichung unter Beriicksichtigung der Randbedingungen in eine Inte-
gralgleichung umgeschrieben. (6.11) ist die Lippmann-Schwinger-Gleichung;
sie ist physikalisch transparent, beriicksichtigt automatisch die Randbedin-
gungen und eignet sich gut um Approximationen zu implementieren.

Als néchstes schauen wir uns den Fernbereich 7 — oo in (6.11) an um die
Asymptotik (6.2) zu verifizieren und einen Ausdruck fiir f(£2) [abhéngig
von V(7)] zu finden. Fiir r — oo ist k|7 — 7“’] =kr\/(F —=7"/r)? = kr[l —
28 -7 Jr + (' Jr)2)Y2 & kr — k' - 7' wobei k/ = kf ist. Damit lisst sich
(6.11) umformen zu

- =, ikr
Uo(7) — eFT [ /d3’ e TV (FY L) € . (6.12)

2mh? r

und wir erhalten die Streuamplitude in der Form
m 7 =) A
Q) = — 3, —ikr' -7 PV (7. 1
Q) = s [ @ Y () (6.13)

Die Streuamplitude fx(€2) gibt uns sofort den differentiellen Wirkungsquer-
schnitt

do di(2)

dQ T jindQ

_ Zahl der in d€) gestreuten Teilchen pro sec (6.14)
N einfallende Teilchen pro sec - df2 ’ '

[do/dQ) = cm?, barn 1 barn = 10~ *cm?

FEinsetzen der Ausdriicke fiir die einfallende und gestreute Stromdichte,

R h hk
Jin (U5, VUi, — c.c.) = ,
2m [y m
, h hk 1 _
o= 5= (V0 —cc) = —SA@QF+0(7),
mi U= fi(Q)etkr /1
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ergibt mit di(Q) = j,r2dQ2 den differentiellen Wirkungquerschnitt in der
Form

do

a0 = MOP (6.15)

Schliesslich definieren wir noch den totalen Wirkungsquerschnitt

o = /dQ|fk(Q)|2. (6.16)

6.2 Wellenpakete

Wir lassen ein Wellenpaket (definiert zur Zeit t = tg)

> &’k ik
\I/(T,to) = /Wak’ek (617)

auf das Steuzentrum einfallen. Die Amplitude a; sei um ko herum konzen-

triert, so dass sich das Paket mit Geschwindigkeit vy = hEO /m dem Streuer
nihert. Die Zeitevolution der Wellenfunktion W(7,¢) bestimmt das im De-
tektor gemessene Signal zu einer spéteren Zeit ¢ > ty. Unsere Aufgabe ist
damit die Bestimmung von W(7,t > ty) zu einem spéteren Zeitpunkt. Die
Streuzusténde W sind vollstindig im Raum der ausgedehnten Wellenfunk-
tionen und wir kénnen die Zeitevolution von ¥ schreiben als

) & i
Wi — / s AR (6.18)

Zur Zeit to miissen (6.17) und (6.18) {ibereinstimmen. Wir schreiben (6.17)
mit Hilfe von (6.11) und vergleichen anschliessend die Koeffizienten:

Py
,ezk\r 7|

m
L
k(ﬁ+2ﬂh2/ T

Der Streuprozess ist in Abbildung 6.4 skizziert. Im zweiten Term haben wir
folgenden Ausdruck zu berechnen,

V(E)wL )| . (6.19)

. 3k
U (7, o) :/(277)3@;‘5

Pk g e
/(%)3 ape (7). (6.20)
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%

tl 2 1
gestreutes
Packet

ok _ad

einfallendes
Packet

Abb. 6.4: Streuung eines Wellenpakets: Das einfallende Paket wird mit
Wabhrscheinlichkeit oc | fi,(€2)|? in Richtung  gestreut.

Wir nehmen an dass W; iiber dem Support von ap glatt sei, also keine
Resonanzen hat (vgl. auch spéter). Damit ist Wy ~ W in (6.20). Weiter

koénnen wir k schreiben als k = k - 12:0 und wir erhalten
(6.17)

Bh e o )
/(27{')3 aEelk‘ (k'O‘ I)\IIEO(T',) = \Ij(kolr_r,‘,to)quo(T/). (621)

Dabei ist W(ko|7 — 7', o) das einfallene Wellenpaket evaluiert rechts vom
Streuer, wo es definitionsgeméss ~ 0 ist. Der Ausdruck (6.19) hat demnach
die Form

U (7, o) /dgk V(1) (6.22)
T = ap V(7 .
» 40 (2m)3 Rk
und der (Koeffizienten-)Vergleich mit (6.18) liefert Az = aj. Schliesslich
evaluieren wir W (7,t) zur Detektionszeit ¢ > tp um zu verstehen, dass die
obige stationére Analyse wirklich physikalisch korrekt ist. Geméss (6.18) ist

Ut = / L T
N N CTSERCA

G126

d3k 6ik:7" )
~ W0+ [ G S 629
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Dabei beschreibt W (7, t) die Evolution des einfallenden Paketes ohne Streu-
er,

N} (—»t) _ dgk ik —iE,(t— to)/h (6 24)
o(7, e age™e .

U(7, to)

Mit f% glatt um k = ko (womit man fj ~ fy, vor das Integral ziehen kann)
und k &~ k - kg erhalten wir

t gross
) =—

(7t Uo(7,t)  + W%(i&or, t). (6.25)

ungestreutes Wellenpaket ges treu;gs Paket

Der Streuprozess ist in Abbildung 6.4 skizziert: geméss (6.25) involviert er
die Superposition des ungestreuten Wellenpaketes und eines in Richtung
Q0 gestreuten Paketes. Letzteres involviert die Amplitude \Ilo(l;:or, t) eines
in Vortwértsrichtung propagierenden Paketes welches lediglich zur richtigen
Zeit in der richtigen Distanz zu evaluieren ist. Diese Paket wird dann multi-
pliziert mit der korrekten winkelabhéingigen Amplitude fg,(£2); der Winkel
erscheint also nur via der Amplitude f und nicht in der Wellenfunkton Wy.
Die obige Analyse ist in zwei Fillen nicht anwendbar:

— wenn V langreichweitig ist, z.B., V = 1/r,

— wenn die einfallende Energie Fj resonant ist.

6.3 Bornsche Nidherung

Die Lippmann-Schwinger Gleichung (6.11) und physikalische Argumente

suggerieren folgendes Iterationsschema als Losung: o
1 t
2 €

”7 nte

U = eiE'F+/d3r’G(F—F’,Ek) (7)) W () (6.26)
H
L

: |

0% Niherung

—

su(@) = et
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5w (71
gy
suil(r) = /

5w () = / &' G =7, BV (7)o (7),
N N
— oM@ = ;)5\1/]%”)(7-‘). (6.27)

Fiir N < oo ist (6.27) die N* Bornsche N#herung, der Limes N — oo ergibt
die Bornsche Reihe. Meist wird nur die erste Bornsche Ndherung,

N / &' G(7 — 7 BV () e (6.28)

gebraucht. Fiir die Streuamplitude f,gl)(Q) finden wir

m

~373 dPr' V(7 ek —hka) ™! (6.29)

e =

mit EQ = kéq, wobei éq den Einheitsvektor in Richtung des Raumwinkels
2 bezeichnet. flgl)(Q) ist durch die Fouriertransformierte Vi des Streu-
potentials gegeben.

Die Giiltigkeit der Ndherung muss von Fall zu Fall gepriift werden. Sicher
ist notwendig, dass |§¥M) ()| < |60 (7)| = 1, also

ik|F—7|

m i_‘-F’/
e B« (6.30)

2mh?

e

d37“/V(F/)

=7

Fiir grosse Teilchenenergien und schwachem Streupotential, Vo Rok < Ej,
(wobei Vj die Stirke und Ry die Ausdehnung von V' bezeichnet) ist die Born-
sche N#herung vertrauenswiirdig: Wir setzen 7= 0 (dies ist der schlimmste
Fall) und nehmen V (7) ~ V(r), dann lisst sich [§%()(7)| schreiben als

/dBT/V(r/) oikr’ (14-cos 9') /OO dr’ V(T’) <62ikr’ _ 1) ‘ )
0

T./
Fiir KRy > 1 und V glatt mittelt sich der Faktor oc exp(2ikr’) weg und wir
erhalten mit V(r) ~ Vp

m o0
ﬂ /O d?" V(T‘)

m
2mh2

m
h2k

2

<1 — VpRy< (6.31)

m .



168 KAPITEL 6. STREUTHEORIE

Problematisch sind kleine Energien kRy < 1. Mit exp(2ikr’ — 1) ~ 2ikr’
erhalten wir die Bedingung

m x
h2/0 drrV(r)

d.h., Vo < h?/mR%, was einem flachen Potential entspricht (ein entspre-
chendes attraktives flaches Potential hat keine gebundenen Zusténde).

h2

<1 — WRi< — (6.32)

6.4 Rotationssymmetrische Potentiale V' (r)

Fiir rotationssymmetrische Streupotentiale V' (r) kommutiert der Hamilto-
nian H = p?/2m + V(r) mit den Drehoperatoren Uy = exp(—i@ - L/h),
& = Drehvektor, [H,Uz] = 0. Demzufolge lésst sich das Winkelproblem
abseparieren und wir kénnen das Streuproblem geméss den irreduziblen
Darstellungen der Drehgruppe zerlegen. Diese Partialwellen-Zerlegung re-
duziert das Problem auf die Losung der Teilprobleme in den verschiedenen
Drehimpulssektoren': Wir zerlegen den Gesamthilbertraum Lo(R3) gemiss
Lo(R3) = Le(RT) ® [®;H;] und 16sen die Partialprobleme in Lo(R™) ® Hj,
wo das Winkelproblem trivial (d.h., bereits diagonalisiert) ist. Wir niitzen
die Rotationssymmetrie vollstéindig aus indem wir ein Koordinatensystem
é.|k mit der z-Achse parallel zum cinfallenden Strahl wiihlen, é, | k. Das
ganze Problem ist dann rotationssymmetrisch beziiglich Drehungen um die
z—Achse und es treten nur Quantenzahlen m = 0 auf. Wir kénnen die ge-
suchte stationire Losung in Partialwellen entwickeln,

Up(f) = Y i'(20+ 1) P(cos ) Ry(r), (6.33)

! Yo

wobei der Faktor (2] + 1) eine vorteilhafte Konvention ist. Setzen wir den
Ansatz (6.33) in die stationdre Schrédinger Gleichung HW; = E;W; ein,
so erhalten wir das Radialproblem (vgl. 5.10)

2 2 21.2
P2 RA(I+1) Rk
BN PR re = vorer o)
mit p2/h? = —r~19?r fiihrt dies auf das Problem
(1+1) 2m
[83 -5+ kﬂ rR(r) = SErV(n)R(r), (6.35)
'Der 21 + 1 dimensionale Hilbertraum H; = {Ylm}ﬁil_l wird von den Kugelfunktionen

zu | aufgespannt
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wobei W die Randbedingungen (6.2) erfiillen muss. Tatséchlich ldsst sich
die einfallende Welle exp(z'lg - 7) in Partialwellen zerlegen: mit dem einfallen-
den Strahl entlang der z-Achse ist k= (0,0,k) und mit V' = 0 ergeben sich
die sphérischen Besselfunktionen R; = j; (siehe (5.23)) als reguldre Losun-
gen. Sie kombinieren sich zur einfallenden Welle exp(ikrz) = exp(ikr cosf)
g(—:'nrléiss2

o)

pikreosd Zil(2l+1)jl(kr)Pl(cost9). (6.40)
=0

Fiir den allgemeinen Fall mit k und 7 beliebig kénnen wir das Additionstheo-
rem fiir ¥, benutzen und Fj(cosf) durch die Kugelfunktionen ausdriicken,

gihreost ZAZ gi(kr) 1/7P(c05 9) (6.36)

—,_/
Yio

2 Der Ansatz

separiert die radiale- und Winkelabhingigkeit in der einfallenden Wellenfunktion
exp(ik - 7); wir miissen die Koeffizienten A; bestimmen. Mit (4.61), P, L Py, erhalten
wir durch Integration

Ajikr) = %\/47r(2l—|—1) [ 11dzpl(z)e“”2. (6.37)

Wir wihlen r — 0, entwickeln einmal exp(ikrz) auf der rechten Seite und j;(kr) auf der
linken Seite und vergleichen die sich ergebenden Koeffizienten. Zuerst die rechte Seite: Wir
entwickeln exp(ikrz) und erhalten

oo

1 - l
dzPl Z ”‘”"Z) ~ dz P (z) PET2) (6.38)

1 — 1 I

wobei wir benutzt haben, dass im Grenzfall kleiner  nur der Term s = [ einen nennes-
werten Beitrag liefert (Terme mit s < [ geben keinen Beitrag da Pi<s L 2° = )", aiPi<s;
Terme mit s > [ geben eine kleine Korrektur). Als néchstes ersetzen wir 2! durch Legendre-
polynome Py (z) mit I’ < I. Unter dem Integral verschwinden Terme mit I’ < [ (Orthogona-
litét der Legendrepolynome) und wir kénnen ersetzen (ikrz)' /Il — [(ikr)'2'11/(20)!] Pi(2).
Schliesslich nutzen wir die Normierung von P;(z) um das Integral iiber z auszufithren und
erhalten

(zkrz) N (tkr)i2!1
/dzPl R T (6.39)

Zur linken Seite: die Entwicklung fiir j; gibt A; ji(kr) = [211!/ (204 1)!] (kr)' A; (vel. (5.27))
und der Koeffizientenvergleich liefert uns das gewiinschte Resultat.
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siehe (4.54); damit erhalten wir fiir die ebene Welle den Ausdruck

o) l
R = 43T ST i k) Vit (Qp) Vi (). (6.:41)
=0 m=-1

Wir beniitzen jetzt das Resultat (6.40) um die Randbedingungen fiir die
Radialwellen R;(r) zu finden. Fiir r — oo geht V(r) — 0 (sogar rV (r) — 0
laut Voraussetzung) und R;(r) muss asymptotisch die Form haben

Ri(r) ~ o |BP(kr) + s h{V(kr) ] (6.42)
mit
(1.2) 1 : _
M2 0) ~ = expftilp— 1+ Dr/2) o= bn (6.43)
die beiden Fundamentallosungen fiir V' = 0, die einlaufenden und auslau-

fenden Kugelwellen in der Form von Hankelfunktionen (5.30). Wir miissen
die Koeflizienten «; und s; bestimmen; fiir V' = 0 ist offensichtlich

Rir) = k) = o [0+ 8O G)] (6.44)

und somit ist oy = 1/2, s; = 1. Fiir V' # 0 éndert sich die einfallende Welle
hl(Q) nicht, wohl aber die auslaufende Komponente hl(l) , weshalb letztere
ein nichttriviales Gewicht s; # 1 bekommt. Die Erhaltung der Teilchenzahl
verlangt, dass |s;| = 1 ist: Die totale radiale Stromdichte ist (beachte, dass

[ d=P2(z) = 2/(20 + 1))

. hoo, )
jr(r) = R O:Ri~ R0 R]]
L 2R ~ [67i(kr+wl)/kr+sl 6i(kr+wl)/kr]
h
T sl =1] =0 (6.45)

da insgesamt gleich viele Teilchen einfallen wie auslaufen. Wir kénnen dann
die Amplitude s; als komplexe Phase

s; = e20u(k) (6.46)

schreiben mit der Streuphase 0;(k). Die Streuphase ¢; determiniert die
Losung des Streuproblems indem sie die Streuamplitude fi(€2) festlegt: Brin-
gen wir die Losung (6.33) im asymptotischen Bereich

1 )
Vi) ~ 52+ 1)R(cosd) h§2>(kr)+ez251h§”(kr)] (6.47)
l
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mit Hilfe von (6.40) auf die Form (6.2)

-1 .
V(i) ~ e“““+§Z¢l(2z+1m(cos0)[e2@5l—1]h§”(kr), (6.48)
l

g

~ fk(g)eikr/r

so erhalten wir die Streuamplitude in der Form [hl(l) ~ (=) e [k

fe(0) = ﬁ Z(Ql + 1) Py(cos §)[e? — 1]
]

1 ,
= 7 2(21 + 1)P;(cos 0)e sin 6. (6.49)
!

Wir nennen

exp(2id;] —1  exp(id;) sin(d;)
2ik B k

= (6.50)

die Partialwellenamplitude. Den totalen Wirkungsquerschnitt o erhalten wir
durch eine Winkelintegration,

o = [ain@P (6.51)
4 ) 2
= 32 (A+1)sin & =4m Y (21 +1)|fi]*.
l l
Die Grosse
A ) 2
o = 5@+ 1)sin’ 5 = 4r(2+1)|fi (6.52)

heisst partieller Wirkungsquerschnitt. Offensichtlich ist oy < 47 (21 + 1) /k2.
Die Phasenverschiebung exp(2i ¢;) lasst sich auf einfache Weise physikalisch
deuten: Betrachte die Funktion

g (kr +6) = 62 [hl(l)(kr +6) + b (kr + 5;)}
ez‘&l (_i)lei(kr—i-él) (+Z-)l€—i(kr+5l)
2 kr + 4 kr + 0
s 1 -
RS [P ] ~ Ry (6.53)
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Vergleichen wir nun den Fall

V=0: Ry(r) = ji(kr) (6.54)

V£0: Ri(r) ~ €95, (kr 4 &), (6.55)

so sehen wir, dass ein positiver Phasenshift §; > 0 die Wellenfunktion ‘ins
Potential reinzieht’, wihrend ein negativer Phasenshift §; < 0 die Welle
‘rausdriickt’, wie in Abbildung 6.5 skizziert.

A
Pl [Pl Vir)

\ S o

V=0

A

Vir) V=0

Abb. 6.5: Phasenverschiebungen d;(k): Ein attraktives Potential (links)
erhoht die kinetische Energie und die Wellenfunktion oszilliert schneller,
was zu einer positiven Phasenverschiebung fithrt. Umgekehrt verlangsamt
ein repulsives Potential (rechts) die Oszillation der Wellenfunktion und er-
zeugt ein negatives 0;(k).

6.4.1 Optisches Theorem

Betrachte die Vorwirtsstreuamplitude f(0), respektive ihren Imaginérteil,

Im f(0) = EZ (21 + 1) P(cos 0) sin 5l‘ (6.56)

1 k: 4w _
= EZ (21 +1)sin® 6, = o (20 + 1) sin? §; .
l

g
Wir erhalten damit das optische Theorem

41
o = —-Im f(0). (6.57)

Die tiefere Ursache fiir das optische Theorem findet man in der Erhaltung
der Teilchenzahl: Der gestreute Teilchenstrom (hik/m)o = Igtpey muss dem
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einfallenden Strom Iy durch Streuung entnommen werden und fehlt damit
in der Vorwartsamplitude. Es ist die Interferenz der Streuwelle mit der ein-
fallenden Welle, welche die ungestreute Welle vermindert und damit einen
Schatten des Streuers in Vorwiértsrichtung erzeugt. Die im Schatten feh-
lenden Teilchen sind gerade diejenigen welche gestreut wurden <« optisches
Theorem (Details siehe Baym oder Schwabel). Beachte, dass die Relation
(6.57) allgemein giiltig ist solange die Teilchenzahl erhalten ist; dies ist der
Fall wenn kein Einfang und keine Umwandlung der Teilchen erfolgt.

6.4.2 Bornsche Niherung fiir §;(k)

Ein Streuproblem kann als gelost betrachtet werden, wenn wir die Streuam-
plitude fx(#) kennen, da uns diese den im Detektor gemessenen Strom an-
gibt (letzterer ist die Messgrosse im Streuproblem). Fiir SO(3)-symmetrische
Probleme ist fj bekannt, sobald wir die Streuphasen d;(k) kennen. Letztere
miissen meist numerisch durch Integration der Radialgleichung (6.34) gefun-
den werden. Dabei erwarten wir, dass nur Drehimpulse | < kRy nennens-
werte Phasenverschiebungen erleiden, wobei Ry die Reichweite des Potentia-
les wiedergibt. Teilchen mit grosseren Drehimpulsen haben Stossparameter
b ~ [l/k welche ausserhalb der Reichweite Ry des Potentials liegen. Wir
sehen, dass somit s-Wellen immer streuen, wihrend p-Wellen (und héhe-
re Drehimpulse) bei kleinen Energien E < h?/2mR3 nur schwach gestreut
werden. In diesen Féllen geniigt eine approximative Berechnung von d;: Ein-
setzen von (6.33) und (6.36) in (6.13) und Integration iiber £’ gibt

) = RS @D Roso) [drRV) i) Rir)
1=0 0

,‘. ( 1 o0 .
(6.49) z E (20 + 1) P(cos 9)67'61 sin ;.
=0
. 2mk [
L el gin 5 = —:;/ dr TQV(r) Ji(kr) Ry(r)
0

Ri~j 2mk [
! _m/ drr? V (r) i3 (kr). (6.58)
0

Das Resultat (6.58) ist die Bornsche N&herung fiir die Streuphase &;(k).
Beachte, dass R; ~ j; keine gute Approximation ist in Gebieten wo V' gross
und R; stark unterdriickt wird (z.B. eine harte Kugel). Fiir grosse [ ist
Gi(r — 0) klein, j; ~ !, und & wird klein fiir ein beschrinktes Potential

V(r).
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6.4.3 Analytizitit von s;(F)

Wir betrachten ein kurzreichweitiges Potential welches ausserhalb von r =
Ry verschwindet. Die radiale Losung fiir » > Ry ist dann gegeben durch

Ri(r) = %h@wm+&%WM), (6.59)

wéhrenddem R; fiir r < Ry durch Integration von (6.34) gefunden werden
muss. Die Streuphase s; ist so einzurichten, dass R; und 0, R; bei Rg iiber-
einstimmen (Stetigkeit). Der Normierungsfaktor féllt in der logarithmischen
Ableitung (1/R;)0, Ry = Oy In R; raus und wir benutzen die Randbedingung

1 R, a,h” + 5,0,h)
1 or Ry hl + 81 hl RE
Auflésen nach der Streuphase ergibt
2(0, — j
s—1 = @70"){1@ (6.61)
(al - 8r)hl Ro
2
itsj =14+ ———
L mit 5 +cot(51—i
cotd; = M (6.62)
(Or — a)g1 R
0
womit §; aus ¢ folgt. Der partielle Wirkungsquerschnitt ist
47 4 20+1
= @2+ sin®f =50 :
7l 2 Gl Dsin®or = o5 s (6.63)

Die Analyse der Ausdriicke fiir s;(cot §;) und o;(cot ;) zeigt, dass folgende
Aussagen gelten: fiir

cotd; = ¢ hat s; einen Pol, oy ist oo, (6.64)
cotd = 0 st s; = —1und oy = 47(20 + 1)/k? ist maximal.

Wie in dim = 1 entsprechen den Polen von s; gerade gebundene Zusténde:
Fiir einen gebundenen Zustand gilt asymptotisch R;(r) ~ hl(l)(mr) x e hr
mit der Bindungsenergie Ep = —h%k?/2m. Die Stetigkeitsbedingung ist
gegeben durch

a = arhl(l)/hl(l)R =9, InhY (6.65)

0 Ry
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und einsetzen in die allgemeine Stetigkeitsbedingung (6.62) ergibt

hgl)arnl — Ny 8rhl(1) hl(l)zi'l+inl

i. (6.66)
no,j, — j 0,hV

cotd; =

Ebenso entsprechen die Nullstellen von cot §; gerade den Streuresonanzen:
wir entwickeln um die Resonanz herum,

1 do
cot 6[(E) ~ cot 6[(ET) — Sln725l @ . (E — ET’)
dé;
- -2 (B-E) (6.67)
B,
. 2
l mit: FT = @ B,
2
= T (B-E). (6.68)

Damit erhalten wir einen Resonanzpeak der Breite I', im partiellen Wir-
kungsquerschnitt o; mit der Form

_ Ar (T,./2)?
o = ?(21 +1) = B2+ (Fr/2)2’

vgl. Abb. 6.6. Die Streuamplitude s;(E) hat einen Pol in der 2. Riemann-

(6.69)

Abb. 6.6: Resonanzpeak der Breite I';: Links der Wirkungsquerschnitt o;(E)
und rechts die Streuphase §;(F); in der Mitte ist die Lage des Poles in der
komplexen E-Ebene skizziert.

Ebene der komplexen Energieebene,
—il, .
E — (E, —il}/2)’

-1 = (6.70)
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die Streuphase §;(£) nimmt um 7 zu, je steiler desto enger ist die Resonanz.
Der Wert 6;(E = 0) gibt die Anzahl gebundener Zustéinde: es ist §;(0) =
n g™ Wobei ein zusétzlicher Phasenshift +/2 im Sektor [ = 0 auftritt
falls ein ‘virtueller’ Zustand® zu E = 0 existiert, sieche Levinsons Theorem.

Im Folgenden betrachten wir das tiefenergetische Verhalten KRy < 1 fiir
einen Streuer der Ausdehnung Ry etwas genauer.

6.4.4 Tiefenergetische Streuung, tR) < 1

Niederenergetische Streuung von Atomen ist neuerdings ein sehr relevantes
Thema in der Quanten Atom Optik (kalte Atomgase). Wir benutzen die
Entwicklungen j; ~ z!/(20 + 1)!! und n; ~ (21 — D!1/z*! in (6.62) und
erhalten fiir KRy < 1

U+ DN2 -1+ 1+ Ryy(E)

to, ~ . 6.71
cot & (kRy)2+1 l— Rooy(E) (6.71)

Eine grobe Abschétzung ergibt, dass

» cosd; <1 1 1
CO = ~ ~
: sin §; sind,  (Rok)2+1
— sind; ~ (Rok)? T, (6.72)

d.h., die Streuphasen §; werden im Niedrigenergiebereich mit zunehmendem
Drehimpuls rasch kleiner; der [ = 0 Sektor ist demnach dominant und wir
konzentrieren uns zuerst auf diesen Fall. Eine genauere Analyse der Streu-
phase g fithrt diese auf die Streuldnge a zuriick,

k cot &g ~ ——_— = (6.73)

die Streulédnge a ist dann der relevante Parameter im Problem. Fiir ag R >
1 ist a = Rp; z.B., fiir die harte Kugel ist Rj(Ryp) =0, oy = 00, a = Ry > 0
und cot dg = —1/kRy. Fiir kleine kR ist deshalb 6y ~ —kRp < 0 und es
resultiert ein negativer Phasenshift fiir das repulsive Potential, wie erwartet.
Der Wirkungsquerschnitt o ist

47 1 41

= — ~ . 6.74
70 K21+ cot2dy k2 +1/a? (6:74)

3Im I = 0 Sektor wird ein gebundener Zustand bei E < 0 zu einem virtuellen Zustand
(statt einer Resonanz) wenn die Bindungsenergie verschwindet, d.h., £ — 0.
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Im Vergleich dazu verhalten sich die Wirkungsquerschnitte fiir hohere Dre-
himpulse o; o [sin? §;]/k? gemiiss

o7 o R3(Rok)* — 0; (6.75)

entsprechend finden wir, dass die tiefenergetische Streuung s-Charakter hat
und o durch og dominiert wird. Insbesondere ist

o(E=0) = 4ma® (6.76)

fiir die harte Kugel mit a = Ry finden wir einen vierfach grosseren Streu-
querschnitt als klassisch erwartet, oy = WR%.

Als néchstes betrachten wir gebundene Zustinde und Resonanzen im s-
Kanal. Die Streuphase lédsst sich mit Hilfe der Streulédnge a schreiben als

2 2ka

so-1 = cotdg—1  i—ka (6:77)
Fiir ak = av2mE/h = ai\/2m|Eg|/h =i, E = Eg < 0 und a > 0, erhalten
wir einen gebundenen Zustand mit der Energie Ep = —h?/2ma?. Beachte,
dass wir benutzt haben, dass |kRy| < 1 und |k| < 1/Rp; also erzeugt ein
schwach gebundener Zustand eine grosse positive Streuldnge a > Ry > 0
im Problem — ein schwach gebundener Zustand stosst ein niederenerge-
tisch streuendes Teilchen ab. Den gebundenen Zustand spiirt man auch im
Wirkungsquerschnitt,

2 2
M g <o, (6.78)

o =X 0y _
E_EBv ~

Fir Egp — 0 erhalten wir a — oo, ¢ — 4ma®> — oo wenn E — 0. Be-
achte, dass im s-Kanal kein gebundener Zustand bei Ep = 0 moglich ist,*
stattdessen findet man eine Pseudoresonanz fiir EFg = 0 mit unendlichen
Streuquerschnitt und unendlicher Streuldnge.

s-Kanal Resonanzen erhilt man geméss (6.71) wenn

1 1+ Rooéo(Er)

tdg = 0 =~
coroo krRy —Roao(Ey) '

(6.79)

“Betrachte die radiale Differentialgleichung [02 — (Il +1)/r®> — U(r)]u(r) = 0 zu E = 0.
Mit E = 0 ist der Zentrifugalterm dominant fiir » — 0 und r — oo. Fiir ein beliebiges
Potential U(r) geht die regulire Losung 771 bei r ~ 0 in eine Kombination der generischen
Losungen Y und 7! {iber und ist somit nicht normierbar. Fiir spezielle Potentiale U
verschwindet der r*Y-Term fiir » — oo, die Lésung ist normierbar und es resultiert ein
gebundener Zustand bei E = 0. Fiir [ = 0 zerfallt »~* nicht und der Zustand ist nicht
normierbar, also existiert kein gebundener Zustand zu £ = 0 im [ = 0 Sektor.
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und somit muss die Bedingung
1+ R()Oé()(ET) ~ 0 (6.80)

erfilllt sein. Fiir eine Resonanz gilt zudem auch die Bedingung I', < E,,
welche ein (wenn auch breites) Resonanzmaximum garantiert. Mit

2
cot6p(F) =~ —F—(E - E;)
0
e N——
_ 1 1+ Roao(ER) —I—Ranozo(E — E'r) (6 81)
krRo —Rgao(Er) .
1
erhalten wir die Bedingung
2k, Ry 2k, h2k?
F?” = —_ = — r = ET) 682
RanOéo 8an < 2m ( )
80(0 2

W‘ > (6.83)

fiir die Bildung einer s-Resonanz.
Als néchstes untersuchen wir den Fall [ > 0. Im allgemeinen ist die Streuung
im [ > 0 Kanal klein: mit sin d; o< (Rok)?*! finden wir,

47 (21 + 1) 47 .. 9 2 41 k—0
o = E1tcols = ﬁ(% + 1) sin® §; < Rj(Rok)™ — 0.(6.84)

In der Néahe einer Resonanz ist cot §; ~ 0 und o; geht durch ein Maximum,
47
op ~ ?(QZ +1). (6.85)

Gemiss (6.71) finden wir Resonanzen bei

[+1+ R()Oél(Er) ~ 0. (6.86)
Fiir die Breite der Resonanz erhalten wir®
2k(Rok)* 2
r, = — KL 6.88
(20— D20pa; (6.88)

SWir benutzen, dass der Ausdruck [ — Roay in

@+l -+ 14+ Ry (aq + g (E — E)) 2
t 0 ~ =——(F - E, .
cor e CLEDNCL ot O 2w-5) @8

durch 21 + 1 ersetzt werden kann.
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Je kleiner k und je grosser [ > 1 ist, desto schérfer ist die Resonanz. Dabei ist
zu beachten, dass E, o k2 aber I', o< k3 mindestens; fiir [ = 0 verschwindet
E,. schneller als I', und die Grosse von dgag muss die Resonanz retten,
vgl. (6.83). Ebenso wird die Resonanz umso schérfer, je grosser dgpay ist (es
ergeben sich also auch scharfe Resonanzen in ¢;).

I > 0 gebundene Zustéinde erhilt man wieder fiir cotd; = i. In niedrig-
ster Ordnung ist die Bedingung fiir einen schwach gebundenen Zustand ge-
rade gleich der Resonanzbedingung, | + 1 + Roay(Ep < 0) ~ 0; erst die
Beriicksichtigung von Termen der Ordnung (kRg)? erlaubt die Bedingungen
cot 0;(Ep < 0) = i fir gebundene Zustdnde und cot §;(E, > 0) = 0 fiir
Resonanzen zu unterscheiden. Zusammenfassend finden wir fiir niedrigener-
getische Streuung E — 0 (kRy < 1) folgendes Verhalten:

=0 [>0

0(0) = 4ma? oo kM =0

6.4.5 Grosse Energien kRy > 1

Die Drehimpulse mit | < kRy sollten stark zu o beitragen (Stosspara-
meter innerhalb Ry). Fiir eine harte Kugel ist oy = oo und cotd; =
ny(kRo)/ji(kRo). Mit Hilfe der Asymptotik fiir j; und n; erhalten wir
cot§; ~ —cot(kRy — Ir/2), 6y ~ —kRy + Ilw/2 (+nm). Mit diesen Streu-
phasen konnen wir den Wirkungsquerschnitt berechnen,

47 el
0~ 4 (21 + 1) sin? &
=0
4 el
~ -5 Y [+ 1)cos*(kRo — (I + 1)m/2) + Isin®(kRo — Im/2)]
=0
B 47rkROl 2 .o ATkRo(kRo+1) .
— kﬂzl: (COS —i—Sln) — ﬁf ~27TR0 (689)

gerade doppelt so gross, wie das klassische Resultat.
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V4 (a) Vier A (b)

Abb. 6.7: Gebundene Zusténde (a,b) und Resonanzen (c,d): (a) Gebundener
Zustand fiir [ = 0. (b) Gebundener Zustand fiir [ > 0, mit dem Potential
V(r) ersetzt durch das effektive Potential mit Zentrifugalbarriere h2I(I +
1)/2mr?. (c) Im | = 0-Sektor sind die Resonanzen breit, evt. undefiniert
mit I, > E,. Eine definierte Resonanz mit I', < E, bedingt, dass |0ga|
gross ist. (d) Fiir [ > 0 ergeben sich scharfe Resonanzen, da der Zerfall des
Zustandes durch die Zentrifugalbarriere unterdriickt wird. Die Resonanzen
sind umso schérfer je kleiner k, je grosser [, und je grosser dga; sind.

6.5 Regge Pole & Trajektoren

Gemaéss dem letzten Abschnitt 6.4.3, Seite 174, wissen wir, dass die Streu-
funktion
B — 2i

si(E) = 1+ oo (B =i 5(B) = (6.90)
respektive ihre analytischen Eigenschaften, die Struktur der Streulsung (ge-
bundene Zustéinde, Resonanzen) widerspiegeln, z.B. cot §;(E) = i < gebun-
dener Zustand oder cotd;(E) = 0 < Resonanz. Dabei betrachteten wir
cot ;(E) als Funktion von E € C (insbesondere wenn cot §;(E,) = 0 fiir
E, € R, dann war cot§;(E, —i['/2) = i < ein Pol in der 2" Riemann-
Ebene). Wir kénnen cot 6;(F) auch als Funktion von [ € C bei festem E
untersuchen. Dies fiihrt uns auf die Regge Analyse. Wir betrachten die Null-
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stellen der Funktion
fe(l) = cotd(FE)—1, leC. (6.91)

Wir definieren die Nullstellen «(E) von fg(1), fe[l = a(E)] = 0. Jede solche
Nullstelle [ = «(F) definiert einen Pol in s; = exp[2id;]. Wir lassen jetzt E
auf R variieren und erhalten eine Trajektorie a(E) im komplexen [-Raum.
Diese Trajektorie heisst Regge Trajektorie,

Regge Trajektorie: a(E) € C. (6.92)

Betrachte nun den Teil der Regge Trajektorie fiir —oco < E < 0. Geht die
Trajektorie fiir ein £; < 0 durch [ > 0 mit [ eine ganze Zahl, so definiert
der Punkt (I, E}) einen gebundenen Zustand mit der Energie E; und dem
Drehimpuls /. Im allgemeinen definiert fz(I) mehrere Regge Trajektorien:
verschiedene Nullstellen kénnen verschiedene Trajektorien erzeugen.

In einem alternativen Zugang betrachten wir die radiale Differentialglei-
chung (6.93) mit p = kr,

(02 —1(1+1)/p* = U(p) +p*]u(p) = 0. (6.93)

Offensichtlich konnen wir entweder den Parameter p = v2m E oder den
Parameter [ als komplexwertig auffassen und die Losungen u(p) betrachten.
Wir erhalten reguldre Losungen v ,(p) analytisch in p und [ fiir p € C und
(Re [) > —1/2. % Berechnen wir aus diesen Losungen die Streuamplitude
s1(p) so finden wir deren Pole

— fiir fixiertes [ > 0, [ ganz, als Funktion von p, wobei s;(ip, p € RT) = 0o
einen gebundenen Zustand und s;(p,Imp < 0) = oo eine Resonanz
identifiziert;

— fiir fixiertes p?> € R als Funktion von [ wobei Rel > —1/2. Da-
bei identifiziert s;en,(p? < 0) = oo einen gebundenen Zustand und
SImi>0(p? > 0) = oo eine Resonanz.

Nehmen wir an, wir hétten eine Nullstelle l[p = a(Ey < 0) fixiert und fol-
gen der Regge-Trajektorie in der Richtung wachsender Energie. Man kann
zeigen, dass da/dE > 0, somit bewegt sich o(F) auf R nach rechts, wie
in Abbildung 6.8(a) skizziert. Erreicht die Regge-Trajektorie den Punkt
a(EBy) = ly+1 = fur By < 0, dann haben wir (aus (lp, Ep)) einen

6Bei I = —1/2 geht die Losung 1 in die Losung 7! iiber.
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(a) (b)
W(E,)  a(E) E< Ol_fi‘)/'

I, 1,1 l 3 I !

Abb. 6.8: Regge-Trajektorie: (a) Startend von einer Nullstelle Iy = a(Ey <
0) zum gebundenen Zustand mit Energie Ey und Drehimpuls [y erhthen wir
E bis wir die nichste Nullstelle bei F1 > Ey mit a(FE1) = lp+ 1 = I3 finden.
Ist B4 < 0 so haben wir einen weiteren gebundenen Zustand mit Energie
E; und Drehimpuls /; gefunden. (b) Wir erhthen den Parameter E weiter
bis wir den Wert 0 tiberschreiten wo die Trajektorie von der reellen [-Achse
wegbricht.

weiteren gebundenen Zustand mit der Energie F; und dem Drehimpuls [y
gefunden, siche Abbildung 6.8(a). Die Drehimpulszustéinde lp und [; gehen
dabei durch stetige Variation von p in (6.93) auseinander hervor; entspre-
chend Kklassifiziert eine Regge-Trajektorie (RT) die gebundenen Zusténde.
Durch Iteration erhalten wir weitere gebundene Zusténde bis E durch 0
geht; dann gilt da/dE > 0 nicht mehr und die RT verlésst die reelle Achse,
wie in Abbildung 6.8(b) dargestellt. Die RT passiert dann [ € N° fiir £ > 0
und definiert damit Streuresonanzen. Die Streuamplitude entwickelt Pole fiir
komplexwertige Drehimpulse | = I, + il;, s;,44,(E > 0) = co. Wieder sind
die Resonanzen umso schérfer, je kleiner der Imaginérteil [; ist. Schliesslich
bricht die RT fiir grosse E von der reell-positiven Achse RT weg und wir
verlieren auch die Resonanzen. Eine typische RT fiir ein Potential welches
Zusténde bis [ = 3 binden kann (z.B. 3D-Topf oder Yukawa-Potential) ist in
Abbildung 6.9 gezeigt.

Abb. 6.9: Skizze der Regge-
Trajektorien fiir attraktive
Yukawa- und Topf-Potentiale

Im!
Yukawa Topf welche Zusténde bis [ = 3 bin-
v den und zwei Resonanzen fiir
P - [ = 4,5 (Topf-Potential) auf-
0f 1 2 3 4 5

weist.
Re!

Regge Trajektorien

Wir kénnen die beiden Formulierungen in £ und in [ auch fiir die Resonanzen
verbinden: Sei s, 4y, (E > 0) = oo fiir [, € NY und /; klein. Wir gehen jetzt
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mit /; auf 0 und folgen dem Pol in der komplexen E—Ebene: Der Pol von s;
rutscht dann in die untere Halbebene, in die 2. Riemann-Ebene von E.

Die Regge-Analyse erlaubt uns Familien von gebundenen Zustéinden und
Resonanzen zu definieren: Jede RT definiert eine Familie. Im folgenden
Beispiel, dem Coulomb-Potential, sind diese Familien durch die Zusténde
1s, 2p, 3d, 4f --- ohne Nullstellen, n — [ — 1 = 0, durch die Zusténde 2s, 3p,
4d, 5f, - - - mit einer Nullstelle, n — [ — 1 = 1, und so weiter, gegeben.

6.6 Coulomb-Potential

Dass das Coulomb-Potential eine Besonderheit ist, offenbaren bereits die ge-
bundenen Zusténde. Wir vergleichen die Radialfunktionen fiir das attraktive
Coulomb-Potential (mit dem Laguerre Polynom o r"~!) und dem 3D-Topf
bei r — oo,

Coulomb 3D-Topf
Re(r) ~ pnl e ", R(r) ~ rlehr,

Laguerre Polynom
Den Ausdruck fiir das Coulomb-Potential kénnen wir in der generischen
Form

1
Ro(r) ~ —errinhy (6.94)

mit der iiblichen Asymptotik ~ exp(—«r)/r schreiben wenn wir eine loga-
rithmische Korrektur im Exponenten vornehmen; der obige Ausdruck gilt
fiir gebundene Zusténde mit Energien £ < 0. Wir extrapolieren (6.94) in
den Bereich positiver Energien E > 0 indem wir die Quantenzahl n mit
Hilfe des Ausdrucks fiir die Energie, E = —me*/2h?n? = —h?k%/2m, durch
die Wellenzahl x ausdriicken,

2 2
me e‘m
== = —— 6.95
"T Rk T hhe (6.95)
und anschliessed die Ersetzungen
h ‘hk . 2 .
Kk — —ik, EH — —% =—iv, n— —iy= % = aj?: (6.96)

vornehmen. Damit erhalten wir fiir die Radialfunktion des Streuproblems
die Asymptotik

1 .
Re(r) ~ ;e“’”—vlm). (6.97)
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Der Vergleich mit (6.55) fithrt auf die Streuphase ¢, ~ —vylnr =
(e?/hw)Inr > 0; wie erwartet fiir ein attraktives Potential ist §; > 0. Auch
wird die Streuphase nie konstant sondern wéchst wie —ylInr fiir r — oo;
die Welle wird nie frei (d.h., sie nimmt nie die Form " /r an), wie weit
weg von r = 0 wir auch gehen. Dies ist eine Folge der langen Reichweite des
Coulombpotentials. Ersetzen wir das Coulombpotential Vo ~ 1/r durch eine
kurzreichweitige Wechselwirkung (z.B., via Abschirmung: V' ~ e /A /r fir
r — 00), so erhalten wir die asymptotische Freiheit von W zuriick. In der Fol-
ge 16sen wir das Coulombproblem erst in parabolischen, dann in sphérischen
Koordinaten.

6.6.1 Coulomb Streuproblem: Parabolische Koordinaten

Parabolische Koordinaten sind wie folgt definiert (vgl. Abb. 6.10):
& = r—z = r(l —cosb),
n = r+z = r(l+cosh),
© = . (6.98)

Das Coulombproblem in parabolischen Koordinaten hat die Form

Abb. 6.10: Parabolische Koordina-
ten £ =r—2z,n=r+ 2z, und azimu-
taler Winkel ¢. Wir wéhlen x = 0

und r = /y? + 22.

zZ

al2

<al2

h? 4 1
ome €47 [0(£0¢) + Oy(n0y)] + &

AN (6.99)
_ 2¢2
£+

Fiir das Streuproblem mit positiven Energien E = h?k?/2m wihlen wir
kin || 2, dann ist aus Symmetriegriinden d,¥ = 0 und es ist ¥ = W(&,n).

= FEV.
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Als niichstes separieren wir die einfallende Welle e?** ab,

A (St (6.100)

asymptotisch muss U ~ e*" /r ~ e¥Z¢i*¢ /¢ sein und wir machen den Ansatz
¥(&,n) = w(€). Die Differentialgleichung fiir f ergibt sich dann via Einsetzen
in (6.99) und wir erhalten den Ausdruck (der Wert v = e%/hv = 1/apk mit
v = hk/m ergibt sich fiir das repulsive Coulomb-Potential, fiir das attraktive
Potential findet man v = —e?/hv)

(€0 + (1 — ik€)De — k] w() = O. (6.101)

Der Vergleich mit der konfluenten hypergeometrischen Differentialgleichung

20°F + (b— 2)0.F —aF = 0, (6.102)
mit den (in z = 0) reguliren Losungen (vgl. (5.60))
a ala+1) o
Fla.b: - 14—y T
(a,b;2) + 7 'Z+b(b+1)2!2 -
> (a+ s)F(b)
= s 6.103
Sz: I'(a b +s)[(1 + s) = ( )
zeigt, dass die Gleichung (6.101) die in £ = 0 reguldren Losungen
F(—ivy, 1;ik€) (6.104)

hat.”

"Alternativ verwende man, ausgehend von (6.99), den Separationsansatz ¥ =
f(€) g(n) ®() mit den Separationsvariablen m, vy, vy (wir vereinfachen mee®/h? = 1/ap,
meE /2% = k?/4; das p-Problem hat die triviale Losung ®(¢) = ¢ ™% /+/27)

m? k2

P LG
2 k2
{an('ﬂan) - (% - 777 + v, )} g(n) = 0. (6.105)
und vy + vy, = —1/ap. Die einfallende Asymptotik ¥ ~ exp(ikz) = explik(n — £)/2],

& — oo verlangt, dass g(n) = exp(ikn/2) und f(§ — oo0) ~ exp(—ik&/2). Der Ansatz fiir
g(n) legt den Parameter vy = ik/2 fest und der Ansatz f(§) = exp(—ik&/2)w(&) fithrt
auf (6.101). Die Formulierung des Coulombproblems via (6.105) ldsst sich auch fiir die
Beschreibnung gebundener Zustéinde im attraktiven Potential mit E = —k2x> /2me < 0
nutzen. Dazu beriicksichtigt man die Asymptotik von f (und g ebenso) fiir kleine und
grosse Argumente mit dem Ansatz f(£) = exp(—k&/2) I™/2p(¢). Die resultierende kon-
fluente hypergeometrische Differentialgleichung wird durch die entsprechende kh Funktion
F(—ng, |m| + 1; k§) mit ganzzahligem Parameter ne > gelost, siehe Landau Lifschitz.
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Die Gammafunktion I'(z) hat folgende Eigenschaften und ist in Abbildung
6.11 dargestellt:

— z—1_—x
I'(z) = /0 dez® e ”,
ra = re =1,
N(z+1) = =2I(2),
'n+1) = n! firn>0, I'(—n) = oo, firn>0,
ra/2) = ['(z)I(1—2) = n/sinmz,
r3/2) = x/2, ['(z*) = I'*(z). (6.106)

Abb. 6.11: Gamma Funktion
I'(z). Fir z = n eine natirli-
che Zahl ist I'(n+1) = n!; wei-
ter ist |I'(—n)| = oo, I'(0) =
00, [(1) =T(2) = 1,T(1/2) =
Vv, und I'(3/2) = /7 /2.

Normieren wir die Losung auf ji, = hk/m = v so lautet die vollstéandige
Losung

U = T +iy)e ™2k Fl—ivy, 1;ik(r — 2)]. (6.107)

Das asymptotische Verhalten von F' findet man mit Hilfe der Integraldar-
stellung (siehe Landau Lifschitz, Appendix d)

I'(b)

2T

F(a,b;z) = / dtel(t — z)~u*° (6.108)
C
mit dem Integrationsweg C' in Abb. 6.12 skizziert. Der Integrand hat Sin-
gularitdten in den Punkten ¢ = z und ¢t = 0; der Integrationsweg wird
entsprechend zu den Wegen C, und Cj deformiert und man findet zwei
Beitrage
I'(b)

F(a,b;z) = m(—z)fag(a, a—b+1;—2) (6.109)
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—i—F(b) e? z“_bg(b —a,1—a;z2)

I'(a)
mit
ra-oe
gla,b;z) = ()/ dtel(14t/2)7 ! (6.110)
2mi Co

Abb. 6.12: Integrationswege

C -« ) zur Integraldarstellung von F'.
Z > Der urspriingliche Weg C' wird

B zu C, und Cy deformiert, wo-
CO - 0<) bei sich C', und Cjy im unend-
lichen schliessen (gepunktete

C » Linie).

Der Faktor (14t/z)~% in g lisst sich in eine Potenzreihe entwickeln und wir
erhalten die Asymptotik von g in der Form
ab  ala+1)b(b+1)

gla,b;z) = 1+ 1 + 201

(6.111)

Angewandt auf F'(—iv, 1;ik) finden wir den Ausdruck

(—ik&)™ 72\ | (k€)™ exp(ike)
T+ ) (1+ @) WDy (012
)2 1 iy In(ke) 7>
e {F(Hw)67 <1+ik§>
(iv)  exp(ik) 7i'yln(k£)}

A ke €

wobei wir benutzt haben, dass (£i)T" = exp(77/2). Damit erhalten wir fiir
U die Asymptotik

i[kz4vy1In k(r—z)] 72
~ 1|Kz+yInk(r—=z
G e <1+ik(r—z)>

-~

Yin

+ fci@ei(krf'yln 2kr)7 (6113)

r

‘Ilscat
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F(l + Z"}/) 6—i71n[sin2(0/2)]

it fo(0) = IT(1—in) 2ksin?(6/2)
_ - —i~y In[sin2(0/2)]+2ido 6.114
2k sin?(6/2) - (611)

Dabei ist exp(2idg) = I'(1 + iv)/T'(1 — ) und wir haben benutzt, dass
r—z=r(1—cos@) = 2rsin?(0/2). Der resultierende Wirkungsquerschnitt

dUO 2 64 1
— = = A1
=< = |/l (6.115)

16E? sin*6/2

ist identisch mit dem klassischen Rutherford Resultat und (nichtintegra-
bel) singuldr in Vorwirtsrichtung 6 = 0, eine Folge der langreichweitigen
Wechselwirkung. Weiter ist die Winkelverteilung energieunabhéngig. (6.113)
zeigt, dass die Teilchen nie frei werden (Phasenshift ~ ~yInkr), aber die
Strome jin = hk/m und js. = (hk/m)|fc(0)]?/r? sind asymptotisch wohl
definiert.

6.6.2 Coulomb Streuproblem: Sphirische Koordinaten

Mit dem Ansatz V(r,0) = >, Ry (r)P/(cos @) (beachte wir wihlen m = 0)
erhalten wir die radiale Differentialgleichung

1 29k (141
| por(to - M 1

r r2

:|Rkl = 0 (6.116)

und die Substitution Ry(r) = r'e’" fi;(r) fiilhrt uns auf die konfluente hy-
pergeometrische Differentialgleichung, vgl.® (6.102),

{raf + [2ikr + 2(1 + 1)]0, + [~ 27k + 2ik(l + 1)]}fkl =0. (6.117)
mit der Losung (Cy; die Normierungskonstante)
fro = CuF(ivy+ 1+ 1,2(0 + 1); —2ikr). (6.118)

Fiir die Normierung benutzen wir die bekannte Losung (6.107) im Limes
r — 0 und erhalten die Asymptotik fiir die Radialfunktion in der Form

01+ /2)

1 .
Ry WI‘(% + 2)E sin(kr —Iw/2 + 6 — v 1n 2kr),
Phasenshift
mit o201 w (6.119)

T(141—ivy)

8Siche auch (5.58) und (5.61) und ersetze k — —ik, n — —iry.
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Die Partialwellenanalyse der Streufunktion fo () ergibt
1 Q26 :
fol0) = k; (21 + 1)e** Py(cos 0); (6.120)

dieser Ausdruck bleibt in Vorwértsrichtung endlich fiir v — 0 i (Potential
x €2 — 0) da exp(2id;)|y—o = 1: Es ist

Z 21+ 1)P(cosf) = 20(1—cosh), (6.121)
=0

also ist fc(0 > 0) = 0 aber fo(0 = 0) # 0 ist singulér (benutze das Ad-
ditionstheorem (4.54) fiir die Kugelfunktionen und deren Vollstdndigkeit
(4.52)).

Interessant ist schliesslich die Analytizitit von fo. Offensichtlich hat €2
Pole bei I + 1+ iy =0, —1, =2, - - [von I'(1 + [ + ¢v)]. Damit haben wir
fiir ein attraktives Coulombpotential gebundene Zusténde bei k = i/nap,
mit n = (I +1), (Il +2),({+3), . Fiir die Regge-Analyse kénnen wir
schreiben (das obere(untere) Vorzeichen gilt fiir ein attraktives (repulsives)
Coulombpotential)

; 2

{—pj:(c%/h)\/m » B <0, (6.123)
—p=+ (ie2/h)\/m/2E , E>0.

Mit p = 1 erzeugen wir im attraktiven Fall die gebundenen Zustédnde nl =
10, 21, 32, ---. Sie gehen bis F = 07, d.h., wegen der langen Reichweite des
Coulombpotentials haben wir keine Resonanzen, nur gebundene Zusténde,
fiir alle I € N° bis [ = co. Damit lduft die Regge-Trajektorie fiir E — 0~ auf
R* ins Unendliche. Fiir p = 2 erzeugen wir die Familie 20, 31, 42 ---. Das
repulsive Coulombproblem hat weder gebundene Zusténde noch Resonanzen
vorzuweisen.
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A
0t Iml p=1 Im/ A
(e
A E=0
3]
Y
attraktiv
vooloe  E<O - E<0O 2101
-1 ob 1) 2)3)4 Re | 0 o0 [+00 Re |
nl= 102132 43
. (e
repulsiv A
83
E=0 A
- 0+

Abb. 6.13: Regge-Analyse fiir das attraktive (links) und repulsive (rechts)
Coulomb Potential. Das attraktive Potential hat gebundene Zustédnde fiir
alle I € N° bis I = oo; das repulsive Potential hat weder gebundene Zustinde

noch Resonanzen.



Kapitel 7

Formalismus der Quanten
Mechanik Teil 2

Bis anhin haben wir ein quantenmechanisches System durch einen Zustand
|¥) im Hilbertraum H und seine Zeitentwicklung durch die Schrodinger-Glei-
chung iho|¥(t)) = H|¥(t)) beschrieben. Diese Beschreibung setzt voraus,
dass zu einem Zeitpunkt ¢ = ¢y der Zustand |¥) als 1-dim Vektor in H
bekannt ist. Dieser kann, z.B., durch Messung eines vollstiandigen Satzes
von Observablen erzeugt werden; beim freien Teilchen im Zentralpotential
durch Bestimmung von E,L? und L., beim H-Atom (e~ mit Spin) reicht
die Messung von E, L? und L. bereits nicht mehr aus. Allgemein kénnen
wir uns Situationen vorstellen, wo wir das System nicht maximal préparie-
ren kénnen, so dass wir keinen Zustandsvektor in H als Startwert vorgeben
konnen. Dies ist zum Beispiel bei einer Effusionszelle der Fall, sieche Abbil-
dung 7.1: die einfache Offnung (ohne Kanal) erzeugt Teilchen mit Impulsen
P in allen Richtungen (p, > 0) und verschiedenen Energien. Wie soll ein
derart schwach prépariertes System beschrieben werden?

Abb. 7.1: Die Effusionszelle erzeugt

2. g ein Ensemble von Teilchen mit ver-

y :'/'. ., . - > schiedenen Impulsrichtungen p und

A N /-"; R versch}edenen (thermisch verteilten)
o ' Jeee p Energien.

191



192 KAPITEL 7. FORMALISMUS II

7.1 Dichtematrix als statistischer Operator

Eine saubere physikalische Charakterisierung des Systems setzt voraus, dass
wir die adequate Information zur Verfiigung haben. Diese Information ist die
klassisch-statistische (inkohérente) Information die der Préparation zugrun-
de liegt. In den Hilbertraum H iibertragen gibt uns diese Information die
Wahrscheinlichkeit an, mit der ein Zustand |¥) € H auftritt. Im Beispiel
der Effusionszelle ist diese Information durch die Verteilung der Impulse p
in der Zelle gegeben; sie erlaubt uns die Verteilung der Impulse im Strahl zu
berechnen sofern wir die Geometrie der Offnung kennen. Wir kénnen dann
folgende klassische Beschreibung des Systems angeben:

Der (1-dim) Zustand |¥;) ist im pridparierten Ensemble mit der
Wahrscheinlichtkeit p; < 1 realisiert.

Die Messung einer beliebigen Observablen A sollte dann durch den Erwar-
tungswert

(4) = ZPi(‘I’i|A"1’i> (7.1)

gegeben sein. Wir wollen diesen Ausdruck in eine generische Form bringen.

Sei {p;} ein vollstdndiges Orthonormalsystem, dann kénnen wir (A) durch
A und die Dichtematrix p ausdriicken,

(4) = ZPi(‘I’z‘|A"I’z‘>

= ) pilWlom) (@ml Alen) (@l Ts)

imn

— Z<¢m|A|wn><¢n|Zm!‘Pi><‘I’i|<Pm>
m,n ?

p=Dichtematrix

= Z<90m|Ap‘S0m>

m

= Spur(4p). (7.2)

Die maximale Information {iber das System steckt somit in der Dichtematrix
P

po= > plT) W = > p P, (7.3)
i g Projektor
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da wir mit ihrer Hilfe das Resultat jeder Messung berechnen kénnen. Dabei
ist p; <1, > ,pi = 1 und die Zusténde sind auf |¥;| = 1 normiert. Man
unterscheidet zwischen reinen und gemischten Zustédnden:

reiner Zustand — p=|U)(¥|.
gemischter Zustand — p = sz|\lll)(‘llz| mit p; <1Vi. (7.4)

2

Der wichtige Punkt ist hierbei die Kohérenz: Jeder Strahl |¥;) entspricht
einem kohirenten Zustand — diese Zusténde werden in p inkoh&rent mit
Wahrscheinlichkeiten p; superponiert. Am besten verstehen wir diesen Sach-
verhalt wenn wir die Dichtematrix p in einer Basis {¢;} ausdriicken und
dann (A) berechnen. Sei [¥;) =3, c;j|¢;), dann ist

p = ZPi!‘I’iM‘Pi\

= > piciichlei) (@xl, (7.5)
ijk
(A) pur(4p) = > (¢ml chgcklsoﬁmlso )
m Z]k 5km
= D piciiCinlemlAle;). (7.6)
ym

Die Koeffizienten p; (Wahrscheinlichkeiten) und ¢;; (Amplituden) der in-
kohérenten und der kohérenten Summe gehen véllig verschieden ein. In (7.6)
sind die 0 < p; < 1 reelle Wahrscheinlichkeiten, wihrend die ¢;; € C kom-
plexe Amplituden sind. Die Phasenbeziehung unter den c¢;; als Folge der
kohérenten Superposition von |¢;) zu |¥;) ist im Resultat klar ersichtlich.
In der inkohérenten Summe iiber die p; treten keine solchen Phasen auf.

Die Dichtematrix p hat einige hiibsche Eigenschaften:

— p = pt ist hermitesch, da p; € R und P; = |W;)(¥;| hermitesche
Projektionsoperatoren sind.

— p ist positiv definit, da {¢|p|p) = >, pil(p|¥:)[> >0 ist.

— Spurfp] =1, da 32, (@nlplen) = 3, pil(0n| ¥3)[*
1
— |

= 0Tl D lon)(on [Ui) = Spi = 1ist.
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— Fiir einen reinen Zustand ist p = P = |¥)(¥| ein Projektor, p?> = p.

1 reiner Zustand,

— 2 pr—
Spur{p”] {< 1 , gemischter Zustand,

denn p? = 37, p?|W;)(¥;], und Spur[p’] = 32, p}-

Schliesslich brauchen wir noch die Zeitentwicklung fiir die Dichtematrix p:
Die Zeitentwicklung der Zusténde ist durch die Schrodinger-Gleichung (SG)
gegeben,

ihoy|Vi(t)) = HI[W,())
—tho(W;(t)| = (Wi(t)|H, (7.7)

womit wir die Zeitentwicklung von p berechnen koénnen,
H|¥;) —(W;|H
ihdyp = Zpi(2h8t|\lli)<\lfi| + o) zh@t(‘lli|>
= Hp—pH = [H,p] (7.8)

Formel (7.8) ist die von Neumann-Differentialgleichung fiir die Dichtematrix,
das quantenmechanische Analogon zur Liouville-Gleichung in der (klassi-
schen) statistischen Mechanik (Zeitentwicklung im Phasenraum).

7.2 Dynamische Bilder:
Schrodinger — Heisenberg — Dirac

7.2.1 Schrodinger Bild

Das Schrodinger Bild ist das von uns bisher gebrauchte Bild:

— die Zustandsvektoren |¥(¢)) sind zeitabhéngig,
— die Operatoren A sind zeitunabhéngig,

— die Zeitabhingigkeit der Zustédnde |¥(t)) ist durch die Schrédinger-
Gleichung gegeben,

ihoy W (t)) = H|W(t)),  [¥(to)) = |Wo). (7.9)



7.2. DYNAMISCHE BILDER 195

Wir fithren den Zeitevolutionsoperator U (t, ty) ein, so dass
[W(t)) = Ul(t, to)[¥(to))- (7.10)

Der Operator U soll die Norm erhalten (Erhaltung der Wahrscheinlichkeit),
was seine Unitaritat impliziert

(TOw(t) = (Tolo), (7.11)
= Ul(t,t0)U(t,to) = 1, (7.12)
U Nt tg) = U'(t,tp). (7.13)

Weiter folgt aus |U(t = to)) = |¥o), dass U(to,to) = 1 die Identitét ist. Die
Zeitevolution von tg nach ¢ via t; ist unabhéngig von ¢; und multiplikativ,
somit ist

Ult,to) = Ut 1)U (t, o), (7.14)
= U Ntto) = Ultot) "= Ut t0). (7.15)

In abgeschlossenen (konservativen) Systemen ist kein Zeitpunkt ausgezeich-
net und deshalb erhalten wir die translationsinvariante Form

Ult,ty) = U(t —to). (7.16)

Schliesslich folgt aus der Schrodinger-Gleichung (7.9) die Differentialglei-
chung fiir U,

iho U (t, to) = HU(t, o). (7.17)
Fiir 0;H = 0 kénnen wir (7.17) sofort integrieren,
Ut tg) = e HEt)/h, (7.18)

tatsdchlich ist U(tg,tp) = 1, U ist unitér, multiplikativ, und nur von ¢ — ¢
abhéngig. Der Hamiltonian H ist die infinitesimale Erzeugende der Zeitevo-
lution (Zeittranslation) und mit H hermitesch ist U auch unitér, wie erwar-
tet.

Im allgemeinen Fall mit 9,H # 0 miissen wir etwas mehr arbeiten: wir
konnen (7.17) formal integrieren und dann iterativ 16sen,

1 t
Ult,tg) = ]1+% t dt' Ht"U(t, to), (7.19)
0
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1 t t1
~ 1+ — dtlH tl / dtl/ dtgH tl t2)
'Lh to to
= 1+ Z U™ (t, 1), (7.20)

UM (t,tg) = ( ) /dt/dtl /ttn At H(0)H(t2) .. H(t),

und wir erhalten die von Neumann Reihe. Wichtig in (7.20) ist, dass eine
Zeitordnung vorliegt: t > t1 > 1o > ... > 1o,

H(ty) -+ H(tn).
T 1 (7.21)
spétere frithere Zeiten

Diese Zeitordnung ist unangenehm aber formal behebbar: Die Zeitordnung
impliziert eine Integration tiber den Teil t > ¢1 ... > t,, > ty des Hyperkubus
im R™, vgl. Abb. 7.2 fiir n = 2

t2 A Abb. 7.2: Integrationsbereich (grau
schraffiert) tiber den Zeit-geordneten
t Sektor fiir den Fall n = 2.
" >
t, t,

Als formales Werkzeug definieren wir den Zeitordnungs-Operator T' der eine
Sequenz von zeitabhéingigen Operatoren zeitlich ordnet,

ramse = {500 L nln 02

die Verallgemeinerung auf n Operatoren ist trivial,

TI[At) = An(te) .. Ar,(tx,), (7.23)
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mit p € Sy, S, die symmetrische Gruppe (Gruppe der Permutationen), m
diejenige Permutation welche die Zeiten ordnet, ¢, > tr, > -+ > 5, . Der
Zeitordnungsoperator 1" erlaubt uns die Integrale in (7.20) auf den vollen
Kubus zu erweitern, fiir n = 2,

t t1 1 t t1
/ it / dts H(t) H () — 2( / ity / dts H (1) H (1)
to to to to
t to
+/ dtg/ dt, H(tg)H(t1)>
to to

1 t t
L / it / dts T H () H(ta). (7.24)
2 to to

X3
t t1 tnh—1 1 n t
dtl/ dts / dt, = — / dt; T. 7.25
~/to to to n! E to ( )
Damit erhalten wir
L /1" [ !
UM (t, 1) = = ( = dty... [ dt, TH(t,)...H(t,) (7.26)
n‘ 'Lh to to

und wir kénnen (zumindest formal) den Zeitentwicklungsoperator U im
Schrodingerbild explizit angeben,

U(t,tg) = Texp [—; tdt’H(t’)]. (7.27)

to

Beachte, dass unter (7.27) immer die Reihe (7.20) zu verstehen ist, mit U™
gegeben durch (7.26) und 7" durch die Definition (7.22).

In manchen Fiéllen vereinfacht sich der Zeitevolutions-Operator: Falls
[H(t),H(t')] = 0 koénnen wir T' = 1 setzen und (7.27) wird zu

Ul(t,tg) = exp [—;/t dt’H(t’)] < [H(t),H{)]=0. (7.28)

to

Noch einfacher wird es, wenn 0;H = 0 ist,

U(t, to) = exp [—;H (t — to):| < 0:H =0. (7.29)
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7.2.2 Heisenberg-Bild

Im Heisenberg-Bild wilzen wir die Zeitevolution von den Zustédnden auf die
Operatoren ab. Relevant sind die (messbaren) Erwartungswerte (A), welche
invariant bleiben sollen,

(4)

(W) A[E(1))
= (Wo|UT(t,to)AU(t,t0) |To)

v

Ap(t)
= (YylAu(t)|¥q). (7.30)

Im Heisenberg-Bild sind die

— Zustdnde W) = [¥(to)) zeitunabhéingig,

— Operatoren Ag = UT(t,t0)AU(t,to) zeitabhéngig.
Die Bewegungsgleichung gilt jetzt fiir die Operatoren und lautet

d
ih—Ag(t) = (ihoU") AU +UTAihdU + UVihd, AU
—— N——

dt ——
7(HU)T HU def: iho: Ay
= —(HU)'AU+U'AHU + ih0;An
= [Ap, Hy] + ihd,Ap. (7.31)

Falls 0;H = 0 so ist [H,U] = 0 und damit Hy(t) = Hy = H. Im konserva-
tiven Fall ist also Hy = H zeitunabhéngig, wihrend andere Operatoren die
Dynamik

AH(t) — eiH(t—to)/hA e—iH(t—to)/FL (732)

haben. Statt der Drehung der Vektoren im Hilbertraum H (beachte: U ist
unitér = || ¥ || und (P, V) sind unter Zeitevolution erhalten), haben wir
nun eine Rotation der Operatoren in Gegenrichtung (die Relativbewegung
der |¥) und A bleibt sich gleich). Fiir die Bewegungskonstanten gilt:

Ap eine Bewegungs Konstante < 9, A =0, [Hy, Ag] =0. (7.33)

Beachte, dass nicht nur Erwartungswerte (A) sondern auch Winkel (® g, U )
= (®(t), U(t)) erhalten sind. Fiir die Vertauschungsrelationen gilt

[A,B]=C = [An,Bu]=_Ch, (7.34)
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denn [Ag, By] = UTAUU'BU~U'BUUYAU = U'[A,BlU = UTCU =
Ch.

Das Schrodinger-Bild ist zwar begrifflich einfacher, das Heisenberg-Bild aber
konsequenter, da die Relation zur klassischen Physik via Korrespondenzprin-
zip direkter ist:

|¥ ) = Bahn im Phasenraum = Gesamtinfo. aus Préparation,

Ap(t) = Phasenraumfunktion A[g(t), p(t),t], dynamische Variable.

Schliesslich betrachten wir noch das (praktische) Dirac-Bild:

7.2.3 Dirac- oder Wechselwirkungsbild

Betrachte (7.20); wenn H klein wére dann kénnten wir als Approximation
die Reihe abbrechen und ein gutes Stérungsresultat erhalten. Ublicherweise
ist aber H nicht klein. Andererseits besteht H oft aus einem einfachen,
l6sbaren Anteil Hy und einer Korrektur H’, z.B.

— Hy = freies Teilchen oder zeitunabhéngig,

— H' = Wechselwirkung oder zeitabhéngige Storung.
Im Wechselwirkungs-Bild (WW-Bild) wollen wir die Evolution (7.20) fiir H’

anstelle von H haben; es stellt sich heraus, dass der entsprechende Evoluti-
onsoperator im Dirac-Bild gegeben ist durch
Up(t,to)) =  Ullt,to)  Ult,tg) . (7.35)
N—_—— ——
inverse freie Dyn. volle Dynamik
Dazu verteilen wir die Dynamik im Dirac-Bild auf Zustéinde und Operatoren

gemass,

{4)

(W(t)[A[¥(t))
= (Wo|UT(t, t0) AU(t,t0)|¥o)
(WU (L, t)Us(t, to) UJ(¢,t0) AUt to) U (t, to)U (£, to) [Wo)
(wp ) Ap(t) Vo ()
= (Yp(t)|Ap(t)|¥p(t)). (7.36)
Somit steckt der einfache Teil der Dynamik in den Operatoren; mit 0;Hg = 0
ist

Ap(t) = eHol=to)/h g =iHo(t=to)/n (7.37)
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wihrend der restliche (schwierige aber hoffentlich kleine) Teil der Dynamik
in Wp(t) steckt,

Up(t) = Upl(t,to)¥o
mit Up(t,te) = Ud(t,to)U(t, to). (7.38)

Der verbleibende Zeitentwicklungsoperator Up gehorcht der Differentialglei-
chung

ihoUp = ihd, |eHolt—to)/hry
— Ul (—Ho+ H) U UiU
N——’ ——

H' Up
= HpUp (7.39)

HID — eiHo(tfto)/ﬁHlefiHo(tfto)/h‘ (740)

Durch Iteration erhalten wir die folgende Reihe wie sie bereits vom Schrédin-
ger-Bild her bekannt ist (vgl. (7.20)),

1 t
1+ ()/ dt1Hp (t1) +
in/) [y,

1 /1\" [t
— | = dty...dt, THH(t1) ... Hy(t, A1
v () | D(t) . H(t) (7.41)

Up(t,to)

— Texp {—; / t dt’Hb(t’)} . (7.42)

to

7.3 Zeitumkehr 7

Im Rahmen dieses formalen Kapitels behandeln wir noch eine wichtige Sym-
metrie, die Zeitumkehr. Wir definieren den Zeitumkehroperator 7. Es sei 7
eine Symmetrie des (abgeschlossenen) Systems. Damit ist mit g, ein Ei-
genvektor zu H mit dem Eigenwert F, auch 7 V¥ ein Eigenvektor zu E. Die
Frage stellt sich, ob 7V g parallel zu ¥ g oder ein neuer Eigenvektor zu E von
H ist, entsprechend impliziert die Zeitumkehrinvarianz eine Verdoppelung
der Entartung oder auch nicht. Die Antwort gibt der Frobenius-Schur Test:
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Sei G die Symmetriegruppe des Operators A, A sei invariant unter Zeitum-
kehr. Betrachte die durch G definierten Entartungen der Eigenrdume von A;
diese sind durch die Dimensionen der zugehorigen irreduziblen Darstellungen

¢ gegeben. Der Eigenraum zu Dg wird aufgrund der Zeitumkehrinvarianz
von A verdoppelt wenn F.S =3 . x%(a?) = 0 oder —g ist, wobei x¢ der
Charakter der Darstellung Dg, ist und g die Ordnung der Gruppe G bezeich-
net. Ist F'S = g so bleibt die Entartung unveréindert. Diese Resultate gelten
fir spinlose Teilchen.!

Wir betrachten im folgenden einige Eigenschaften der Zeitumkehr 7, ins-
besondere ihre Darstellung im Ortsraum. Sei ¥ ein beliebiger Zustand im
Hilbertraum. Wir benutzen die Eigenbasis zu H und entwickeln ¥ in ¥,

U o= > ap¥p. (7.43)
E

Wir fiihren folgende Operation mit ¥ durch, vgl. dazu Abb. 7.3,

e b) ...... Abb. 7.3: Zeitumkehr und
Propagation. Die Routen a)
and b) erzeugen aus dem glei-
; % chen Initialzustand ¢ den glei-
y a) N b) : chen Finalzustand f.
L/ (D e

a) erst Zeitumkehr, dann Propagation in —t (also U_;7 V),
b) erst Propagation in ¢, dann Zeitumkehr (also 7U, V).

a) und b) ergeben nur dasselbe Resultat, wenn 7 antilinear ist, das heisst,
es muss gelten

T(a¥ +b3) = TV +b*TO. (7.44)
Dann finden wir fiir die Wege a) und b):

a) Z e F G T,
E

b) TZ e gy = ZeiEt/ha*ET\IlE. (7.45)
E E

'Fiir Spin-1/2 Teilchen ergibt sich eine Verdoppelung der Entartung falls F'S = g¢,0,
wihrenddem die Entartung fiir F'S = —g unverdndert bleibt. Bekannt ist in diesem Zu-
sammenhang die Kramers Entartung, dim Eigg > 2 fiir Spin-1/2 Teilchen.
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Betrachte jetzt die Zeitumkehr der Schrodinger Gleichung

ihoy = HU
|
—iho 7V = THWY
| falls 7 eine Symmetrie ist
= HTV. (7.46)

Falls also [H,7] = 0 ist, dann erfillt 7V die Schrodinger-Gleichung mit
t — —t, wie erwartet.

Wir wollen eine Darstellung von 7 finden (ohne Spin): die Position 7 soll
invariant unter 7 sein, die linearen und Drehimpulse sollen invertiert werden,
dann gilt

7T = Tr = [F,7]=0, (7.47)
pT = -Typ, (7.48)
LT = -TL. (7.49)
In der Ortsdarstellung ist ¥ = 7, p = —ihV und wir kdnnen eine einfache

Darstellung fiir 7 angeben, so dass 7 antilinear ist und (7.47) — (7.49) erfiillt
sind,

7V = U* komplexe Konjugation. (7.50)

Diese Darstellung von 7 gilt nur in der Ortsdarstellung.”

Beweis: Wir zeigen, dass die Darstellung (7.50) bis auf einen Faktor f = 41
bestimmt ist:

i) Tlax) = f(z)|z), mit f(z) € C, denn &7 |z) = T#|z) = 27 |z)
und deshalb ist 7 |x) o |z).

ii) Tlp) = g(p)| — p), mit g(p) € C.

iii) f & g sind Konstanten, denn

Tl = T (alp)l)

2Fiir ein Spin-1 /2 Teilchen beschrieben durch den Spinor ¥ = (i‘(l) ist die Darstellung

von 7 gegeben durch 7¥ = jo, ¥* = (fj*) und es ist 720 = —U.
T
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— zj*zefipx|x>zzeipxzjf| Zf zpac’x
= g)l =) =9(p) Y ™),

x
und wir erhalten g(p)e’® = €? f(x) und damit f = g = const. € C.

iv) Wir schreiben den Zustand |¥) in der Ortsdarstellung,
|W) = >, ¥(x)|z), und berechnen die Wirkung von 7,

T|0) qu Vflz) = £ U (z)|x)

also ist [TW](y) = f(¥)*(y).
v) Schliesslich ist 72 =1 — f = +1.

Die Gruppe {1,7} ist abelsch und damit sind ihre irreduzieblen Darstellun-
gen ein-dimensional (Schur).

Fiir ein abgeschlossenes System ist [7, H] = 0 und die Kombination von
(7.46) und (7.50) ergibt

—ih®, TV = HTU, (7.51)
~~ ~~
P* P*

also ist mit W(¢) auch ¥*(—t) eine Losung der Schrodinger-Gleichung. Dieses
Resultat finden wir auch durch simple komplexe Konjugation der Schrédin-
ger-Gleichung. Ein externes Magnetfeld bricht die Zeitumkehrinvarianz und
[T, H] # 0. Erst wenn die Spule, welche das Magnetfeld erzeugt, mit ein-
bezogen wird, drehen sich unter 7 auch die Stréme in der Spule um, und
das Gesamtsystem ist wieder 7 -invariant. Explizit: Betrachte ein Teilchen
im Potential V beschrieben durch den Hamiltonian H = p2/2m + V =
—(R%/2m)A + V; dieser Hamiltonian ist reell und somit gilt 7H = HT.
Andererseits gilt fiir ein Teilchen mit Ladung ¢ im Magnetfeld,

-t
H* = %(ﬁ—k%z@)z—ﬂ/} (7.52)

also ist 7TH # H7T. Andererseits, wenn auch A — —A transformiert wird
(Umkehrung der das Feld erzeugenden Stréme), dann gilt auch 7TH = HT.
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7.3.1 Mathematische Erginzung: Schursches Lemma

Sei G eine Gruppe; U(G) eine ireduzible Darstellung von G in H; A
ein Operator in H. Dann folgt aus [U(g), A] = 0 fiir alle g € G, dass
A =)\, d.h., A ist konstant auf jedem irreduziblen Unterraum von G
in H.

Oder allgemeiner

Seien U(G) und U’(G) zwei irreduzible Darstellungen von G in ‘H und
H'; A ein linearer Operator, A : H — H' und AU = U’ A.
H  ist isomorph zu H’,

Dann ist A =0 oder { U ist dquivalent zu U’.

Theorem: Alle abelschen Gruppen haben nur ein-dimensionale irreduzible
Darstellungen.



Approximative
Losungsmethoden

Die wenigsten Probleme sind exakt l6sbar und wir miissen auf approxi-
mative Losungsmethoden zuriickgreifen. Dazu stehen folgende Ansétze zur
Verfiigung;:

1.

Das Problem durch ein exakt losbares Problem approximieren; dieser
Ansatz ist besonders geeignet um die Losungsstruktur zu verstehen.

. Numerische Losung via Computer — diese Strategie liefert genaue

Zahlen, hilft dem Verstédndnis aber oft wenig, sollte deshalb erst zuletzt
angewandt werden.

. Variationsansatz: Suche unter einer Familie von Lésungen die Beste

— setzt Verstdndnis der Losungsstruktur und eine gute Nase (fiir den
Ansatz) voraus, sehr elegant.

. Storungsrechnung: Systematische Verbesserung der Loésung, gut zur

Erarbeitung der Losungsstruktur, kann oft genaue Zahlen liefern.

. Quasi-klassische Approximation: sehr physikalisch, elegant, back-of-

the-envelope Argumente, welche die relevante Physik transparent wie-
dergeben.

Punkt 1 wurde in den vorhergehenden Kapiteln an einigen Beispielen er-
arbeitet. Punkt 2 wird in anderen Vorlesungen behandelt. Wir beginnen
mit Punkt 3, dem Variationsansatz. Auf die Stérungsrechnung gehen wir in
Kapitel 9 ein, die quasi-klassische Approximation werden wir in Kapitel 10
bearbeiten.

205
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Kapitel 8

App. Methoden:
Variationsansatz

Die Variationsrechnung basiert auf dem Rayleigh-Ritz (RR) Variationsprin-
zip: Sei ¥ eine Zustandsfunktion, H ein Hamiltonoperator mit Grundzu-
standsenergie Fy, dann ist

(V|H|Y)

Ey, (8.1)
(W|w)
denn mit der Eigenbasis ¢, zu H ist
(UIHI®) = > (Ulpn) {@nlH|on)(0n]¥)
n hf—/
EanO
> By [(¥len)?
= Ey(V|¥). (8.2)

Diese Gleichung erlaubt uns eine obere Grenze zur Grundzustandsenergie
(und zur Grundzustandswellenfunktion W) zu erhalten: Man nehme irgend
ein ¥, dann gibt (V|H|¥)/(¥|P¥) eine obere Schranke fiir Fy. Wir kénnen

U schreiben als
U = aVy+ [T (8.3)

wobei Wi L Wy ist. Es ist (U|W¥) = |a|? + |3|?, somit ist unser ¥ umso
besser, je kleiner die Korrektur \Ifé ist: es gilt die richtige ‘Richtung’ im
Hilbertraum H zu finden.

207
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Das RR Prinzip erlaubt auch angeregte Zusténde abzuschétzen: Sei ¥q be-
kannt, dann ergibt die beste Funktion ¥ — (Uy|¥)¥( (mit der kleinsten
Energie) den ersten angeregten Zustand. Fiir nichtentartete Probleme lésst
sich das Prinzip iterieren:

Die Optimierung in

N-1

HY = {\1/ AL
n=0

W, = EV zu den N — 1 tiefsten EW En}

ergibt £y und Wy. Insbesondere findet man Ejx aus der Diagonalisie-
rung der Matrix (V;|H|V,,), mit {V;} eine Basis in Hy; En ist dann
der kleinste Representant der grossten Eigenwerte A in Hy unter Va-
riation von Hpy. Oder einfacher in einer Formel ausgedriickt, Fn =
infy, {max)[EW (Y| H|¥,,)| Uk, Uy, € Hy,dimHy = N)|}. Weiter las-
sen sich Symmetrien ausnutzen: Sei SO(3) eine Symmetrie von H. Die
Anwendung des RR-Prinzips in den Unterrdumen H; zum Drehimpuls
L? = R2I(1+1) ergibt eine Schranke fiir die kleinste Energie mit Drehimpuls
P21+ 1).

Wir kénnen auch untere Grenzen erhalten, dies ist im allgemeinen jedoch
viel schwieriger. Ein Gliicksfall liegt vor wenn H = Hy+ V zerlegbar ist mit
V > 0. Sei ¥ der Grundzustand von H, dann ist

Eq = (Ygl|H|Vg)
— (UG Ho[We) + (Ua|VIWe) > Eo. (8.4)
> Fo >0

In (8.4) haben wir benutzt, dass der Grundzustand zu Hy mit Energie Ey
im Allgemeinen durch ¥y # ¥ gegeben ist, und somit gilt (V| Hp|Vg) >
(Vo|Hp|¥g) = Ep. Im folgenden schauen wir uns ein Beispiel an.

8.1 Grundzustand des He-Atoms

Das Helium Atom besteht aus einem Kern mit zwei Elektronen,
He = 2p+2n +2¢ . (8.5)
——
+2e Ladung

Wir betrachten nur die elektronischen Freiheitsgrade und beschreiben das
Zweiteilchenproblem der Elektronen im Feld des Kerns. Der Hamiltonope-
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rator in der Ortsdarstellung ist

B L. o 1 1 e?
H=—2 (V+9) -2 (—+— )+ ——— 8.6
om 1TV TR L ) YRR (56)
Fiir ein H-Atom kennen wir den Grundzustand (ap = h?/mee? der Bohrsche
Radius)

T, = % exp <—7">. (8.7)

3
Lo «
U(r, 7)) = — exp[—a(rl + rg)/aB}. (8.8)
Tay
Wir werden spéter sehen, dass dieser Ansatz mit dem Pauli-Prinzip ver-
traglich ist; der exakte Grundzustand des He-Atoms hat die Struktur

U(7, 815, 82) = WEAN (7, 7) ® Wi‘ﬁﬁsym(81, $2), (8.9)

wobei s; die Spin-Quantenzahlen sind und ‘sym/antisym’ die Symmetrie der
Funktion ¥ unter Vertauschung der Variablen angibt. (8.8) hat die richtige
Symmetrie.

Wir miissen den Erwartungswert (¥|H |¥) berechnen. Fiir H-Atome ist Ef™®
= €2/2ap und EP° = —¢? /ap; wegen der verinderten Linge r — ar in (8.8)
werden diese Energien skaliert geméss

2.2 2
AT peet _ g 200 (8.10)
2aB ap

Ekin - 9

wobei die Verdoppelung die Présenz zweier Elektronen beriicksichtigt. Die
Berechnung der Wechselwirkungs-Energie

2
s (@;) & [ anarr, SRR L ) 0]

ma% |7 — 73]

(8.11)

involviert folgende Umformungen: wir benutzen, dass 1/r die Greensche
Funktion des Laplaceoperators ist,

A(l/r) = —4nd(F),
Fli/r] = 4n/k% (8.12)
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und stellen wir die Coulombenergie im k-Raum dar durch das Integral,

2 3

e A’k 1 7= _=
T _Axe? = ik (T1—T2).
|7 — 72 e / (2m)3 2 ¢ ’

die Integration iiber die Ortskoordinate 7= 7] ergibt (genauso mit 7%)

/dSTeiE-F—Zar/aB _ 4% drlm[reikr—Zar/aB}

—16ra/ap
= . 1
(k% + 402 /a%)? (8.13)

Die verbleibende Integration iiber k liefert uns die Wechselwirkungsenergie

5 2
EVY = g% (8.14)

Damit ergibt sich die Gesamtenergie zu

2 2 2
e e 5 e
H = o®*— —da— + —a—; 8.15
(H)@) = @S —dal + 20l (815)
sie wird durch a = 27/16 minimiert und ergibt die folgende Abschétzung

fiir die Grundzustandsenergie,

27\ 2 ¢2
Fp < — [ 22) — ~ —285¢%/ap. 8.16
o< -(%) = &a (5.16)

Dieses Resultat ist dem gemessenen Wert Ey ~ —2.904 €?/ap sehr nahe.

Interpretation: Trivial kdnnten wir o = 2 erwarten, da die Ladung Z = 2
ist. Wir finden aber den reduzierten Wert a = 27/16 < 2: jedes e schirmt
den Kern fiir das andere e~ mit einer effektiven Ladung 5/16 ab, wie in
Skizze 8.1 dargestellt.
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Abb. 8.1: Abschirmung: das zweite

Elektron (Ladung —1) bewegt sich

im mittleren Feld des Kerns (La-

dung +2) und des ersten Elektrons

(effektive Abschirmladung —5/16);

auf das zweite Elektron wirkt damit
-1 eine effektive Ladung 27/16.

-5/16
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Kapitel 9

App. Methoden:
Storungstheorie

Die Storungsanalyse héngt stark vom Problem ab: wir unterscheiden stati-
onére (0;H = 0) von nicht-stationéren (0;H # 0) Problemen und konzentrie-
ren uns auf diskrete Spektren. Im einfachsten Fall liegt ein nichtentartetes
Spektrum vor — wir behandeln deshalb den stationdren, nichtentarteten
Fall zuerst und analysieren dann entartete und fast entartete Eigenwerte.
Nichtstationdre Probleme und Fermis Goldene Regel schliessen die Diskus-
sion ab.

9.1 Stationéirer, nichtentarteter Fall

Gegeben sei das stationére (0;H = 0) Eigenwertproblem
HY = EU. (9.1)

Der Hamiltonoperator zerfalle in H = Hy + H', mit Hy einfach genug, so
dass eine Losung

Hopn = Enpn,
pn ein VONS,
dim Eig &, = 1, (9.2)
bekannt sei. H' sei eine kleine Stérung; wir suchen eine Stérungsreihe in H'.

Um die Buchfiithrung zu erleichtern schreiben wir

H = Hy+A\H' (9.3)

213
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und setzen einen Stérungsansatz in A an,

U = U+ AUy + N2y + N30+
E = Ey+AE; +XNEy+ NEs+--- . (9.4)

Einsetzen von (9.4) in (9.1) mit (9.3) ergibt in Ordnung

A0 (Ho — Eg)¥y = 0,
AL (Hy — Eg)¥, = (B, — H")Wy,
A2 (Ho — Eo)Vy = (B, — H')¥ + Ex¥,,
A3 (Hy — Eo)¥3 = (B — H)Wy + EUy + E30g. (9.5)
T T
hochstes ¥, hochstes E,

Die Ordnung A° ergibt sofort dass
Yo = pn, Ey=&,. (9.6)

Weiter konnen wir die ¥y iterativ finden da rechts der Gleichheitszeichen
nur ¥; mit j < k auftreten. Die Addition von Vo zu Wy, Uy, — Wy 4 Yo,
verandert die Bestimmungsgleichung fiir ¥y nicht, da

(Ho — Eo)pu¥o = px(Ho—En)on = p(En —En)on = 0. (9.7)

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir deshalb von jedem Wy
seine Komponente entlang ¥y abzéhlen und verlangen

(To|¥k) = ok (9.8)
was einer Normierungsbedingung
(on¥) = 1 (9.9)

gleichkommt. Wir wollen (9.5) systematisch 16sen. Das Skalarprodukt mit
Uy der Ordnung A°-Gleichung gibt

S
(Wo|Ho — Eo|W,) = (Wo|Er — H'|Us 1)+ Ej (Wo|¥sj)  (9.10)
~- =2 N———
0 51 E1—(Wo| H'|Ws 1) s

=B = (galH'|Vso1), 21 (9.11)



9.1. STATIONARER, NICHTENTARTETER FALL 215

die Berechnung von E in Ordnung s setzt die Berechnung von ¥ in der
Ordnung s — 1 voraus. Die Multiplikation von (9.11) mit A* und Addition
der Terme o< \® ergibt

E = &+ Mpn|H'|D). (9.12)
Um ¥, zu finden entwickeln wir

W) = ) @) @), s>1. (9.13)
l

Die Summe Y ' enthélt keinen Term | = n da (p,|Vs) = (¥o|¥s) = dps ist.
Das Skalarprodukt von (9.5) in der Ordnung s mit (| ergibt

(1| Ho|Ws) + (| H'|Ws_1) = Z Ei(o1|Vs—j), (9.14)
£l W) a=0

wobei der Term mit j = 0 in der Summe, Ey{y;|¥s), wiederum |U,) enthélt.
Damit finden wir

g 1_ 3 [(wz\HI\\Ds—ﬁ — ; Ej<<pl\xps_j>} . (9.15)

(1| s)

Dieses Gleichungssystem lasst sich iterativ l6sen: Sei E und ¥ bis einschliess-
lich der Ordnung s — 1 bekannt, das heisst, Ey, -+, Es_1 und Wg, -+, ¥g_4
seien bereits gefunden. Dann ist fiir s > 1:

(9.11) Es = {(pn|H'|¥s_1) und
(9.13) B (P H'Ws—1) = 3751 B Vs—j)
o ¥ = 2 e o). (9.1

Fiir s = 0 bilden Ey = &, und |¥g) = |¢,) den Startpunkt fiir die Iteration.
Die Nichtentartung war wichtig in (9.15): Es darf keinen Vektor |¢;) # |¢n)
geben mit & = &,. Wir werden auf den Spezialfall, wo diese Bedingung nicht
erfiillt ist, zuriickkommen. Schliesslich geben wir die Resultate fiir s < 2
explizit an, wobei wir die Notation |¢;) = |I) verwenden:

\0. { Eo = & (9.17)
' o) = |n). '
By = (n|H'In),
1.
l#n gn_gl '
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[{Z|H'|n)|?

\2 By = Zl;én :‘fn |$l| ’ (9 19)

) — (H k) (k| H ) (L |n){n| HY|n) '
’\112> - Zl;ﬁn [Zk;ﬁn (En—E1)(En— £k) (En—8))2 ‘l>
Die Normierung (in Ordnung s = 2) hat die Form
[(U[H|n) \2
U = 1 9.20
N 1 (9.20)

Beachte: Die 2% Ordnung der Stérungstheorie fithrt immer zu einer Er-
niedrigung der Grundzustandsenergie. (|

Beispiel: Harmonischer Oszillator im Kraftfeld Das Problem wird
durch den Hamiltonian

H = Hy+H,

P o1
HO = % + 5mw2QQ, w2 = f/m7

H = -Fg (9.21)

definiert. Das ungestorte Problem hat die Losung

Hpln) = &,|n),
En = hw(n+1/2). (9.22)

Wir gehen zu dimensionslosen Variablen iiber und fithren Auf- und Abstei-
geoperatoren ein (vergleiche Seite 103 ff)

q:\/nzux:\/m:cd(wra*). (9.23)

Die Matrixelemente ergeben sich zu

(k|H'|l) = —F\/ i <k|l 1) - F M<k|l+l>

hl +1
= P\ 5 O0ki—1 — F
mw

5k 141 (9.24)
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Damit erhalten wir folgende Resultate bis zur 2-ten Ordnung,

1
te . — _
1t E, = (n|H'|n) = 0,
I|H'|n
wy = Y U,
I#n n l
Fy/mhw
= _mf’uu?/( Vn+1n+1) +Vnln — 1))
—iF mhw 1
o pln) mit p=/ 5 Z(a a').  (9.26)
({1 H'|n)|?
ote . E = |
2 Z En—&
|<n|H'|n+1>| n [(n|H'ln-1)]>  F?
N —hw hw o 2mw?’
1/ F \?
|W2>Normiert = _5 <mhw2> p2 |n> (927)

Andererseits beschreibt der Hamiltonian

1
H = %+§mw2q2—Fq
PP +mw2( F )2 F?
2 9 \ 47 a2 2mw?
——"
q0 Eo

gerade einen um qo = F/mw? verschobenen harmonischen Oszillator; dessen
Grundzustandsfunktion ist

) = expl—ipao/Alln) = exp—ipF/mhuln)
. 2
~ |n>_%|n>—;<nfh;) In). (9.28)

Die Storungsreihe sollte gerade den verschobenen harmonischen Oszillator
als Potenzreihe in I ergeben, was der Vergleich von (9.25) — (9.27) mit (9.28)
bestétigt.
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9.2 Stationirer, entarteter Fall

Das Problem der Entartung #ussert sich in (9.15) — der Energienenner
En—&; verschwindet wenn |n) und |I) aus demselben Energieeigenraum stam-
men und daher die gleiche Energie haben. Abhilfe ist einfach: wir miissen
die Storungstheorie fiir entartete Eigenwerte neu aufbauen. Beachte, dass
eine Entartung nur relevant ist, wenn wir die Stérungsanalyse im entarte-
ten Eigenraum ausfiihren, nicht aber wenn wir zwar dim Eig &, = D,,, > 1
haben aber Eig &,|¢, ¢, mit dim Eig &, = 1 untersuchen. Im letzteren Fall
sind zwar alle Nenner &, — &, iiber Eig &,, konstant aber &, — &, # 0.

Wir erarbeiten ein konkretes Beispiel mit dim Eig &, = 2, der allgemeine
Fall mit dim Eig &,, = k > 1 folgt trivial; statt einer 2 x 2 Matrix ist eine
k x k Matrix zu diagonalisieren, siehe spéter. Es sei {¢n,, ¢n} der Eigenraum
zuEgy=&, =&, =€ und ¢, L on.

9.2.1 Aufhebung der Entartung in der Ordnung s =1

Die Energie alleine geniigt nicht, um den zu untersuchenden Zustand fest-
zulegen da alle Superpositionen

Uy = am|m) +apln) (9.29)

die gleiche Energie Ey = £ in Ordnung s = 0 besitzen. Einen guten Start-
punkt fiir die Stérungsreihe kénnen wir finden wenn wir (9.5) in Ordnung
s = 1 nehmen und Matrixelemente mit (m| und (n| bilden,

<m’H0 — Eo‘\Iﬁ) = <m]E1 — H"‘I&))
0

= am(m|E1|m) + an (m|Ei|n)
0
—am (m|H'|m) — an{(m|H'|n), (9.30)

und ebenso mit (n|. Die beiden Gleichungen lassen sich in die folgende
Matrix-Form bringen,

(<m‘Hl|m>_E1)am + <m’HI‘n>an = 0,
(n|H'|m)ay, + ((n|H'|n)—FE1)a, = 0. (9.31)

Mit (m|H'|m) = &, und (n|H'|n) = &) sowie (m|H'|n) = (n|H'|Im)* = ¢’
erhalten wir das Eigenwertproblem

57/71—E1 5, [07%%) .
(5B o ") () = o o3
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Eine Losung ¥ # 0 existiert falls die Determinante gleich Null ist, also
(& — B1)(E — B1) = |6 = 0, (9.33)

womit wir F7 berechnen konnen zu

/ / I er\2
Eit — Mi M +‘5,‘2. (9_34)
2 2
Die Bedingungen
G _ 0
an By &)
b2 + et = 1, (9.35)

charakterisieren die zugehorigen Eigenvektoren.

Sei nun &/, # &/ oder §' # 0. In niedrigster Ordnung erhalten wir das Resul-
tat By = £ und |UF) = af|m) + a;f |n) mit a5, aF durch (9.35) bestimmt.
Die néichste Ordnung ergibt die Korrektor £y = Eli gemiss (9.34) und die
Entartung wird aufgehoben. Um die Korrekturen |UF) fiir die Wellenfunk-
tionen zu finden betrachten wir zuerst die Ordnung s = 1 von (9.5) und
berechnen das Matrixelement mit (I, I # m,n,

(I1Ho — Eo|¥T) = (I|Ef — H'|To)
(& —EUYY) = B ([95) —(H'|95). (9.36)
0

(9.36) legt die Komponenten von |¥5) im Sektor H \ {|m), |n)} fest,

I|H'|wE
pupy = S %Ly, (9.37)
l#m,n !

wobei der Projektor P = 1 — |m)(m| — |n)(n| auf H \ {|m), |n)} projeziert.
Dariiber hinaus miissen wir auch die Komponenten von |\I/1i> im Raum
{|m),|n)} bestimmen, wozu wir die niichste Ordnung, den A>-term in (9.5)
benutzen. Fiir [¥]) finden wir

(U | - (Ho— Eo)|l¥3) = (B — H)|¥{)+ EJ[¥])
(Vg |Ho — Eo|W3) = (Wo|Ef — H'|UT) + By (W [¥g),
—

0 0
— (UT|Ef — H'|¥y) =0. (9.38)
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Andererseits ist
(BEY —H)|Vg) = (BEf — PH')|Yg) — (1-P)H'|¥y)
= (BY —ED)|¥y) — PH'|Yy). (9.39)

da (1 - P)H'|¥,) = E| |¥,) wie man durch direktes Nachrechnen zeigt.
Die Kombination von (9.38) und (9.39) ergibt

0 = (Bf — By ){(q [¥7) — (g |H'P|TT) (9.40)

und damit, unter Verwendung von (9.37), die gesuchte Komponen-
te (U, |P]). Beachte, dass die Korrektur (9.40) von der Ordnung
(m(n)|H'|l){(1|H'|m(n)) (Ef — E{)~ ~ O(H') ist. Eine analoge Rechnung
gibt das korrespondierende Resultat fiir |[U] ). Fassen wir die obigen Resul-
tate zusammen so finden wir eine Storungsreihe startend mit

{ Ey £: { E, = £:
wd) = aflm)+afin); Wo) = aplm)+a,n);
{ E, = Ef;
a W U YE) 1q—y , WUHIPE) 0],

|\I}Ir> - Zl;ﬁm,n[ (ET*EI)(gfglO) ‘\I’O>+ 5_5l0 ’l>i|a

{ E1 = Ef,
S (W)U H g ) (UH|95) (9.41)
OT) = | S jw) + L)

Allgemein Sei dimEig &, = k, {¢}, -+, 0"} ein vONS in Eig &,. Wir
l6sen das Eigenwertproblem

(oL |H'|0k) — E1) (oL |H'|oZ) (on |H'|0F) ay,
(P2|H'|oh) (p2|H'|p2) — B1) - (2| H'|k) az
=0
Pk | H' |o3,) o (PR |H|ok) — B1) an
(9.42)

und erhalten die Eigenwerte Ef* = (n®|H'|n®), o = 1, -+, k, und Eigenvek-
toren [n®) = >, ak(a)|k). Dann kénnen wir die Resultate (9.17) bis (9.20)
und weitere Ordnungen (9.16) iibernehmen indem wir ersetzen

n) — [n%)

Z — Z , (9.43)

I#n H\ Eig &n
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zum Beispiel in 2'** Ordnung fiir £,

- ol a (U H |n*)[?
H\ Eig &n

und in 1** Ordnung fiir ¥,

|lIla> s ‘na> + Z — 1 - Z <na ‘H ‘l><l|H,|na> ma’)

a'#a L _El ‘H\ Eig &n En =&
(I|H'[n")
— | 4
+ 2 T (945)
H\ Eig &n

wobei wir wiederum die Komponente in Eig &, speziell berechnen miissen.

9.2.2 Aufhebung der Entartung in zweiter Ordnung

Betrachte (9.34) sowie (9.35): Wenn & = &/, und 6’ = 0 ist, dann resultiert
daraus Ef = F| und die Entartung wird in erster Ordnung nicht aufgeho-
ben. Wir gehen dann zur s = 2 Ordnung von (9.5) iiber und nehmen das
Matrixelement mit (m/| und mit (n|,

<m|H0 — E0|\I’2> = <m|E1 - H/|\I’1> + E2<TTL|\I/0> (946)

Wir benutzen die 1-te Ordnung Resultate

|\I]0> = am|m>+an|n>7 Ey = &, = & = &
<n‘H/|m> = g/(snma (947)
am | H'|lm) + ap,({|H'|n
Ploy) = > u ‘g>_ 3 UH ) 11). (9.48)
l#mn

Die 2-te Ordnung Gleichung (9.46) lisst sich schreiben als

0= <m’E1 — HI|P‘I’1> + <m|E1 — H/’(]l — P)\I/1> —|—E2<m|\110>. (949)

0

Der mittlere Term verschwindet da im Raum (1 — P)H = {|m),|n)} die
Entartung in 1-ter Ordnung nicht aufgehoben wird, d.h., (1- P)H'(1-P) =
E(1— P). Wir finden die Gleichung

(m|H'|PU1) = Eyap, (9.50)
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und Einsetzen von (9.48) ergibt

(U H [m)|? (m|H'|l){I|H'|n)
Z Qp, + Z a, = 0. (9.51)
l#m,n € - gl l#m,n € - gl

&l &’

Ebenso finden wir durch Projektion auf (n|,

(E — Eyan + 6" am = 0 (9.52)
mit
(1| H'|n)|?
& = > ‘é ’81" (9.53)
l#m,n

Damit haben wir das Problem auf (9.32) zuriickgefiihrt. Die Grossen &), &),
und ¢ heissen 2-te Ordnung Matrixelemente. Damit die Entartung in 2-ter
Ordnung aufgehoben wird muss wiederum entweder &/, # £/, oder §' # 0
sein. = Die Entartung wird sich in

1. Ordnung 2. Ordnung
aufheben, wenn
H' verbindet |m) und H' verbindet |m) und
|n) direkt, |n) via |l),
(] H'[n) £ 0. (| E (11| H'| ) # 0.

Beispiel: Stark Effekt im Wasserstoffatom.

Betrachte ein Wasserstoffatom im elektrischen Feld £ = (0,0,&). Dann ist
H' = e£z die Stérung. Wir untersuchen die Aufhebung der Entartung im
n = 2 Niveau mit Zusténden |n,l,m) = |2s0), |2p1), |2po), |2p_1), also 4-Fach
entartet. Zur Behandlung wire eine 4 x 4-Matrix notig, aber da [L,, z] =0
ist mischen die verschiedenen m nicht,

0 = (W|[H,L]m) = (m—m)(m'|H'|m). (9.54)

Somit bleiben nur die Matrixelemente (2so|H'|2pg) = ¢’ und §'* sowie die
Diagonalen. Da aber auch [Hy, P] = 0 (mit der Paritéit P) gilt, haben die
Eigenvektoren eine wohldefinierte Paritdt, ndmlich die von Yy, PY), =
(—1)Y},,. Da aber 2, die Paritdt (—1)'T! hat, muss (I|H'|l) = 0 sein.
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Daraus folgt, dass auch die Diagonalen verschwinden, und

! _
H = 5 (9.55)

0

BRVY” »
oS O O O
S OO
o O O O

Es bleibt § = (2so|H'|2pg) = —3ape€ zu berechnen und die verbleibende
2 x 2 Matrix zu diagonalisieren,

0 -1 1 1

Die Aufhebung des 4-fach entarteten Zustandes bei ¢?/8ap in zwei nicht-
entartete und einen 2-fach entarteten Zustand ist in Abb. 9.1 skizziert.

3agpe& (

H, Hy+ H’ Abb. 9.1: Stark Effekt: der

——— (125 42p))V2  4-fach entartete Zustand zu
2., 12p_) n = 2 spaltet auf in 2 nicht-
deg =4 deg=2 entartete und einen 2-fach
(1250)+12p0))/12 entarteten Zustand.

Wir schétzen die relative Korrektur ab,

eCag &
e2/ag  efal’

(9.57)

Das Feld e/a3 (typische Feldstirke beim e™) ist e/a3 ~ 5-10° V/cm. Da-
zu der Vergleich mit typischen Feldern in MOSFET’s ~ 10° — 10°V /cm,
oder die Durchbruchfeldstirke von einem der besten Isolatoren SiOg ~
10% — 10® V/cm. Diese Grossenverhiltnisse rechtfertigen den Ansatz, dass
die Labor-Felder wesentlich kleiner sind als die Felder im Atom.

9.3 Stationérer, fast entarteter Fall

Offensichtlich ist die Storungsreihe eine Entwicklung in (n|V|l)/(&E, — &).
Wenn &, — & geht, ist die Reihe nur langsam konvergent. Wir diskutie-
ren hier den Fall in dem zwei Eigenvektoren |n) und |m) beinahe (oder

vollstiindig) entarten, zum Beispiel ein ‘Level Crossing’ in 0" Ordnung,
vgl. Abb. 9.2.
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Abb. 9.2: ‘Level Crossing’ als
Funktion der Quantenzahl q.

q

Wir schreiben H = Hy + H' = Hy + H| + H} mit

Hi = <m‘Hl|m>Pmm+<n‘Hl|n>Pnn
+(m|H'|n) Py + (n|H'|m) Py, (9.58)
Py, = [i)(k|. (9.59)

Wenn Hj die Entartung in 1. Ordnung aufhebt kénnen wir H) in konven-
tioneller Manier losen. Die Idee ist dann zuerst das Hy = Hy + H{-Problem
exakt zu losen und anschliessend H) perturbativ zu behandeln.

Betrachte [I) mit [ # m,n. Mit Hpll) = &|l) ist auch Hi|l) = &) da
(Ilm) = (l|n) = 0 ist = nichts zu tun in H\{¢n, ©m}. Es bleibt der {¢y,, om }-
Raum. Dies ist aber gerade das Problem (9.32) mit

&, = (mlHlm) = En+ (mlH|m),

& = (nHin) = &+ (nlH|n),

§ = (m|Hin) = (m|H'|n),

§* = (n|Him) = (n|H'|m). (9.60)

Beachte, dass hier £/, den Anteil &, in 0" Ordnung auch beinhaltet. In
(9.32) war &, = &, und wir haben nur die Stérung betrachtet, also den
Nullpunkt anders gewéhlt. Hier ist zwar &, ~ &,, aber dennoch &,, # &,.

Die neuen Startvektoren und Energien fiir das Hj-Problem sind dann:
l#mvn : 517 |l>a

B _ &L+ & \/5;,1—5;12 .
l=mmn : & = 5 + ( 5 ) + (9|2,

[6'|m) + (Ex — &))In)] & Normierung. (9.61)

Sl
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Beispiel: 1D periodisches Potential. Wir betrachten das Problem ge-
geben durch den Hamiltonian H mit periodischem Potential V(x) und pe-
riodischen (Born-von Karmann) Randbedingungen,

h2
H = 82+V( ), Vix4+w) = V(z),

HY = E\Il, V(x+ L) = ¥(z). (9.62)
Das ungestorte Problem mit Hy = —h%92/2m hat die Losungen

4 27 h2 k>

ikx .

= k= — Ep, = —. 9.63
e Jo&= g (9.63)

Durch die Benutzung periodischer Randbedingungen haben wird das kon-

tinuierliche Spektrum quasi-kontinuierlich (— diskret) gemacht, eine geeig-

nete Technik ein kontinuierliches Spektrum zu behandeln. Wir wollen V

storungstheoretisch behandeln. Mit

. 2
Yoy, Kk = T, (9.64)
w

(beachte V(x + w) = V(x) periodisch = V(z) ldsst sich als Fourierreihe
darstellen) erhalten wir fiir die Matrixelemente

(KVIk) = Oprir,Vi (9.65)

und finden damit die Wellenfunktionen in erster Ordnung Stérungstheorie

1
\IJ T — zk’x + Z(k+Kl)SL‘ 966

Die Energie berechnen wir in 2" Ordnung,

Vi|?
Ey = &+W+) —
#Zogk_gkz-i-lﬂ

(9.67)
Dieser Ausdruck divergiert in der Umgebung von & ~ &iyk,, vgl. Abb.
9.3: Die k-Werte um —nl/w koppeln via K; = 27l/w zu +nl/w und die
Nenner &; — 4k, in (9.67) gehen gegen 0 mit k — —Im/w. Wir 16sen des-
halb das Problem in der Umgebung von —i7/w im Rahmen fast entarteter
Storungstheorie. Mit |m) = ¢, und |n) = @r1k,, k ~ —lm/w, haben wir die
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61\

~ entartet

0l g 2| 3] 4
- 1 K, . kw/m
> K5

A

A

>K4

>

A

Abb. 9.3: Spektrum des freien massiven Teilchens. Die um die reziproken
Gittervektoren K; = 27l /w symmetrisch (bezgl. k = 0) auseinanderliegen-
den Zusténde sind in der Energie entartet.

Matrix

E+Vy U )
9.68
( Vi e+ Vi (9.68)

zu diagonalisieren. Die Energieeigenwerte sind

En+ & & — & 2
Ef = ’f2’%+%i\/<’“2]“'m) + V2. (9.69)

Fir |&; — Ektk,| > |Vi| erhalten wir in 1-ter Ornung Stérungstheorie

Ef =~ &+W, E. =~ &uk, + Vo (9.70)
Bei k = —In/w erhalten wir substanzielle Korrekturen,
B = &+Vo+ Vil By = &+ Vo-|Vil, (9.71)

das heisst, das Mischen von k und k + K erzeugt Bandliicken im Spektrum.
Qualitativ erhalten wir damit das Spektrum des Kronig-Penney Modells
zuriick, vgl. Abb. 9.4. Die Gaps sind durch die Fourierkoeffizienten 2|V;| =
2|V (K;)| gegeben, fir V.=V, >_ §(x — lw) ist V; = V) = const.

Normalerweise ist |V;| > |Vy/| fiir I < I, d.h. die Gaps nehmen mit zunehmen-
der Energie ab; fiir das d-Potential (Kronig-Penney Modell) sind die Gaps
2|Vj| = 2V, maximal. Die Aufspaltung der Blochwellen ¥, = exp(ikx)u;(z),
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21Vl

(<

2Vl
=
k
Brillouin
Zone

ausgedehnte Zone

Abb. 9.4: Spektrum des massiven Teilchens im periodischen Potential
V(z) = V(z + w). Die um die reziproken Gittervektoren K; = 27l/w
symmetrisch (bezgl. & = 0) auseinanderliegenden Zustéinde werden durch
das periodische Potential gemischt und es 6ffnet sich eine Energieliicke der
Grosse 2|V;| mit V; den Fourierkoeffizienten des periodischen Potentials. Die
Zusténde in der ersten Brillouin Zone bilden ein vollstdndiges System; die
Pfeile geben die Verschiebungen beim Ubergang zum reduzierten Bandsche-
ma mit Bandindizes an.

vgl. (3.76), in eine Modulation (exp(ikz)) und einen periodischen (u;(z)) An-
teil und die einhergehende Reduktion auf die erste Brillouin Zone lésst sich
leicht fiir den extremen Fall freier Elektronen (d.h., V' — 0) nachvollziehen:

Ty, = eFyy(z),  wlx) = K7 = Ve = efe,
ke [—m/w,/w] K = k+K€R
reduziert ausgedehnt

Die Behandlung des periodischen Gitters in dieser (stérungstheoretischen)
Art und Weise ist als ‘Fast-freie Elektron-Approximation’ (Nearly Free
Electron Approximation — NFEA) bekannt. Dagegen startet das ‘Fast-
gebundene-Elektron-Modell’ (Tight Binding Approximation — TBA) von ge-
bundenen Zusténden, also von lokalisierten Elektronen, welche mit kleiner
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Amplitude von Gitterpunkt zu Gitterpunkt hiipfen. Mit zunehmender Mo-
dulation im Potential V (x) geht das Spektrum stetig von der steilen NFEA
Form ~ h%k?/2m mit kleinen Liicken zur TBA Form mit flachen Béndern
der Form 2t cos(mz/w) oder 2tsin(mx/w) und grossen Liicken iiber. Dabei
ist ¢ das Matrixelement fiir das hiipfende Elektron, also eine Energie.

9.4 Rayleigh-Schrodinger vs. Brillouin-Wigner

In der Rayleigh-Schrédinger Theorie, dem obig behandelten Schema, werden
U und F konsistent in A* entwickelt. Die Brillouin-Wigner Theorie entwickelt
demgegeniiber nur ¥, nicht aber F, in Potenzen von H'. Startpunkt der
Brillouin-Wigner Stérungsreihe ist (9.1),

HY = FEV
I (93)
(B~ Ho)lw) = AH'%),
(m[- |
(B — E){m|T) = Mm|H'|D. (9.72)

Energien: Wihlen wir m = n und die Normierung (n|¥) = 1 so erhalten
wir mit (9.12) und A =1

E = & + (n|H'|W). (9.73)

Zustdnde: Mit |V) =) ({|¥)|l) erhalten wir sofort (A = 1)

o) = \n>+zmu>. (9.74)
l#n

Der Vergleich mit dem Resultat (9.18) der Rayleigh-Schrodinger Theorie
gibt

vy = oy S A

En— &
l#n
(H'|k)(k|H |n)  ([|H'|n){n|H'|n)
+;<,§ En—E)En =& (En— )2 ) (9.75)

4, (9.76)
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Andererseits ergibt die Iteration von (9.74)

l]H’|n
v = +ZE &
U|H'|) (k| H|n)
+l§¢njk§¢nj EoeyE eyt (9.77)

Offensichtlich ist die Reihe fiir |[¥) im Brillouin-Wigner—Schema viel ein-
facher aufzuschreiben. Beachte jedoch, dass (9.77) auf der rechten Seite
die unbekannte Energie E enthélt. Einsetzen der Stérungsreihe von F in
(9.77) reproduziert natiirlich das Rayleigh-Schrédinger-Resultat (9.75). Ei-
ne intelligente Verwendung von (9.77) nutzt die Kombination von (9.12),
E =&, + Xn|H'| W), mit (9.77), |¥) = |¢E)(E)) mit ) die s-te Approxi-
mation zu V. Die Losung der nichtlinearen Gleichung

E® = &, + An|H'|U)(E)) (9.78)

per Computer erlaubt eine im allgemeinen sehr genaue Bestimmung von F
und damit von ¥ in der Ordnung s.

9.5 Nichtstationire Storungstheorie

Die nichtstationédre Storungstheorie gibt sich mit folgender typischen Pro-
blemstellung ab: Gegeben sei ein zeitabhingiger Hamiltonoperator mit den
Eigenschaften

H(t) = Ho+H'(t),

Hy = 0,
Hpln) = &,|n), |n) ein vONS,
H'(t) zeitabhiingig, klein gegeniiber H. (9.79)

Die Anfangsbedingungen seien wie folgt definiert:

t<tp: H’ 0,  ihd|PY) = Hy|WY),
t>tp: " #£00, (9.80)
ihoy|U) = | ), (9.81)

also ist |W) = |W0) fiir ¢ < to der priparierte Ausgangszustand. Gesucht ist
|W) zu Zeiten t > to.
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Beispiel einer konkreten Fragestellung: Das System sei zu Zeiten
t < to in einem Eigenzustand von Hy pripariert, |¥°) = |n). Zu Zeiten t > tg
ldsst sich der durch H' gestorte Zustand als Superposition |U) = >, a;(¢)]1)
schreiben ({|I)} ist ein vONS). Welches ist die durch H’ induzierte Uber-
gangswahrscheinlichkeit von |n) nach |I)? Dazu miissen wir den Zustand
|W(t)) fir ¢ > to oder die Amplituden a;(t) berechnen. Insbesondere, sei
H' =0 fiir t < tp und |¥°) = |n), dann entwickelt sich das System zeitlich
gemiiss |W0(t)) = e~*n/"|p). Schalten wir nun H' ein, so sind die |n) nicht
mehr Eigenzustdnde von H und werden durch die Dynamik entsprechend de-
formiert, d.h., H' mischt nun andere Zustéinde [ # n in die Zeitevolution von
|¥) hinein = Es resultieren Ubergiinge in andere Zustinde die quantitativ
durch die Amplituden a;(t) beschrieben werden. Im Hilbertraum entwickelt

sich der Zustand gemaéss der Skizze 9.5. O
) Abb. 9.5: Wird bei t; eine
y) Stérung H'’ eingeschaltet so

-‘J\_' werden dem Eigenzustand |n)

zu Hy weitere Zustidnde |I)
beigemischt.

Losung: Wir haben den adequaten Formalismus bereits in Kapitel 7 her-
geleitet, das Wechselwirkungsbild, siehe Seite 199 ff. Mit

[W(t)) = exp[—iHo(t —t0)/h]|¥p(t)), (9.82)
Uo(t,to)

und

Up(t) = UD(t,to)\Ifo(to)

Up(t,tg) = Texp[ dtHD(t’)}, (9.83)

h

erhalten wir

t
T(t) = e—iHo@—fo)/h[]Hilh / dty Hp(t1)

to

2h2/ dtydta T[Hp(t1) Hp(t2)] + - }|‘1’0>,

Hp(t) = eHfot=to)/hpp!(g)e=iHolt=to)/h, (9.84)
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9.5.1 15%® Ordnung, Fermis Goldene Regel

Betrachte ein System, welches fiir Zeiten ¢t < to im Eigenzustand |i) =
|initial) zu Hy mit Energie & pripariert sei. Welches ist die Wahrscheinlich-
keit das System zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ > to im Zustand |f) = |final)
zu finden, wobei Hy|f) = &£f|f) sei 7 Als Beispiel nennen wir das Wasser-
stoff Atom in Wechselwirkung mit Licht (H-Atom im elektromagnetischen
Strahlungsfeld), wobei das Lichtfeld als Storung wirkt. In diesem Fall fragen
wir nach den Ubergangsraten zwischen den Niveaus. Mit (9.84) erhalten wir
sofort in erster Ordnung

t
<f’\11> ~ e—igf(t—to)/ﬁ<f‘]1+i]ﬁ/ dtlei(gf_8i)(t,_t0)/hHl(t,)|7:>

to
L (fli) =0
I : / (1
=~ — | ad (fle T H () e EE 1)), (9.85)
ih Jy,
H'(t) )
I N L T (9.86)
Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit P, ¢(t) = |(f|¥(t))|? erhalten wir
I 2
Py = o / i E—E I (i (9.87)
to

Um weiter zu kommen miissen wir Annahmen iiber die Zeitabhéngigkeit der
Storung H'(t) machen. Ubliche und héufige Fille sind

— Abruptes Einschalten: H'(t) = V O(t — 1),
— Adiabatisches Einschalten von ¢t < 0 her: H'(t) = Ve, 7 —0F,

— Harmonische Stérung: H'(t) = V coswt.
In der Folge analysieren wir diese drei Falle.
1. H'(t) = VO(t —ty)

Einsetzen in (9.87) ergibt mit ty = 0 (0oBdA) und der Definition w;f =
(€ =&)/nh
eiwift —1 2
Vi
S TRLLL
sim(wift/2)>2 12
—— 5 | [FIVIDI™. (9.88)
< fip /2

Py
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Der Faktor oc sin?(w;st/2) hat Nullstellen bei w;st = 2n7 und verhlt sich
fiir wip — 0 wie (wirt/2)?/(hwip/2)* ~ (t/h)?, vgl. Abb. 9.6. Fiir lange
Zeiten t — oo erhalten wir einen scharfen Peak bei w;; = 0 mit Gewicht
o t.

Fiey Abb. 9.6: Ubergangsamplitude

P;_,t(wif). Die Flache des zen-
tralen Peaks wiichst gemiiss ¢ -
(2w /t) x 1/t.

t2

1
2n/t 0 2rn/t Wy

Interpretation: Nach Einschalten der Storung kénnen im Prinzip Uber-
giénge zu allen Energien erfolgen. Die relevanten Ubergiinge (diese treten mit
grosser Wahrscheinlichkeit auf und oszillieren nicht in der Zeit) sind dieje-
nigen welche die Energie erhalten, w;y = 0 — & = &;. Die Bandbreite der
Energieerhaltung ist durch das Heisenbergsche Unschérfe Prinzip gegeben,

Awip -t ~ 2. (9.89)

Das Gewicht dieser energieerhaltenden Prozesse nimmt linear mit der Zeit
zu,

/ P (@) ~ t (9.90)
27/t

Fiir grosse Zeiten miissen hohere Ordnungen beriicksichtigt werden. Ist das
Spektrum diskret, so ist

Py ~ t* fir& =&,
P,y ~ oszilliert mit Frequenz w;y fiir & # &;. (9.91)

In der Folge betrachten wir ein Kontinuum von Zusténden oder eine Grup-
pe von Finalzustdnden welche dicht liegen. Die Dichte dieser Zusténde im
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Energieraum sei beschrieben durch p(£y), das heisst, wir kénnen Summen
iber Zusténde |f) ersetzen durch Integrale iiber &y,

Z — /dgfp(gf). (9.92)
f

Beispiel: Freies Teilchen in 3D mit £ = h%k?/2m und k= 277/ L. Um
die Summe in ein Integral zu transformieren verwenden wir den Zusammen-
hang d®n = (L/27)* &k

1

1 o T, dk
V;% (zw)S/dk = ) Ve
L plk) = K*/2x% p(k)dk = p(E)dE
LB = o) g = o [
! = 555 V2mE
_ / o(E)dE (9.93)

m

1 .
= VZ — /p(E)dE mit p(E) = W\/%ﬂE.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang in einen Zustand um |f) herum
ist dann gegeben durch

sin?(w; .
H=;&mw=/wm®m&%?mmw

2

() KTV ) (9.94)

Ei=Ef

Dabei haben wir benutzt, dass sin?(wt)/mtw? — 6(w) fiir t — oo, vgl.
(2.108); ferner ist d€¢ = hdw;y und wir haben angenommen, dass die Zu-
standsdichte p(€f) und das Matrixelement |(f|V[i)|* in der Umgebung von
&y stetig/flach sind. Damit erhalten wir fiir die Ubergangsrate dP;_, ¢/dt =
L,

2
r — %|<f|V|i>|2p(5f), Fermis Goldene Regel (9.95)
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mit 2rh/AE; < t <K 2mh/de, vgl. Abb. 9.7. Die Zeitrestriktionen haben
folgenden Ursprung:

— Der Peak in P;_y muss innerhalb der Gruppe von Zustdnden um f
liegen. Wir bezeichnen die Breite dieser Gruppe mit Ay, insbesondere
sei das Matrixelement |(i|V|f)| innerhalb von A&y in etwa konstant.
Dann muss A&y > 2mht sein, vgl. Abb. 9.7.

— Die Dichte unter dem Peak muss geniigend gross sein, d.h., die Ener-
gieseparation de zwischen Zusténden klein, so dass viele Zustédnde in-
nerhalb des zentralen Peaks zu liegen kommen, de < 27h/t, vgl. Abb.
9.7.

o€

0 2nh/t €

~—~——— —~——

AE,

Abb. 9.7: Details zur Ubergangsamplitude P;_, #(€). Das Intervall Aey um
den Finalzustand |f) mit Matrixelementen |(f|V|i)|. e[ag,) ~ const. muss
geniigend breit sein, A€y > 2mh/t (d.h., das Matrixelement darf sich auf der
Skala 27h/t nicht stark &@ndern). Ein kleiner Abstand zwischen Zustédnden
de < 2mwh/t (grosse Zustandsdichte) garantiert korrektes ‘sampling’ des
Peaks.

2. H(t) =Vem, n—0"

Eingesetzt in (9.87) ergibt diese Zeitabhiangigkeit im Grenzfall ¢ty — —oo

627715

(hwig)? + ()

Pg(t) = SIFIVI? (9.96)
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und wir finden die Ubergangsrate (vgl. wiederum mit (2.108))

62 t
o ;ip“f 0 = [acoen Ty G VIO

276 (w; 1)/ 12

(FIVI)2p(E), (9.97)

27r|
h
wiederum in der Form von Fermis Goldener Regel.

3. H'(t) = V coswt

Wir schreiben H'(t) = V (e7™" + ¢“!) ¢ /2 und wéhlen t — —oo. Einsetzen
in (9.87) ergibt (wiederum ist hw;r = Ef — &)

eQnt

) expli(wir —w)t]  expli(w;r + w)t]
Pp = So|(fIVIP | TRl = p—
4k w—wif +1 W+ wip —in
e2nt 1 1
= —_|(fIV]i)|?
4h2|<f| 2 [(w—wif)2+172 + (w4 wif)? +n?
—2iwt
“9Re exp(=2iwt) ] (9.98)
(W= wip +in)(w + wir —in)

Um die Ubergangsrate I' zu bestimmen berechnen wir die Ableitung 9, P;_, s

276 (w—w; f) 276 (ww;yr)
APy e2nt N2 2n 2n
- - vV 1-— 2wt
o Ah2 [(fIV1E)] (W — wif)2+1? + (W4 wif)2+n? (1 - cos2ut)

[ W — wif W+ wir
(

2sin 2wt) ». 9.99
w— wip)? + 1P (w+wif)2+n2]( i “’)} (9.99)

Die cos- und sin- Anteile mitteln sich nach kurzer Zeit weg. Mit é(w)/h =
0(hw) finden wir das Resultat

211
r = %Z (FIV]i)[2 [5(@ & —hw)+0(E — &+ hw)] (9.100)
Der erste Term bei £; = &; + hw beschreibt einen Absorptionsprozess, der

zweite Term bei £y = & — hw beschreibt eine Emission.
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9.5.2 2% Ordnung

Wir withlen den Fall 2 mit H'(t) = Ve™ und nehmen an, es sei (f|V]i) = 0.
Dann ist mit (9.84)

t/
(flw) = h2/ dt/ dt” - (9.101)
<f‘67zHo(t ') /hH (t/) —iHo(t'— t”)/hH (t”) —iHo(t" —to /h‘ >

Einschieben von ), |I)(l|, anschliessende Integration, Quadrierung und Ab-
leiten nach der Zeit ¢ gibt

5 — &) (9.102)

2m
h

- YIVIDLIVIE) VIV |
; & =& +inh

das Resultat versteht sich als Grenzwert n — 07. Die Rate involviert das
zweite Ordnung Matrixelement | Y~ =|? mit Ubergingen |i) — |f) via |I),

i) — [I) — |f). (9.103)

9.5.3 Zerfall eines Zustandes

Zur Bestimmung der Zerfallsrate des Zustandes |i) berechnen wir (f|¥) mit
(f| = (i]. Es ist

(i{j0) = e G0/ g L),
ihO|Wp) = Hp(t)|Up). (9.104)

Wir nehmen das Matrixelement mit (| und dividieren durch (i|¥p),

\/

ihd,n(i|Wp) = (i[Hp(b)i)+ > (ilHp()) }
£

(9.105)

/\
\/

In Ordnung H'? kénnen wir schreiben (vgl. (9.85); die Entwicklung bis zur
1.ten Ordnung geniigt)

tdt’(l\Hb(t’)\i>, (9.106)

to

{l[¥p)

%
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und mit (i|¥p) ~ (i|i) = 1 finden wir

ihoy In(i|¥p) = (i|Hp(t) +Z /dt i Hp (DI Hp(t)]4)
l;éz to
| H =™, mlt n— 0t
(@[ VD) \2
= 9.107
vy 3 DL o207

Diskretes Spektrum: Dann finden wir mit n — 0T,

o (i) 2 B+ B,

ihoyIn(i|¥) = &+ F+ By =E®, (9.108)

das heisst, wir finden gerade die Zeitevolution welche durch die — in 2%

Ordnung — korrigierte Energie Ei(2) des Zustandes gegeben wird. Interpreta-
tion: Der diskrete Zustand |i) wird durch H' adiabatisch deformiert, wie in

Abbildung 9.8 dargestellt.

E Abb. 9.8: Adiabatische Deformati-

€ . on: Der diskrete Zustand |i) wird
durch die Stérung H' lediglich de-
& __‘_‘/\—r formiert; es finden keine Uberginge

> in andere Zusténde statt.

Kontinuum: Es liege |i) in einem Kontinuum von Zusténden. Die Diver-
genz bei 0 erzeugt durch den Energienenner & — & + inh behandeln wir im
distributiven Sinn wie von der Funktionentheorie vorgegeben, vgl. Abb. 9.9,
und gebrauchen dabei Sokhotskis Formel

/d ﬂzj:ze /_E / i%ﬂf( ), (9.109)

wobei im Integral das Intervall [—¢, ¢] ausgeklammert wird (Hauptwert).

Damit erhalten wir
VI 2
iho In(i|¥) = &+ (i|V|i) + 7[ d& p(&) M

E—&
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Abb. 9.9: Regularisierung eines Po-
A x_ les [z —ieg]~! via Sokhotskis Formel.

\ 4
\ 4

in / dg, p(&) |GIVID[26(& — &) . (9.110)

Hr/2
Die Zeitevolution von (i|¥) ist dann gegeben durch
<l|\I/> ~ e—iEEQ)t/he—Ft/Z _ e—iEt/h (9111)

mit F = Ei(2) —1iI"/2. Die Fouriertransformation in der Zeit (mit exp(—iwt))
produziert fiir einen stationdren Zustand mit Energie F eine d-funktion
d(lw — E), d.h., die Energie ist scharf. Der geméss (9.111) zerfallende Zu-
stand wird demgegeniiber durch einen Pol in der unteren komplexen Halb-
ebene beschrieben — die Energie ist nicht scharf, der Zustand zerfillt mit
einer Halbwertszeit 1/T", vgl. Abb. 9.10.

Abb. 9.10: Zerfall des Zustan-
des |7) im Kontinuum durch eine
Stérung H'.

Interessante Probleme ergeben sich wenn sich zwei Niveaus als Funktion
des Parameters a(t) treffen, vgl. Abbildung 9.11. Ublicherweise produziert
ein Mischterm im Hamiltonian eine Repulsion zwischen den Niveaus (avoi-
ded level crossing). Je nachdem wie schnell sich der Parameter a in der Zeit
verdndert findet man, dass der Zustand |i) seinem Energieniveau folgt (adia-
batischer Limes) oder aber auf den niichsten Zustand springt (diabatischer
Limes). Das zugehorige Stichwort ist ‘Landau-Zener’ Tunneln, das Tunneln
durch eine verbotene Zone zwischen Energieniveaus.
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NG NG
i) | g,/\

o o

Abb. 9.11: Zwei sich iiberkreuzende Zustéinde (verschiedener Symmetrie,
links) werden durch eine symmetriebrechende Stérung V' gemischt wodurch
eine Energieliicke im Spektrum entsteht. Der Zustand |¢) wird durch den
Parameter o deformiert. Wird « schnell veréndert folgt |i) dem urspriingli-
chen Niveau gleicher Symmetrie und springt iiber die Liicke (Landau-Zener
Tunneln). Wird « langsam veréndert so folgt |i) dem neuen Grundzustand.
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Kapitel 10

App. Methoden:
Quasi-Klassische
Approximation

Die quasi-klassische oder WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) Methode hat
einen physikalischen, einen mathematischen, und einen praktischen Aspekt.
Wir beginnen mit dem physikalischen Aspekt und machen den folgenden
Ansatz fiir die Wellenfunktion W(7,t), wobei A(7,t) und S(7,t) Funktionen
€ R sind,

W(EL) = A(FL) exp [%S(at)}. (10.1)

Einsetzen in die Schrédingergleichung mit H = p?/2m + V() und Separa-
tion in Real- und Imaginé&rteil ergibt

(VS)2 K AA
BS+ g +V = ST, (10.2)
Lo A
matA+(VA-vs)+§As _— (10.3)

Mit der Definition (10.1) erhalten wir die Wahrscheinlichkeitsdichte p =
A% und die Stromdichte j = A%2VS/m. Die Formel (10.3) fiihrt auf die
Kontinuititsgleichung: die Multiplikation mit 24 /m ergibt
A + V(AN S/m) = 0. (10.4)
—0p+Vj = 0,

241
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Beachte, dass (10.3) nicht von & abhingt und damit bereits eine klassische
Gleichung ist. Der klassische Limes — also A — 0 — von (10.2) lautet

(VS)?

0SS + o

+V = 0. (10.5)
Dies l&sst sich auch schreiben als

H(p; = 0S/0xi, ) +0,S = 0, (10.6)
was gerade die Hamilton-Jacobi Gleichung fiir das korrespondierende klas-

sische Problem ist.

Wir definieren die Geschwindigkeit ¥ = ;/ p=VS /m und finden mit (10.4)
und (10.5) das hydrodynamische Problem

Dv =

i = ¥-p (10.10)

Hier bezeichnet D /Dt die substantielle (materielle) Ableitung definiert durch

D
Dt

! Die partielle Differentialgleichung (10.6) wird gelést durch S(x;, a;;t) + So mit den
Integrationskonstanten «; und Sp. Substitution der Integrationskonstanten «; durch Im-
pulse P; ergibt die Erzeugende S(z;, P;; t). S generiert via der kanonischen Transformation
pv = 0S/0x,, X, = 0S/I0P, das triviale Problem

= 9+ (7-V). (10.11)

o
op,

H(P,X;)=0; —P, = O _ 0, X, =

X =0, (10.7)

mit Losungen P, = const. = a,, und X, = const. = ,. Die kanonische Transformation
Xu, P, < zj,p; ergibt die mechanische Bahn in den urspriinglichen Koordinaten z;.
Einsetzen in S ergibt die Wirkung

S() = S(;(t),ant) = /ttL(t')dt'—i-S(to) (10.8)

entlang der Bahn. Damit erhalten wir die Approximation
T o~ (10.9)

sie enthélt die klassische Wirkung S. Diese Approximation haben wir bereits frither ge-
funden, vergleiche (1.15)._ Die vollstindige QM erhalten wir durch Pfad-Integration iiber
alle Pfade mit Gewicht e?("8d)/" _, Feynman Pfadintegrale.
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Formel (10.10) beschreibt eine Fliissigkeit von nichtwechselwirkenden Teil-
chen welche sich im Potential V (7) bewegen. Der Strom j und die Dichte p
dieser Fliissigkeit entsprechen gerade dem Wahrscheinlichkeitsstrom und der
Wahrscheinlichkeitsdichte des korrespondierenden Quantenproblems. Be-
achte: wir berechnen p und ; mit dem klassischen Limes (10.5), behalten
aber die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantenmechanik.

Fiir stationédre Zustédnde ¥ o exp[—iEt/h| finden wir ;A = 0und 0,5 = —F
und damit die exakten Gleichungen

- AA
(VS —2m(E-V) = hQT,
V(A2VS) = 0. (10.12)
Mit der Definition (k = 27/ = 1/X)
h
A= — (10.13)
2m(E —-V)
konnen wir schreiben
- h? AA
2 _ 2=
(VS)* = 32 <1+>’\ 1 > (10.14)
Die klassische Approximation ist offensichtlich gut wenn
AA
2— 1 10.1
N <L (10.15)
und wir erhalten
- 2
(VS): = 2 (10.16)

Dies ist gerade die Gleichung fiir die Wellenfront in der geometrischen Optik

Quantenmechanik < Wellenoptik
lh—0 l
klassische Mechanik <+ geometrische Optik.

Die Ebenen S = const. definieren Wellenfronten zu welchen die Strahlen
orthogonal verlaufen. Beachte auch den Zusammenhang mit der hydrody-
namischen Formulierung bei der ﬁS/ m = ¥ L Flachen S = const. ist, vgl.
10.1. Als Beispiel betrachte V' = 0, dann ist S = p’- 7+ Sp, p = A/, und wir
erhalten unsere wohlbekannten ebenen Wellen zuriick.
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Abb. 10.1: Die Ebenen S =
const. definieren die Wellenfron-
ten; die Teilchen bewegen sich
entlang dem Gradientenfeld V.S
N\ > mit Geschwindigkeit v.

S = const.

Eindimensionale Probleme: Die Gleichungen (10.12) reduzieren sich
zu

S? —o2m(E-V) = R (10.17)
(A%2S8")Y = 0. (10.18)

Letztere Gleichung lidsst sich integrieren, A = const./v/S’. Einsetzen in
(10.17) ergibt eine Gleichung fiir S alleine, allerdings eine sehr komplexe,

3 /9" 2 1 /.S
4 <S'> 2 (S/)
In der WKB (Wenzel-Kramers-Brillouin) Approximation machen wir eine
Entwicklung von S in A2,

S? —2m(E—-V) = h? (10.19)

S = So+h2S +hSy+---. (10.20)

Einsetzen in (10.19) ergibt in

o'’ Ordnung
S? ~ S = 2m[E—V(x)] (10.21)
oder mit der Definition (10.13),

S2 = w2 10.22
0 - ﬁa ( . )
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was gerade Gleichung (10.16) entspricht, dem klassischen Limes von (10.14).
Die Gleichung (10.22) ldsst sich fiir A < oo trivial integrieren,

h h
I = +—— dSo=+——
% )’ % A(z)

e dx,
So(x) — So(z0) = i/xd:n}_\(hx) _ j:/xd:np(:n), (10.23)

ein wohl bekanntes Resultat. Fiir F > V(x) erhalten wir die approximative
Losung

Az) € R,
U(zr) = ay/A(x)exp [iz‘ (/x ;Z:) —i—cp) } (10.24)
wihrend fiir £ < V(z)
h
o) = 2m(V(z) — E)
U(r) = ay/i(z)exp |+ (/m ;jf,/) +¢>] (10.25)

15t€¢ Ordnung

(Sh+ h2S))? = SP2 +21%S)S,
Ote 1te
h 52 [(Sp) 2"

AN C
N——
Ote 1te
3 /S 2 18"
2808 = S (22) — =2 .
s - 2(S) -1 0
Fir F > V finden wir die Losung
h
!
= 4—
So %
1
hS) = iix/i(x/i)”
" 12
| omit (VR = 2y 2

T 2/A 4wa
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)\// )\2
- =(5-%)
x/ T , x/2

Damit die 0% Ordnung eine gute Approximation ist, muss

hS; <« 1 (10.28)
sein, und damit

X< o (10.29)

die Wellenlénge soll sich nur langsam im Raum veréndern,

AX
+ < 1 (10.30)

mit AX = X - X, die Anderung der Wellenléinge auf der Distanz X, also die
relative Anderung von X.

Oft wird auch eine Reihe in & statt in A2 angesetzt: Definiert man
v o= W (10.31)
mit W =5 —ihln A, so ist die Entwicklung in Potenzen von #,
W = Wo+hWi+EWy+---. (10.32)

Einsetzen in die komplexe Gleichung (vgl. (10.17))

W2 —2m(E—-V) = ihW"” (10.33)
(10.34)
ergibt
2 h2
WO = Zm(E—V) = ﬁ’
2WW, = iW{, (10.35)
mit der Losung
T dx
Wo = =%h —
0 X(:E)v
P (10.36)
1= 5 nk(x)' .
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Die Korrektur in 1*** Ordnung fiir ¥ fiihrt auf
1.1
U o~ exp(— shn X) = VA (10.37)
und die 1** Ordnung der WKB Léosung ist (vgl. (10.24)),

T dfl')/
U ~ VAexp [iz/ W} (10.38)
Wir erwarten ein gutes Resultat wenn |hAWV;| < Wy oder, da Wy monoton
ist, wenn |[AW{| < W{. Damit ergibt sich die Bedingung
Yol osc 1, (10.39)
A A

in Ubereinstimmung mit (10.29). Gefihrlich sind offensichtlich die (klassi-
schen) Umkehrpunkte bei denen E = V(z) ist und demnach X — oo geht.
An diesen Umkehrpunkten #ndert sich die Wellenléinge rasch und die WKB

Approximation scheint Miihe zu haben. Wir miissen diese Punkte speziell
behandeln.

10.1 Exponentielle Approximation

Wir wenden uns dem mathematischen Aspekt der WKB Néherung zu. Ge-
geben sei eine lineare Differentialgleichung n*®* Ordnung deren fiithrender
Term mit einem kleinen Parameter multipliziert sei,

0 = 6y +puo1(@)y™ V) + proa(@)y™ D + -+ pi(@)y + po(2)
& Randbedingungen. (10.40)

Im Limes 6 — 0 &ndert die Differentialgleichung ihre Ordnung und die
Losung bricht zusammen. Zum Beispiel tritt ein lokaler Zusammenbruch in
folgendem dissipativen Problem auf,

0y +ay +y = 0, (10.41)

mit ay’ dem Dampfungsterm. Ein globaler Zusammenbruch erscheint im
dispersiven Problem

§y"+y=0. (10.42)

Der Zusammenbruch der Lésung manifestiert sich wie folgt: Fiir § — 0 tritt
eine rasch oszillierende Losung auf, deren Wellenldnge mit 6 — 0 auf Null
geht. Im dissipativen Fall ist die oszillierende Losung exponentiell gedampft
und der Zusammenbruch ist nur lokal; im dispersiven Fall ist die oszillierende
Losung ungeddmpft und der Zusammenbruch ist global.
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Einfaches Beispiel:

5yll+y = 0, y(O):O, y(l):L
sin(z/v/9) 1

sin(1/+/9)’

3 (10.43)

Fiir 6 — 0 oszilliert die Lésung tiberall stark. O

Dissipative und dispersive Phénomene sind exponentieller Natur [x exp(z),
o exp(ix)] und ein exponentieller Lésungsansatz ist angebracht,

y(x) = A(z)exp {S(:ﬂ)/\/ﬂ (10.44)

S reell —  exponentielles Verhalten der Losung,
S imagindr —  oszillierendes Verhalten der Losung.

Der Ansatz (10.44) kombiniert mit einer Entwicklung von A und S in § ergibt

die WKB Approximation. In der Folge beschréinken wir uns auf Probleme
des Typs

ety = Qa)y (10.45)

und machen den Ansatz?

y(z) ~ exp Eignwnm}, £ 0. (10.48)

2Einige Bemerkungen:

1. Im Vergleich mit dem typischen Problem 20" /2m = [V (z) — E]¥ der Quanten-
mechanik notieren wir folgende Aquivalenzen:

vy, 2m(V — E) = Q,
hee, klass. Limes <+ ¢ — 0. (10.46)

2. Wir sollten eine Reihe y ~ exp [1/1 > V”wn:| ansetzen. In 0°" Ordnung ist dann

g? 2
;w0+"' = Q (10.47)

und da @ von Ordnung £° ist muss v = ¢ sein.

3. Die Entwicklung von (10.48) entspricht (10.32), einer Entwicklung in #.
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Einsetzen von (10.48) in (10.45) ergibt

(wh)? + eRwyw] + wo] + 2 Rwwh, + wi + (W) + %]+ = Qw)
(10.49)

und ein Vergleich in den verschiedenen Ordnungen " ergibt

(wp)® = Q(x),

2ww) +wy = 0,
n—1

Qupw), +wh_y + Y wiw,_; = 0, fiirn>2 (10.50)
j=1

Die Losungen fiir wg und w; sind bekannt,
X
wo(x) = i/ da’ \/Q(a'),

wi(z) = —ian(w), (10.51)

wobei ) im allgemeinen komplexwertig ist. Fiir die héheren Ordnungen

findet man?
T , Q” 5(@/)2
wy = j:/ dx [8@3/2 - 32Q5/2] ; (10.52)
_ @ 5@y
W= Ti602 T aQ
T , Q//// 7@/@/// 19(@//)2
Wy i/ dx [32625/2 - 32Q7/2 o 128Q7/2
221Q"(Q)°  1105(Q)’
2560Q9/2 2048Q11/2
" 1y 12 N2 N4
we = Q7 L TQQM_ 5Q)° 113(Q)°Q"  565(Q)

S 6403 T 64Q* T 64Q1 25605 20486

Die beiden ersten Faktoren sind bekannt als geometrisch- (exp[wp/e]) und
physikalisch-optische (e** = Q~'/*) Approximationen,

1
Yy ~ exp L Z E”wn}
~ explwo/e]  explwi] explews] - - -. (10.53)
—_——

geometrische Optik

3Die Ordnungen (h = £)®" sind Integrale, die Ordnungen (i = £)*>"*! nicht. Dies
entspricht gerade der Aufteilung in A (i - Reihe in h?) und S ( Reihe in /?); hier haben

wir w als Reihe in h angesetzt.
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Die WKB-Reihe
e ! i e"w (10.54)
Xp | — n .
b € n=0

ist eine asymptotische Reihe® , d.h., die Losung y der Differentialgleichung
(10.45) wird durch exp [ZN 6”*1wn} asymptotisch approximiert wenn & —

0. Die WKB Niherung ist eine singuléire Storungstheorie bei der die Reihe
im allgemeinen nicht konvergiert. Bis zu welcher Ordnung miissen wir gehen?
Wir wollen, dass ), e" 1w, asymptotisch in ¢ fiir ¢ — 0 die Funktion y auf
dem ganzen Intervall gleichférmig approximiert. Dann muss gelten

ew; < wg, €—0,

1Eine Reihe
> an(z — )" (10.55)
n=0

ist asymptotisch zu y(z) fiir x — xo wenn
y(z) — Z an(z —x0)" < (z—m0)Y  fiir z — xo (10.56)
n=0

fiir jedes NV, das heisst der Rest ist kleiner als der letzte beriicksichtigte Term. Wir schrei-
ben dann

Yy~ Zan(ﬂc—azo)n, T — o, (10.57)
n=0

wobei ~ fiir ‘asymptotisch gleich’ steht. Fiir o = oo ist

oo}

an
n=0

eine asymptotische Reihe. Die asymptotische Reihe Y a,(x — o)™ braucht nicht konver-

gent zu sein. Die Koeffizienten a,, sind wohl definiert,

a = lim y(z)
r—xQ
a1 = lim y@) —ao

r—r0 X — X0

N-—-1 n
o y(@) = 3o an(® — w0)
= 1 = .
an xlgtlo (:I’ — 13())N

(10.59)

Die Funktion e™* hat keine asymptotische Entwicklung in co da die Koeffizienten a,, = 0
fiir alle n verschwinden. Damit haben f und f+e~* die gleiche asymptotische Entwicklung
bei oco.



10.1. EXPONENTIELLE APPROXIMATION 251

cwy K wy, € —0,

EWpy1 <K Wy, € —0, (10.60)
Nuny <1, e—0, (10.61)

gleichmissig auf dem Intervall. Die Bedingung (10.61) ist eine Konsequenz
des exponentiellen Ansatzes und garantiert, dass der relative Fehler klein
ist,

N
1
1———exp [ZEn_lwn] ~ Nuy < 1, £—0. (10.62)
y(z) ~
Wir betrachten einige Beispiele, siehe Abb. 10.2.

(a) Q(z) = vz

v @ (b) ()

0 x o1 x 0 x

Abb. 10.2: Potentiale Q(z) = /7, Q(z) = [In(z)/z]?, und Q(x) = x zu den
Beispielen.

ey = Vay. (10.63)
Losung gemaéss physikalischer Optik

wy = j:/d:varl/4 = j:%a:‘r’/4

wp = —i In/z; (10.64)

zusammen ergibt dies die Losung

1 4

y = c%exp [—56@"5/4]. (10.65)
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Der Fehler betragt

9¢ 1
lews| = %W — 0 fiir £ — oo (10.66)

und verschwindet fiir grosse Werte von z.

(b) Qx) = (Inz/x)?

Inz\?
. <x> y() (10.67)
1 1

wy = :t/da?nx = +—_(Inz)?

1. (lnz\> 1 1
wy = —4ln(x) = ilnm—§ln(lnx),

1 3 1
= .. = +|-In(lne) £ —>——

b [8 n(lne) £ J5 >

Erst ws ist fiir £ — oo begrenzt,

3 1 1 1
. A L 10.
s 16 (Inz)* 16 (Inz)? < (10.69)

Damit reicht in diesem Fall die Approximation der physikalischen Op-
tik nicht mehr aus.

(¢) Q(x) = x, Airy Funktionen

i

y = 2y,
(10.70)
2
wy = :lzgacS/z,
wy, = —Zln:z,
_ 5o 1 fi
wy = i@m — 0 ir x — 00. (10.71)
Cc 2 3/2 5
=y(r —o00) ~ Tﬁexp [:l:ga: } <1i4—8m—|—--->. (10.72)
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10.2 Umkehrpunkte

Wenn Q(x) in # = xy verschwindet, also Q(z = z¢) = 0 ist, dann ist
E = V(x0) und wir haben einen Umkehrpunkt. Die WKB Approximation
bricht zusammen, da

1
wp = _ZIHQ — 00. (10.73)

Andererseits bleibt die Differentialgleichung £?y” = Qy regulir und die
Losung existiert auch um zg herum; nur das WKB Schema, nicht aber die
Losung, bricht zusammen. Deshalb konnen wir auch weiter nach Losungen
des Problems suchen. Im Folgenden 16sen wir einige typische physikalische
Probleme, vgl. Abb. 10.3, und kommen damit zum physikalischen Aspekt
der WKB Approximation.

(d)

Abb. 10.3: Skizzen von einigen typischen physikalischen Beispielen die im
folgenden behandelt werden: (a) Ein Umkehrpunkt. (b) Zwei Umkehrpunkte
die auf ein Eigenwertproblem fithren. (c) Zwei Umkehrpunkte die auf ein
Tunnelproblem fiithren. (d) Greensche Funktion in einer Dimension.
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10.2.1 Umkehrpunkt (a)

Wir starten mit einem Umkehrpunkt erster Ordnung, vgl. Abb. 10.4. Zudem
sei Q(x) > 1/2? fiir + — o0, zum Beispiel Q = sinhz oder Q = z + 3.
Wir unterteilen die Achse in drei Gebiete und kleben die Losungen in den

0

QO~ax Abb. 10.4: Funktion Q(z) zum
v(\/ Umkehrpunkt.

Y

sich iiberlappenden Regionen zusammen wie in Abb. 10.5 dargestellt. In den

11

A
\

\
A

-1 23 0 g 23 1 X
Abb. 10.5: Uberlappende Regionen zur Losung der Diffgleichung 2" =

Q(x)y in der N#he eines Umkehrpunktes.

Regionen I & III ist die WKB Approximation in der physikalischen Optik
anwendbar. In Region II liegt ein Airy Problem vor.

I: Im Gebiet I zerfillt die Losung exponentiall,
— ¢ L[ / 7
Yy = Wexp [— 5/0 dz' \/Q(x )], (10.74)

mit y;(00) = 0; die exponentiell ansteigende Losung exp[+ [ - -] tritt
nicht auf. Die Giiltigkeit der Losung verlangt, dass wg/e > w1 > cwy
und ewy < 1; fiir kleine x finden wir mit Q) ~ ax die Ausdriicke

2
wy ~ :l:\3/6$3/27
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w; R~ —ZIDSL’,
5
~ 4+ p3/2 10.75
w2 s8va’ (10.75)

und wir erhalten die Bedingung z >> £2/3.

II: Wir transformieren auf die neue Variable
a\1/3
t = (8—2) r — Oy =ty (10.76)

und finden die Losung in der Form einer Airy Funktion,

yu(z) = D Ai [(;)1/31:] + E Bi [(:2)1/34 . (10.77)

Das erlaubte Regime beschrankt sich auf + < 1 da nur dort die Ap-
proximation Q) = ax gilt.

III: Im Gebiet III ist die Losung propagierend,
1 i [° —
Y = Fﬁ exXp |:€/x d{[;l _Q(m/)i|
1 i [0
mexp [— 2/96 dz’ \/—Q(x’)]. (10.78)

Die Giiltigkeit beschriinkt sich auf das Gebiet —z >> £2/3.

+G

Der Vergleich der Losungen in den iiberlappenden Gebieten erlaubt uns die
Bestimmung der Koeffizienten D, E, F, und G; der Koeffizient C' folgt aus
der Normierung. Gebiet I: Fiir kleine x schreiben wir @) =~ ax und erhalten

- C 2v/a
ho~ exp[?:?ﬁ/?] (10.79)

Yax

Bis zu welchem z kénnen wir Q ~ ax ansetzen? Sei Q ~ ax + bz?, dann ist
2va 39 b5

~ — — 10.80

o 37 Tt (10.80)

und die Korrektur erzeugt durch b # 0 ist klein falls exp[bz®/?/5e/a] ~ 1,
also 2 < £2/5. Die Losung ¥; ist also im Intervall [52/ 3 g2/ %] giiltig und kann
dort mit y;; verglichen werden (vgl. Abb. 10.6),

- C 2v/a
U~ exp[—?fx?’”] (10.81)

Vax
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ist zu vergleichen mit

Yu ~ \/7?\6/\/5\4/5<26Xp[_ 3|+ Bew [Sa00]).
(10.82)

Dabei haben wir fiir € — 0 die Asymptotik der Airyfunktion gebraucht. Die
Koeflizienten D und E ergeben sich zu

2yT
D = Y ¢
(5@)1/6 ’
E = 0. (10.83)

Wir fiihren die entsprechende Analyse auch fiir x < 0 durch und vergleichen

I } | >

Abb. 10.6: Uberlappende Regionen zur Losung der Diffgleichung 2y’ =
Q(x)y in der Nihe eines Umkehrpunktes. Skizziert sind die Giiltigkeitsbe-
reiche der Ausdriicke y;, 7 und yu.

die Airy Funktion (beachte, dass E = 0)

L
V(o7

mit der Losung im Gebiet 111,

sin [g(—t)?’/2 +7] (10.84)

Ai(t) = :

F [iQ\/a(_x):z/z}

= ———¢€
Y (—ax)1/4 Xp 3e

+W exp [— Z.23\€/a(—:1:)3/2}. (10.85)

Mit t = (a/e?)'/3z und D = 2\/7C/(ca)"/® erhalten wir fiir y;

20 o]
Yyau = (—aﬂj)l/4 S111

2v/a s
Y (a) 4 ﬂ (10.86)
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und der Vergleich mit yy; ergibt

F = G*=¢™*C, CeR. (10.87)
Damit erhalten wir die vollstindige Losung (¢ — 0)
Yy = Q?Mexp [— i/oxda:’ Q(w’)}, T > 52/3,
g = mm[ (;2)1/3 2|, el <1,
Yym = (_éc)wsin [i/xo dz'\/—Q(z") + Z] x < —2/3. (10.88)

Beachte: Wir mussten bei x — oo starten und y;; herleiten. Wir kénnen
nicht y;;; (wie oben hergeleitet) verwenden und schliessen, dass y; exponen-
tiell verschwindet, denn unsere Analyse ist nur asymptotisch in €, das heisst
in fithrender Ordnung ¢ korrekt. Konkret, sei

0
Y = 42_0@ sin [i/x dr'\/—Q + ﬂ (10.89)
dann ist
C 1 [, 1/,
ylzé/@exp[—g/d:c \/é} —i—O(&?)exp{g/dx \/é] (10.90)
Um den zweiten Term in y; loszuwerden brauchen wir die Randbedingung
yi(00) = 0. Wir schreiben deshalb die gerichtete Verbindungsrelation

é/%sin[i/:dx/\/@-i'jﬂ — exp[—i/oxdx’\/é]
(10.91)

1
Ve
um die Losung um den Umkehrpunkt fortzusetzen.

Normierung:
oo
/ dey ~ 20455, (10.92)
oo a

00 0 /
/_ dry? ~ 202/_ \/_dgim. (10.93)

In (10.92) haben wir benutzt, dass nur die Umgebung von 0 relevant ist.
Der Normierungsfaktor C wird dann der Situation angepasst gew&hlt, siehe
Bender/Orszag fiir weitere Details.
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10.2.2 Zwei Umkehrpunkte, Eigenwertproblem (B)

Das generische Eigenwertproblem mit zwei Umkehrpunkten ist in Abbildung
10.7 skizziert.

Abb. 10.7: Eigenwertproblem
definiert durch die beiden
Umkehrpunkte A und B.

Wir brauchen jetzt zwei Verbindungsrelationen (vgl. Abb. 10.7): Am Punkt
A miissen wir die zwei Funktionen

{‘/% exp[—é /mAdl’, \/é} = {4/% sin E /;dﬂ V-Q+ %} (10.94)

verkniipfen, wohingegen im Punkt B die Verkniipfung zwischen den Funk-
tionen

2

=0 sin [ i/de:v/ m+ %} — é/lanp[_}: /Bmda:/ \/é} (10.95)

zu erstellen ist. Im erlaubten Gebiet miissen die beiden Ausdriicke o sin[- - -]
(bis auf ein Vorzeichen) identisch sein,

sin E /dem/ V-Q + %} < sin E /:dx’ V-Q + %}
o faree) -5
-—sin2 /Axdml VeQ+ - (i /de’ V-Q+ 72r> |- (o.96)

€ A

= nm

Damit erhalten wir die Bedingung

1/AB d:cl\/@ = <n+ %)7‘(; (10.97)

e
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sie legt im Rahmen der Quantenmechanik die Energieeigenwerte fest,

;/Ade om[E —V(z)] = (m%)m (10.98)

Verallgemeinerung: Statt einer ‘weichen’” Wand mit einem linearen Po-
tential konnen wir auch harte Wande betrachten. Die Losungen fiir den Topf
(vgl. Abb. 10.8) mit unendlich hohen Wénden sind bekannt,

1
\I/ocsinmL)m:, k:(n—i—l)%,
L
/ dok = (n+)r = n7r+g+g. (10.99)
0

Statt des Phasenshifts 7 /4, den wir beim linearen Potential gefunden haben,
folgt aus (10.99), dass der Shift fiir die harte Wand durch 7/2 gegeben ist.”

Abb. 10.8: Der unendlich tie-

] 1% o fe Potentialtopf ist durch har-
A L te Winde charakterisiert. Die
T T Phasenshifts sind durch 7/2
gegeben.
E
0 L X
Zusammenfassend erhalten wir folgende Quantisierungsregel:
1 B
7 / dr\2m[E -V (z)] = (n+~va+7y8)7 (10.100)
A

mit v4, v den Phasenshifts an der jeweiligen Wand. Die Phasenshifts v4
und vp hiangen vom jeweiligen Typ des Umkehrpunktes ab, sieche Abb. 10.9.
Es sind zusétzlich folgende Spezialfille zu beachten:

Der spezielle Umkehrpunkt im Radialproblem ist nur fiir den [ = 0 Kanal
relevant; fiir [ > 0 haben wir zwei konventionelle v = 1/4 Umkehrpunkte,
vgl. Abb. 10.10.

5Beachte, dass die Phase des Reflexionskoeffizienten 7 in der 1D Streutheorie durch 7
gegeben ist. Hier wird nur die halbe Bahn (von A nach B) betrachtet und wir erhalten die
Phase /2, gerade die Hélfte.
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(a) (b)

_ ">
y=1/4 “> | harte _
% Wand Y—1/2
(@
v=3/4 “D|endiche ., _,
radiales Wand
Problem

Abb. 10.9: Verschiedene Typen von Umkehrpunkten: (a) Lineares Potential
mit v = 1/4. (b) Unendlich harte Wand mit v = 1/2. (c¢) Radialproblem
(ein 1D Problem) bei r = 0, z.B., beim attraktiven Coulombpotential, mit
~v = 3/4. (d) Welchen Wert nimmt - fiir die endliche Potentialstufe an ?

Fiir [ # 0 muss zusétzlich die Langer-Regel fiir die quasi-klassische Behand-
lung des Drehimpulses beachtet werden:

(+1) — (z+%)2, 1#0. (10.101)

Damit sind die Quantisierungsbedingungen fiir das Coulomb-Problem gege-
ben durch

[#0: il:b/rmailr \/2m<En + 2:2 - (t+ 1/2)2h2) = (nr + })m

[ _— 2mr? 2
Z°E
=k, =- 2R, n=n,+1014+1,
n
wobei wir das effektive eindimensionale Potential Vg = Ze?/r — h2(l +

1/2)2/2mr? gebraucht haben.

1 Tmax ZQ
1=0: / dr\/2m<En+€>:(nr+1)7T:mr.
h 0 T

Z2FEp
n2

=FE,=— ) n=n,+ 1.

Die quasi-klassische Néherung gibt uns also die exakten Resultate fiir das
Spektrum des Wasserstoff Atoms. Allerdings muss man dazu einige Tricks
kennen und gebrauchen.
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Y+ =T

Abb. 10.10: Phasenshifts im Radialproblem des Coulombproblems fiir die
Félle I = 0 (links) und ! > 0 (rechts). Das effektive Potential Veg beriick-
sichtigt die Zentrifugalbarriere h21(l + 1)/2mr2.

10.2.3 Tunnelprobleme (C)

Das Tunnelproblem involviert ein Potential mit einer klassisch verbotenen
Zone wie in Abb. 10.11 skizziert. Die Randbedingungen entsprechen den-

Abb. 10.11: Tunnelproblem
definiert durch zwei Umkehr-
punkte A und B. Wir ver-
langen, dass das Potential
bei +o0o geniigend rasch ver-
schwindet, V(z — o0) — 0
schneller als 1/x.

jenigen eines Streuprozesses, mit einer einfallenden und einer reflektierten
elle fiir £ — —o0, sowie einer transmittierten ir x — oo
Welle f , einer tra ttierten Welle fi ,

y(x) ~ e freT fiir £ — —o0,
y(x) ~ te**  fiir z — oo. (10.102)

Der Wellenvektor k definiert die Teilchenenergie £ = h%k?/2m. Wir miissen
die Differentialgleichung

2y = Qz)y (10.103)

l6sen und dabei einen neuen Typ von Umkehrpunkten beriicksichtigen, vgl.
Abb. 10.12 entsprechend dem Punkt B in Abb. 10.11.
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Q A
Abb. 10.12:  Umkehrpunkt
zum Austritt aus der verbo-

tenen Zone bei B.

III IT I

0

O~ax —2
a<0

Wir beginnen mit der Region I und arbeiten uns iiber Region II zu III weiter.
Die propagierende Losung in der Region I,

y(z) = é/i—QeXp [2/0%:1:’\/@], (10.104)

x > 0, kénnen wir in der Nihe von 0 mit Hilfe der Entwicklung Q(z) = ax,
a < 0 schreiben als

1 2iv/—a
Yo~ Cax)i/i exp [ 2 x3/2], z — 0. (10.105)
Andererseits ist mit t = (—a/e?)'/3z, ¢ = —ty und in Region Il um z = 0

herum finden wir die Losung

yu(z) = aAi[ (3)1/34 +ﬁBi[ <;2“>1/3x]

() ()

+8 cos (Wﬁﬂ + ”)} . (10.106)

3e 4

Der Vergleich der Losungen in den Gebieten I und II, (10.105) und (10.106)
liefert die Beziehungen

_ \/77- i /4
= (—ea)t/6 “
g = VT ina, (10.107)

(—ea)l/s
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In Region III féllt Ai exponentiell ab und nur die Losung

o[- - ) o]

iiberlebt asymptotisch fir x — —oo (Ai ist subdominant fir x — —o0).

Somit ist
N BV AL | 2v—a
ym(z) = 7(_&;;1/66 /4ﬁ<Jja> (_x)1/4eXp[ e (—:c)z/?’}
8
1 1o, '
= G L/x da \/@—Zﬂ. (10.108)

Wir erhalten folgende Verbindungsregeln (vgl. (10.91) und Abb. 10.13), bei
A

1 i [A 1 1 [ i

= da' \/— ~ [ d2’ — =1, (10.109
4—@6"p[e/xx Q]:‘y@“‘p{sﬂf 4]’( )
und bei B,

B : ; T
{l/laexp [i/ dx’ \/a— T} — <1/iiQexp [z /Bd:U'\/—Q} (10.110)

% Abb. 10.13:  Verbindungs-
I I regeln zum Tunnelproblem.

Y

Zuriick zum Tunnelproblem: Wir definieren

k(z) = %\/2m[E—V(3:)], r<A & B<ux,
k(z) = %\/2m[V(1:)—E], A<z < B. (10.111)
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Weiter schreiben wir

/ de' k(z') — kx+1 firz— oo (10.112)
B
mit
[ = / do' h(a') — K] — Bk, k=2mE/h  (10.113)
B

Die transmittierte Welle fiir x+ — oo soll asymptotisch die Form y, ~
t explikz] haben und entsprechend setzen wir folgenden Ausdruck an,

y o= t k(kx)exp[—if]exp [i/}:dmlk(x’)} (10.114)

Die Fortsetzung ins Gebiet II hinein gibt, siehe (10.110),

= 1 K(’;) expl-il]exp | - %} exp [ /x ’ d:v’fs(:c’)]
_ m(’;) expl-il]esp| - 7]
-exp [/AB dx/ﬁ(x/)} exp [—/: dx/ﬁ(m/)} . (10.115)

*

Der Faktor * beschreibt den exponentiellen Zerfall der Wellenfunktion im
verbotenen Gebiet z > A. Schliesslich setzen wir die Losung mit Hilfe von
(10.91) in die Region IIT mit = < A fort,

ym = 2t k(k;)exp[—il] exp{—%ﬂ}-
X exp [/AB dm’m(x’)] sin [/f da:’k(a:’)—i—;j. (10.116)

Wir definieren
A
/ k(2')da' ~ —xk+ J, mit

A
J = Ak:+/ do’ [k(z/) — k] (10.117)

—00



10.2. UMKEHRPUNKTE 265

und finden den Ausdruck

Y = t k(";) exp[—i[]exp[ /A de//i(x/)] exp[—?)zi].

X <exp [i/:dx/k(x’)ntﬂ + exp [—i/mAd:c/k:(:c')—Zr]>,

I firz— —o0

B
1 o
~ teXp[—iI] exp |:/ dr’ K(ZE/):| <.€—zkx—zJ _ ezkac—zJ) ’
A 7

B : .
~ texp [/ dl'//ﬂ](l',):| (—iez(‘]_])e_ikx — e_’(‘]H)e’kz) . (10.118)
A
Der Vergleich mit (10.102) liefert
B
— texp [/ d:n’m(:r’)] exp[—i(J+I)] = 1,
A
B
—itexp [/ dx’/f(x’)} exp[i(J—1I)] = (10.119)
A

Damit sind die Transmissions-Amplitude und -Wahrscheinlichkeit bestimmt
zu

B
T-Amplitude: ¢ = —exp[i(I + J)]exp [— / dx'/i(x')}
A
B
T-Wahrscheinlichkeit:  [t|> = exp [— 2/ dx’ H(.’Bl):|. (10.120)
A
Die Reflexions-Parameter ergeben sich zu
R-Amplitude: ro= qe?t,
R-Wahrscheinlichkeit: — |r|? ~ 1, (10.121)
genauer: ~ 1—t% (10.122)

(10.121) beriicksichtigt nur die fithrende Ordnung.

10.2.4 Greensche Funktionen (D)

Wir suchen die Green’sche Funktion fiir das eindimensionale Problem defi-
niert durch

[£20% — Q(2)]G(x,2) = d6(x—1'), G(£oo,z’)=0. (10.123)
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A
\% Abb. 10.14: Greensche Funk-

/ tion G(x,x’).

Wir setzen je eine WKB Losung fiir z > 2’ und fiir x < 2/ an und benut-
zen die exponentiell verschwindenden Losungen. Dann werden die Losungen
so zusammengesetzt, dass 9,G~ — 0,G< = 1/&? ist, vgl. Abb. 10.14. Das
Resultat hat die Form

X X

G(x,2) =

—imexp [—i /;dy \/@H (10.124)




Kapitel 11

Spin & Drehimpuls Addition

Zur Vorbereitung betrachten wir statt einer skalaren Wellenfunktion W(7)
eine vektorwertige Wellenfunktion mit drei Komponenten, \I_}(F ) = [V, ¥y,
U,](7) und studieren ihr Verhalten unter Drehungen. Diese Betrachtung
wird uns auf natiirliche Weise auf das Konzept des Spins S als internen
Freiheitsgrad des Teilchens fithren. Auch werden wir sehen, dass sich der
intrinsische Spin S und der orbitale Drehimpuls L zum Gesamtdrehimpuls
J = L+ addieren und wir miissen verstehen, wie eine derartige Drehimpul-
saddition zu handhaben ist. In der Folge erértern wir erst einige allgemeine
Eigenschaften des Spins, bevor wir in Kapitel 11.3 zur Drehimpulsaddition
kommen, wo wir uns der Clebsch-Gordan Technik zuwenden. Gegen En-
de des Kapitels werden wir einige physikalische Beispiele betrachten, die
Muonen-Spin-Rotation, die Grundlagen der NMR Spektroskopie, den Zee-
man Effekt und die Spin-Bahn Kopplung (im Wasserstoffatom).

11.1 Vektorwertige Wellenfunktion ¥(7)

Wir starten mit der {iblichen skalaren Wellenfunktion W(7) und betrachten
ihr Verhalten unter einer Drehung um &,

(Us¥)(r) = ¥g(7) = ¥(R

S (11.1)
Fiir kleine & approximieren wir die Drehung via

Rgr = 7P+ OAT

267
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1 —w, Wy
R; = W, 1 —ws |, (11.2)
—Wwy Wy 1

UsU(F) = U(F —GAF)
>~ U(F) -G AT VU(F)
= U(F) = 2 EAT U
= \I/(F)—%Q-E\I/(F) (11.3)

mit L = 7 A P wie iiblich definiert. Als n#chstes betrachten wir die vektor-
wertige Wellenfunktion W(7") und drehen sie ebenfalls um &,

UsU(7) = Uy(F) = RgU(R_g 7). (11.4)
Einsetzen von (11.2) ergibt

Us9(7) = Rg¥U(R_57)
T

U
_ <u—'w-(fﬂ+§ )@(F), (11.5)

mit AW = —(i/h) & - S ¥, wobei der Vektoroperator S durch folgende drei
Matrizen gegeben ist,

00 0
S, = ih|0 0 —1],
01 0
0 0 1
S, = ih| 0 0 0],
-1 0 0
0 -1 0
S, = |1 0 0], (11.6)
0 0

oder

(SiY* = —iheijp. (11.7)
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Die infinitesimalen Erzeugenden (11.7) sind unitér dquivalent zu den [ = 1
Erzeugenden in der Tabelle 4.1. Wir identifizieren J = L+ S mit dem
Gesamtdrehimpuls des Teilchens. L behandelt die 7 Abhéngigkeit ohne die
Vektorkomponenten zu mischen und wir identifizieren L mit dem Bahn-
drehimpuls. S wirkt auf die Komponenten von \I_}, das heisst S dreht die
‘Struktur des Teilchens’ ohne die Koordinate 7 zu beeinflussen und wir iden-
tifizieren S mit einem ‘inneren’ Drehimpuls des Teilchens, dem Teilchenspin,
hier s = 1. Diese Struktur ldsst sich verallgemeinern: statt einer vektorwer-
tigen Wellenfunktion kénnen wir allgemeiner einen Spinor mit 2, 3, 4, ...,k
Komponenten annehmen — die Matrizen (11.6) werden dann durch die in-
finitesimalen Erzeugenden zu s = (k — 1)/2 ersetzt. Fiir k& = 2 erhalten
wir den Spin-1/2 charakteristisch fiir viele Elementarteilchen. Die obige Be-
trachtung entmystifiziert etwas das Konzept des Spins; Spin ist nichts weiter
als eine innere Struktur die uns zwingt eine spinorwertige Wellenfunktion zu
betrachten, wobei der (k-)Spinor sich unter Drehungen des Raumes gemiss
der entsprechenden Darstellung im & = 2s 4+ 1 dimensionalen Hilbertraum
verhélt.

11.2 Allgemeine Eigenschaften des Spins

Viele Elementarteilchen wie Elektronen, Protonen, Neutronen, Muonen oder
Neutrinos besitzen einen ‘inneren’ Drehimpuls. Misst man diese Drehimpulse
entlang einer Achse findet man die Werte /2 und —h/2; man sagt, das
Teilchen hat den Spin 1/2. Der Spin zeigt alle Charakteristika eines Dreh-
impulses und wir fithren deshalb den Spin-Operator S = (Sz, Sy, S2) ein,
mit

[SZ‘,SJ‘} = ihaiijk. (11.8)
Da nur zwei Werte gemessen werden fiihren wir den abstrakten Hilbertraum
Hijo ein, mit dimH;/p = 2. Wir konstruieren eine Basis in H;/p indem
wir die beiden kommutierenden Operatoren 7 - S und 52 (mit einem Rich-

tungsvektor 77) gleichzeitig diagonalisieren, siche Kapitel 4. Zum Beispiel sei
1 = €,, dann ist

ls,m) = [§,£3), (11.9)

eine Basis in H; /5. Da s = 1/2 fix ist, lassen wir diese Quantenzahl weg.

Allgemein schreiben wir dann fiir die Basis, welche durch 7 - S , 52 definiert
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ist:
71y, Iil) (11.10)
mit
s = Pan, stEy = P,
oSy = S, @Sl = o).

Fiir die Basis definiert durch 7 = €, schreiben wir kurz | 7) und | |). Ein
allgemeiner Spinzustand |¥) ldsst sich schreiben als

) = afh)+8[1) = T+ L)L) (11.11)

Oft schreibt man auch den Spinor

v - (g) ) = (é) ) = (‘f) (11.12)

Die Darstellung der Operatoren S;, Sy, S in dieser Basis ist gegeben durch

S = g& (11.13)

mit den Pauli-Spin-Matrizen (siehe Seite 127, Tabelle 4.1)

01 0 —i 1 0
Oy = <1 O)’ oy = <z O)’ o, = <O _1>. (11.14)

Die Pauli-Matrizen haben einige niitzliche Eigenschaften:

0i0j — 0j0; = 2i€;j0k, (11.15)

oi0; = i€ijkOk, 1 F J, (11.16)

oioj + 050 = 20, (11.17)
= 01-2 = 1, 005 = —0j0;,

oio; = 0ij + €10 (11.18)

Beweise: (11.15) folgt aus (11.8) und (11.16) findet man durch nachrech-
nen. (11.17) folgt aus (11.16) fiir i # j. Die Beziehung ¢? = 1 beweist man
wiederum durch nachrechnen. (11.18) folgt aus (11.15) und (11.17) O
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Weiter gilt fiir beliebige @ und b
(a- 5)(5 g) = aibjO'iO'j = aibj((sij + iEiijk)

= (@-b)+i(@nb)-a. (11.19)

S definiert aufgrund von (11.8) Drehungen in H; /5. Eine allgemeine Drehung
um & wird durch den Operator

Us = exp[—iS- &/h (11.20)

beschrieben. Zum Beispiel gehe 77 durch eine Drehung um & aus dem Ein-
heitsvektor m hervor wie in Abbildung 11.1 skizziert.

Abb. 11.1: Drehung von 7 nach 7 um
® W: Achse &, Winkel w.

Q)
m
Fiir kleine & ist 7 = m + & A m; dann ist
S = e Gom iSE/h (11.21)
und auf die Zusténde |m7T) und |m ) iibertragen

1) = e A ), L) = e S g ), (11.22)

Beweis (11.21): Fiir kleine & ist
S-i (1—(i/h)S-3)S - (1+ (i/h)S - @)

Q

= 3 m+%[§-m,5 &l
— 7 R, N
— (S mHE[(a ) (G - @) — (3 - D) (G - ™)
2iF-(IMAD)
= Sm—8-(mAD) =S5 (m+3Am) (11.23)
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Beweis (11.22): Wir wenden (11.21) auf e‘i§'5/5|ﬁiT> an

§eai (e SMmn)) = e SIS i)

1) ey

und ebenso fiir |7 ]). O

Die Drehung exp|[—iS - &/h] lisst sich in der Basis |1),]]) einfach schreiben
als

(o.9] .
L —id - 3/2)"
e—w~w/2 _ Z( Lo w/> (1125)
n!
n=0
2)" 2)"

- ¥ Fiw/2)" M/ 1+ Z W/ 5.6 (11.26)
n=2k n=2k+1

= ]lcos%—i@-c?sin%. (11.27)

Im Schritt von (11.25) zu (11.26) haben wir den Zusammenhang (& - )2 =

w?1 benutzt. Damit erhalten wir fiir den |n 1) Zustand dargestellt in der Z

Basis
—iSa2 (1 _ cos § — iW, sin §
¢ (o) ((i@x +5,)sin¥ ) (11.28)

wobei & gerade z' nach 77 dreht.

Beachte:
() = (HemCir-sramam)
- <]lcos (g) i@-&’sin;) (é) (11.29)

Zu jedem Spinzustand |¥) gibt es eine Quantisierungsachse 7, so dass

(S-m)|w) = g\xm. (11.30)
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Beweis: via (11.28) definiert jeder Zustand (g) eine Drehachse &, welche
( g ) in ( é) iiberfiihrt. U
Die Drehung um 27 gibt

exp[—id2mé€/2] = —-1—ie-50 = —1; (11.31)
damit stellen die Rotationen

Us und Ugyomye = UsUspg = —Us (11.32)
1

{

dieselbe Drehung im R? dar: Die Darstellung ist zweiwertig,
R; € SO(3) — +Uz € SU(2). (11.33)

Da nur Erwartungswerte, welche bilinear in |¥) sind, gemessen werden
konnen, entstehen durch die Zweideutigkeit keine Probleme, denn die Wel-
lenfunktion und insbesondere ihre Phase ist nicht direkt messbar, nur rela-
tive Phasen sind relevant: (&, V) = (&, ¥) mit ¥, ® = Uy, 5V, Us,p®. Die
Unterschiede in SO(3) versus SU(2) sind schematisch in Abbildung 11.2
dargestellt.

Beachte:

detUg = det e 109/2

SP(=idE)/2 _ 0 _ (11.34)

)

denn Sp & = 0. Mit & hermitsch ist U_g unitér und die zugehorige Gruppe
ist SU(2). O

11.3 Drehimpulsaddition

Wir setzen /i = 1. Die Problematik lasst sich einfach am Beispiel der Additi-
on zweier Spin 1/2 Drehimpulse darstellen. Seien S, und S, die Spins zweier
Teilchen, [51, §2] = 0. Der Hilbertraum H ist der Produktraum H; /o ® H; o
und die Wahl einer Richtung é, legt eine Basis |i, j) = |i)®|j) mit i,5 € {1, |}
fest. Der Produktraum ist 4-dimensional und wir schreiben fiir die Basis

PR PR RS S F N PR R FOROR (11.35)
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Abb. 11.2: SO(3) versus SU(2): Die Drehgruppe SO(3) ist 2-fach zusam-
menh#ngend. Gegeniiberliegende Punkte auf der Oberfliche (Drehung um
m) sind zu identifizieren. Der iiber die Oberfliche geschlossene Weg AB
lasst sich nicht zusammenziehen. Die Gruppe SU(2) ist einfach zusam-
menhingend, SO(3) = SU(2) mod Z,, SU(2) ist die Uberlagerungsgruppe
von SO(3). Die Oberfliche (Drehung um 27) ist mit dem Gruppenelement
—1 zu identifizieren. Der iiber die Oberfliche geschlossene Weg AB ldsst sich
zusammenziehen.

Der Gesamtspin S =5+ 5, des Systems ist wieder ein Drehimpuls, denn

[Si, 5] = [Sui+ S2,S1; + So4]
[S1i, S1j] + [S2i, S24]
= igjkS1k + 1€5kS2% = 1€;jkSk- (11.36)

Wir kénnen also eine Basis |s, m) finden, welche nicht S} und Sy individuell
sondern den Gesamtspin, d.h., S? und S, diagonalisiert,
S%|s,m) = s(s+1)[s,m),
S.|m) = m|m). (11.37)

Diagonalisieren mittels einfacher Argumente
Wir 16sen das Problem erst mit Hilfe einiger einfacher Uberlegungen. Der

Hilbertraum H = H;/p ® Hy /o zerféllt in irreduzible Darstellungen von S2
und S,; die entsprechenden Darstellungen haben Dimensionen 2s 4+ 1 mit
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s=0,1/2,1,3/2,2,---. Wie wir aus (11.35) wissen, ist dimH =4 =242 =
3 + 1. Also muss entweder H = Ho & Hy oder H = Hyjp & Hyjp sein.
Letztere Alternative, Hy/; @ Hy /o enthélt keine Spins mit m = +1, welche
aber in (11.35) vorkommen, also muss H = Hp & H; sein. Die Basis in
H="Hi2 ® Hyj2 = Ho © H1 welche S? und S, diagonalisiert ist

Singlett 10,0) } Hp
1, 1) M. (11.38)

Triplett  |1,0) Hy
1,1)

Diagonalisieren durch Rechnen

Dasselbe Resultat ldsst sich durch eine einfache Rechnung finden. Da wir be-
reits eine Basis in H besitzen, vgl. (11.35), muss die neue Basis |s, m) welche
S? und S, diagonalisiert durch diese Basis ausdriickbar sein (systematisch
wird dieses Ziel mit Hilfe der Clebsch-Gordan-Koeffizienten erreicht — vgl.
Kap 11.4). Wir miissen demnach geeignete Linearkombinationen der Basis-
vektoren (11.35) finden die S? und S, diagonalisieren. Wir konzentrieren
uns zuerst auf S,. Es ist

Sz|TaT> = |T7T>7 Sz|l7l> = _|l7l>7

STl = 0, S:l1,1) =0, (11.39)
also ist 5, bereits diagonal mit den Eigenwerten 0 und £1. Wir miissen
nur noch Kombinationen finden, welche S? diagonalisieren. Wenn wir die
Eigenzustédnde zu S, behalten wollen, kénnen wir nur noch |1, |) und | [, T)
mischen. Wir berechnen (es gilt Sj+ = Sj, £1iSjy, j = 1,2)

52 = (§1 + §2)2

= S%+S§+2§1'§2

3
= §+231z822+81+827+3175’2+. (11.40)
Dann ist
ST = 2/1,1) = 11+ 1)[1,7),

P11 = 2L = 11+, (11.41)
und [1,7), |1, ]) gehoren zu einem s = 1 Triplett,

1 = L1,
{Il,w = |1,-1). (11.42)
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(Beachte: S145—|1,1) = S14|T) ® S2-|1T) =0®+/--+||) = 0.) Wir erhalten
den fehlenden Triplett Zustand |1,0) mit Hilfe von

S_|s,m) = /s(s+1)—m(m—1)|s,m— 1), (11.43)
aus |1,1), also

1

|1,0) = ES_“’D
_ \}E(sl_+52_>m>
_ \2(51_\T>®11!T>+]1|T>®52—”>>
el N&l)
= (). e

Der letzte Zustand muss orthogonal auf |1,0) sein und gehort zu S, = 0.
Weiter muss er eine eindimensionale Darstellung definieren, also muss .S = 0
sein. Zusammen ergibt dies

o
Y

Somit haben wir fiir zwei Spin-1/2 Teilchen folgende Zerlegungen des Hil-
bertraumes:

0,0) (1t =110). (11.45)

HioHy =  Ho®H,
IR L)
l)l - l X l )
L1 = (el 10,0) @ !‘?021). (11.46)
LY = el ’

Die obige Bestimmung der Basis {|0,0),|1,1),|1,0),|1,—1)} entspricht ge-
rade der Ausreduktion von S2, S, in H. Wir interpretieren das Resultat da-
hingehend, dass die Spins entweder parallel (s = 1) oder antiparallel (s = 0)
arrangiert sind, wie in der Abbildung 11.3 verdeutlicht. Interessant ist auch,
dass |s,m) Eigenzustinde von Sj - S, sind, denn

52

o o 11 = o
S-S = 5[(lersg)Q—s%—Sg = 7—; (11.47)
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S=1

S=0

I

0, 0)

Abb. 11.3: Singlett und Triplett Eigenzusténde des Gesamtspins S=25 +
Sy zweier Spin-1/2 Teilchen: links, Spin-Singlett zum Gesamtspin S = 1,
0,0) =[| 1,1) —| |, T)]/V/2, rechts, Spin-Triplett Zustinde zum Gesamtspin
S=1[L1)=[11,1L0=[11+]LD]/vV2und[1,-1) = |, 1).

Fiir s =1 ist demnach
S5 3 1
S-S 1,m) = (1—7 - Z) 11, m) (11.48)
und fiir s = 0 ergibt sich
- = 3
S1-5210,0) = 1 |0,0). (11.49)
Damit kénnen wir die Projektoren

P = % + 51 . §2 auf den Triplett-Raum,
P, = i — 5, -8, aufden Singlett-Raum, (11.50)

definieren.

11.3.1 Allgemeiner Fall

Wir wollen die beiden Drehimpulse J; und Js, [fl, jg] = 0, addieren. Ausge-
hend von der (271 + 1) x (2j2 + 1)-dimensionalen Basis |j1, m1) ® |j2, ma) =
|71, j2, M1, m2) im Produktraum H = H;, ® H,, wollen wir eine neue Basis
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|71, 72, 7, m) finden, welche die Operatoren J? und .J, zum Gesamtdrehim-
puls J = (jl + fg) gleichzeitig diagonalisiert. Diese Aufgabe ist dquivalent
zur Ausreduktion der Drehdarstellung in H;, ® H;,, welche als Produktdar-
stellung vorliegt. Es ist

jl(jl + 1)|jlaj27m17m2>a
= Ja(j2 + 1)|j1, jo, m1, ma),
= mailj1, jo, m1, m2),

= malj1, j2, M1, ma). (11.51)

J3 |1, J2, ma, ma
J3| 51, j2, ma, ma
Jiz|j1, g2, m1, ma
Joz|g1, jo, ma, ma

)
)
)
)

Die Summe J = J; + Jp ist wieder ein Drehimpuls, also gilt
[Ji, Jj] = 1€k Jk (11.52)

Es ist [J2,J.] = 0, aber auch [J2,J] = 0 da J? ein Skalar ist. Damit ist
[J2,J% = 0 = [J?,J.] (ebenso fiir J2) und wir kénnen die Operatoren JZ,
J2, J? und J, gleichzeitig diagonalisieren; die zugehérige Basis |41, j2, 7, m)
wird durch die Quantenzahlen ji, jo, j, m charakterisiert und erfiillt (vgl.
(11.51))

JElit, e, gom)y = j1(i + D1, j2. 4. m),

J3lit. go, jom) = ja(ja + 1)|j1, j2, 4, m),

i1, g2, dm) = (5 + Dljr, j2. 4, m),

J:l1, Ja, 3,m) = mlju, ja, 5, m). (11.53)

Wir koénnen die neue Basis |ji, j2,j, m) via Clebsch-Gordan Koeffizienten
durch die alte Basis ausdriicken,
’j17j27j7 m> = Z <jiajéam/1>m/2|jlaj2aja m> |.7£>.7§7m/1am/2> (1154)
Juodamymy C-G Koefhizient

Gliicklicherweise verschwinden viele der C-G Koefflizienten: Es ist

<]i7jé7m/1?mIQ‘le‘]h]?ajam) = ji(]i + 1)<j17jéamllaml2|j17j27j7 m>

= jl(jl + 1)<ji7jéam/17ml2‘j17j27j7 m>7
also muss j; = j1 und ebenso j5 = jo sein. Gleichermassen folgt aus der
Analyse der Matrixelemente von Ji, und Ja,, dass m} = m; und mf = mq

sein muss; gestrichene und ungestrichene Indizes sind also gleich. Weiterhin
ergeben die Matrixelemente von J, die Bedingung m = mj 4+ mao,

(J1, g2, m1, ma|J:|j1, o, Jom) = (m1+mz)(j1, j2, m1, malj1, j2, J, m)

= m(j1, j2, m1, malj1, j2,5,m).  (11.55)
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Damit finden wir die Transformation

‘j17j27j7m> = Z <j1,j2,ml,m2‘j1,j27j7m>’j1,j2,m17m2>- (1156)
mitimg—m

Als néchstes wollen wir die Zusténde aufzihlen, was in der alten Basis trivial
ist: Gegeben j; haben wir 2j; + 1 Zusténde |j1,m1), ebenso 2jo+ 1 Zustéinde
|72, m2), somit erhalten wir (2j1+1) X (2j2+1) Zusténde in der Produktbasis
|71, j2, m1, ma). Die Abzéhlung der neuen Basis ist schwieriger: Aus dem in
Abbildung 11.4 gezeigten Schema ergibt sich folgende Abzéhlung:

— einen Zustand mit m = j; 4+ jo = maximal,

. . . . =7 =72 —1
— zwel Zustdnde mit m = j1 4+ jo —1: {ml j.l’ m2=J2 7
mi = j1 — 1, mg = ja,

— gerade ji + jo — m + 1 Zustédnde mit m > [j; — j2|, [die Anzahl Mog-
lichkeiten aus m; und mg ein m = my + ma > |j1 — jo| zu konstru-
ieren],

— gerade j1 + jo — |j1 — j2| + 1 = const. Zustéinde mit —|j; — jo| < m <

171 — jal,
—und ji + jo — |m| 4+ 1 Zusténde mit m < —|j; — jol.

A

m=-ljy=pl
\ 1 2‘ Js 4

\fl linear ™.,
konstant S

linear

m ‘jl_jz‘

Abb. 11.4: Schema zur Abzdhlung der Eigenzustidnde |71, j2, 7, m) zum Ge-
samtdrehimpuls j zweier Teilchen mit Drehimpuls j; und js.

Welches sind die moglichen j-Zustédnde? Starten wir mit maximalem mq +
mg = m = j1 + jo muss es 2j + 1 Zustdnde zu j = j; + j2 geben, denn aus
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|71, 72, J1 + j2, 71 + j2) konnen wir durch Anwendung von J_ = Jj_ + Jo_
in Einer-Schritten bis zu |j1, j2,71 + Jj2, —j1 — jo) gelangen. Von den zwei
Zusténden mit m = j; + jo — 1 geht eine Linearkombination (LK) fiir die j =
Jj1+jo Darstellung weg, bleibt noch eine weitere LK, welche 2(j1 +j2—1)+1
Zustdnde zu j = j; + jo — 1 erzeugt, wiederum durch iterative Anwendung
von J_. Dieses Schema kénnen wir fortsetzen bis wir m = |j; — ja| erreichen.
Wie in Abbildung 11.4 gezeigt, kommen keine neuen m-Zustidnde hinzu. Das
heisst, wir haben bereits alle Zusténde |j1, j2, j, m) erzeugt. Die Gesamtzahl
der Zusténde ergibt sich durch einfaches Nachzéhlen,

Jit+j2
Y2+l = (2h+1)(252+1). (11.57)

J=lj1—72|

Damit erhalten wir die Zerlegung (vgl. (11.46))

J1+j2
My ®oH;, = P H (11.58)
Jj=lj1—j2l
= H\jl—]él & - O H|j1+j2|
l7172, 191 — J2l, [71 — d21) 7172, 41 + J2, 1 + j2)
712,11 — dal, — g1 — Jal) s |71d2, J1 + j2, —J1 — j2)

Der Produktraum H;, ® H;, wird durch die Produktbasis |j1, j2, m1, m2) =
|71, m2) ® |j2, ma) dargestellt. Nachdem wir die Struktur der Zerlegung des
Produktraumes in irreduzible ‘Drehrédume’ H; gefunden haben, miissen wir
noch die C-G Koeflizienten berechnen damit wir die neue Basis durch die
alte und vice versa ausdriicken kénnen.

11.4 Clebsch-Gordan Technologie

Um es vorweg zu nehmen: Es gibt Clebsch-Gordan Tabellen, zum
Beispiel A.R. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mechanics
(Princeton University Press, New Jersey, 1957) und sogar Web-Tools
(http://www.gleet.org.uk/cleb/cgjava.html) zur Berechnung von C-G Ko-
effizienten; hier diskutieren wir wie eine C-G Tabelle hergeleitet wird. Mit
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(11.56) (wir unterdriicken die ‘,” in den Vektoren)

Gjegm) = > (rjamaimaljijaim)|jrjamima), (11.59)
T I

gilt auch die Umkehrung

ijamama) = > (jijagmljijemima)|jijagm). (11.60)

J
m=mi+ma2

Das Matrixelement (j;jam/m}| angewandt auf (11.60) ergibt die Orthogo-
nalitatsrelation

> (jrjamimb|jijaim) (jijaimljijamime)
m:mlermg
=4

§ (11.61)

mim} Ymaml,

Ebenso gibt (j1j2j'm’| angewandt auf (11.56) = (11.59) die Beziehung

Y= Gugeg'm i jamima) (1 jamamal jijagm)
iy ma

= 8,/ (11.62)

Wir kénnen oBdA alle C-G Koeffizienten reel wiihlen. Wir setzen 5/ = j und
m’ =m in (11.62) und normieren die Koeffizienten geméss

Z (jrjamimaljijajm)® = 1, (11.63)

ml,m2
m=mj+ma

das heisst, wir miissen die Koeffizienten (j;jamima|j1jejm) nur noch bis auf
einen konstanten Faktor finden. Dazu benutzen wir die Auf- und Absteige
Operatoren und berechnen die Matrixelemente

(d1j2mimalJi|j1jajm), (11.64)

mit J1 = Ji+ + Jot. Die Anwendung der Operatoren J+ nach rechts ergibt

(jrjemama|Js|iijeim) = 3G+ 1) —m(m=*1)
x (j1jomama|jijojm £ 1), (11.65)
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wéahrenddem ihre Anwendung nach links das Resultat

(J1j2mima|J4|jijajm) = \/j1(j1 +1) —my(m F1)
X (j1jem1 F Imalj1jaim)
+v/j2(ja + 1) — ma(ma F 1)
x (j1j2mama F 1|j1j2jm) (11.66)

ergibt. Die Kombination dieser Beziehungen ergeben die Dreiecksrekursio-
nen (aus Jy)

V(G + 1) = m(m + 1)(jijamama|jijajm + 1)
= V11 + 1) — mi(m1 — 1)(Jrjamy — Lmaljijojm)
+v/j2(j2 + 1) — ma(mg — 1) (jijamime — 1|jijagm)  (11.67)

und (aus J_)

V(G + 1) = m(m — 1)(jijamama|jijaj,m — 1)
= V101 + 1) = ma(my + 1) (jrjoma + Imaljijajm)
+v/52(j2 + 1) — ma(ma + 1) (jijamams + Ljijajm);  (11.68)

diese Dreieckrelationen sind in Abbildung 11.5 skizziert, oben rechts fiir J
und unten links fiir J_.

| L |mq — 1, ma) |m1, ma)
mi, ms

|mi,mg — 1)

|m1,m2> |m1 + 1,m2>

Abb. 11.5: Dreiecksbeziehungen fiir J; (oben rechts) und J_ (unten links).

Sind zwei der Koeflizienten bekannt folgt daraus aus den Dreiecksbeziehun-
gen der Dritte. Unsere Aufgabe ist es, bei festem aber beliebigem j mit
|71 — jo| < j < j1 + j2 die Koeffizienten fiir alle mj, mo zu finden. Betrach-
te das in Abbildung 11.6 skizzierte Schema: wir starten in Punkt X und
wihlen (j17271J — J1lj1J277) = v mit v € RT. Wir folgen der Kante o unter
Verwendung der Dreiecksrelation (11.68) (beachte, dass ma < (j — j1)) und
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fixed j m=my+my =
s 0

y
\vX

J1 my

\J

B

Abb. 11.6: Schema zur Berechnung der Clebsch-Gordan Koeffizienten: Wir
starten bei X und benutzen eine Dreiecksrekursion um die Koeffizienten
entlang der Kante a zu finden. Benutzung der zweiten Dreiecksrekursion
liefert die Kante (3, usf.

benutzen, dass fiir m; > j; der Koeffizient (j;1j2j1+1ma|j1j2jji+1+ms) =0
verschwindet; damit finden wir die Rekursion

a: Vi +1) —mOm — 1)1, ja, j1, maljr, 2. j,m — 1)
= Via(ja + 1) — ma(ma + 1)1, j2, 1, ma + 11, ja, j,m).  (11.69)
Anschliessend erzeugen wir mit (11.67) die Werte auf der Kante § und ar-

beiten uns alsdann iterativ durch die Matrix. Schliesslich finden wir v durch
Normierung gemiiss (11.63).

Besonders einfach sind die Resultate fiir den Fall der Addition eines Spin
S und eines Drehimpulses E, wie zum Beispiel gebraucht bei der Bestim-
mung des Gesamtdrehimpulses eines gebundenen Elektrons. Wir finden die
Zerlegung

Ho=HeH = H 1 &H (11.70)

des Produkt Hilbertraumes und erhalten die C-G Koeffizienten
(I, s,my,mg|l, s,j,m) in der Form

. l+m+1

inHyoc (g mF 5 £+ 4m) = ”75?%‘
IFm+3

A A N N yﬁ%ﬁjlwnﬂ)
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Es ist wiederum S - L diagonal in |, s, j,m), denn

J? = (L+8)* = L>+8%+2L-§ (11.72)
und damit ist

> 3 . Ir.. 3 .

Fir j =1+ %, dh., § I L, findet man

- o l

L-S|l,s,l+1m) = §\l,s,l+%,m>, (11.74)

wihrenddem fiir j =1 — %, also § antiparallel zu I_:, gilt

- I+1
L-S|l,s,1—1L1m) = —%|l,s,l—%,m>. (11.75)

11.4.1 Drei Drehimpulse

Die Addition dreier Drehimpulse erfolgt iterativ geméss

N+ Dh+Js = (h+Dh)+Js = L+ (h+).  (11.76)
— —
Ji2 Jas

Die C-G Koeffizienten ergeben sich dann als Summe von Produkten von C-
G Koeffizienten. Der Basiswechsel von der ((12)3) Darstellung zur (1(23))
Darstellung involviert die Racah (W) Koeffizienten oder die Wigner-6; Sym-
bole, siehe Spezialliteratur, z.B., Edmonds, Angular Momentum in Quantum
Mechnanics (Princeton University Press).

11.5 Physikalische Beispiele

11.5.1 Magnetisches Moment

Ein Teilchen der Ladung g (¢ = —e fiir ein Elektron) und der Masse m,
welches sich auf einem Orbit mit Drehimpuls L bewegt, produziert ein ma-
gnetisches Moment M wie in Abbildung 11.7 skizziert,

-

- q
M = —L. 11.77
2me ( )
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Abb. 11.7: Orbitales magnetisches Mo-

L ment M = qf/ 2mec eines Teilchens der
Masse m und Ladung ¢ in einem Orbi-
tal mit Drehimpuls L.

Gleichermassen erzeugt der Spin eines Teilchens ein magnetisches Moment,
sogar fiir ein ungeladenes Teilchen (z.B. ein Neutron, siche unten). Fiir ein

Elektron findet man
- e =

M- = —g5—-5, (11.78)

2me

mit dem Landé Faktor ¢ = 2 4+ a/m + Terme hoherer Ordnung in der
Feinstrukturkonstanten o = e%/hc = 1/137.04. Beachte, dass M und S

antiparallel sind, da ¢ = —e < 0. Fiir ein Proton ist
M,=g,——8, g,~559, M,=167310"2kg=1836m, (11.79)
2Mpc

und fiir Neutronen ist

My~ —gn——S,  gn~3.83 M, =167510"2"kg = 1838m. (11.80)
2M,c

Gibt man das Teilchen in ein Magnetfeld ﬁ, so wird seine Energie spin-
abhéngig mit dem Hamiltonian

H = —M-H. (11.81)

Parameter und Grossenordnungen: Das Bohrsche Magneton definiert die
Energieskala im Problem; es ist

h
pp = —— = 5.788-10%¢V/Gauss (11.82)

2mece

und mit typischen Labor-Feldern im Bereich [H| ~ 1T = 10* Gauss erhalten
wir typische Energien im Bereich

AE =~ 107%eV = 0.1meV ~ 1K ~ 20GHz. (11.83)
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11.5.2 Préazession

Geben wir ein Teilchen mit Spin in ein Magnetfeld H beginnt sein Spin (im
allgemeinen) zu prizessieren. Die Dynamik ist gegeben durch den Hamilto-
nian (hier fiir ein e™)

H(t) = WTBQ ). (11.84)
Im Heisenbergbild ist die Dynamik den Operatoren zugeordnet und wir er-
halten die Evolutionsgleichung fiir den Spin (vgl. (7.31) (wir vereinfachen
die Notation und schreiben S(t) statt Sg(t))

ih0,Si(t) = [Sit)HE)] = guplSi(t), S;(OVH,(t)/h
= igHBgiijkHj(t)- (11.85)

Hier haben wir benutzt, dass Hy = H, was voraussetzt, dass [H(t), H(t')] =
0. Die entsprechende Bedingung [ - H(¢), S - H(¢')] = 0 impliziert dann die
Relation [H(t) AH(#)]- & = 0 und damit darf das Magnetfeld seine Richtung
nicht indern, H(t) = Hy f(t). Das Resultat (11.85) ist gleichbedeutend mit

aSt) = WTBg(t)/\fI(t) = M(t) A1), (11.86)
Moment

d.h., auf den Spin im Magnetfeld wirkt ein Moment und der Spin beginnt zu
prézessieren. Im folgenden Beispiel betrachten wir ein Elektron mit Ladung
q = —e im Magnetfeld H(t) = (0,0, Hy) = const. Es ist

—

H A
Abb. 11.8: Prizession des Spins S im
Q Magnetfeld .
S
9Sa(t) = —(gup/h)HoSy(?),

OpSy(t) = (gum/h)HoSx(1),
9,5.(t) = 0, (11.87)
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mit der Losung

Sz (t) coswot  sinwpt 0 Sz(0)
Sy(t) = —sinwpt  coswpt 0 Sy(0) |,
S.(t) 0 o 1/ \ 8.0
wg = —gupHy/h. (11.88)

Mit |wo|/27 = 2.8 MHz - Hy[Gauss] finden wir typische Frequenzen im Me-
gahertz bis Gigahertz Bereich. Im Schrédingerbild hat die Losung die Form

W) = e HMR(0)) = oS (0)), (11.89)

ein mit der Frequenz wg um die z-Achse drehender Spin.

11.5.3 uSR — Muon-Spin-Rotation

Die Muonen p sind Elementarteilchen, Leptonen, mit endlicher Lebenszeit;
sie zerfallen gerichtet unter Emission eines Elektrons,

uw — e +v+v, (11.90)

mit der Elektrongeschwindigkeit ¥, vorzugsweise dem Muonenspin S_’;L ent-
gegen gerichtet, vgl. Abb. 11.9.

Durch Implantation von Muonen im Festkorper (via Muonenbeschuss) kann
das lokale Magnetfeld gemessen werden, vgl. Abb. 11.9. Die zeitliche Mo-
dulation der Zahlrate im Detektor liefert die Prézessionsfrequenz wg wel-
che von der lokalen Magnetfeldstirke abhéngt. Die lokalen Unterschiede im
Magnetfeld ergeben die ‘Depolarisation’. Mit diesem Verfahren lassen sich
spontan generierte Magnetfelder (Zeitinvarianz brechende Grundzustéinde),
magnetische Ordnungsphédnomene oder die Eindringtiefe A in Supraleitern
(langsame Muonen) messen.

11.5.4 NMR — Nuclear Magnetic Resonance — Spin Reso-
nanz

Wir betrachten die in Abbildung 11.10(a) gezeigte Konfiguration. Das ange-
legte Magnetfeld besteht aus einem (dominanten) dc-Anteil Hp und einem
dazu senkrecht angelegten oszillierenden (ac) Anteil Hy,

—

H = Hy+H(t) = (H;coswt,0,Hy). (11.91)
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(a) lokales Feld (b) (©)
— A
— 0 [6
¢ d
(o ey
Mg, >

Detektor

Abb. 11.9: Muon Spin Rotation: (a) Ein Muon zerfillt geméss u — e~ +v+4v
und emittiert dabei das Elektron préferenziert in Richtung —5’;» entge-
gen seines Spins. (b) Muonen werden im Festkorper gefangen; deren Spin
prézessiert nach Massgabe des lokalen Magnetfeldes Hy. Das beim Zerfall
(T, = 2.2 ps) des Muons emittierte Elektron wird in Detektoren gemessen.
(c) Die Intensitét der gezihlten Elektronen I, oszilliert (mit Frequenz v)
nach Massgabe der Stérke des lokalen Magnetfeldes Hg. Der Zerfall der In-
tensitidt (Depolarisation) ist ein Mass fiir die Varianz im lokalen Magnetfeld.

Sei |¥(t)) der Spinzustand im Schrodingerbild. |¥()) ist gegeben durch die
Losung der Schrédinger-Gleichung

ihO,| W () = —“;ff (HOUZ + Hyo, cos wt) (1)), (11.92)
mit den Pauli-Matrizen o, und o,. Mit |U(t)) = expliwo,t/2] |[¥'(t)) erhal-
ten wir folgende Gleichung fiir die transformierte Wellenfunktion |¥’(¢)),

0| W (1)) = [‘”‘2”0 0. — w coswt(e—iw%t/%xewt/?)] 1W/(¢)), (11.93)

mit wy = pegHo /A und w1 = pegHy /2h. Es ist

U:B(Uz)n = (_Uz)naxa
Uxf(az) = f(_az)aza (11'94)
und damit
e—iwazt/2 P eiwazt/Q - 0 eiwazt
X - X
= 0y (coswt +io, sinwt). (11.95)

Die Gleichung fiir |[¥’) hat dann die Form (wir benutzen die Beziehungen
cos 2wt = 2 cos® wt — 1, sin 2wt = 2sin wt cos wt)

d —2w0 o, — % Oy — % (04 cos 2wt + oy sin 2wt) | |T'(1))

-~
rasch oszillierend — ~ 0

0|V (1)) =
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Z\ , . (@) L (b)
H o1

X

ﬁ)
o« U

0 wQ 2uQ t

Abb. 11.10: NMR, Nuclear Magnetic Resonanz: Das Moment peg (zum Bei-
spiel eines Wasserstoff Kerns) prézessiert (um z) im lokalen Magnetfeld Hy
mit Frequenz wy = pegHo/h. Ein transversales ac Feld H' = Hy (cos wt) wird
bei der Frequenz w = wq resonant absorbiert und das magnetische Moment
dreht sich (um z) mit Frequenz wy = pegHi /. Das Auffinden des Resonanz-
punktes maximaler Absorption erlaubt die Messung des lokalen Feldes Hg
und, via Umwegen, die Bestimmung der chemischen Umgebung. Das Sche-
ma findet auch Anwendung im Quanten Computing wo der Zustand der
Qubits (= Quanten-Zwei-Niveau-System = effektives Spin-1/2-System) via
Drehung manipuliert wird.

und wir erhalten die Losung

W'(t)) = e RW(0))
(1)) = @o=t/2¢71021y(0)), (11.96)

mit 02 = (w — wp)? + w?, und & = [(w — wp) /o, — (w1/Q)0,. Starten wir
mit dem Zustand |[¥(0)) = | 1) so erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit
Pi(t) = [ (L |¥(t))|? nach der Zeit ¢ den umgekehrten Spin zu messen das
Resultat

2
P(t) = %(1—@59@, (11.97)

wie in Abbildung 11.10(b) dargestellt. Fiir w — wp ist @ ~ w; und
P|(m/w1) ~ 1, das heisst, dass in der Néhe der Resonanzfrequenz wg die
Umdreh- (oder Flip-) Wahrscheinlichkeit nach der Zeit t = 7/w; gerade ~ 1
wird. Der Spin entzieht dem rf-Feld (Radio-Frequenz) H, Energie und dreht
sich um. Die Messung der erhthten Absorption bei w = wy ldsst dann auf
die Resonanzfrequenz wy schliessen und damit (bei bekanntem peg) auf den
Wert des lokalen Feldes ﬁo. Alternativ lasst sich bel bekanntem Feld ﬁo
das effektive lokale Moment peg finden. Dieses Schema kann auch benutzt
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werden um Spins zu manipulieren — indem rf-Felder fiir genau festgelegte
Zeitintervalle ein- und ausgeschaltet werden, lassen sich Spinzusténde kon-
trolliert verdndern. Im Rahmen der Verarbeitung von Quanteninformation
(gespeichert in quantum bits = qubits |gb) = [|0) + aexp(ip)|1)]/V1 + a?)
werden solche Manipulationstechniken von Zwei-Niveau-Systemen (= ver-
allgemeinerte Spinsysteme) genutzt.

11.6 Zeeman Effekt & Spin-Bahn-Kopplung

Betrachten wir ein Teilchen im R?® mit Spin 1/2 so beschreiben wir seinen
Zustand durch eine Produktwellenfunktion

‘\I’> = |\IjBahn> ® ’XSpin>a
€ € (11.98)
H = L(R%) @ Hi,

bestehend aus Bahn- und Spin- Anteilen. Als Beispiel betrachten wir wieder
das Wasserstoffatom. Schalten wir ein Magnetfeld H, €, ein, so kommt zum
Hamiltonian Hy = p?/2m — e?/r ein magnetischer Term (e > 0)
eH,
2mece
(

Hy (L. + gS-) (11.99)

dazu. Der zweite Term ist uns von (11.78) her bekannt; der erste folgt aus

2
— - - e, ., » — e -
P = (Fred/e? = 4o A+ Ap) + AT (11100)

————
Diamagnetismus
und mit A = —7 A H/2 erhalten wir daraus
=2 =2
p p R
— —+ —H- L. 11.101
2m - 2m + 2mec ( )

Der zweite Teil entspricht gerade der Energie des magnetischen Momentes
(—e/2mc)L im Feld H, vgl. (11.77).

H, ist nicht der einzige Term, welcher die Drehimpuls- und Spinoperato-
ren enthélt. Relativistische Effekte fithren zusétzliche Korrekturen ein, zum
Beispiel die Spin-Bahn-Kopplung: Das sich im E-Feld des Kernes bewegen-
de Elektron spiihrt ein Magnetfeld B=—-GAE /¢ woran das Spin-Moment
koppelt. Die resultierende Energie ist

_%g. (mg). (11.102)
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Die Thomas Prézession fiithrt eine weitere Korrektur von derselben Form
ein: diese ist ein relativistisch kinematischer Effekt und beriicksichtigt, dass
das Ruhesystem des e~ sich relativ zum Laborsystem dreht, siehe Jackson
(Elektrodynamik), Seite 541 ff. Die Korrektur ergibt sich gerade zum —1/2-
fachen von (11.102) und wir erhalten folgenden Ausdruck fiir die Spin-Bahn
Kopplung (vgl. auch Kapital 20, nichtrelativistischer Limes der Diracglei-
chung),

—e 4 =
Hgo = 2m625‘(v/\ )
| e = VV = #,V(r)
1 - 1
= QmCQS (rAv)rﬁTV
1 1dV - =
= ——9L.5. 11.103
2m2c2 r dr ( )

Damit erhalten wir den Hamiltonian

H = HO + HZeeman + HSO + HR
2 2 H 2 dVv

P e eH, 1 1 -

= — - — L S _— LS 11.104

2m  r +2mc( =19 Z)+2m202r dr ( )

und weiteren Korrekturen Hg (sieche QM II)

1(p?)° K’ . .
Hrp = —= AV + Lamb-Shift + Hyperfein-WW.
8 m3c? 8m?2c?
——

von \/}72 2 + m2c4 Darwin-Term

(11.105)

Der erste Term ist eine relativistische Korrektur héherer Ordnung in der
kinetischen Energie. Der Lamb-Shift resultiert aus der Kopplung der Ladung
an das elektromagnetische Feld, wodurch angeregte Zustéinde via Emission
von Photonen zerfallen kénnen und auch einen Energieshift (Lamb-Shift)
erfahren, siehe Kapitel 18. Der Darwin Term ist wiederum eine relativistische
Korrektur woraus sich die ‘Zitterbewegung’ ergibt, sieche Kapitel 20. Die
Hyperfein-Wechselwirkung entsteht durch die Kopplung des Elektrons an
das durch das Kernmoment erzeugte Magnetfeld. Wir konzentrieren uns hier
auf Hzeeman und Hspin-orbit- Behandeln wir diese Terme in Stoérungstheorie
ergibt sich das Problem, dass Hy diagonal in |l, s, m;, ms) ist aber Hgp in der
Basis |1, s, j,m) des Gesamtdrehimpulses. Fiir grosse Felder ist Hz dominant
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und wir erhalten die Korrektur

AE; = (n,l,s,m;,mg|Hy|n,l,s,m;,ms)
—  pupH, (my +2m,), (11.106)

zum Beispiel spalten sich die Niveaus eines p-Zustand gemiss Abbildung
11.11 auf.

m, m;
m,

12

[ S 0 12

0 o0 1o

0 1 -1 ’ -1 1/2

=1 0 -1

1 -2

H() + HZeemann

Abb. 11.11: Zeeman Aufspaltung des 6 = 2 x 3-fach (SpinxBahn) p-
Zustandes im Wasserstoffatom. Das orbitale Moment produziert ein Triplett
mit zweifach entarteten Zusténden (Spin). Der Landé Faktor g ~ 2 des Elek-
tronspins kompensiert gerade die Halbzahligkeit des Spindrehmomentes, so
dass Orbit und Spin die gleiche Energieaufspaltung ergeben und es resultiert
eine Quintuplet mit zweifach entartetem zentralen Zustand.

Fiir kleine Felder < 10° G ist Hz < Hgo und wir konzentrieren uns in der
Storungsrechnung auf den Term Hgp. Die angepassten Zusténde sind jetzt
diejenigen des Gesamtdrehimpulses,

In, 1, 1,5 =141 m), (11.107)

und wir erhalten die Korrekturen

AE/‘SO = <n7l7%aj =1+ %7m|HSO‘n?l7%?j =1+ %’m>
| 1oV e2
ror 3

ez h? l 1
= —— — . 11.1
2m2c? 2 (—(l—i—l)) <r3 >nl ( 08)
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Mit
1 11 1
— = =" 11.109
<r3>nl a%n3l(l+%) (1+1) ( )
und
e?h? et nt 2 9 9
md T Eaam - C O
4 2
e*m e
— = — = Fp = 13. 11.11
57,2 San R 3.6eV, ( 0)

ergibt sich die Aufspaltung
o’E 1 l o?|E, 1/(1+1
2n3 1(14+3)(1+1) \-(+1) 2n (1 + 3) -1/1
(11.111)

Der Vergleich der Gréossenordnungen ergibt

AFEso  o?Erp 1 13.6 1
AEz;  pgH, 13725.8-10-9H, [G]

=1.25- 105/H2[G], (11.112)

das heisst, dass AFso > AFEy fir H, > 10° Gauss. Im Kapitel 13 werden wir
die zusétzliche die Zeeman-Aufspaltung in kleinen Feldern diskutieren wo die
Spin-Bahn Kopplung dominant ist, d.h., Effekte von Spin-Bahn Kopplung
und Zeemanaufspaltung im Magnetfeld.

Die Gleichung die das Elektron (e > 0) mit Spin in den Feldern A und ¢
beschreibt heisst Pauli-Gleichung,

mat(&gji;) _ [1 <?€+iﬁ(m)>21 (11.113)
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Kapitel 12

Identische Teilchen

Ein weiteres, klassisch unverstidndlich aber mathematisch konsistentes, Ele-
ment tritt in der Quantenmechanik auf wenn wir mehrere identische Teil-
chen beschreiben wollen. Dass dies ein Problem darstellt, welches neuartige
Strukturen verlangt, konnen wir leicht einsehen: Betrachte n identische Teil-
chen. Klassisch kénnen wir jedem Teilchen eine Markierung aufprigen und
dann jedes Teilchen identifizieren. Tatséchlich sind sogar die Markierungen
iiberfliissig da wir den Trajektorien der Teilchen folgen und diese daher iden-
tifizieren kénnen — klassisch ist die Physik unterscheidbarer und identischer
Teilchen dieselbe.

In der QM konnen wir weder Markierungen anbringen noch den Trajekto-
rien folgen, eine Folge des Heisenbergschen Unschérfeprinzips. Wir kénnen
identische Teilchen nicht auseinander halten und der QM-Formalismus muss
diesen Sachverhalt beriicksichtigen, denn wir wollen mit dem Formalismus
die echte physikalische Welt und nicht eine ‘Modellwelt’ beschreiben. Ei-
ne konsistente Beriicksichtigung der Ununterscheidbarkeit von Teilchen er-
zeugt erstaunliche physikalische Effekte die wir im folgenden beschreiben.
Wir geben zuerst eine einfache Ubersicht und gehen dann etwas tiefer auf
die Gruppentheorie der symmetrischen Gruppen und deren Konsequenzen
fiir die Physik ein; insbesondere behandeln wir das Problem von n Spin-1/2
Fermionen (Theorem von Spin und Rasse).

Die mathematische Grundlage / das mathematische Werkzeug fiir diese Dis-
kussion ist die Symmetrische Gruppe .S, von n Objekten, die Permutations-
gruppe. Grundsétzlich miissen wir zur Losung des Problems das Verhalten
der Operatoren und der Wellenfunktion unter S,, wissen.

295



296 KAPITEL 12. IDENTISCHE TEILCHEN

12.1 Beschreibung von n Teilchen

Wir starten mit dem Problem der Beschreibung von n Teilchen. Es bieten
sich folgende Ansitze fiir die Wellenfunktionen und Operatoren an,

— die Wellenfunktionen hingen von den n Teilchen-Koordinaten ab, zum
Beispiel von Orts- und Spin Koordinaten 771, $1; . . . ; 7, Sn, oder in kom-
pakter Notation x1,...,x, mit x; = 7}, ;,

‘11(331,...,.%‘”) = <x177$n|‘lj>7 (121)
entsprechend definieren wir einen Hilbertraum H {iber die komplex-

wertigen Funktionen ¥(xy,...,z,) von n Argumenten z, mit dem
Skalarprodukt

(U, D) = /dml s drp U (2, 1) P(21, L X)) (12.2)

Fine triviale Basis in ‘H ist die Produktbasis erzeugt aus einer Einteil-
chenbasis {¢k(z)},

\Ilkl,...,kn('rla"wxn) = Solﬁ(xl) o Sokn('rn)v (123)
aber auch andere Basen sind moglich.

— Die Operatoren wirken auf die n-Teilchen Wellenfunktionen. Am ein-
fachsten ist die Verallgemeinerung der Einteilchenoperatoren,

A = ) A, (12.4)

wobei A; auf das i*® Teilchen wirkt. In der Produktbasis sieht das wie
folgt aus,
(X1,...,2p|AV) = AV(zq,...,24) (12.5)
= [A1pk, (21)]pky (22) - - - Pk, (T1)
+k, (21)[A20k, (22)] - - - P, (T0) + -+ 5
der Operator A = A1®015®-- - @1,+11®A2®- - -®@1,+- - - wirkt auf den
Vektor |ki, ko, ..., ky) = |g0]€1>®|g0k2>®- --im Raum H = H1QHa®- - -.

Operatoren konnen natiirlich auch auf zwei (oder mehrere) Teilchen
gleichzeitig wirken und erzeugen damit Wechselwirkungen zwischen
den Teilchen, zum Beispiel Paarwechselwirkungen,

1
Vv = 521@, Vij wirkt auf Teilchenpaare i,7.  (12.6)
i#£]
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Als Beispiel betrachten wir n Teilchen im R3 ohne Spin.

k1, kn) = log) ® leg,) © - e )
— in Ortsdarstellung,

(Flog) = g (),
<F1,...,Fn’]%'1,...,gn> = QOEI< 1)"'90En(7"n)-

Die ebene Wellen Basis,

(7, ... 7Fn|E1, . ,En> = Helgzﬁ/\/v

— spannt den Produkt-Hilbertraum
H' = Lo(R¥) @ @ La(R?) = Ly(R%)™"
auf.

— Beispiele von Operatoren sind

- der totale Impuls
L =
P = th bi = Tv’b
- die Energie
P2
Hy = Z ﬁ, fiir freie Teilchen,

1
H = Hy+ > V(i —7)  fiir WW Teilchen,
i#]
- die Dichte

p(F) = Zé(ﬁ—F),

297

Die Produktbasis wird aus der Ein-Teilchen-Basis {[p; )} konstruiert,

(12.7)

(12.8)

(12.9)

(12.10)

(12.11)

(12.12)

(12.13)
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- die Stromdichte

i(F) = Z[f&é(ﬂ—rfwé(ﬁ—?)g;] (12.14)

2

- Damit bilden wir Erwartungswerte

(P) = Z/d?’rl---d37“n‘1’*(771,--~,77n).Vi‘I’(Flw-»Fn)’

(Ho) = ZF;Z:; (12.16)
1
(H) = (Ho)+ dPry - dPry,

12.2 Beschreibung n identischer Teilchen

Da die Teilchen identisch sind existiert kein Operator, welcher eine Identifi-
kation der Teilchen zulésst. Das bedeutet, dass alle zugelassenen Operatoren
symmetrisch sind, das heisst, sie behandeln alle Teilchen gleich. In einer Ko-
ordinatendarstellung sind die zugelassenen Operatoren symmetrisch in den
Koordinaten,

A(z1,...,2n) = Al®ny,.. Tx,), (12.18)

mit 7 (i) eine Permutation,

(1 2.3 - ") (12.19)

T W9 W3 -+ Tp
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Als n#chstes betrachten wir die Erwartungswerte von A,
(A) = /d:nl coedxy, Yz, an) AT, o) U (T, )
= /dxl codxy, U2y, ) ATy e X, )P (X1, )

= /dxl oodxy, \I/*(l'ﬂ_;l, - ,xﬂ_’;l)A(wl, cey Tp)
qj(l’ﬂ_;l,...,l’ﬂ_;l); (12.20)
dabei ist 7! die zu 7 inverse Permutation. Offensichtlich kénnen wir die
Argumente in ¥ beliebig vertauschen, da A symmetrisch ist bleibt (A) invari-

ant. Die Invarianz von (A) gibt uns damit keine Bedingung an das Verhalten
der Wellenfunktionen ¥ unter Vertauschung der Argumente.

Wir koénnen die obige Diskussion etwas formalisieren: Analog zu den
Translations- und Rotationsdarstellungen im Hilbertraum,

Translationen Uz U(F) = e_ia'ﬁ/h\I/(F) = U(F-a),
Rotationen Us () = e @Mhy(e) = wR_g7),  (12.21)
fithren wir die Darstellung der Permutationsgruppe S, ein',

U U(21,...,2y) = \If(xwl_l,...,wm:l). (12.22)

Mit der Definition von U, kénnen wir symmetrische Operatoren wie folgt
definieren: Ein Operator A ist symmetrisch, wenn fiir alle 7w € .S, gilt, dass

U AUY = A &  [AU;] = 0. (12.23)

Die zentrale Frage, die wir als néichstes angehen, ist die nach dem Wert
der permutierten Wellenfunktion U, V. Offensichtlich definiert U, eine Dar-
stellung von S,, in H. Weiter gilt fiir alle (zugelassenen, d.h., symmetri-
schen) Operatoren A, insbesondere auch fiir den Hamiltonoperator H, dass
[A, U] = 0 ist. Das bedeutet, dass wir A und U, gleichzeitig diagonalisieren
konnen.

Sei AV, = a¥,, dann ist auch AUV, = aU, ¥, und {U,¥,|7 € S,,} spannt
einen Eigenraum Eig, zu A auf.” Im Eigenraum Eig, mit dim Eig, = D,

IBeachte: S, ist keine kontinuierliche Gruppe und es existiert keine infinitesimale Er-
zeugende.

?Im Fall A = H betrachten wir ¥ mit HUg = EUg und stellen fest, dass U,Vg
ebenfalls in Eigy liegt.
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lasst sich eine D,-dimensionale Darstellung von S, erzeugen. Im Prinzip
konnen wir jetzt die ganze Maschinerie der Gruppentheorie auf dieses Pro-
blem loslassen und diese Darstellungen ausreduzieren. Dazu benétigen wir
Kenntnisse iiber die Gruppe S, und ihre irreduziblen Darstellungen, wie
viele es gibt, welche Dimensionen sie haben, usw. Die Wirkung von U, auf
U ldsst sich dann in jedem dieser Rdume berechnen. Gliicklicherweise kom-
men in der Natur nur sehr wenige Darstellungen von S,, zum Zuge. Um sie
zu finden und die durch die Natur vorgegebenen Restriktionen zu verstehen
miissen wir kurz auf die Darstellungstheorie von .S,, eingehen.

12.3 Symmetrische Gruppe S,

Die Elemente der Gruppe 5, sind die Permutationen von n Objekten,
( 1 2 ... n )
T =
7T1 7T2 DY 7rn
= (2 i3 ) (12.24)
) T4 71'3 “ e
Die Inverse der Permutation 7 ist

-1 _ T T2 o Tp
1 = <1 . n) (12.25)

Die Gruppe S,, hat n! Elemente, die Ordnung g von S,, ist n!.
Die Permutation 7, .., heisst k-Zyklus,
ar ay az coap B Baog
= 7 (12.26
Moo <a2 az a4 - oo P 5nk> A )

Tan,....a;, Wird auch kurz mit (ojaq . .. o) beschrieben. Der einfachste Zyklus
ist der Zweierzyklus oder die Vertauschung mq, o, = (®102), z.B.,

T35 = (35) = (g ?, gi gz_z) (12.27)

Jede Permutation lésst sich aus Vertauschungen aufbauen. Eine Permutation
heisst gerade (ungerade), wenn sie aus einer geraden (ungeraden) Anzahl von
Vertauschungen aufgebaut werden kann. Wir nennen

(-=1)™ das Signum von T,
m gerade = (—-1)" =1,
7 ungerade = (—1)" = —L. (12.28)
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Die Zerlegung von 7 in unabhiingige Zyklen® definiert eine Aquivalenzklas-
se’; 7 und 7’ sind dquivalent wenn sie die gleiche Zyklenstruktur haben. Als
Beispiel betrachten wir eine Permutation mit der Zyklenstruktur 3 + 2,

1 2 3 45 1 5 4|2 3
7r_<5 3 21 4>_<5 4 1‘3 2>—(154)(23). (12.29)

Tatséchlich lisst die Transformation vrr~—! mit v € S, die Zyklenstruktur
invariant; wir illustrieren dies am obigen Beispiel mit einem spezifischen v,

_ (1 3 2

= \2 1 4

(2 4 1
v _<1 o 5] (1230)

Dann lisst sich vmv~! einfach konstruieren,

[N V)
W = = W
=W Wk
Ct Ot Ot Ot
SN—— —
Il Il
7/ N 7N
= N Ot Ot
Ot Ut W >
B~ W N

29 5 3 4 1 .
«— U
o v a2 3| T
VIV T s 401 3 2 T
«— UV
5 3 92 1 4
29 5 3 4 1
— (5 s 5 1 4> = (253)(41), (12.31)

und die Zyklenstruktur bleibt erhalten. Dieser Sachverhalt lésst sich allge-
mein beweisen und damit definiert die Zyklenstruktur ein Aquivalenzkrite-
rium.

Um die Anzahl der Aquivalenzklassen von S, zu finden brauchen wir dem-

nach alle Zerlegungen von n. Wir nennen [A1, Ag, ..., A\x] = A eine Zerlegung
von n, wenn A; > 1 ganze Zahlen gemiss \; < Ao < --- < A sortiert sind
und

MF+X+...+ A = n. (12.32)

Die Zerlegungen von n ergeben die Aquivalenzklassen von S,,. Fiir das Bei-
spiel mit n = 5 findet man durch einfaches Abzéhlen 7 Aquivalenzklassen,

Ss: b = 5

3das heisst, jede Zahl kommt nur einmal vor.

4zwei Permutationen 7 und 7’ sind dquivalent, wenn es ein v € S, gibt, so dass

-1 /
vnmvr =T .



302 KAPITEL 12. IDENTISCHE TEILCHEN

= 4+1

= 3+2

= 3+1+1

= 24241

= 2414141

= 141414141 — 7 Klassen. (12.33)

Die Anzahl irreduzibler Darstellungen von S,, ist gleich der Anzahl K der
Klassen. Sei d; die Dimension der i-ten irreduziblen Darstellung. Dann ist
(diese Beziehung gilt allgemein; fiir S,, is g = n!)

K
g = > d. (12.34)
=1

An konkreten Beispielen findet man durch ausprobieren

Sy  K=2 2! = 1+1,

S; : K=3, 3 = 1+1+22

Sy : K=5 4 = 24 = 14+1+22+3%2+32% (12.35)
Ss : K=17 5 = 120 = 1+1+4+42+42+5%+524+6%

Die beiden 1-dimensionalen Darstellungen kommen immer vor. Dies sind die
anti-symmetrische (A) und die symmetrische (S) Darstellung. Sie werden
erzeugt durch die (anti-)symmetrisierungs-Operatoren

1 ™
a = EZ(_D T,

" rES,

1
s o= > o (12.36)

’ TI'ESn

respektive ihren Darstellungen im Hilbertraum. Es ist

TS = ST = S und ma = am = (—1)"a. (12.37)

12.4 Fermionen und Bosonen

Es ist eine experimentelle Tatsache, dass in der Natur von allen Darstel-
lungen von S, in H nur zwei realisiert werden, die beiden eindimensionalen
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Darstellungen S und A. Sei H der Hilbertraum der n-Teilchen Funktionen;
dann sind von H nur die Sektoren

Ha = {Vnla¥|¥ e H},
Hs = {Vnls¥|U e H}, (12.38)

relevant. Fiir die Funktionen in ‘H 4 gilt
(X1, ., 2p|UzY) = (Try,.. 20, |¥) = (=) (z1,...,2,|P), (12.39)
fiir diejenigen in Hg gilt
(@1, ., 2p|UY) = (Try,.. 20, V) = (z1,...,2,|¥). (12.40)
In der Natur ist also nur ein kleiner Teil von H realisiert, ndmlich der sym-
metrische und antisymmetrische Teil. Wir nennen Teilchen deren Wellen-

funktionen in Ha (Hg) liegen und damit antisymmetrisch (symmetrisch)
unter Vertauschung der Argumente sind Fermionen (Bosonen).

Ha Hs
antisymmetrisch <  symmetrisch
Fermionen Bosonen

Damit ergibt sich folgendes Problem: Gegeben ein Ensemble von Teilchen,
sollen wir ¥ in H4 oder Hg wahlen? Sind die Teilchen Fermionen oder
Bosonen. Die Antwort gibt das Theorem von Spin und Statistik.

12.5 Spin & Statistik

Der folgende Zusammenhang zwischen dem Teilchenspin und den Symme-
trieeigenschaften der Wellenfunktionen unter S,, wird durch die relativisti-
schee Quantenfeldtheorie gegeben:

Halb-zahliger Spin Gangz-zahliger Spin

Fermionen - Bosonen (12.41)

Beispiele von Teilchen mit den entsprechenden Eigenschaften sind:
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Fermionen Bosonen
— Leptonen e, u, 7 — Higgs (Spin 0)
— Leptonen-Neutrinos — Mesonen m, K mit Spin 0,
Ve, Vy, Vr oder p,w mit Spin 1, mit je
zwei 2 Quarks.
— Barionen p,n,A, 3, Z, - mit
je 3 Quarks — Eichbosonen (Yang-Mills) der
~ 3He — elektro-schwachen WW:
v, W*, Z% mit Spin 1.
Alle hier aufgefithrten Fermionen — starken WW: Gluonen
haben Spin = 1. (Spin 1).

— 4He (Spin 0).

12.6 Anwendungen

12.6.1 Wellenfunktionen zweier (Spin-1/2) Fermionen

Wir betrachten zwei Spin-1/2 Fermionen, z.B., zwei Elektronen. Sei
U(7, $1; T2, S2) € H, zum Beispiel ein Element der Produktbasis,

U= (1, s1)pu(r2, s2). (12.42)

Physikalische Zustédnde sind

1
V2al = —Z(—l)”Uﬂ‘I’(ﬁ,Sl;@,&)
\/ﬂﬂ'GSQ

1 . . . .
= ﬁ[‘y(ﬁ, 51379, 82) — W(7h, 525771, 51)]
1 . . . .
= ﬁ[%(ﬁ,ﬂ)%(rzvﬁ) — (72, 82)0u(T1,51)].  (12.43)

Falls 4 = v ist, dann ist a¥ = 0, also kénnen keine zwei Fermionen in
demselben Zustand sein: Das ist das berithmte Paulische Ausschlussprinzip.
Das Paulische Ausschlussprinzip fiir Fermionen gilt auch allgemein fir n
Fermionen.
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12.6.2 Spin & Bahn-Wellenfunktionen

Als néchstes separieren wir die Spin- und Bahnanteile von ¥ indem wir
schreiben

U(r,81;7,82) = (71, 72)x(51, 52). (12.44)
Die Gesamt-Wellenfunktion V¥ ist antisymmetrisch wenn

© syn.nmetrlsch oder ©® antlsymn.letr. (12.45)
X antisymmetr. X symmetrisch

ist. Der Spinanteil x(s1,s2) ldsst sich geméiss S = S, + 95 ausreduzieren,
Hijo ® Hijo = Ho @ Hi. Im Spin-Hilbertraum Hy ist der Singlettzustand
X0,0(51, $2) anti-symmetrisch in sq, 2,

X0,0(s1,82) = (s1,52/0,0)
- jiusl 1y (sl 1) — {s1] 1) szl 1]

- %[XT(Sl)Xi(@) = x1(s1)x1(s2)]- (12.46)

Der Spin-Hilbertraum H; wird von den drei Zustdnden x1,1, x1,0 und x1,—1
aufgespannt. Dieses sind die symmetrischen Triplettzustéinde,

x1,1(s1,82) = (s1,82[1, 1) = x1(s1)x (s2),
X170(81,$2) = <81,82‘1,0>
= ébﬁ(sl)xi(sz) +x1(s1)x71(s2)],
X1,-1(s1,52) = (s1,52[1, 1) = X (51)x(s2)- (12.47)

Die obigen symmetrischen und anti-symmetrischen Spin-Funktionen y kom-
binieren wir mit gleichermassen symmetrisierten Bahnfunktionen ¢. Wir
definieren demnach die symmetrisierten Kombinationen

¢ symmetrisch: s = [p1(F1)p2(72) + p2(71)p1 ()] /V2,
¢ antisymmetrisch: @, = [p1(71)p2(T2) — p2(71)e1( 2)}/\@

Damit kénnen wir S?, S, und S, gleichzeitig diagonalisieren und erhalten
Wellenfunktionen ¥ mit definiertem Spin und definierter Symmetrie. Dabei

"BEs ist x1(s =1) =1 und x4(s =]) = 0.
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legt der Spin die Symmetrie von x und von ¢ fest:
S =1 = x = symmetrisch, ¢ = antisymmetrisch;
S =0 = x = antisymmetrisch, ¢ = symmetrisch. (12.48)

Ein &hnliches Prinzip (Theorem von Spin und Rasse) gilt fiir n Spin-1/2
Fermionen.

Offensichtlich interferieren Fermionen miteinander iiber das Pauliprinzip
und es stellt sich die Frage ob wir alle Elektronen der Welt antisymme-
trisieren miissen. Gliicklicherweise ist dies nicht der Fall. Betrachte zwei
Elektronen in Ziirich und in Wien, beschrieben durch Einteilchenzusténde
0, (71, 51) und (71, s1). Es ist

v o= ji[soxml)ww(m)—¢w<x1>@z<x2>y (12.49)

Sei A ein verniinftiger Operator, dann ist sein Erwartungswert gegeben
durch

W) = 5 [ dordas [t el e A (@)pulen)
(1) 9% (22) A (1) Pz (22)
—@1(@1) @y (72) A pw(@1)p:(22) }

)
i (@1)et(w2) Aa(21)pulws)]
= (A):+ (Aw; (12.50)

~
~

Es sind die Interferenzterme welche die Symmetrisierungseigenschaften tra-
gen.% Fiir nicht iiberlappende Wellenfunktionen verschwinden diese Terme
und wir konnen auf die (anti-)Symmetrisierung verzichten.

12.6.3 Wellenfunktion zweier (Spin-0) Bosonen

Sei p,(x) eine Basis von 1-Teilchen-Wellenfunktionen. Die erlaubten ¥ sind

Lo 1 . L L L
U(m,m2) = ﬁ[w(ﬁ)%(ra) + @u (1) u(r2)]- (12.51)
Es ist © = v erlaubt,
W (r, ) = @u(T1)pu(T2) =V2[pu(P)? > 0, (12.52)
p=v T1=r2=T1"

und beide Bosonen diirfen am selben Platz sitzen.

5Beachte, dass fiir Bosonen die beiden letzten Terme in (12.50) addiert werden.
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Beachte: Fermionen meiden sich, Bosonen mogen sich

U(z1,20) = \2(@1(:61)@2(@)q:m(xl)(pl(@))
l Tl = I2
0, Fermionen,
- { V201(21)p2(22), Bosonen. (12.53)
O

12.6.4 Kombinierte Teilchen

Betrachte zwei H-Atome wie in Abbildung 12.1 skizziert. Die Wellenfunk-
tion W(x1, X1, ze, X2) muss antisymmetrisch in den Elektronenkoordinaten

Abb. 12.1: Zur Symmetrie der

Wellenfunktion zweier Wasser-

X X, stoffatome: X7, X bezeichnen
die Koordinaten der Protonen,
x1, o die Koordinaten der Elek-
tronen.

x1, x2 und auch antisymmetrisch in den Koordinaten X;, X5 der Protonen
sein. Vertauschungen von z1, X1; x1, Xo; x2, X1; =2, X9 unterliegen keinen
Vorschriften; solche Vertauschungen sind physikalisch auch nicht sinnvoll.
Die Vertauschung der Atome ergibt (erst die Elektronen, dann die Protonen
vertauschen)

\If(xg,XQ,fCl,Xl) = _‘Ij(xle27$27X1)
(—1)2\IJ($1,X1,33‘2,X2). (1254)
Daraus erhalten wir, dass sich die H-Atome, die aus je 2 Fermionen bestehen,

wie Bosonen verhalten. Beachte die Kompatibilitdt mit dem Theorem von
Spin & Statistik aus Kap. 12.5,

H-Atom = Hl/g ® Hl/g = H() &® Hl; (1255)

damit besitzen die H-Atome einen ganzzahligen Spin und sind also Bosonen.
Ahnlich behandelt man andere zusammengesetzte Teilchen, zum Beispiel
SHe = 2p+1n+2 = Fermion — Paarungsiibergang,
‘He = 2p+2n+2 = Bosonen — A Ubergang;
(12.56)
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beide He Fliissigkeiten werden bei tiefen Temperaturen suprafliissig.
Wihrend *He ‘Bose-kondensiert’ (bei tiefen Temperaturen T < 2.17 K be-
setzen alle *He Atome den gleichen Einteilchenzustand), miissen sich die
fermionischen 3He Atome erst Paaren (— Bosonen) um dann via einem so
genannten BCS (Bardeen Cooper Schrieffer) Ubergang bei tiefsten Tempe-
raturen 7"~ 10 mK in den suprafliissigen Zustand iiberzugehen.

12.6.5 Symmetrie unter Zeitevolution
Die Zeitevolution erhélt die Symmetrie, denn sei

U U = (2)7p,  Bosonen (), (12.57)

Ferminonen (—),

dann ist
UV (t+dt) = UzV(t)+ Ur[0¥(t)]dt
= (£)"V — iU (H/h)Vdt
= (£)"V —i(H/h)U,Vdt (12.58)
(B)T[¥ + (O W)dt] = (£)"V(t+dt). (12.59)

12.6.6 Vielteilchenzustinde nicht-WW identischer Teilchen

Fiir nichtwechselwirkende Teilchen kénnen wir den Hamiltonoperator schrei-
ben als
N
H = ) Ho(x) Ti =T, Si,
i=1

Hy(z) = ;ilJrV(F), (12.60)

mit dem Einteilchenoperator Hy (wir vernachléssigen Spinabhéngigkeiten in
Hj). Mit den Einteilchenlésungen

Hope = epe,  {p:} ein vONS, (12.61)

konnen wir N-Teilchen Produkteigenzustéinde

\I/(Flv R 77?71) = Pe (7?1)‘:062 (FQ) © Pen (Fn> (12'62)
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zu H definieren. Die Gesamtenergie ist dabei E' =) . ¢;. (12.62) beschreibt
ein N-Teilchen Ensemble mit Teilchen in den Zusténden ¢, , ey, ... ¢e,,
zum Beispiel fiir N = 4 und V ein Potentialtopf

Vigse = Per (771)9063 (772)9065 (773)9066 (774)7 (12'63)

wie in Abbildung 12.2 dargestellt.

Abb. 12.2: Besetzung eines fer-
mionischen Systems im Zustand
Ui356. Das Pauliprinzip (die
Symmetrie der Wellenfunktion)
ldsst hochstens ein Teilchen pro
Zustand zu.

Wir mochten jetzt Fermionen mit Spin = 1/2 beschreiben
1. Wir miissen die Spinwellenfunktion beriicksichtigen
pe(I') = $eo(8) = peo() = ¢e(F)Xo(s),

Xo € X1, X1}
x1(s=h/2) =1, x1(s=—h/2)=0. (12.64)

2. Wir miissen ¥ antisymmetrisieren,

1
v — v, = mﬂEZSN(_]‘)WSDZ‘:lUl (377r1)"'905N0N(x7TN)
Pero1 (xl) e Pero1 (xN)

. 908202(x1) T 308202(%]\7)

L (12.65)
VN1 '

908N0N(x1) 908NUN(xN)
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(12.65) heisst Slaterdeterminante. Falls es ein Paar i # j gibt, mit ¢;,0; =
€j,0j ist ¥q = 0. Damit verlangt das Paulische Ausschluss Prinzip’, dass
keine zwei Fermionen denselben Zustand in Spin und Bahn besetzen.

Der Grundzustand fiir NV(+1) Fermionen (N gerade) ergibt sich durch Be-
setzung jedes (Bahn-)Zustandes ¢.(7) mit zwei Elektronen. Im Einklang
mit dem Pauliprinzip besetzt je ein Elektron den Zustand Spin = T und das
andere den Zustand Spin = |. Im Energieschema sieht das wie folgt aus

e1T,e1l;eal, e2l, .. ena Liena T (Enja41 T oder |).  (12.66)

Dies ist die Fermion-Grundzustandskonfiguration mit der Energie

Ey = > 2, [+enjl. (12.67)

12.6.7 Fermisee
Die Elektronen im Festkorper werden im einfachsten Fall beschrieben durch

— Innere- oder Valenz- Elektronen; dies sind fest an die Atome (oder im
Atomverband) gebundene Elektronen und definieren volle Elektronen-
Bénder.

— Leitungselektronen. Das sind quasi-freie bewegliche Elektronen in teil-
weise gefiillten Béndern, vgl. Abb. 12.3.

Die Bénder sind bis zum Fermi-Niveau gefiillt. Liegt das Fermi-Niveau in
einem Band handelt es sich um ein Metall, liegt das Fermi-Niveau in einer
Energieliicke liegt ein Halbleiter oder ein Isolator vor. Die Leitungselektro-
nen lassen sich am einfachsten als Gas von Spin = 1/2 Fermionen beschrei-
ben. Der Grundzustand |¥j) hat die Form einer Slaterdeterminante mit
Zustdnden bis zur Fermikante kp gefiillt,

¥y = Slater Determinante mit ¢ = eiE'FXU(s)/\/V,
mit & in der ersten Brillouin Zone. (12.68)

Unter Vertauschung zweier Teilchen verhilt sich Uy anti-symmetrisch,

\1’0(. R 7 P T ) = —\1’0(. ey gy ooy Tt ky '), (1269)

71925 erstmals zur Erklirung des Periodensystems der Elemente durch W. Pauli po-
stuliert.
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Abb. 12.3: Elektronen-

zustdnde  im  Festkorper

formieren sich zu Béndern.
E Gut separierte Atome mit
a — 00, a der Gitterabstand,
zeigen ein diskretes Spek-
trum. Bei endlichen (kleinen)
Abstéinden  vermégen  die
Valenz— Elektronen zwischen den Git-
74/ elektronen terpldtzen zu hiipfen und es
0 \ Va formieren sich Energiebinder
atomare T die bis zum Fermi Niveau
Niveaus Bander gefiillt sind.

Fermi—-Niveau
g

— Leitungs-
elektronen

siehe auch (12.37). Die zugehorige Grundzustandsenergie ist gegeben durch
(vgl. Zustandsdichte p(e) geméss (9.93))

Ey

eF
e =— = 2/ dep(e)e, mit p(e) =
14 0

m

wobei der Faktor 2 vor dem Integral die Spin-Entartung beriicksichtigt.® Der
Zusammenhang zwischen der Elektronendichte n

N er
n=—= 2/ de p(e), (12.71)
14 0

und den Parametern ep = p%/2m, pr = hkp, kp = \/2mep/h des Fermiga-
ses ist gegeben durch

k3 = 3n°n. (12.72)

Damit findet man fiir die Grundzustandsenergiedichte ey = 3epn/5 und fiir
die Zustandsdichte

3n
4€F'

9

o) = pler) ()/ pler) =

12.73
- (12.73)

Die Grundzustandsenergie o« Nep von N Fermionen ist immer hoch, da sich
die Teilchen meiden und somit hochenergetische Niveaus besetzen werden.

8 Alternativ wird die Spinentartung oft in der Zustandsdichte p beriicksichtigt.
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Wir finden folgende Energieskala in typischen Metallen: Mit

Ik, 3.81eV - k4[AY) d
= = J. . n
EF S, e i u
kp ~ E, a = Gitterkonstante ~ 3A, (12.74)
a

erhalten wir kr ~ 1 A~ und ep ~ einige €V typischerweise, das sind einige
10* K. Elektronen im Metall bei Zimmertemperatur sind nicht 300 K sondern
~ 30000 K heiss

12.6.8 Bosekondensat

Der Grundzustand des bosonischen Vielteilchensystems (mit Spin = 0) sieht
sehr verschieden aus. Der Produktzustand

N
Uy = J[ea () (12.75)
=1

ist bereits symmetrisch und Fy = Ne&p: Die Bosonen kondensieren im Zu-
stand tiefster Energie. Dieses Kondensationsphinomen fiihrt schliesslich
zur Suprafluiditit eines Bosesystems bei tiefen Temperaturen. Fermionen
koénnen nur kondensieren wenn sie sich zuerst paaren, zum Beispiel in der
Form von Cooperpaaren bei der Supraleitung in Metallen”.

12.6.9 Angeregte Zustinde
Fermionen Wihle in der Slaterdeterminante nicht die N/2 tiefsten Nive-
aus, sondern mische stattdessen hohere Niveaus zu (angeregte Elektronen)

und lasse dafiir tiefere Niveaus leer (angeregte Locher), wie in Abbildung
12.4 verdeutlicht.

Bosonen Wir besetzen das i*® Niveau N;-fach und erhalten den angeregten

Zustand!'?
Nyl Ng!
v, = VTN Z Per (Tmy) -+ ey Ty )- (12.76)

TESN

9Dieses Paarungsphinomen ist etwas komplexerer Natur und wir verweisen auf die
entsprechende Standardliteratur zur BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) Theorie
10Beachte, dass 0! = 1! = 1
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Abb. 12.4: Angeregte Zustinde im
Spin-1/2 Fermisystem: Im Grund-

E i lI{g E ! lIJe—h zustand Wy werden Zustinde bis
 — e — zur Fermienergie ep besetzt. Im
T e (elementaren) angeregten Zustand

8 - ET - 8 .;ﬁ.. \Ijefh bleibt ein EinteﬂCheIlleStand

i F 3 unterhalb e unbesetzt (— Loch ‘h’)
) —

e, =

e ve®
————— und das verbleibende Teilchen (‘e’)

wird in einen unbesetzten Zustand
oberhalb ep eingefiillt.

Den Grundzustand erhalten wir fiir Ny = N und alle anderen Zustinde
N;>1 = 0 unbesetzt. Dies ist konsistent mit (12.75). Die Summe in (12.76)
erstreckt sich nur iiber m € Sy, welche zu verschiedenen Termen fiihren (der
Faktor [II; N;!]/N! beriicksichtigt die Anzahl gleicher Terme).

12.6.10 Streuung identischer Teilchen

Betrachte die Kollision / Streuung zweier Teilchen. Wir separieren in
Schwerpunkts- und Relativkoordinaten R= 71 + 75 und ¥ = 7| — 7. Damit
ist R symmetrisch und 7 antisymmetrisch in 7 und 7. Wir splitten die
Gesamtwellenfunktion in Spin- und Bahnanteile,

V(r, @) = e (F)x(s1,52). (12.77)

Fiir unterscheidbare Teilchen hat die Streulésung die asymptotische Form

- etkr
V(7)) ~ R4 () (12.78)

r
Spin-0 Bosonen: Fiir Bosonen mit Spin 0 ist y = 1 und wegen
der Symmetrie von ¥ gilt ¢ (7) = ¢ (—7); entsprechend miissen wir die

Streulésung symmetrisieren, wobei wir benutzen, dass der Austausch der
Teilchen via ¥ — —7 in Polarkoordinaten gleichbedeutend mit der Transfor-
mation § — 7w — 6, r — r ist,

ikr

oo~ (e L [£0) + f(n - )=

(12.79)
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Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt erhalten wir

do

o= 1O+ fr—0)P
SOF +1f(x =0 +2Re [/ (0)f(x —0).  (12380)

klassische Terme Interferenzterme

Die Interferenzterme erscheinen als Folge der Teilchen-Statistik. Die in
(12.80) auftretenden Winkel sind in Abbildung 12.5 dargestellt. Durch die
Interferenzterme verdoppelt sich fiir Bosonen im Fall § = 7/2 der Wirkungs-
querschnitt gegeniiber dem klassischen Resultat,

T do 9
0= 57 1 = 4| f(m/2)|". (12.81)

’\ Abb. 12.5: Die Symmetrisie-
/ rung der Streuwellenfunktion
: erzeugt zwei Trajektorien mit
4 R L Streuwinkeln 8 und 7 — 6 die

/ kohérent zu addieren sind.
\

Fiir eine zentralsymmetrisches Potential V(1) gehen wir zur Partialwellen-
darstellung {iiber,

F0) = > i+ 1) fiPi(cost)

l
| Pyfcos®) = (—1)'P(cos(m — 0))
FO + f(mr—0) = 2 > i'(2+1)fiP(cosb), (12.82)

| gerade

und finden, dass nur gerade Drehimpulse | vorkommen (fiir ungerade [ wech-
selt das Legendre Polynom das Vorzeichen und die Beitrédge vernichten sich
gegenseitig).

Spin-1/2 Fermionen: Im Falle der Spin-1/2 Fermionen sind zwei Féille
moglich:
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1. Der Spin-Singlett Zustand xs =[(| 1) — | [1)]/V/2 ist antisymmetrisch
und konsequenterweise muss der Bahnanteil

() = (=) (12.83)
symmetrisch sein. Der Wirkungsquerschnitt ist gleich dem der Spin =
0 Bosonen,

do 9
aql = O+ -0 (12.84)

2. Die symmetrischen Spin-Triplett Zustédnde

111)
xs = I +1I0)/v2 (12.85)
111
erzwingen eine antisymmetrische Bahnwellenfunktion ¢ (7) = —¢(—7)

und wir erhalten eine Streuamplitude f(6) — f(6) — f(w — 6) die nur
ungerade Drehimpulse [ enthélt. Damit ergibt sich der Wirkungsquer-
schnitt

do
dQ) It

Beachte, dass polarisierte Fermionen nur in ungeraden Drehimpuls-
kandlen streuen: kalte bosonische Atome zeigen ein Kontaktpotential
(dieses folgt aus der s-Wellen Streuung, vgl. (12.82), kalte polarisierte
fermionische Atome wechselwirken nur schwach, erst im p-Kanal.

= |f(O)— f(x—0) (=0 fiir 6 =7x/2). (12.86)

Im Fall des statistischen Ensembles fiir einen unpolarisierten Strahl
ergibt sich das gewichtete Mittel

do 3 do 1do
aQ T 149|149,
IFO)] + [ f(m — 0)]> = Re [f*(0) f(r — 0)]. (12.87)

12.6.11 Molekiilspektren

Wir betrachten tiefenergetische Rotationsspektren mit Energien FE,.,y =
R2(1 4+ 1)/20 < PEoektronisch ~ €V; auf der entsprechend langsamen
Zeitskala konnen wir die Elektronenhiille als starr auffassen. Wir betrachten
zweil Beispiele von Molekiilen mit bosonischen und fermionischen Kernen:
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— (C12)5-Molekiile: Kerne sind Spin = 0 Bosonen, deshalb sind nur ge-
rade [ erlaubt.

— Hy-Molekiile: Kerne sind Spin-1/2 Fermionen, deshalb ist fiir eine Spin-
wellenfunktion

X = Xs: | = gerade, Para-Wasserstoff,
X = x¢t: | = ungerade, Ortho-Wasserstoff. (12.88)
Die Umwandlung von Ortho-Wasserstoff in Para-Wasserstoff ist

schwierig (die Kerne sind gut geschiitzt) und wir erhalten zwei Ty-
pen von Gasen mit

3 10 21
Erot,para = O 6 67 @ e,
1 6 15
Erot,ortho - 67 67 @7 .. (1289)

12.7 n Spin-1/2 Fermionen

Die Analyse des n x Spin-1/2 Fermion Problems ist relevant fiir die Diskussi-
on von Atomen und sehr instruktiv im Hinblick auf das Versténdnis der Rolle
der Permutationssymmetrie. Das Thema ist zudem eine schone Anwendung
der Gruppentheorie, macht Spass, ist aber auch etwas schwierig. Hier ist
ein Versuch das Problem so einfach wie moglich darzustellen. Die Kernfra-
ge ist wie Spin, Spinsymmetrie und Bahnsymmetrie zusammenhéngen. Zur
Einarbeitung in die Thematik analysieren wir das Problem zweier Spin-1/2
Fermionen.

12.7.1 Beispiel 2 Spin-1/2 Fermionen

Wir separieren die Gesamtwellenfunktion in Spin- und Bahnanteile,
U(x1,22) = (7, 72)x(s1,52). Der (totale) Spin legt die Spin-Symmetrie
fest,

111)
S=1: x = [T +ID]/V2, symmetrisch unter Sy,

[L1)
S=0: x5 = [[T1)=1ID]/V2, antisymm. unter Sy.  (12.90)

Die Fermion-Antisymmetrie legt die Bahnsymmetrie fest
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S=1 — x: symmetrisch —  (p, antisymmetrisch,
S=0 — xs antisymmetrisch — g symmetrisch.

Das Theorem von Spin und Rasse verallgemeinert diesen Sachverhalt fiir ein
System von n Fermionen. Die Neuigkeit ist, dass jetzt auch andere irreduzi-
ble Darstellungen von S,, auftreten, verschieden von den ein-dimensionalen
Darstellungen S und A. Der totale Spin legt die Spinsymmetrie (unter Ver-
tauschung S,,) und via Pauliprinzip die Bahnsymmetrie (unter S,) fest. Da~
bei sind die Spin- und Bahnrassen die zur irreduziblen Darstellung der Per-
mutationssymmetrie gehorigen ‘Quantenzahlen’ (gleich wie [ die zur irredu-
ziblen Darstellung der Rotationssymmetrie gehorigen Drehimpulsquanten-
zahl ist). Die Spin- und Bahnrassen bestimmen also geméss welcher irredu-
ziblen Darstellung von S,, die Spin und die Bahnfunktionen transformieren.
Wir nehmen das Resultat fiir

12.7.2 n Spin-1/2 Fermionen

vorweg:

(H1/2)®n = &5 ps(n) Hs, s = Spin-Quantenzahl,
= @5 (25 +1) M, (n) (12.91)

Dabei ist H, ) der ps-dimensionale Darstellungsraum zur ps dimen-
sionalen irreduziblen Darstellung der Permutationen S, und H, ist der
(2s 4+ 1)-dimensionale Darstellungsraum zur (2s + 1)-dimensionalen irredu-
ziblen Darstellung der Drehgruppe SO(3). Der Spin s legt die Spinrasse
1s fest, bestimmt also geméss welcher irreduziblen Darstellung von S, die
Spinwellenfunktion transformiert. Kommt der Spin s in der Zerlegung von
(H4 /2)®n s mal vor, erhalten wir 2s 4+ 1 mal eine us dimensionale irreduzi-
ble Darstellung von S, d.h., die irreduzible Darstellung von S,, mit Rasse
s kommt gerade (2s + 1) mal vor. Weiter legt die Spinrasse pg, via der Be-
dingung der totalen Antisymmetrie fiir die Gesamt-Wellenfunktion ¥, die
Bahnrasse pu; eindeutig fest. Wir erklidren und illustrieren dieses Resultat in
der Folge. Dazu brauchen wir die

12.7.3 Irreduzible Darstellungen von S,

Wir betrachten die Zerlegung der Permutationen in Zyklen, zum Beispiel

(2204 - oo
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1 3 4
4 2 1
1 3 4
4 1 2
Jede Zerlegung von n definiert eine Aquivalenzklasse von S,. Zum Beispiel
fir n = 5 finden wir 7 Klassen mit den Zerlegungen 5 = 5, 4 + 1, 3 +

2,3+1+1,24+2+1,24+14+1+4+1, 14+1+1+1+ 1. Zu jeder dieser
Zerlegungen definieren wir ein Young Diagramm mit h Zeilen und k Spalten,

(14)(23)

W N W

(1423) (12.92)

Ss: 5 = 5 [(TTTTT [

[ ]

= 441 ] [4,1]
[ ]

= 342 | 3,2]
[ ]

= 3+1+1 ] [3,12]

= 242+1 L] [22,1]

= 2414141 [ [2,13]

= 141414141 [ [15]

Jede Klasse oder Partition erzeugt eine irreduzible Darstellung von S,. Zu
jeder Partition gehort eine assoziierte Partition,

Partition A — assoziierte Partition (12.93)
und ein assoziiertes Young Diagramm,

Young Diagram ¥ —  assoziiertes Young Diagram Y  (12.94)
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welches durch Vertauschen von Zeilen und Spalten hervorgeht, vergleiche
dazu das folgende Beispiel mit der entsprechenden Spiegelachse,

Yy — V\=Y;

A
A= [3,2] X = [22,1] (12.95)

Zusétzlich zu den Young Diagrammen definieren wir die Young Tableaus
durch Auffiillen der Y mit Zahlen 1,2,...n

471
41275 3
113 —  [5]
— 0 5,\ Assoziierte Tableaus
1[4
23] 25
415 EERE]

Zu jedem Young Tableau definieren wir den Linien-Symmetrisierer
1
D= o Zr:m (12.96)

und den Antisymmetrisierer

1 ™

Dabei permutiert 7 nur Elemente innerhalb aber nicht zwischen den Zeilen,
d.h., jeder Zyklus in m) enthélt Elemente aus nur einer Zeile. Als Beispiel
betrachten wir das A = [3,2] Tableau,'!

12]3]
4[5 (12.98)
dann ist sy gegeben durch
sy = ﬁ [(1(2)B)(4)(5) + (12)(3)(4)(5) + (1)(23)(4)(5)

(
+(13)(2)(4)(5) + (23)(1)(4)(5) (12.99)
+(123)(4)(5) + alle mit (45)]

Hfiir das A = [3,2] Tableau ist A1 = 3 und A2 = 2
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Es ist sx_[n] = 8, ax=[) = a. Die assoziierten Symmetrisierer permutieren
Elemente in den Spalten,

~ 1
SN = = ~ X
P

T

~ 1
ay = == ) (=1)77y;
T 2=V
(12.100)

die Permutationen 7, lassen die Spalten des Young Tableaus 6 invariant,
d.h., 7\ permutiert nur Elemente innerhalb der Spalten. Im obigen Beispiel
wird aus A = [3,2] neu A = [22, 1] und

~ 1

3 = 5o (D@ G)A)(5) + (14)(2)(3)(5) + (14)(25)(3) + (1)(4)(25)(3)]-

Es ist g/\:[ln} =s, "d,\:[ln] =a.

Die irreduziblen Symmetrisierer

ix = syay (irreduzibler Symmetrisierer)

Jjx = axsy (irreduzibler Antisymmetrisierer) (12.101)

definieren die irreduziblen Darstellungen von S,, (i) und jy definieren dqui-
valente Darstellungen). Die Operatoren iy und jy sind die Verallgemeine-
rungen von s und a, welche die 1-dimensionalen Darstellungen S und A
definieren. Es ist'?

imfn] = Sx=liazln] = S-€ = 5,

Do) = GrcpnSacin] = €75 = 5,

7,'/\:[1”} = S)\:[ln]a)\:[ln} = e-a = a,

Dy = 6 (12.102)

Um die Dimension der zu Y zugehorigen irreduziblen Darstellung zu finden
schreiben wir alle Standardtableaus zu Y auf: In den Standardtableaus fiillen
wir immer von links nach rechts, von oben nach unten; wieder betrachten
wir S5 als Beispiel,

[ITTTT] 1 2 3 4 5 dim = 1,5, S

126 ist die Identitiit.
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[ 1] 1 2 3 4|1 2 3 5
— 5 4
1 2 4 5|1 3 4 5 .
3 9 dim =4
1 2 31 2 4
4 5 3 5
1 2 5[1 3 4|1 3 .
3 4 2 5 4 dim =5
[
N 1 2 31 2 4|1 2 5
] 4 3 3
5 5 4
1 3 4]1 3 5|1 4 5
2 2 2 dim = 6
5 4 3
H 1 2]1 2
] 3 413 5
5 |4
1 3|1 3|1 4
2 4|2 4|2 5 dim = 5
5 5 |3
L 1 2]1 3|1 4|1 5
- 3 2 |2 |2 .
L 4 14 13 I3 dim =4
5 5 |5 |4
M 1
H 2
3 dim=1,a,A
% 4
5

Dabei ist die erstgenannte Darstellung das sogenannte ‘normalgeordnete Ta-
bleau’. Wie erwartet erhalten wir den iiblichen Zusammenhang zwischen der
Ordnung der Gruppe n!, der Anzahl Klassen K, und den Dimensionen d;
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der irreduziblen Darstellungen,
K
nl = Y di: 51 =120 =1+4%+5"+6>+4%+5"+ 1. (12.103)
i=1

Als néchstes benutzen wir die obigen Strukturen um Bahn- und Spin- Funk-
tionen mit wohldefinierter Symmetrie unter Vertauschungen zu definieren.

12.7.4 Bahnfunktionenen mit definierter Symmetrie

Seien u(z), v(z), w(x),... Einteilchen-Wellenfunktionen. Wir suchen Viel-
teilchenfunktionen vom Typ'?

U(l,on) = Y -ulv(w(-) (12.104)

mit wohldefinierter Rasse, das heisst definierter Symmetrie unter Permuta-
tion. Wir nehmen an, dass die Funktionen u(z), v(z), w(z),... orthonormal
sind. In der Folge betrachten wir die Fille n = 2 und n = 3.

n=2: Y ist entweder Y =[T] also S oder Y = B und damit A. Die Ba-
sisvektoren der irreduziblen Darstellung erhalten wir durch Anwenden der
(Anti-)Symmetrisierer auf den Produktzustand ¥(1,2) = u(1)v(2) (wir fi-
xieren die Reihenfolge der Wellenfunktionen u( - )v(-)w(-) und permutieren
die Koordinaten),

S: i = sp = le+(12)]/2 e=(1)(2)
V2ige = [u(1)v(2)+u2)v(1)]/V2 = ¢,
A iz = apy = [e—(12)]/2
V2ie = [u(1)v(2) —u2)v(1)]/V2 = ¢4 (12.105)

3: Es gibt drei moégliche Anordnungen von Tableaus Y: Y =[TT11= 5,
Y :E = A, und die dritte Variante Y = Bj die wir mit Z bezeichnen.
S iy = le+(12) +(23) + (13) + (123) + (132)] /6
\/éi[g}@ = [u(1)v(2)w(3) + u(2)v(1)w(3) + u(1)v(3)w(2)
+u(3)v(2)w(1) + u(2)v(3)w(1) + u(3)v(1)w(2)]/V6

13Spezialfall u £ v#w #u. ..
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= s,
A: ips) = [e— (12) — (23) — (13) + (123) + (132)]/6
\/éi[ls]ap = [u(l)v(2)w(3) —u(2)v(1)w(3) — u(l)v(3)w(2)
—u(3)v(2)w(1) + u(2)v(3)w(1) + u(3)v(1)w(2)]/V6
= Pa,
Ziém iR = Sp1dpl
= gle+ (]gle — (13)
= [e+(12) — (13) — (132)]/4 = e./4
Viipye = [u(Dv2)w(3) +u2)v(1)w(3
—u(3)v(2)w(l) — u(3)v(1)w(2)]/2
= @z,
iy = e+ (13- - (124 = €y
Vadipne = [u(l)v(2)w(3) + u(3)v(2)w(1)
—u(2)v(L)w(3) — u(2)v(3)w(1)]/2
= . (12.106)

Anwenden der Gruppe auf ¢, erzeugt eine zweidimensionale Darstellung von
S3; wir schreiben 449 = e, dann ist

€€, = €
(12)e, = e,
(23)e, = (23)+ (132) — (123) — (12) = &.,
(3l)e, = —e,—e,,
(123)e, = —e, —é€,,
(132)e, = .. (12.107)

Somit spannen e, = e+(12)—(13)—(123) und e, = (23)+(132)—(123)—(12)
respektive ¢, = e,p/2 und P, = €,p/2 eine 2-dimensionale irreduzible
Darstellung (wir nennen sie Z) von S3 auf. Ebenso spannen

e, = e+ (13)—(12) — (123),
e, = (123) +(23) — (31) — (132), (12.108)

eine zweite 2-dimensionale irreduzible Darstellung Z’ von S3 auf; mit
(ele,) = 0 ist diese Darstellung von Z verschieden. Die Ausreduktion des



324 KAPITEL 12. IDENTISCHE TEILCHEN

6-dimensionalen Darstellungsraumes aufgespannt durch die Produktwellen-
funktionen (7, ma, w3), ™ € S3 erzeugt somit

SeAdezZeZ. (12.109)

Die Standard-Tableaus definieren jeweils einen erzeugenden Vektor in jeder
dieser irreduziblen Darstellungen.

12.7.5 Spinfunktionen mit definierter Symmetrie

Wir betrachten das Spin Problem fiir n Spin = 1/2 Fermionen. Die Zusténde
X1 und x| spannen den Hilbertraum H; /, auf und die Produktfunktionen

XO'l ®X0'2 ®"'Xo'n (12110)
definieren eine Basis im 2" dimensionalen Produktraum (H;5)*". Die Ope-

ratoren S2, S,, m € S,, mit S = Y1 8 dem Gesamtspin, kommutieren
paarweise und konnen somit gleichzeitig ‘diagonalisiert’” werden, das heisst
wir kénnen die Darstellungen von SU(2) (mit Quantenzahlen s fiir S? und m
fiir S,) und von S,, (mit Quantenzahlen gegeben durch die Standard Young
Tableaus) simultan ausreduzieren.

SU (2 'H®” @sps(n)Hs geméss den Regeln der Spinaddition. Als
Be1splele betracﬁten wir w1ederum die Félle n =2,...,5:

n=2: (H%>2 = Ho @ Hi,

®4
) - (H%@H%@Hs)@?‘(,
= 2Ho D 3H1 D Ho,
po(4) =2, (4) =3, pe(4)=1.
_ 5 (1) 5) =5 us(5) = 4 5)=1. (12.111
n=5: (M) : w(5) =5 p(5) =4, ps(5) =1 (12.111)
Beachte,
Z“S ((25+1) = 2%, p2(n) = 1. (12.112)
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Snt Im Spinproblem existieren nur zwei Basisvektoren x1 und x|. Damit
konnen die Young Tableaus hiéchstens 2 Zeilen haben, sonst verschwindet
der zugehorige Projektor auf der Produktbasis. Hétten wir zum Beispiel 3

Zeilen,

i

so ergibe die Antisymmetrisierung der beiden Spin | Zusténde eine 0. Wei-

325

ter muss in jeder Spalte der Zustand T mit einem Zustand | gepaart werden,
1

2]

sonst ergibt sich wiederum eine 0. Zum Beispiel ergibt die Operation

angewandt auf x1x|xt mit 1 & 3 beide im Zustand T (wir fixieren die Ko-
ordinaten 1,2, 3 und permutieren die Quantenzahlen der Wellenfunktionen,

hier die Spinvariablen T« +, |« —),

le + (12) — (13) — (132)][+, —, +]

==ttt ] =00 (12113)

Schliesslich enthilt der Darstellungsraum HS. die jus(n)-dimensionale Dar-

1/2
stellung von S,, gerade (2s + 1) mal: Die Vektoren

Em = x1(m) - xp(m)x) (mot1) -+ x) () (12.114)
mit
Sz:m:u-§—(n—y)é:u—g (12.115)

spannen den n!/v!(n — v)!-dimensionalen Vektorraum zu festem S, au
Innerhalb des Raumes aufgespannt durch die &,,, m fest, konnen wir ortho-

3

f,14

gonale Unterrdume zu S? suchen. Erlaubte Werte von s, welche m enthalten

konnen, sind

n

s = = 21 m|+1, |ml, (12.116)

27 2

das sind gerade n/2 — |m|+ 1 Werte. Der Unterraum zu festem s, m kommt

gerade ps(n) mal vor und definiert eine yus(n)-dimensionale Darstellung von
Sn: m € S, verdndert weder s noch m. Der Unterraum in H?’; zu festem s, m

erzeugt demnach einen Darstellungsraum von S,; die Darstellung gehort

MNur Permutationen die ausserhalb der T und | Gruppen erfolgen, veréindern &,,.
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zum Young Tableau [n/2 + s,n/2 — s|] mit der Dimension us(n) und ist
damit irreduzibel. Durch Anwenden von S; und S_ (beide kommutieren
mit 7 € S,,) erhalten wir dquivalente Darstellungen und zwar gerade 2s + 1
Stiick, also zerfillt Hi@/’; geméiss

HE" = @(QSH)HMS(W (12.117)

mit H,, (n) der irreduziblen Darstellung zu

n/2+s
l
n/2—s
Wir iiberpriifen dies an den iiblichen Beispielen n = 2,...,5,
s(T1),
n=2 [1J dim =1, s = 1, Triplett ¢ s(T]),
s(L1),

H dim =1, s = 0, Singlett {a(T]) .

n=3 [I1] dm=1, s = 3/2,
H dim=2=p1(3), s=1/2 (12.118)

n=4 [O11] dim=1=p4), s =2,

53123134124
4 2 3

dim=3=p1(4), s =1,

1 21 3
& 34’24

dim = 2 = y(4), s = 0. (12.119)

n=5 o #30) = 1,

F0 pys) = 4,

HH- ni(3) = 5. (12.120)
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Damit haben wir die Zerlegungen

HE" = Pusm)Hs = P@s+ DH,, m); (12.121)

S

der Spin s legt das Young Tableau und damit die Spinsymmetrie fest. Der
Darstellungsraum H,, () wird durch die [s,m) mit gleichen s und m aufge-
spannt.

12.7.6 Spin & Bahn

Gegeben sei eine Spinwellenfunktion deren Symmetrie durch das Diagramm
Ys gegeben ist, Ys hat hochstens zwei Zeilen. Sei die Symmetrie der Bahn-
funktion durch das Diagramm Y; gegeben. Es gilt: Das Tensorprodukt der
beiden Darstellungen enthélt die Darstellung

S e Y=Y,

A & Y, =Y, (12.122)

Daraus folgt, dass die Spinrasse, die durch Y gegeben ist, die Bahnrasse Y
festlegt. Sei der Spin des n-Teilchenzustandes gegeben durch s. Dann sind
die Symmetrien der Spin- und Bahn- Wellenfunktionen durch assoziierte
Tableaus gegeben wie der Abbildung skizziert.

Spin
n/2+ S n/2— 38
n2—-S n/2+ S
Bahn

Abb. 12.6: Youngtableaus assoziiert mit den Spin- und Bahnwellenfunktio-
nen fiir n Spin-1/2 Fermionen mit Gesamtspin s.

Zusammenfassend noch das Beispiel fiir 4 Fermionen mit Spin 1/2,

1ot S8 og @ 31, @ Hy
2
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Ho + 3Hs + 5Hy

{

Ho
Hy

Hy :

/.
MY

:|0,0>]71w
2 07,0)
1,1) ——— M

L-1) —|—

[, 1)
:17,07)
1) —| —

|1//’ 1//>

2,2) —— Hv
2,1) — Huv
:]2,0) ———H
2,-1) —— Huv
2,-2) ——Hv

11,0) ———|—

’1// 0//>
|1//’ _1//>

(12.123)



Kapitel 13

Atome

Wir wollen die Atomstruktur, das Periodensystem und die Termschemata
(Zusammenstellung der Energieniveaus) verstehen. Insbesondere interessiert
uns die Grundzustandskonfiguration, deren Spin .S, Bahndrehimpuls L und
Gesamtdrehimpuls J. Zum Einstieg betrachten wir das 2-Elektronen Atom,
Helium He (Z = 2) oder die Ionen H™ (Z = 1) und Li* (Z = 3) beschrieben
durch den Hamiltonian
H:H0+wazp—%+é—262—262 e?
2m  2m 1 )

(13.1)

Der Hamiltonoperator (13.1) ist wegen des Wechselwirkungsterms Hyw =
e?/r12, 112 = |1 — 7|, zwischen den beiden Elektronen nicht exakt losbar.
Die einfachste approximative Losung behandelt diesen Term stérungstheo-
retisch, das heisst, wir lésen zuerst das nicht wechselwirkende Problem
HoyVg = Ey¥g und bestimmen dann die Korrektur By = (Wgle? /r12|¥q).
Losungen von HyWy = Ep¥ sind Produktwellenfunktionen von Wo(77, ) =
©Vay (T1)Pas (T2) wobei pq(7) eine Wasserstoff Wellenfunktion zur Kernla-
dung Z ist, siehe Kapitel 5, mit o = nlm. Die zugehorigen Energien sind

Ey = E, +Eq, (13.2)
mit
72 e2
E, = ——QER, EFr=— ~13.605¢€V. (13.3)
n 2ap

Zusétzlich miissen wir das Pauliprinzip fiir Fermionen beriicksichtigen,

\I/()(.%'l,xg) = —\Ilo(xg,$1) (13.4)

329
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ist antisymmetrisch in x; = (7%, s;). Die Separation von Spin- und Bahnan-
teilen ergibt

U(xy,z2) = Wo(r1,72)x0(51,52), (13.5)

wobei sich die Anti-Symmetrie der Gesamtwellenfunktion auf zwei Arten
konstruieren lasst, entweder mit

{ U, symmetrisch, (13.6)

xo antisymmetrisch, S =0, Singlett

also einer antisymmetrischen Spinfunktion (Spin-Singlett Zustand), oder via

{ VU, antisymmetrisch, (13.7)

X0 symmetrisch, S =1, Triplett

mit einer symmetrischen Spinfunktion (Spin-Triplett Zustand). Mit ¥, anti-
symmetrisch muss oy # a9 sein, was uns mindestens die zusétzliche Energie

AE = Z*(1-1/22)Er ~ Z*-10eV (13.8)

kostet. Wir wihlen also den Spin-Singlett Zustand als Kandidaten fiir den
Grundzustand,

Uo(z1,22) = ¢100(71) ¢100(72) Xoo (51, 52),
pro0(r) = (Z2%/ma})'? exp(=Zr [ap),
xoo(s1,82) = [xp(s1)x (s2) = xy(s1)x1(52)]/ V2,
Ey = —27Z°Er = —Z%*/ap. (13.9)

Die Korrektur F; folgt durch triviale Integration, vgl. (8.14) mit o — Z,

A —-2Z
E, = /d37“1 dry 6 62 | _’(7”1 —ETQ)/GB]
aym |71 — 7|
5 Ze?
_ 52 13.10
S ap ( )

und wir erhalten folgende Abschéitzung fiir die Grundzustandsenergie des
He-Atoms (Z = 2)

5 Ze?
Eo =~ —(Z——)—e ~ 5.5 Ry; (13.11)
8/ ap
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der experimentell gemessene Wert ist Ege ~ —5.8 Ry, etwa 4 eV tiefer als
unser berechneter Wert. Mit einem Variationsansatz Z — «a finden wir die
Eq ~ — (a 42

Abschitzung (vgl. 8.16)
RE
8/ ap a=27/16 16/ ap

~ —5.7T Ry, (13.12)

2

5)04@

eine Verbesserung um ~ 2.7 eV; es fehlen noch etwa 1.4 eV von total 79 eV,
ein ansehnliches Resultat. Die durch Z — « erbrachte Verbesserung ist eine
Folge der Beriicksichtigung von Abschirmeffekten: jedes Elektron ‘sieht’ nur
eine Ladung 2 — 5/16 = 27/16 statt Z = 2, vergleiche dazu die Diskussion
im Abschnitt 8.1.

Fiir das Wasserstoffion H™ erhalten wir

1142 €2
Ee ~ _(7) £~ —12.86 eV. 13.13

¢ 16/ ag ¢ (13.13)
Die Konfiguration H+ e~ entspricht der Energie —13.6 eV, womit H™ insta-
bil wére; experimentell ist aber H™ stabil, deshalb liegt unser Resultat um
mindestens 3/4 eV neben der tatséichlichen Energie.

13.1 Hartree & Hartree-Fock Approximation

Gehen wir zu grosseren Atomen iiber sind wir mit einem komplizierten
elektronischen Vielteilchenproblem konfrontiert. Die allgemeine Form die-
ses Vielteilchenproblems lésst sich durch den Hamiltonian

" p? 1 e?
H — [— 7} N 13.14
Z; om T U +2;m—rj| (13.14)

1=

beschreiben (wir vernachldssigen hier Wechselwirkungen die den Spin ein-
beziehen). Das Potential U (7") sei ein vorgegebenes (externes) Potential; fiir
Atome der Ladung Z ist Uz = —Ze?/r, fiir Molekiile wird in Uy, iiber die
verschiedenen Kerne, Tonen (mit Ladungen Z;) und Positionen (R;) sum-
miert, im Festkorper wird in Ug iiber die Positionen ﬁl im Bravaisgitter
summiert,

Zl€2 Z€2
; 7" — Ry zl: 7" — Ry|



332 KAPITEL 13. ATOME

Naiv konnten wir wiederum erst das Einteilchenproblem

2

h= o+ U(), hos(7) = Ej05(7), (13.16)
16sen, die Vielteilchenfunktion als antisymmetrische Produktwellenfunktion
(als Slater-Determinante (12.65)) ansetzen und den Wechselwirkungterm im
Hamiltonian als Stérungs behandeln. Die zu erwartenden Resultate sind mit-
telméssig, wie wir am Beispiel des He-Atoms gesehen haben: Die Elektro-
nen sind nicht nur dem Potential U(7") unterworfen, sondern bewegen sich
zudem im (mittleren) Feld der anderen Elektronen, was zu einer Abschir-
mung von U fiithrt. Diese Abschirmung héngt wiederum von den Bahnen
der Elektronen ab, somit miissen wir die Bahnen und die Abschirmungsef-
fekte selbstkonsistent bestimmen. Dies ist gerade die Leistung der Hartree
& Hartree-Fock Approximation: die Hartree Approximation beriicksichtigt
dabei (nur) die Abschirmungseffekte, die vollstdndige Hartree-Fock Theorie
bezieht dariiber hinaus die Antisymmetrie der Wellenfunktion ein.

13.1.1 Hartree Approximation

In der Hartree Approximation besteht die Aufgabe im Auffinden der opti-
malen Produktwellenfunktion

U = 90, (1) Paz(2) P, (). (13.17)

Wir kénnen das Pauli Prinzip wenigstens teilweise beriicksichtigen indem
wir die ¢, orthogonalisieren und Doppelbesetzungen vermeiden. Mathema-
tisch suchen wir Einteilchen Funktionen ¢, so dass der Erwartungswert
der Energie (¥|H|¥) = min minimal ist; dabei sollen die Wellenfunktionen
normiert sein, || ¢q, ||= 1. Mit dieser Nebenbedingung, die wir durch einen
Lagrangemultiplikator beriicksichtigen, haben wir folgendes Funktional zu
minimieren:

Floar(z1), .-, par ()] = (¥Y[H|T) Z)‘ (Pa;|Pas) (13.18)

n n 2
* * p‘
:/Hdn {s0a1~--soan > 5t U Z|T 90a1"'§0an}
i=1 i ¢
n

_ Z A / dri O, Pa

=1
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Z/dn% |:pZ +U Z/dT’J (Paj|—» — |90aj _>\oz¢ Po; -

1]

Im Minimum von F verschwindet die Variation dF = 0 und wir finden die
Bedingung (6.5 /0¢f,, = 0)

hQ =9 . 3 e ’ N N =
|~ OO [ S el ) = A )

(13.19)

Dabei entspricht A, einer Einteilchenenergie &,,. Die Summe {iber
> e|<pa |2 beschreibt die mittlere Ladungsvertellung pi(7') der anderen
Elektronen j # 1. Das System (13.19) definiert die Hartree-Gleichungen; in
der Optimierung der Einteilchenwellenfunktionen ¢, beriicksichtigen sie die
Présenz der anderen Elektronen via dem Wechselwirkungsterm

/d3 repi() (13.20)

=T

Beachte, dass die ¢4, im allgemeinen nicht orthogonal sind, da p;(7) von @
abhéngt. Man schreibt deshalb meist p;(7) ~ p(7) da ein Elektron nur eine
kleine Storung der n > 1 Elektronenwolke darstellt. Die Dichte p(7) be-
schreibt dann die Ladungsverteilung, welche eine externe Testladung wahr-
nimmt.

13.1.2 Hartree-Fock Approximation

Die Hartree-Fock Approximation geht einen Schritt weiter und minimiert

(U|H|D) ZA% Pa;lPar) (13.21)

im Variationsraum aufgespannt durch die Slaterdeterminanten

1 Pay (1) o Py (n)
UV = — : : . (13.22)
M) - ()

Die Einteilchenerwartungswerte von p? und U(7;) bleiben unverindert,
wahrend der Wechselwirkungsterm jetzt zwei Terme erzeugt,

(77)/e

(Viat) = /dzrds/ LS [0 (F) By (7 )y () 0 () (13.23)
=

B~
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—0s,5; 0, (TP, (7)o, (F)pa, (7) |

Der spinabhéngige Term oc 55,05, - -+ wird Fock- oder Austausch-Term
genannt; seine Herleitung involviert folgende Schritte: ausgehend vom Pro-
duktzustand ¥, = Il;p,,(z;) definieren wir den anti-symmetrisierten Zu-
stand ¥ = v/Nla¥, = 1/\/ﬁ§3p(—)pp\117r und berechnen das Matrixele-

ment’

(U|Vie| ) = NN YVraVipa¥y)

! vata = V;nta2 = Vint@
= )
J#i P
= *Z (Ur |V (1 = pig) W) (13.24)
i#]
und mit WU, = ¢y, sowie der Normierung (xrx-) = 1 ist
<X7Tpin7r> = 58,‘53" (1325)

Der beiden Terme in (13.24) beschreiben dann gerade den Hartree- und den
Austausch Beitrag.

Analog zu (13.19) variieren wir 0F/dp;. = 0 und erzeugen damit die
Hartree-Fock Integro-Differentialgleichungen

[—hv2+U( )+ /d3 ’fﬁ”(q,ﬂ%i(ﬂ (13.26)

2m

3.0 % (=1 e? - -
=Y b, [0 [, () o) () = Ao (),
J

In der zweiten Zeile wird iiber die gesuchte Eigenfunktion ¢,, integriert;
entsprechend unterliegt das Elektron einem nichtlokalen Potential.

Die Formeln (13.19) und (13.26) werden numerisch durch Iteration geldst.
Die Interpretation der ‘Energieeigenwerte’ Ao, = &, ist nichttrivial. Zum
einen ist ihre Summe nicht gleich dem (Hartree-Fock) Erwartungswert der
Energie (V|H|¥). Vielmehr ist

<\I[|H|\I] Zgal - 1nt

+ ZS‘”' (13.27)

siehe (12.36) fiir die Definition des Antisymmetrisieroperators; wir ersetzen hier die
Permutationen 7 € S,, durch p € S,,.
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Andererseits konnen wir (mit einigen Einschrinkungen) die Eigenwerte
Aa; = &q,; als lonisierungsenergien interpretieren, also als diejenige Ener-
gie die bendtigt wird um das i-te Teilchen aus dem System zu entfernen
(Koopmans Theorem):

8cu‘ ~ <\P‘H’\I/> - <\IIZ|H|\IIZ> - 5;0,-11 (1328)

wo V; die relaxierte Wellenfunktion ohne i-tes Elektron beschreibt. Die Iden-
tifikation ist allerdings nicht exakt: Wenn das i-te Elektron fehlt, relaxieren
die anderen Wellenfunktionen, d.h., der relaxierte Zustand ¥; enthélt modi-
fizierte Einteilchenwellen. Andererseits hinterlisst das ‘Herausschlagen’ des
i-ten Elektrons, zum Beispiel in einem Photoemissionsexperiment, ein Aus-
tauschloch, welches erst nach einer endlichen Relaxationszeit gefiillt wird.
Ein schneller Ionisierungsprozess (z.B., via Photoemission) involviert da-
her die unrelaxierte Ionisierungsenergie &,, und nicht die relaxierte Grosse
glon = (V| H|V) — (W;|H|¥;). Beachte auch, dass die Hartree-Fock Néherung
keine Korrelationseffekte? beriicksichtigt.

Weder (13.19) noch (13.26) sind exakt: die totale Energie E des Systems
beriicksichtigt in Hartree-Fock Approximation die Terme

E = EO + EWW + EAustausch. (1329)
—_————

Einteilchen-

Hartree-

Hartree-Fock-

Hinzu kommt noch eine Korrelationsenergie Fiorrelation die man im Rahmen
der Vielteilchenphysik/Quantenfeldtheorie, via systematischer Entwicklung
in einer Storungstheorie findet. Fiir die Atome liefert die Hartree-Fock Ap-
proximation Resultate, die bis auf typische Korrelations-Energien der Grosse
~ 0.5eV pro Elektron genau sind.

13.2 Thomas-Fermi Abschirmung

Wir betrachten Elektronen im Potential U(7), ein beliebiges glattes exter-
nes Potential. Solch ein schwach variierendes Potential konnen wir als lokal

?Korrelationsenergie: Ein Elektron am Ort 7 reduziert die Wahrscheinlichkeit dort
ein anderes Elektron anzutreffen. Insbesondere kreiert ein Elektron mit Spin | T) ein
Austausch- und Korrelationsloch fiir andere Spin-| 1) Elektronen. Die HF Theorie bertick-
sichtigt den Austauschteil; jegliche Anteile zum Austauschloch die iiber die (mean-field)
HF Theorie hinausgehen werden als Korrelationseffekte bezeichnet.
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konstant auffassen, vgl. dazu Abbildung 13.1. Die Elektronen bilden dann

E Einteilchen lokales Fermigas
e ¢~ Zustande [ der Dichten(r)

=

. U(r)

>
>

r

Abb. 13.1: Thomas-Fermi Abschirmung: Das inhomogene Fermigas wird
durch ein lokales Fermigas der Dichte n(7) = k3.(7)/37% approximiert. Der
ortsabhéngige Fermivektor kr(7) ergibt sich aus dem lokalen Potential U (7)
unter Beriicksichtigung von Abschirmeffekten, vgl. (13.34).

lokal ein Fermigas der Dichte

n(r) = kég) (13.30)

Dieser Zusammenhang zwischen Fermivektor kr und der Dichte n folgt aus
der Beziehung (k = (27/L)i)

N = ) 2= <2€T>3/d3k~2

k<kp
N 5 k3,
k%/d
in 2 Dimensionen,
N 2 kr k2
e

Eine Testladung plaziert am Ort 7 spiirt ein lokales Potential zusammenge-
setzt aus dem ‘nackten’ Potential U(7) und dem Potential generiert durch
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das inhomogene Elektronengas,

=/
VFE) = UF)+ / 3 EUT) (13.33)
e

Die Elektronen im Fermi Gas verteilen sich so, dass die Zugabe eines Test-

elektrons an jedem Ort 7 die identische Energie er kostet, somit gilt

Rk (7)
= —=+V(); 13.34
EF om + (T )7 ( )
der erste Term beschreibt die kinetische Energie des zugefiithrten Elektrons
wéhrenddem der zweite Term seine potentielle Energie V' (7) beschreibt. Die
Kombination von (13.30) und (13.34) liefert den Zusammenhang zwischen
der lokalen Dichte n(7") und dem effektiven Potential V (77),

() = 55|79 (Er = Vn(),r])

1 2m 3/2
— |7 | (13.35)

Statt der Integralgleichung (13.35) fiir n(7") kénnen wir eine Differentialglei-
chung fiir V() finden: die Anwendung von V? auf (13.33) mit V2 1/|7—7'| =
—4nd (7 — ') ergibt

VV(i) = VPU(F) - dme’n(i)
= —47me? [next () 4 1(7)] (13.36)
wobel ney (7) die das externe Potential U(7) erzeugende Ladungsdichte und

n(7’) die abschirmende Ladungsdichte bezeichnet. Mit der iiblichen Defini-
tion der Dielektrizitétskonstanten

. U(q)
elq) = = 13.37
@ = 75 (13.37)
erhalten wir (mit ¢?(V — U) aus (13.36))
2 2 2
.~ ¢cU-V4+V) (U—-V)q 4e® n
(@) 7 v oy (1339)

fiir kleine V' ist die abschirmende (induzierte) Ladungsdichte n ~ dn/deF -
(—V) und wir finden das Thomas-Fermi Resultat fiir die Dielektrizitétskon-
stante eines Metalles,

4me? On G

2T =14 IF 13.39
¢? Oep * q? ( )

e(@)=1+
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Die Thomas-Fermi Wellenzahl wird von der Elektronendichte via kg be-
stimmt,

5 On _ék’i

13.40
Ocp Tap' ( )

in einem typischen Metall ist kr ~ 1 A™" und damit ist grr ~ 1 A7 eine
Ladung in einem Metall wird innerhalb von ~ 1 A = 1071 m durch andere
Elektronen abgeschirmt.

13.3 Thomas-Fermi Atom

Wir wenden das Prinzip der Thomas-Fermi Abschirmung auf die Behand-
lung von Atomen an und starten von (13.36) mit ne () = Zo(7). Wir
approximieren V() als sphérisch symmetrisch und erhalten fiir » > 0

T%arﬁarwr) = —éi[gm(gF—V(r))P/?. (13.41)

Fiir r — 0 ist V(r) &~ —Ze?/r, die Randbedingung an (13.41); die Abschir-
mung verschwindet fiir r — 0 und die Elektronen sind dem nackten Kern-
potential ausgesetzt. Der Atomradius R ist durch die Bedingung n(R) = 0
festgelegt. Daraus folgt mit (13.35) die zweite Randbedingung V(R) = ep.
Fiir ein neutrales Atom ist V(r > R) = const. = 0; fiir ein geladenes Ion gilt
V(r > R) = —(Z — L)e?/r, mit L der Anzahl Elektronen, vgl. Abb. 13.2.

Abb. 13.2: Potential mit gebun-
denen Zustidnden im Thomas-
Fermi Atom. Die Zustidnde sind
bis zum Fermi-Niveau e gefiillt;
ihre Ladung trégt, via Abschir-
mung, zum effektiven Potential
bei.

Im Folgenden betrachten wir den neutralen Fall mit n = Z und definieren
die dimensionslosen Skalen = und @ fiir die Lénge und fiir die Energie (das
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Potential),

r = <37T)2/3 95 = (0.8853ap/2Y3)z, V = —Z—€2<1>(m) (13.42)
“\avz) 2 TR e

Das universelle Atom® wird dann durch ein dimensionsloses Potential ®(x)
charakterisiert welches die Differentialgleichung

Vzd?d(z) = ®%2(x), ®(0) = 1, (13.43)

16st. Das Potential geniigt der Asymptotik

1-1592, = —0,
o(x) = 3 (13.44)
144/x°, x — oo,

und ist ansonsten durch numerische Integration der Differentialgleichung
(13.43) zu finden. Beachte, dass das Potential des universellen Thomas-
Fermi Atoms bis ins Unendliche reicht da ®(z) algebraisch wie 273 statt
exponentiell mit exp(—ax) zerféllt. Wir finden folgende Skalierungsgesetze
fiir das Thomas-Fermi Atom:

1/3

Radius ~ apZ~"/°, schwere Atome sind kleiner,

Potential V ~ Z®/r ~ Z43®(x)/x ~ Z*/3 bei festem z,

e~-Dichte n ~ V/r? ~ Z®/r3 ~ Z2®(z)/23 ~ Z? bei festem =,

— kinetische Energie p?/2m ~ n?/3 ~ Z*/3,

Die Elektronen arrangieren sich im Thomas-Fermi Atom in Schalen: Das
Thomas-Fermi Atom bindet einen Zustand mit Drehimpuls [ falls das effek-
tive Potential (inklusive Zentrifugalpotential A%[(I + 1)/2mr?)

R2L(1+ 1)
2mr?
0.8853ap x 1.77 22

Verr(r) = V(r)+ (13.45)

ein lokales Minimum mit Vg < 0 hat, vgl. Abbildung 13.3.

Mit dem TF Potential ®(z) geméss (13.43) findet man fiir das Thomas-Fermi
Atom Schalen fiir folgende | und Z Bereiche (siehe Tabelle 13.1):

3Potential unabhiingig von Z
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Abb. 13.3: Effektives Potential
des Thomas-Fermi Atoms inklu-
sive Zentrifugalbarriere. Das TF-
Atom bindet einen Zustand mit
Drehimpuls [ wenn Vg ein Mini-
mum mit negativer Energie auf-

weist.
| 1= 1<1 1<2 1<3
TF-Atom Z <4 5<Z<19 20<72<5H3 4 < Z
nur s s&p s, p&d s, p, d& f

Experimentell p-Elektronen d-e~ f-e”
fir Z>5 fir Z > 20 fiur Z > 58

Tabelle 13.1: Schalen im Thomas-Fermi Atom

Beachte, dass mit V(1) # Ze? /r die via Hartree, Hartree-Fock oder Thomas-
Fermi Néherung bestimmten Einteilchenenergien &,, von n und [ abhéngen.
Die Entartung des Energieeigenwertes &,, = &, berechnet sich dann zu
(20 + 1)(2s + 1) = 4l 4+ 2. Jeder Eigenwert &,; definiert eine Schale mit
folgender Elektronenfiillung,

s-Schalen: 2e”,

p-Schalen: 6e™,

d-Schalen: 10e™,

f-Schalen: 1de™. (13.46)

Die Bestimmung der Schalen Sequenz (Erhéhung von [ oder von n) bendtigt
eine numerische Analyse und man findet die Folge

1s < 28 < 2p < 3s < 3p < 4s < 3d < 4p < bs < 4d < bp
< 6s < 4f < bd < 6p < Ts < 5f (13.47)

diese Sequenz lidsst sich mit Hilfe des Schemas 13.4 memorisieren.
Entsprechend findet man das Periodensystem der Elemente in der Form
13.5.

Wir gehen durch die Periodentafel mit einigen Kommentaren:
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1s Abb. 13.4: Sequenz der Schalen nl fiir die
Energie des zuletzt eingebauten Elektrons
2s  2p im Thomas-Fermi Atom. n = Hauptquan-
3 2 ad tenzahl, [ = Drehimpulsquantenzahl. Beach-
° p te, dass die energetisch tiefliegenden/inneren
45 4p 4d 4f Elektronen eine andere Sequenz (némlich die
triviale) aufweisen: Die Sequenz der soge-
55 5p .5d 5f nannten Rontgen Schalen lautet 1s (die 1K-
Schale), 2s, 2p (2L-Schale), 3s, 3p, 3d (3M-
6s _6p Schale), 4s, 4p, 4d, 4f (4N-Schale), etc.
7s
S P
Is [H | d He
2s | Li | Be B|C|N|O|F|Ne 2p
3s | Na| Mg Al| Si|P|s|ClI|Arl 3p

4s 3d| K| Ca Sc| Ti| V| Cr|Mn| Fe|Co| Ni|Cu|Zn| Ga Ge As| Se| Br|Kr| 4p
S5s 4d| Rb| Sr| Y | Zr| Nb| Mg Tc| Ru| Rh| Pd| Ag| Cd| In | Sn| Sb| Te| | | Xe| 5p
6s 5d| Cs|Ba| La|\Hf | Ta| W| Re| Os| Ir | Pt| Au| Hg| Tl | Pb| Bi| Po At| Rn| 6p
s Fr | Ral Ac| Rf | Db| Sg| Bh| Hs| Mt| Ds| Rg

Ce| Pr|Nd|Pm Sm Eu| Gd Tb| Dy| Ho| Er [ Tm|Yb|Lu | 4f
Th| Pa] U |Np| Pu|Am Cm Bk| Cf| Es|Fm|/Md| No|Lr | 5f

f

Abb. 13.5: Periodentafel der Elemente.

— H, He das 1s Orbital/die 1s Schale wird aufgefiillt

— Li, Be das 2s Orbital, Be-Ne das 2p Orbital wird auffiillt. 2s und 2p
haben verschiedene Energien, die Orbitale mit kleinem [ sind n&her
am Kern und deshalb sind ihre Energien kleiner, £, < &ap.

— Na—A: wie zuvor wird erst die 3s, dann die 3p Schale gefiillt.

— K—Kr: Die Energien 4s = 3d woraus sich die Sequenz

K 4s', Ca4s?, -, V 4s%, Cr 4s', Mn 4s2,---, Ni 452, Cu 4s!, Zn 4s>
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fiir das Auffiillen der s- und d-Schalen ergibt. Mit Ga—Kr wird die
p-Schale gefiillt. Die 3d-Schalen sind kompakt, und daher chemisch
weniger wichtig; sie liefern aber die magnetischen Momente welche
den Ferro- oder Antiferro-Magnetismus der Elemente Cr—Ni erzeugt.

Rb—Xe: im Wesentlichen eine Repetition der Sequenz K—Kr. Wiederum
haben die s-Orbitale etwa die gleiche Energie wie die d-Orbitale der
vorherigen Schale, wodurch sich die unregelméssige Fiillung

Rb 5s', Sr 552, - - -, Zr 5s?, Nb 5s!,---, Rh 5s!, Pd 4d'0 55",
Ag 4d' 55!, Cd 4d'0 552

ergibt. Mit In—Xe wird die p-Schale gefiillt.

Cs—Rn: Cs und Ba fiillen das 6s-Orbital. La fiillt das erste 5d' Or-
bital, dann folgen die Lanthaniden (seltene Erden) La-Lu mit dem
Auffiillen der 4f Schale die energetisch nahe bei 5d liegt. Wieder gibt
es Verschiebungen in den Besetzungen,

Ce 5d%4f2 ... Eu5d®4f7, Gd 5d' 47, Tb 5d°4f°,---, Yb 5d° 4 f'4.

Die kompakten f-Orbitale sind in den chemischen Bindungen passiv,
ergeben aber grosse magnetische Momente, insbesondere im Falle von
Ce, Pr, Nd, Sm—Yb. Anschliessend an der Fiillung der f-Schale werden
die 5d und 6p Schalen gefiillt; Pt und Au zeigen wieder eine Umbeset-
zung mit 5s'.

Fr—-Rg: Fr und Ra fiillen das 7s Orbital, Ac hat die Konfiguration
6d", dann folgen die Actiniden mit dem Auffiillen des f-Orbitals. Die
Energien zu 6d und 5f liegen nahe zusammen und es kommt wieder zu
entsprechenden Umbesetzungen mit 6d%* bis Lr und 643 fiir Rf und
Db. Es gibt keine stabilen Elemente mit gefiillten 6d, 7p-Orbitalen.

Fiir die chemischen Eigenschaften der Elemente sind die jeweils dusseren
Elektronen relevant. Entsprechend haben Elemente in einer Kolonne der
periodischen Tafel dhnliche chemische Eigenschaften. Zum Beispiel sind

— die Edelgase He—Rn mit ihren vollen Orbitalen sehr inert,
— die Alkali-Metalle (H), Li—Fr mit einem Elektron und

— die Halogene F—At mit einem ‘Loch’ sehr reaktiv.
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13.4 Grundzustands-Konfiguration der Atome

Betrachte Kohlenstoff C mit der Elektronen Konfiguration 1s22s?2p?. Im
p-Orbital haben wir 6 Einelektronen-Zustédnde zur Verfiigung, 3 Bahntypen
Dz, Py, P. und 2 Spinzusténde,

e X+
Uy = ©pXs = § ¥p, ¢ @ { } (13.48)
X—-
Sopz
Das erste Elektron wéahlt unter 6, das zweite unter den verbleibenden 5
Zustidnden; damit erhalten wir 5-6/2 = 15 mogliche Zustéinde mit gleicher
Einteilchenenergie* zum Hamiltonian

2
Hy = ) 2% + V(1) (13.49)
1
Der vollstdndige Hamiltonian
H = Hy+ Hww + Hso (13.50)

beriicksichtigt zusétzlich die (Rest-)Wechselwirkungsenergie

1 e? Ze?
5 ; m - Z < T + V(T‘Z)> N (1351)

i

und die Spin-Bahn Wechselwirkung

1dV
H = E f 13.52
S0 2m202r dr li+ 5, (13.52)

mit l_; und §; dem Bahndrehimpuls und Spin des i-ten Elektrons. Z#hlt
man diese Energien dazu, so spalten die 15 Zustdnde auf. Daraus ergibt
sich die Frage, welches der resultierende Grundzustand und wie gross seine
verbleibende Entartung ist.

Zur Losung dieser Frage behandeln wir die Terme Hww und Hgo in
Storungstheorie. Hy + Hww ist 1mmer noch SO( )-symmetrisch und Spin-
unabhéngig. Damit definieren L = > l; und § = > ;5 gute Quanten—

zahlen.” Die Spin-Bahn Kopplung zerstoért diese Symmetrie und L, S sind

“Das Potential V(1) beriicksichtigt das Kernpotential und das mittlere Wechselwir-
kungspotential (Abschirmung).

5Beachte, dass die totale Wellenfunktion ¥ antisymmetrisch sein muss, das heisst die
Mischung der Spinwellenfunktionen bewirkt, dass die individuellen Spins 3; keine guten
Quantenzahlen sind. Zum Beispiel ist fiir n = 2 die Singlett-Spinfunktion xs = [| T1)+]11)]
/ﬁ und S,xs = 0 aber s1,xs # sXs-
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einzeln nicht mehr erhalten. Deshalb geht man zum totalen Drehimpuls J
iiber mit

T =37 5 o= li+3; (13.53)
dieser totale Drehimpuls ist erhalten.

13.4.1 Aufbau der Stoérungstheorie

Die grobe Abschitzung von Hyww und Hgo ergibt®

2
Hyw ~ 015VZ ~ eVVZ (13.54)
ap
1 1dv I g
2m2c2 r dr ~~
\.v-/ h2

Hyo = [mit a:aB/Zl/?’]

Ze? /a3
K2 1 €2
~ = — 27~ 10706V 22, (13.55)
2mazx mc* ap
~— ~~
~Ry ~Ry
Damit koénnen wir die relative Grosse der beiden Korrekturen abschétzen:

Hww > Hso, fir Z < 107,
Hww < Hso, fir Z > 10% (13.56)

eine genauere Abschéitzung liefert den Schnittpunkt der beiden Energien bei
Z ~ 80 was der Atomzahl von Blei Pb entspricht. Wir betrachten zuerst den
ersten Fall leichter Atome mit Hww > Hso.

13.4.2 Atome leichter als Pb

Wir behandeln zuerst das Problem Hy + Hww und betrachten dann die
Spin-Bahn Kopplung Hgo als Storung. Die Strategie sieht folgendermassen
aus: Ohne Hgp sind L und S noch gute Quantenzahlen und wir finden
ihre durch die Konfiguration erlaubten Werte und mit dem Pauliprinzip
vertréaglichen Kombinationen. Das hoch entartete Konfigurationsniveau wird
dann durch die Wechselwirkung fiir die verschiedenen L, S Kombinationen in

SFiir Z = 2 ist (13.54) das He-Resultat (Abschitzung des numerischen Vorfaktors); die
Korrektur skaliert wie v/Z da es sich um einen Fluktuationsterm handelt.
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die LS-Multipletts aufgespalten. Anschliessend wird die weitere Aufspaltung
der LS-Multipletts durch Hgo diskutiert was zur Feinstruktur fithrt. Die
verbleibende 2j + 1-fache Entartung in der Feinstruktur aufgrund der SO(3)
Symmetrie wird schliesslich durch ein Magnetfeld aufgehoben.

Die Symmetrie im Problem ist SO(3). Wir kombinieren die entarteten Kon-
figurationszustéinde in Zustinde mit scharfen Drehimpulsen und Spins L2,
L., S%, S. und finden den Zustand mit niedrigster Energie. Dieser Zustand
ist noch (2L + 1)(2S + 1)-fach entartet. In unserem konkreten Beispiel des
Kohlenstoffs C mit der Konfiguration 1s? 2s? 2p? lassen sich die 2p-Orbitale
kombinieren in

LmaXZQ bis Lmin:O (H1®H1 = H()EBHlEBHQ), 13.57
Smax =1 bis Spin =0 (H%®H% = Hg@Hl). ( ’ )
Das Pauliprinzip erlaubt dann die Kombinationen
L =2 symmetrisch — S=0 antisymm. — J =2
L=0 symmetrisch — S =0 antisymm. — J=0; (13.58)
L =1 antisymm. — S§=1 symmetrisch — J=0,1,2;

die sogenannten LS-Multipletts. Zur ihrer Charakterisierung verwendet man
das sogenannte Termsymbol

2541y, (13.59)

Dabei ist S der Spin, L der Bahn-Drehimpuls (oder Orbital Drehimpuls)
und J der totale Drehimpuls des Atoms; letzterer kann fiir ein fixes LS-
Multiplett verschiedene Werte annehmen.

Unter Hww spalten die Konfigurationszustinde auf. In Abbildung 13.6 ist
diese Aufspaltung am Beispiel des Kohlenstoffs C illustriert. Die Sequenz
dieser Aufspaltung ist nichttrivial — die L, S, (J) Quantenzahlen fiir den
atomaren Grundzustand werden durch die Hundschen Regeln gegeben, siehe
Abschnitt 13.4.4.

Im n#chsten Schritt betrachten wir die Spin-Bahn Kopplung Hgo. Hso kop-
pelt L und S und nur der Gesamtdrehimpuls J verbleibt als noch als gute
Quantenzahl.” Im (2L +1)(2S +1) dimensionalen LS-Multiplett kénnen wir
zur J-Basis iibergehen (die ‘Quantenzahl’ K symbolisiert die nicht niher
beschriebene Elektronen-Konfiguration)

K LSM;,Mg) — |KLSJM) (13.60)

"Wir zeigen spéter, dass ZZE -8 =al - S ist.
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i i ; Entartun
Konfiguration LS —Multiplets QL+1 IZSE] )
C L=0 5=0
15 1So 1
—_— L=2 S=0 s
152 252 2p? =1 S=1

PP P, 143+5=9
15

Abb. 13.6: Konfiguration des Kohlenstoffatomes C mit Aufspaltung in LS-
Multipletts und deren Entartung. Die Aufspaltung des hoch entarteten Kon-
figurationsniveaus involviert denjenigen Anteil der Coulombenergie der nicht
bereits in den Einteilchenenergien beriicksichtigt wurde, vgl. (13.51).

und benutzen, dass sich der Wert von L- S durch die Quantenzahlen L, S
und J beschreiben lésst,

L-§ = é(JQ—LQ—SQ)

_ %[J(J+ 1) —L(L+1) - 5(S +1)]. (13.61)

Konstante im LS-Multiplett

Damit erhalten wir die Aufspaltung des LS-Multipletts in Niveaus separiert
durch typische Energien ~ Ry?/(mc?)Z? - J im sub eV Bereich. Das Term-
schema fiir Kohlenstoff mit der LS-Aufspaltung und der Feinstruktur der
Spin-Bahn Kopplung ist in Abbildung 13.7 skizziert.

Die verbleibende (2J + 1)-fache Entartung kann durch ein (schwaches) Ma-
gnetfeld aufgehoben werden, siehe dazu die Diskussion im Abschnitt 13.7.
Die resultierende Zeeman Aufspaltung fiir das Kohlenstoffatom ist in Ab-
bildung 13.8 skizziert.

13.4.3 Atome schwerer als Pb

Fiir schwere Atome behandeln wir zuerst Hy + Hso und betrachten Hww
als Stoérung. Wir kombinieren die Einteilchenorbitale |n,l,m, s) = ©pimXxs =
RYimxs zu festem [ und s in solche zu festem j, j = [ £+ 1 /2, und er-
halten die neuen Orbitale |n,l, j,m;). Die neuen Orbitale beriicksichtigen
die Spin-Bahn Wechselwirkung bereits auf Einteilchenniveau. Im n#chsten
Schritt konstruieren wir die Konfigurationen fiir das Vielteilchenproblem
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Konfiguration LS —Multiplets Feinstruktur Entartung
2J+1)
L=0 S$=0
C e s, 1
15 C o L=2 S=
77777777777 L=2 §=0 1D2 5
152 252 2p? L=1 S=1 3P, | 5
---------- J20P, 3
R L
15

Abb. 13.7: Konfiguration des Kohlenstoffatomes C mit Aufspaltung in LS-
Multipletts und deren Feinstruktur (Aufspaltung im Bereich 10 meV). Letz-
tere wird durch die (relativistische) Spin-Bahn Kopplung induziert welche
den Bahn- und Spin-Drehimpuls mischt und somit nur noch den Gesamt-
drehimpuls J als Symmetriequantenzahl respektiert.

Konfiguration LS —Multiplets Feinstruktur Zeeman

e e -

Abb. 13.8: Konfiguration des Kohlenstoffatomes C mit Aufspaltung in LS-
Multipletts, deren Feinstruktur und der Zeeman-Aufspaltung im Magnet-
feld. Der zugehorige Hamiltonian mit den verschiedenen Aufspaltungstermen
ist gegeben durch Ho+ Hww + Hso +_; uBﬁ . (l: + 25;) /h. Zusétzlich zur
Aufspaltung im externen Magnetfeld (Zeeman) erzeugt auch der Kernspin
ein effektives Magnetfeld fiir die Elektronen, was auf die Hyperfeinstruktur
fithrt.

Hy + Hso. Schliesslich berticksichtigen wir Hww indem wir Zusténde zu fi-
xem Gesamtdrehimpuls J kombinieren® und Hyw in jedem dieser (2J +1)-
dimensionalen Rdume diagonalisieren, womit wir einen Grundzustand mit
scharfen ji2, J?, J, erhalten. Die beiden Schemata zur Beschreibung leichter
und schwerer Atome heissen

8Entsprechend konstruieren wir Slater-Determinanten zu fixem J statt zu fixen L & S.
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Russel-Saunders- oder j7-Kopplung
LS-Kopplung
Z <80 Z >80
1. Mit I = Zz l_;, S = Zz 3; wer- L. Mitji = l_;—l—é’i wird die Spin-Bahn
den die durch Hyww aufgespal- Kopplung Hgo auf Einteilchenni-
tenen LS-Multipletts konstru- veau beriicksichtigt.
iert. - o
o 2. Mit J = Y7 wird die (Rest-)
2. Mit J = L + S wird die Spin- Wechselwirkung Hyww optimiert.

Bahn Kopplung Hso diago-
nalisiert und die Feinstruktur
festgelegt.

Die genau Berechnung der Termschemata und des Grundzustandes 25t1L
involviert eine komplizierte Rechnung wie im Schema 13.9 fiir den Fall leich-
ter Atome skizziert. Andererseits liasst sich die Aufgabe der Auffindung
der Grundzustandskonfigurationen (resp. des entsprechenden Termsymbols
2s+1[.) fiir die leichten Atome leicht durch die empirischen Hundschen Re-
geln finden.

13.4.4 Hundsche Regeln

1. Volle Schalen geben keinen Beitrag zu den Bahn-/Spin- Drehimpulsen
L und S.

2. Das LS-Multiplett mit dem grossten S hat die kleinste Energie.
3. Bei mehreren L mit gleichen S hat das grosste L die kleinste Energie.

4. Ist die Schale weniger als halb voll oder halb voll ist
J =|L — S| minimal,
ist die Schale mehr als halb gefiillt, dann ist

J =L + S maximal.

Diese empirischen Regeln werden durch experimentelle Beobachtungen und
folgende Argumente unterstiitzt:
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Einteilchentheorie nichtrel. relativistisch
& Abschirmung & Coulomb-WW
Hartree
& Pauliprinzip & Austausch-WW
Fock .
¢ & Spin—Bahn Kopplung|
Thomas—Fermi Theorie fixiere

. . L&S
konstruiere optimale

Einteilchenzustande
via Hartree—Fock Schema

i \/

kombiniere Slaterdeterminanten aus HF Orbitalen
zu Zustanden K L S M M)  mit scharfed S
und optimiere Orbitale fur festds & S

—> Dberechne deren Zustandsenergie
—> finde Zustand mit niedrigster Energie
durch Auffinden energetisch optimaler& S

' '

Diagonalisierddgy im optimalé&s§  — Multiplet

1
— > Grundzustand® +LJ

Abb. 13.9: Schematische Darstellung zur Auffindung der Grundzustands
Konfiguration (Termsymbol) 2511 ; eines Atoms ausgehend von Elektro-
nenzustinden im nackten Potential U(7) = —Ze?/r des Z-fach geladenen
Atomkerns.

1. In vollen Schalen kompensieren sich die Drehmomente zu Null und die
Grundzustandskonfiguration entspricht dem Termsymbol 1.5.

2. Ist der Gesamtspin S maximal, dann ist die Spinfunktion xgpin sym-
metrisch, die Bahnfunktion ¢pgan, muss aufgrund der Pauli-Prinzips
antisymmetrisch sein und die Elektronen meiden sich. Entsprechend
ergibt diese Konfiguration die kleinste Coulomb-Energie.

3. Ist der Bahndrehimpuls L maximal, dann sind die Radien der Elek-
tronenbahnen gross und die Elektronendichte ist entsprechend klein,
was wiederum die Coulomb-Energie minimiert.
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Die Spin-Bahn Kopplung & L-S begiinstigt (anti-)parallele Bahn- und
Spin-Drehimpulse falls der Koeffizient £ (positiv) negativ ist. Fiir (we-
niger) mehr als halb gefiillte Schalen ist £ (positiv) negativ, siehe dazu
die Analyse im Abschnitt 13.6.

Beispiele zur Anwendung der Hundschen Regeln, Termsymbole

H:

He:

Li:

Be:

2512, trivial.
abgeschlossene 1s Schale, 1.5.

Li involviert eine abgeschlossene Schale (— kein Beitrag zu L oder S)
plus ein Elektron in der 2s Schale und hat damit eine zu H dquivalente
Grundzustands- Konfiguration 25, /2

abgeschlossene 2s Schale 'Sy wie He.

Die Konfiguration ist 1s? 2s? 2p; massgebend ist das Elektron in der 2p
Schale mit L = 1 und S = 1/2 (6 Zusténde) mit moglichem Gesamt-
drehimpuls J = 3/2 (4-fach entartet) oder J = 1/2 (2-fach entartet).
Die vierte Hundsche Regel selektioniert den minimalen Gesamtimpuls
J =1/2 und wir erhalten das Termsymbol 2P1/2.

Die Konfiguration 1s22s?2p? (15 Zustéinde) lisst folgende LS-
Multipletts zu:

— Lmax = 2 = ©Bann Symmetrisch mit anti-symmetrischem Singlett
Zustand S = 0 = J = 2; Termsymbol 'Ds, 5-fach entartet, 5
Zusténde.

— L = 1 = @pahn antisymmetrisch und symmetrischem Spin-
Triplett S =1 = J =0, 1,2; Termsymbole 3Py, 3P;, 3P5: 1-fach,
3-fach, 5-fach entartet, 9 Zustéinde.

— L =0 = ppann symmetrisch und S = 0 = J = 0; Termsymbol
1Sy: nicht entartet, 1 Zustand.

Die Abzahlung ergibt korrekt die 15 Zustdnde. Die zweite Hundsche
Regel selektioniert die Konfigurationen 3Py, 3Py, 3P,, alle mit L = 1
(keine Selektion durch die dritte Hundsche Regel). Die p-Schale ist
weniger als halb voll und die vierte Hundsche Regel bestimmt den
Gesamtdrehimpuls J = 0, also ist das korrekte Termsymbol fiir den
Grundzustand 3 P.
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N: Die Konfiguration 1s? 252 2p3 liisst 6-5-4/(3-2- 1) = 20 Zustéinde zu.
Das Pauliprinzip erlaubt folgende Kombinationen von L und S:

Lyax = 3 = ¢Bann symmetrisch, entsprechend miisste Xspin
antisymmetrisch sein, aber es gibt keine antisymmetrische Spin-
funktion fiir 3 Teilchen, also muss L < 3 sein. Fiir 3 Elektronen
ergibt die Analyse von Spin und Rasse (vgl. Abschnitt 12.7) fol-
gende erlaubte Kombinationen:

- L=2=5=1/2, 2D3/2, 2D5/2, insgesamt 10 Zustinde.
L=1= 5= ]./27 2P1/2, 2P3/2, 6 Zustinde.

L=0= 5=3/2, 453/2, 4 Zustande.

Die Analyse ergibt korrekt die erwarteten 20 Zustdnde. Der Grundzu-
stand ist gemiss zweiter Hundscher Regel 45 /2

O: 1522s22p* = 2p~2, d.h., Sauerstoff wird wie Kohlenstoff behandelt,
15 Zustinde mit 1Sy, 2Py 3P, 3P, ' Dy aber mit einer mehr als halb
gefiillten Schale. Die Hundschen Regeln selektionieren:

H2: 3P0, 3P1, 3P2.
H3: alle L =1 Orbitale sind dquivalent, keine Selektion.
H4: 3P,.

F: wie B aber 2Py 5 weil die Schale zu 5/6 voll ist.
Ne: volle Schale, wie He, 1.5.

Weiter ergeben sich iiblicherweise (d.h. fiir die s und p Elektronen) die glei-
chen Konfigurationen fiir Elemente der jeweils gleichen Spalte, z.B., B, Al,
In, T1, alle QPI/Q, C, Si, Ge, Sn, Pb, alle 2Py, usf. Fiir die d und f Elektronen
findet man allerdings viele Abweichungen.

Im Folgenden wollen wir die Spin-Bahn-Kopplung und den Zeeman-Effekt
genauer analysieren. Als mathematisches Werkzeug brauchen wir dabei das
Wigner-Eckart Theorem welches wir zuerst herleiten und dann anhand von
Beispielen diskutieren.

13.5 Wigner-Eckart Theorem

Das Wigner-Eckart Theorem ist eine Aussage iiber Matrixelemente von Ten-
soroperatoren; es erleichtert deren Berechnung indem es die Abhéngigkeit
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von den magnetischen Quantenzahlen durch die Clebsch-Gordan Koeffizien-
ten ausdriickt.

Formulierung: Sei qu ein Tensoroperator k-ter Ordnung, siche Abschnitt
5. Es bezeichnen a und o’ die nicht zur Drehsymmetrie gehorigen Quan-
tenzahlen. Dann ist

(/" || T || ag)

J . Ly
kjqml|k . (13.62
S (kjqml|kjjm’).  (13.62)
CGK

(' |TF|ajm) =

Das (reduzierte) Matrixelement (/5’| T* || oj) ist nur von T%, j, 5’ und den
iibrigen Quantenzahlen «, o/ abhiingig; es ist unabhingig von g, m, m’. Die
Clebsch-Gordon Koeffizienten (CGK) geben die Abhéingigkeit von ¢, m, m/.

Beweis: Betrachte die Clebsch-Gordan kombinierten Drehimpulszustinde
(Ikq) ® [j1m1) — [kjijm))

ajm) = > TFlajima)(kjigmalkjijm). (13.63)

q,mi1

Der Zustand |ajm) ist Eigenzustand zu J? und J, mit Eigenwerten j(j + 1)
und m; dies folgt aus der Tatsache, dass sich |ajm) unter Rotationen R
gemiiss der irreduziblen Darstellung D7 transformiert:

Rjajm) = » RIFR™! R|ajimi) (kjigmi|kjiim)
N—— N——

&L g, k pk 465 i1 !
4.73: Zq/d ) T, 4.65: Zm/ d ), 1|oz]1m1>

= Z T lajim’) Z dqqdf?fb m1 (kjigmil|kjigm,).
q’ m1 q,m1
Dk®DJ1 =@;, D2

Das Produkt d, djl lasst sich durch die Drehmatrizen dﬁ,mQ aus-
2

q'q "m/ 1M1
driicken,

dk d]l

q'q mim

= > <kj1q/m'1|k‘j1j2m'2><kjlqm1\kj1j2m2>dfi my’ (13.64)

J2,ma,m}
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dies entspricht gerade der Ausreduktion von D¥ @ DIt = @;, D72 in Clebsch-
Gordan Notation, siehe Gleichung (13.67). In einem néchsten Schritt sum-
mieren wir iiber ¢ und mq und erhalten

SU Y ki mhlkjijamb) kdiamakjijama)d,

M1 jo,mao,mh

Z underlined —> 5] j2 (Sm meo X <M|k]1]m>

q,m1

= Z(k:jlq’m/llkjljmé} din,zm

!
My

Damit erhalten wir das Resultat [vgl. mit (13.63)]

Rjajm) = > TF lagum)kgmh kjgmb) dl,
q'ymy,my
) Zd gl (13.65)

gemiiss (4.65) ist also |ajm) ein Drehimpulszustand zur Darstellung D7.

Zur Ausreduktion von D¥ @ DIt = @;, D72, Betrachte den Produktzu-
stand [j1m1) ® |jama) = |jijemims) unter der Drehung exp(—i@ - J) =
exp(—id - Jp) exp(—id - Ja),

e J1J2m1me = mlma m ma Jrj2mymsa).

m17m2

Das Matrixelement mit (jijom/mb| ergibt

(rjamhmble™ ™ i1 jamims) = &7, d??, (13.66)

mimy mbhma’

Einschieben von Einsen ergibt fiir die linke Seite den Ausdruck

~

> Grgamimb [jrgaim’) (rjagm! | e i jagm) (jrjagm| i jamims)

. ’ ~~
J,m,m ]I

4

—~ =

= Z (jrjamymb |jrgzgm’) (jrjagm’ e |jujagm) (Grjagm| jrjzmama)

j7m7m/

J
m/ m

d]l d]z (1367)

m 1mi1 m2m2
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(13.67) ist gerade die in (13.64) benutzte Relation (mit der Ersetzung
jlaj?amllvméajamlamamlamQ_>kajlaq/>m/17j27m/27m27Qam1)-

Betrachte als niichstes das Skalarprodukt von |&jm) mit (a’j'm/|; das Ma-
trixelement (o/j'm/|ajm) ist nur dann # 0 wenn j' = j und m’ = m. Zudem
ist es auch noch unabhéngig von m, denn

(j'm/|ajm) = /dw <a'j'm’|R51R@]ajm>

0.1:0-1-0 1 /(2j+1)

7'7%m' m%m’m

1 e
= 0 Omm’ W;<a’jmla3m>. (13.68)

Mittelwert iiber m
Die Multiplikation mit (kjijm|kjig'm)) und anschliessende Summierung
iiber j, m, vgl. (11.61), ergibt die Faktoren Ogq'Omym/, und wir finden das
Schlussresultat

(o§'m/|Ty|ajm) = (kjgml|kjj'm’)

Z (oj'm|ag’m)

y/
— 277 +1

o/" Tk i . N
- j\/lfT’l 7) (kjgmlkjj'm’) (13.69)

q.ed. U
13.5.1 Anwendungen
Sei A ein Vektoroperator, dann ist Aé definiert via
Al—l = (Ao — iAy)/\@a
A(l) = sz
Al = —(A; +iA)/V2. (13.70)
ein irreduziebler sphérischer Tensor 1. Stufe.
i) Sei A=J, dann ist
1
il i) = —=(dj || J* || o) (1505]1555) (13.71
(gl =] g 2j+1< J I 1 ag) (1505|1545) (13.71)

hjdear Vili+1
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und wir erhalten das reduzierte Matrixelement

(o 1T [l ag) = Vil +1)(2) +1) hbaar Oy (13.72)
ii) Wir zeigen, dass

{(ajm|J - Alajm)
250 +1)

(ajm']A611|ajm) = (ajm'|Jql|ajm> (13.73)

und analog mit Aé — A; und Jq1 — J;. Das heisst, die Matrixelemente

von A sind gleich den Matrixelementen der Projektion von A auf J,

(A) ~ (TN A) ().
ii.a) Es ist

(agm/|Aglagm) — {aj || A" || aj)
(agm/[Tglagm) — {aj || J" ]| aj)

(13.74)

ii.b)

(ajm|J - Alagm) = Y (ajml|T [ajM)(ajM|A |ajm)
M
= Claj || J" [ aj){eg || A" || ag). (13.75)

Die Konstante C' mit den Clebsch-Gordon Koeflizienten folgt aus dem
Spezialfall A = J,

(ajm|?lagm) = Claj || J' || aj)? (13.76)
und wir finden die Beziehung zwischen den irreduziblen Matrix-
elementen

. Al . . H-/T .
ag | 1|| oj) _ legmlJ - jagm). (13.77)
(aj | T ej) (ajm|J?|ajm)
Einsetzen in a) ergibt das gewiinschte Resultat,
. _’.A’ .
(agmlAljagm) = {agm'|T agmy I Alagm) g e

R2j(j + 1)

Die dritte Anwendung fithrt uns zuriick zu den Termschemata der Atome.
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iii) Wir zeigen, dass sich die Matrixelemente von Hgo im LS-Multiplett
durch den Operator L - S ausdriicken lassen,

(KLSMMs|Hso| KLSMpMg) = (Hso)'
— ¢(KLS)(KLSMpMg|L - §|K LSM} ML) (13.79)

iii.a) Die Spin-Bahn Kopplung ist definiert via Hgo = ), X; - 5 mit [vel.
(11.103)]
X, = —ﬂm AE; (13.80)
2mc? ’
7; die Geschwindigkeiten der Elektronen und EZ das elektrische Feld
evaluiert am Ort des i-ten Teilchens. Der Vektoroperator X; wirkt auf
den Bahnanteil von ¥ = |KLSM;Mg). Falls V. = V(r) ein Zentral-
potential ist, lasst sich X schreiben als

> 1 10V~
X; ——— = 13.81
! 2m2c2 r; Or; ( )
und
1 BV 7
H = 3, 13.82
50 2772202 Z Ti 873 li - 51)- (13.82)
iii.b) Wir konstruieren eine Produktbasis in Hg,
|KLSMLMs) = Y calaKLMy)|aSM,) (13.83)
[e%
so dass |K LSMp Mg) korrekt antisymmetrisiert ist.
iii.c) Die Matrixelemente (Hgo)’ lassen sich schreiben als
(K LSMpMs|Hso| K LSM} M}) (13.84)

=Y chear (0K LM |Xi|o/ K LM ) (oS Mg |5;|a/ SME).

7o
X, und §; sind Vektoroperatoren und geméss WET gilt

(aKLMp|X;|o/ KLM}) ~ (LMg|L|LM?}),
(aSMg|5i|a'SME) ~ (SMg|S|SMg);  (13.85)
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die Matrixelemente auf der rechten Seite enthalten die gesamte
Abhéngigkeit von My, M} und Mg, M}. Damit folgt sofort die Be-
hauptung wenn wir schreiben

> (KLSMpMg|X,; - 8| KLSMj M) (13.86)

~ > faktor(KLSia o) (LML|LILMp) - (SMs|S|SMg),

e Te

E(KLS)

(Hso) = &(KLS)(KLSMpMs|L-S|KLSMj)MZ). (13.87)

Mit den Matrixelementen (13.87) erhalten wir unmittelbar die Feinstruk-
tur des LS-Multipletts indem wir von der |KLSMMg)-Basis zur Basis
|K LS JM) des Gesamtdrehimpulses iibergehen. Wir beniitzen die Beziehung

oL-§ = J?-1?-5? (13.88)
und finden
(KLSJM|Hgo|KLSJ M') (13.89)
= Oyp0mm [E(KLS)/2) [J(J+1)—S(S+1)— L(L+1)].
Das Level-splitting der Feinstruktur betréigt dann
Exrs(J) — Exrs(J —1) = &(KLS)-J. (13.90)

Falls £ > 0 (man spricht von einem regulidren Multiplett) ist J im Grund-
zustand minimal, falls £ < 0 (invertiertes Multiplett) ist der Grundzustand
fir maximales J realisiert. In der Folge zeigen wir innerhalb der Hartree-
Fock-Approximation, dass

& >0 reguldres Multiplett falls die Schale < 1/2 gefiillt ist,
¢ <0 invertiertes Multiplett falls die Schale > 1/2 gefiillt ist.

Damit beweisen wir die 4. Hundsche Regel innerhalb des Hartree-Fock Sche-
mas.

13.6 Spin-Bahn Kopplung in der HF-Theorie

Ziel dieses Abschnitts ist die Berechnung von £(K LS) in Hartree-Fock Theo-
rie. Sei das Potential V(i) = V(r) radialsymmetrisch, dann ldsst sich der
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Hamiltonian Hgo schreiben als

1 8V~ .
Hgo = 2m2c2z li - &, (13.91)

7 87‘2

mit ; und §; die orbitalen- und Spin Drehimpulse des i-ten Teilchens. Mit
My, = M} und Mg = Mg erhalten wir fiir den Faktor {(KLS) in (13.87)
(die Terme L;S; = 0 und LS, = 0 geben keinen Beitrag zur Diagonalen),

((KLS) = MLlMS(KLSMLMSHSO\KLSMLMS>. (13.92)

Wir schreiben |KLSMMg) als Superposition von Slaterdeterminanten
|K3), z.B. fiir Kohlenstoff C in der Konfiguration K = 1s22s?2p? haben
wir 15 Slaterdeterminanten” | K 3). Die Zustinde | K 3) sind Eigenfunktionen
zu L, und S, mit Eigenwerten My und Mg. Wir suchen das Matrixelement
(KLSMpMg|Hso|KLSMpMg) um damit (K LS) zu bestimmen,

(KLSMLMS]HSO\KLSMLMS>

= ZCBCﬁ/ K,B’ 2 2 Z 87~lV/Tz i Sl‘Kﬂ>
8.8’

= Z%Cﬁ' 2 (K0l [0, V/ri]l; - 5 | KB'). (13.93)
8.6,

Im Matrixelement (K 3|[,,V/rq]l; - 5| K 3') miissen, ausgenommen demjeni-
gen zum Teilchen ¢, alle Orbitale in 3 und 3’ gleich sein. Weiter sind L, und
S, fixiert. Deshalb miissen auch die Orbitale fiir das i-te Teilchen gleich sein
und nur die Diagonalen iiberleben, (Kf3|...|Kf’) « dgz. Die Summation
iiber die besetzten Einteilchen Zusténde in |K3) ergibt den Ausdruck

9Wir wihlen K so, dass nur eine Schale angebrochen ist. Wir werden sehen, dass volle
Schalen keinen Beitrag liefern, daher geniigt es, nur Slaterdeterminanten der Elektronen
in der letzten angebrochenen Schale zu beriicksichtigen. Die Slaterdeterminanten |K3)
involvieren dann nur eine Radialwellenfunktion ¢n;(r) sowie verschiedene Winkel- und
Spinfunktionen Y, und xs; fiir Kohlenstoff C sind das 15 Slaterdeterminanten | K ().
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SO(3) invar.
1 o N—
= 5,92 Z ’CB\sz /d3 |%0nlmf|2 [0,V /7]

57ml 7m€

=& >0 fiir 6,V >0

= C2 Enl Z lcsl” Z m) m (13.94)

ml :ms

Damit bestimmt das Vorzeichen von Zmlﬁ mf das Vorzeichen von (Hso).
Wir unterschieden drei Fille:

1. Volle Schale:

Yoomiml o= Y m)> ml =0 (13.95)

B8, B my

my,ms
volle Schalen geben keinen Beitrag.

2. Schalen < 1/2 gefiillt: Die 2*® Hundsche Regel verlangt S = max.

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit'” wihlen wir Mg = S. Dann

sind alle besetzten m? = 1 /2 und

Somimf = Y m)S = M8, (13.96)
und mit Y |cg|?> = 1 finden wir das Resultat
gnl

(Hso) = §(KLS) M. S mit §(KLS) = 555 > 0. (13.97)

3. Schalen > 1/2 gefiillt: Die 2'® Hundsche Regel verlangt S = max und
wir wihlen Mg = S. Aus Mg = S = max folgt, dass alle unbesetzten
Zusténde die Spinkomponente mi = —1/2 haben. Mit

Z myms + Z myms = 0 (13.98)
besetzt unbes.
erhalten wir

Somiml == > mimf = —(—=Mp)(—S) = —MS, (13.99)

besetzt unbesetzt

und damit ist £(KLS) = —&,;/2m?c? < 0.

10¢(K LS) ist unabhingig von Ms.
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13.7 Zeeman-Aufspaltung im Magnetfeld

Wir betrachten Atome im schwachen (< 105 Gauss) Magnetfeld H =
(0,0,H,); den durch das Magnetfeld erzeugte Term (mit der Ladung e > 0;
esist H=—p-H, i=—(e/2mc)L)

Hy = —(L+2S)-H (13.100)

behandeln wir in Storungstheorie. Die in der Feinstruktur verbliebene (2. 4
1)-fache Entartung wird durch das Magnetfeld aufgehoben. Der Term L+
S = Jin (13.100) gibt den Betrag —eh MH. /2mc mit M der magnetischen
Quantenzahl zu J,. Es verbleibt die Berechnung von

(13.73)

(KLSJM|S,|KLSJM) (13.101)
(KLSJM]|J - S|KLSJM)
KLSIM|J,|KLSJM .
< [ ) h2J(J+1)
Mit J-§=S52+L-5= (J? — L? + 5%)/2 erhalten wir
J(J+1)—L(L+1)+S(S+1
(KLSIM|S.|KLSIM) = g 2TV ZLEADFSSFD - g 00,
2J(J +1)
und fiir die Zeeman-Aufspaltung ergibt sich
eh
(Hn) = 5 —gMH, = gupMH, (13.103)
2me
mit dem gyromagnetischen Faktor g [auch Landé-g-Faktor]
JJ+1)—L(L+1)+S(S+1)
=1 . 13.104
g + 2J(J +1) ( )
Das elementare Moment des Atoms ist
eh
= —q. 13.105
1BY 5cd ( )

Fir S =0ist L = J und g = 1; umgekehrt ist fiir L = 0 der Gesamtimpuls
durch den Spin gegeben, J = S und g = 2, was dem g-Faktor des Elektronen-
spins entspricht. Beachte, dass auch g < 1 moglich ist. Das LS J-Multiplett
spaltet in 2J + 1 Unterniveaus auf mit
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Da der g-Faktor von den Quantenzahlen LSJ abhéngt kénnen sich im Spek-
trum komplizierte Linienaufspaltungen ergeben. Man unterscheidet zwischen
normalem und anormalem Zeeman-Effekt, wobei der anomale Zeeman-Effekt
der Normalfall ist. Beim normalen Zeeman-Effekt tritt der Spezialfall ein,
dass fiir beide involvierten Niveaus S = 0 und deshalb g = 1 ist, also spaltet
eine optische Linie dreifach auf und man findet ein ‘Zeeman-Triplett’. Beim
anomalen Zeeman-Effekt sind die g-Faktoren der beiden Niveaus verschie-
den da orbital- und Spin-Drehimpuls beide endlich und verschieden gemischt
sind. Entsprechend resultieren kompliziertere Linienaufspaltungen. In Abbil-
dung 13.10 sind die beiden Fille fiir den Na Dy Ubergang [2S1/2 (9 =2)—
’p /2 (9 = 2/3)], anomaler Zeeman-Effekt, und fiir den Cd Ubergang ' P,
(g=1) - 'Dy (g = 1), normaler Zeeman-Effekt, gezeigt.

"

Na D . Cd 2

J 1 |z 1

2P A1 172 IDZ & 0
-1

12 -12
A A
I" -2

5, 1l

v -12 1]?1 v vV 0

v

\\
\

A
ANV
Vv
—_

O T TOo
G T O

Abb. 13.10: Anomaler und normaler Zeeman Effekt fiir den Na D; Ubergang
?S172 (9=2) ~*Pyyp (9 =2/3)] und fiir den Cd [' Py (9 =1) ~ 'D; (g = 1)]
Ubergang. Die 7 und o Uberginge gehoren zu den Auswahlregeln Am = 0
und Am = +1.

Fiir starke Magnetfelder (> 10° Gauss) starten wir direkt vom LS-Multiplett
da Hyg > Hgo. Die Spin-Bahn Kopplung Hgo wird dann am Schluss als
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Storterm einbezogen. Mit der Basis | K LSMy Mg) im LS-Multiplett erhalten
wir sofort die Zeeman-Shifts

eh
Hy) = ——(My +2Mg)H.. 13.1
(Hu) 50 (ML + 2Ms) (13.107)

Der Storterm Hgo generiert die Korrektur
(Hso) = E&(KLS)MMsg, (13.108)

und es resultiert die Aufspaltung
<HH+HS()> ~ MB(ML—f—QMs)HZ:E%MLMs, (13.109)

wobei das obere (untere) Vorzeichen fiir < (>) halb-gefiillte Schalen gilt.
Dies ist der Paschen-Back Effekt fiir das Splitting der Niveaus im starken
Magnetfeld; die Mischung der Drehimpulse L und S durch die Spin-Bahn
Kopplung Hgo wird durch das starke Magnetfeld unterdriickt und beide
Drehimpulse verhalten sich klassisch!! (bis auf den g = 2 Faktor des Spins).
Beide, normaler und anomaler Zeeman-Effekt gehen bei hohen Magnetfel-
dern in den Paschen-Back Effekt iiber. Umgekehrt resultiert der nichttriviale
anomale Zeeman-FEffekt bei schwachen Feldern aus der Mischung von S und
L zu J durch Hgo.

1Die Drehimpulse Lund § prézessieren unabhéngig voneinander im Feld
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Molekiile

Die Beschreibung von Molekiilen ist ein vielschichtiges Problem, welches in
seiner vollen Komplexitét nicht 16sbar ist. Wir gehen das Problem in drei
Runden an:

— Wir diskutieren zuerst einige qualitative Abschétzungen und identifi-
zieren zwei Energieskalen im Problem, diejenige der Elektronen und
diejenige der Kerne. Letztere ist um den Faktor \/m./M ~ 1072, mit
M der Kernmasse, kleiner. Die Umwandlung von Energien £ in Zeiten
(via 7 ~ h/E) zeigt uns, dass die Bewegung der Kerne viel langsamer
verlauft als die der Elektronen.

— Im zweiten Teil nehmen wir deshalb die Kerne als statisch an und
16sen das elektonische Problem, wobei wir die Positionen R; der Kerne
als Parameter auffassen. Diese Rechnung liefert uns die elektronischen

—

Energien E¢(R;) mit den elektronischen Quantenzahlen n. Zusammen

—

mit dem Kernpotential Vi (R;) bilden diese beiden Komponenten das

effektive Potential V(R;) = Vi + Ef, in welchem sich die Kerne bewe-
gen.

— Im dritten Abschnitt untersuchen wir die Dynamik der Kerne.

In diesem Schema nehmen wir an, dass die Elektronen den Kernen im-
mer instantan folgen konnen, eine (adiabatische) Approximation welche
durch die Kleinheit des Parameters m./M gerechtfertigt ist.! Die Sepa-
ration in ein elektronisches- und ein Kernproblem ist unter dem Namen

'Man sagt, me/M sei der kleine Parameter im Problem.

363
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Born-Oppenheimer Approximation bekannt. Wir 16sen das H; und das Hy
Problem (Wasserstoff-Molekiile im ionisierten und neutralen Zustand) und

besprechen kovalente Bindungen, Hybridisierungen und einige weitere Mo-
lekiile.

14.1 Born-Oppenheimer-Approximation

Im allgemeinen sind wir an den Valenzelektronen interessiert, welche sich an
den chemischen Bindungen beteiligen. Die Kern-Elektronen werden von der
Prasenz eines Bindungspartners kaum beeinflusst. Valenzelektronen breiten
sich iiber das gesamte Molekiil (der Grosse a) aus und haben typische Ener-
gien

h2 awle

B = o5 "NT1-106V; (14.1)

dies ist die elektronische Energieskala. Wir bezeichnen typische Kern-
abstinde mit R. Oszillationen der Kerne um ihre Gleichgewichtslage de-
finieren die Energieskala fiw der Kernbewegung. Um hAw zu finden betrach-
ten wir die potentiellle Energie Mw?(R — Ry)? der Kern-Vibrationsmoden.
Es ist Ry ~ a. Fiir R — Ry ~ a wird die Elektronen-Konfiguration stark
gedndert’ und kostet damit eine elektronische Energie ~ h?/ma?. Aus
Muw?a? ~ h?/ma? folgt

me h?
By ~ fw ~ /2 ~ 0.1V, 14.2
b M mea? 0-1ev (14.2)

die Energieskala der Kernbewegung. Die Kerne kénnen nicht nur vibrieren

sondern auch rotieren. Rotationen kosten die Energie L?/© und mit L? ~
R21(1 4+ 1) ~ h? und dem Triigheitsmoment © ~ Ma? finden wir

me R

By ~ L?/©0 ~ —

rot / M mea?

Die Relation (14.2) definiert auch eine wichtige Léngenskala, die Ampli-

tude § der Vibrationsmoden. Fiir die Vibrationmoden gilt P?/M ~ hw,

somit ist P~ (M/m¢)"*h/a und die Geschwindigkeit ergibt sich zu

V = P/M ~ (M/m)Y*h/Ma = (me/M)>*v, v ~ I/ma die elektronische

Geschwindigkeit. Damit erhalten wir die Amplitude

~ 1 meV. (14.3)

S~ VT ~ Viw ~a (”AZE)UZL; (14.4)

2Zum Beispiel geht das Wasserstoffmolekiil H2™ in ein Helium Atom He?* iiber.
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die Vibrationsamplituden machen also nur etwa 1/10 der Molekiilgrosse aus.
Dieses Resultat folgt auch einfach aus der Abschitzung

1/4
Mw?6* ~hw — 6~ (%) / a. (14.5)

Die obigen Energieskalen definieren via 7 ~ h/€ die zugehorigen Zeitskalen

Elektronische Vibratorische Rotatorische

einige eV ~0.1eV ~ 1 meV
! ! l
10716 s 1071 5 10712 5

~ Phononen im Festkorper

Betrachte jetzt die Schrodmgerglelchung fir ein Molekiil mit Kernen
der Masse M, an den Positionen R, mit Impulsen P, und Elektronen

mlt den Koordlnaten 7; und Impulsen p; (7 = 71,...,Tiy ..., Tn; R =
Rl, o Ry ,...,Rm, wir betrachten nur den Bahnanteil, keine Spin-Bahn—
K0pplung) :

U(7,R) = EV(FR). (14.6)

Der Hamiltonian hat die Form

o= Yy Y e
N — 2M, Z,Qme 21,#]73-—@-\
——

Ty, T Vee
Z,Z, Z,e?
f Z ¢ = e P
I/;ﬁu ‘R R ’ i, |Ti_RM‘
Vkk Ve

In der Born-Oppenheimer Approximation behandeln wir den kinetischen
Term der Kerne Tx o« m./M als kleine Stérung. Vernachlissigen wir T,
so verliert die Variable R ihre Dynamik und wird zum Parameter. Das re-
sultierende elektronische Problem lésst sich schreiben als

[T + Vee () + Ve (B R) on (7 B) = [E(R) = Vi (R)] (7 Bj14.8)

-~

E¢(R) = elektr. Energic
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Die Eigenfunktionen ¢, (7; R ) bilden ein vONS (fiir jeden Parametersatz R)
und wir kénnen die Gesamt-Wellenfunktion ¥ entwickeln,

—

(7 R) Z% )eon (7 R). (14.9)

Einsetzen von (14.9) in (14.6) und Ausniitzung von (14.8) ergibt die Eigen-
wertgleichung

> [Tk + Em(R)] ¢m(R) om (7 R) Equm (#R). (14.10)

m

Konstruieren wir davon die Matrixelemente mit o (7 B ) so ergibt sich das
Gleichungssystem zur Beschreibung der Kerne,

[Tk + En(R)] ¢n(R) = E ¢ (R ZAW $m (R (14.11)

mit den Operatoren?®

Anm¢m = - Z oM, /dr?m (pn [28R¢m( ) R‘Pm(ﬁ ﬁ)

6 (B) o (7 ). (14.12)

Cliicklicherweise ist der Operator A, um einen Faktor (m./M)'/? kleiner
als die typischen elektronischen Energien AFE*°. Dazu einige Abschitzungen:
Im schlimmsten Fall* ist ¢y, (7 R) ~ @ (7 — R). Damit ist (1 /M)é)% Om <
(me/M )87% ©m/me und der zweite Term von A, ergibt

Me h2

A@ o Me

Um 0 ¢ abzuschiitzen schreiben wir fiir ¢ eine Oszillator-Wellenfunktion
¢(R) ~ exp|[—Mw(R — Rg)?/2h]. Damit erhalten wir (6 = R — Ry)

Me o
~ OB b (14.13)

M e .
OO ~ ——d(B)(E — o) - 050(% F)
Mw = L .

~ Twcé(R)[cp(F;RJr ) — (7 R)] (14.14)

3Beachte dabei, dass
T~ 0spp ~ pOa0+2050- 050+ ¢05p.
——

Tk ¢n Anmém

“Im allgemeinen ist die Abhiingigkeit von R Kleiner als die von 7, da @, nicht steif mit
R verbunden ist.
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und der erste Term in A, ergibt

h2 Mw m\ 1/2
(1) ~N — ~ ~ o €
AL 5 h bm ~ hw o, ( ) AE® ¢p,. (14.15)

Betrachte jetzt wieder das gekoppelte Eigenwertproblem (14.11). Verschie-
dene n-Komponenten involvieren elektronische Energien EY, welche sich um
AE® ~ K? / 2mea® unterscheiden. Zudem mischt der Term A,,,, ¢, verschie-
dene n-Komponenten, aber nur wenn A,,, ~ AE® ist. Mit (14.13) und
(14.15) reichen die Energien in A,,, nicht aus um verschiedene Niveaus zu
mischen und wir erhalten die folgende einfache Schrédingergleichung fiir das
Kernproblem (adiabatische Approximation: A,,, ~ 0, keine elektronischen
Ubergiinge),

[Tk + En(R)] ¢u(B) =~ Eou(R). (14.16)

Wir werden sehen, dass giinstige Elektronenkonfigurationen ein attraktives
Kernpotential bilden wie in Abb. 14.1 skizziert, so dass die Kerne zu einem
Molekiil gebunden werden.

€ A Sn‘

(a) (b)
RnO \ >

eIektr;A' R

R0 ——
—— vibr. & rot.

Abb. 14.1: (a) Elektronische Energie &, als Funktion des Abstandes R zwi-
schen den Kernen. Der Gleichgewichts-Abstand ﬁno der Kerne ist durch das
Minimum in &, definiert, 95&,| g = 0. (b) Die Kriimmung 8%8,1] By =
Muw? definiert das Vibrationsspektrum, das Triigheitsmoment © (allgemei-
ner der Trégheitstensor) die Rotationsbanden des Molekiils. Die elektroni-
schen Anregungsenergien iibertreffen die rotatorischen und vibratorischen
Anregungen des Molekiils.

Die Eigenzustinde in der Born-Oppenheimer Approximation sind durch ein-
fache Produktfunktionen

V(i R) ~ ¢u(R)en(F R) (14.17)
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—

gegeben. Die elektronische Energie ist E¢(Rp,) = En(Rny) — Vici (Rp, ) und
die totale Energie ist E ~ hwy, /24En (R )+ Eyin+ Erot = hwn /24 E€ (R, )+
VKK(]SLM) + Eyip + Erot- Im folgenden konzentrieren wir uns zuerst auf das
elektronische Problem einfacher Molekiile (wie z.B. Hf und Hs wo wir die

elektronischen Energien &, (R) berechnen) und anschliessend auf das Kern-
problem (mit seinen Vibrations- und Rotationsanregungen).

Beachte, dass hochangeregte Vibrationszustinde die das Molekiil auf der
Skala a deformieren ihre Anregungsenergie in elektronische Anregungen kon-
vertieren kénnen wie in Abb. 14.1 (b) dargestellt. Damit sind Ubergéinge zwi-
schen verschiedenen &, via A,,, moglich und die adiabatische Approxima-
tion bricht zusammen. Dasselbe gilt fiir hochangeregte Rotationszustéande.

14.2 Elektronisches Problem, HJ Ion

Das H;‘ Ton wird durch den Hamiltonian
R, 02 o2 . 2
2me "= Ra| |7~ ERp| |Ra— Rpl
beschrieben, siche Abb. 14.2 fiir die Definition der Kern und Elektronen
Koordinaten.

H = (14.18)

< Abb. 14.2: Koordinaten

zur Beschreibung des

Yy ~ +
HS Ions.
| RB 2 ons
. T _ °
R, € pt
R
°
p+

Im Hamilton (14.18) haben wir den kinetischen Teil der Kerne ver-
nachlassigt, so dass ]5;,4 und ﬁB nur noch Parameter des elektrischen Pro-
blems darstellen. Ein verniinftiger Variationsansatz involviert die Linear-
kombination von Wasserstoff 1s-Wellenfunktionen zentriert in ﬁA und EB,

oM R) = ap(F)+ Bo(F)

— oI Rxl/as, (14.19)
7TaB

ox(7)
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Das Problem hat einen Inversionspunkt® in (R4 + Ep)/2 und wir kénnen
Eigenfunktionen definierter Paritét suchen, also o = ( fiir gerade und o =
—( fiir ungerade Paritét,

o+ = Ni[pa(F) £ p(F). (14.20)
Die Normierung auf 1 definiert den Normierungsfaktor N
1= [drieaP = NE[2 [drieaP 22 [ @ oa)ontr) ],
1 S
- Ny = _ (14.21)

Abb. 14.3: Elliptische Koordi-
naten p = (|7 — Ral + |7 —
Rp|)/Rund v = (|Ff — Ra| — |7 —
Rg|)/R fiir die Berechnung des
Uberlappintegrals S im H; Pro-
blem.

V'=const. <0

Das Uberlappintegral S = J d3r ¢ 4 ¢ hiingt von der Distanz R ab und lisst
sich vorzugsweise in elliptischen Koordinaten (siehe Abb. 14.3) berechnen.
Mit der Definition

1 . .
§o= E(]'F—RAH-W—RB]),
1 _ _
v = —(IF= Ral— 7= Ral).
R

Il
»—\
3

QL

=
T
— =
Q

R
c\
v
3

QU

AN
| 3,
—

=
)

|

<
\/l\D
—
—
=
[\
>

/dgr

finden wir fiir das Uberlappintegral den Ausdruck

3
1
S = /d3T90AQOB:/deVd<PR(M2_V2)36_RH/QB
8 Tay

5Symmetrie 7 — —7 beziiglich (Ea + Rg)/2.
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Blop=e T /dudl/ [0 — 12 e H®

4
z3 e " 2e7"
= T ol9g? (I — ) 22
P2 (5) 5]
2
- 1+ 8 R2> e Flap, (14.23)
ap  3ay

Der Erwartungswert (H)y = £4(R) ldsst sich als Kombination der Matrix-
elemente

(A|H|A) :/d3Tg0f4H<pA und (A|H|B) :/d?’rcpZHgoB

schreiben,

oy - AEAE AT 1428

Mit der Grundzustands Energie £ des H-Atoms erhalten wir folgende Re-
sultate fiir die Matrixelemente

e2 62802
AH|A) = &+ — — d3r —TA
N "
£ 23 [ dpdy e=o() (utv)
62 R 2R
— Z (14 22 ) e 2R/an 14.2
&+ R ( + CLB> e ( 5)

und

Austauschintegral

2 2
(51+e>5— /d?’rwAfB
R |7~ Rp|
—_—

2
=3 [ dudvere(utv)

2 2
- (51 + e) S+ (1 + R) eRlas (14.26)
R ap ap

(AlH|B)

Zeichnen wir schliesslich die Energien £i als Funktion des Abstandes R
zwischen den beiden Protonen auf (vgl. Abb. 14.4) so finden wir fiir ¢ einen
gebundenen Zustand mit Ry ~ 1.3 A (statt dem experimentellen Wert 1.06
A) und £ ~ —1.76 eV (statt exp. —2.8¢V). Die gerade Wellenfunktion ¢
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| (@ (b)
€-§,
H-Atom E_
!
0 R, R
(S
€ >

Abb. 14.4: (a) Energien €4 als Funktion von R fiir die Einelektronenzusténde
v+ mit gerader (+) und ungerader (—) Paritét, siehe (b). Der Zustand
w4+ mit & bildet als Funktion des Abstandes R ein Minimum aus und
ergibt einen gebundenen Zustand. Fiir den ungeraden Zustand ¢_ bleiben
die Protonen ungebunden.

5

ist endlich im Gebiet zwischen den Protonen und erlaubt dem System aus
der Coulombwechselwirkung Energie zu gewinnen. Der ungerade Zustand
¢_ dagegen vermag die Protonen nicht zu binden; mit der negativen (—)

Paritat ist ¢ = 0 im Zentrum zwischen den Protonen und der Verlust an
negativer Coulomb Energie verhindert die Bindung. Man nennt
O+ bindendes- (bonding) Orbital,

und ¢_ antibindendes- (antibonding) Orbital.

Schliesslich betrachten wir noch die verschiedenen Grenzfialle R — 0 und
R — oo

@4 beschreibt korrekt den Grenzfall R — oo mit dem Elektron zwi-
schen den beiden Protonen delokalisiert und der Tunnelamplitude
exp(—R/ap) — 0. Der Bereich iiberlappender Wellenfunktionen R —
0 wird schlecht beschrieben, denn HJ (R — 0) entspricht He™ aber die
Wellenfunktion ¢4 (R — 0) — @n—_Atom- Entsprechend resultiert eine
zu kleine Bindungsenergie £ (Ry) = £, — e?/R — —3 Ry im Vergleich
zum He™ Ton mit Sgle = —4 Ry.

¢_: fiir R — 0 verhilt sich wie ¢_ ~ cosfe"/% also wie ein angeregter p
Zustand.

Beachte auch die Analogie zwischen den Reaktionen Hf =p+p+ e~ <
(HD)* = p +d + u~. Das Muon spielt die Rolle eines Katalysators fiir die
Fusions-Reaktion p + d — 3He?t + 5.4 MeV.
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14.3 H, Molekiil

Das Hy Molekiil wird durch den Hamiltonian

h2 2 2
H = —(V+V)+ > 4
2m |7 — T2 |R4a — Rp|
62 62 62 62

— t——
"1 — Ral |"1—Rp| |rf2— Ra|l |2 — Rp]

(14.27)

beschrieben, mit den Koordinaten fiir die Elektronen (7 2) und fiir die Pro-
tonen (R4 p) wie in Abb. 14.5 skizziert.

Abb. 14.5: Koordinaten
zur Beschreibung des
Hs Molekiils.

Zur Losung des stationdren Problems untersucht man zwei Variations-
ansétze: Molekularbahnen (Hund-Mullikan) und die Valenzbahnen (Heitler-
London).

Molekularbahnen (Hund-Mullikan)

W= g [+ en()][ealrs) + on()] i
= @4(M)es(M2)  Xs
—_— =

Symmetrisch ~ antisymm.

1 L L L L
v = 75l (M)e () — o (M)e: ()] X (14.28)
antisymmmetrisch symim.

Valenzbahnen (Heitler-London)

W= M[w(ﬂ)w(@)+¢B<ﬁm<fa>]xs,
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W (11+ 55 lPaen() — po(pal . (1429)
Diese Ansitze zeigen folgende Eigenschaften/Verhalten fiir die Grenzwer-
te R — 0,00. Erst einmal involviert ¥} die ungerade Wellenfunktion
¢_ und damit ein anti-bindendes Orbital; entsprechend ist UM energetisch
ungiinstig im Vergleich zu \Iléw . Fiir den Limes R — oo finden wir die Kom-
ponenten

Y~ pa(D)ea(2) +ea(l)ep(2)
+ wB(1)en(2) +ve(1)pa(2) (14.30)

ungiinstig — p+H™ H+H «— korrekt

fiir die Molekularbahn W, Andererseits zeigen die Valenzbahnen \Ith ein
korrektes R — oo Verhalten, entsprechend zwei Wasserstoff Atomen H + H.
Fiir den Limes R — 0 finden wir, dass

UM 1% mit Z =1 statt Z = 2,

S

TV ~ 15 mit Z = 1 statt Z = 2,

pa(M) — oB(T1) a(a) + ©B(72)
VI-8 Vi+s
~ cosb exp[—(r1 + 12)/ap] ~ sp-Zustand (14.31)

vy

Der sp-Zustand involviert den Drehimpuls [ = 1 und fithrt damit auf hohere
Energien.

Insgesamt sind die Heitler-London—Ansétze ‘Il;ft etwas besser in der Asymp-
totik. Beide Typen (HM und HL) geben verniinftige (und numerisch dhnli-
che) Variationsresultate.® Wir fahren mit den HL-Ansitzen weiter und be-
rechnen wiederum die Energieerwartungswerte £1(R) aus den relevanten
Matrixelementen (mit den Indices +/ — =s/t)
(AB|H|AB) £ (BA|H|AB)
= (H = . 14.32
Ex(R) = (H)s = (14.32)
wobei wir benutzt haben, dass (AB|H|AB) = (BA|H|BA) und
(AB|H|BA) = (BA|H|AB). Fiir die Matrixelemente finden wir

2
e
(AB|H|AB) = 26, + &
R
5Der Limes R — oo ist numerisch nicht relevant fiir das Schlussresultat, da Ry ~ ao <
o0 ist.
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o o €2 €2 €2
+ [dr [ @A) [v

F—7'| |7~ Ral |F— Rl

Vo (R)

2
(BA|H|AB) = [251 + ‘}J S2 (14.33)

e? e? e?

|7 =7 |7 — Ra| |F— Rg|

+/d3r/d3r’soA(F)wB(F)sOA(F’)sOB(F’) [

Vexe (R)ocS2.

Den Beitrag Vo (R) identifizieren wir mit der Coulombenergie; dabei sind
e?/|7 — Ra| und €?/|7' — Rp| bereits in 2 beriicksichtigt, wihrend die ge-
mischten Terme €2 /|7’ — R | und e?/|F— Rp| sowie die e — e-Wechselwirkung
in V¢ einfliessen. Der Beitrag Vexe(R) ist der zu Vi gehérige Austauschterm”
und existiert aufgrund der Antisymmetrisierung der Wellenfunktion. Dieser
Term ist kritisch fiir die Existenz des gebundenen Zustandes.

Die Berechnung von Vg und Vey ist etwas miihsam®; hier schreiben wir
einfach

[Vo(R) + €2/R] % [Vixe(R) + S2¢%/R]
1+ 52

mit Vo(R) + e2/R > 0; der Austauschterm ist meist negativ, Vexe(R) +
S%2e2/R < 0. Daher ist der Singlettzustand in der Energie giinstiger, da
er den Austauschterm besser niitzt, £, < £_. Es stellt sich heraus, dass
E+(R) — 2&; ein 3 eV tiefes Minimum bei Ry = 1.5 ap hat, wéhrenddem
E_(R) kein Minimum und damit keinen gebundenen Zustand erzeugt, vgl.
dazu die Skizze in Abb. 14.6.

E+(R) = 285+ , (14.34)

Wiederum ist die Ursache fiir die Bindung im Singlett Zustand” die endliche
Amplitude der Wellenfunktion in der Mitte zwischen den Kernen. Eigent-
lich sollte uns dieses Resultat etwas irritieren, denn wir haben oft argumen-
tiert, dass wir das Pauliprinzip ausniitzen um die Elektronen voneinander
zu separieren und dadurch die elektronische Abstossungsenergie (> 0) re-
duzieren kénnen. Zum Beispiel sagt die 2. Hundsche Regel, dass S maximal
sei. Entsprechend ist der Triplettzustand von 1s2s in He-Atom tiefer als die
Singlettkombination.'” Aufgrund dieser Argumente miisste ¥} gewinnen.

"Beschrieben durch das sogenannte Austausch- oder ‘Exchange-’ Integral.

8Siche Y. Sugiura, Z. Phys. 45, 484 (1927).

9Der Triplettzustand ergibt keine Bindung.

"Der Grundzustand von He ist 1s? und muss ein Singlett sein, vergleiche (14.30).
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2 HIAtome E_

0 R, R

€

Abb. 14.6: Der Singlett-Zustand mit der symmetrischen Bahnfunktion er-
zeugt den gebundenen Zustand des Wasserstoffmolekiils bei & =~ 3 eV und
Ry ~ 0.8 A(der experimentell gemessene Wert ist Ry ~ 0.74 A). Die Bin-
dungsenergie wird durch den Austauschterm Vey. o< S? erzeugt und invol-
viert das Uberlappintegral S.

Aber: Im WY Zustand miissen wir zwar elektronische Coulomb-Energie fiir
die e~ e~ -Wechselwirkung aufwenden, aber wir gewinnen noch mehr Cou-
lombenergie aus der e”-Kern-Wechselwirkung wenn sich die Elektronen in
der (zur Achse orthogonalen) Symmetrie-ebene aufhalten, also ein Uberkom-
pensationseffekt.

Schliesslich betrachten wir nochmals die Grenzfille R — 0 und R — oo. Fiir
R — 0 erhalten wir H-Orbitale statt He-Orbitale mit Z = 2. Entsprechend
ist die Energie des Valenzansatzes zu hoch, was bedeutet, dass die tatséchli-
che Bindungsenergie grosser und der Abstand zwischen den Protonen klei-
ner ist, in Ubereinstimmung mit dem experimentell gemessenen kleineren
Abstand (0.74 Astatt 0.8 A). Im Grenzfall R — oo fillt die Wechselwir-
kung tatséchlich nicht exponentiell ab (wie hier berechnet) sondern algebra-
isch oc 1/RS, ein Effekt der Van-der-Waals Anziehung zwischen neutralen
Atomen aufgrund fluktuierender (induzierter) Dipole. Die Dipolfluktuatio-
nen der beiden H-Atome involvieren angeregte Zustinde der H-Atome und
konnen in Stérungstheorie beriicksichtigt werden, sieche Ubungen zu QM1.
Hier haben wir nur den Grundzustand der Wellenfunktionen der H-Atome
beriicksichtigt.
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14.4 Das Kern-Problem

Das Kern-Problem involviert Schwingungs- und Rotationsmoden. Mit R=
R4 — Rp lautet die Born Oppenheimer Gleichung (14.16)

2
[—;ﬁ%‘:(m} o(R) = Bo(R), (14.35)

mit der reduzierten Masse!! y = MjMs/(My + M) und dem Potential
E(R) = £4(R) wie in Abb. 14.6 skizziert. Fiir das rotationssymmetrische
Problem (14.35) machen wir den Ansatz

und erhalten das Radialproblem

R, 2 R2I(1+ 1)
_ Z — R, =FER, . (14.
[ o (83—1- R8R> +E&(R) + e ] R,i(R) Ry(R). (14.37)
Mit R, = uy/R finden wir das 1D-Problem
n?
—@53 + Vet (R) | unt = Eup (14.38)
mit
Minimum von Vg M
R2U(1+1) TN pw? 12
= — —(R - . (14,
Die Transformation auf z = R — R! ergibt das harmonische-Oszillator-
Problem
I g2 4 E(RL) + UL+ | e 2} E (14.40)
- |\ Uy = Epuy :
2 " 07T (R T2 : Fnt
mit den Energieeigenwerten
Ee+Vkk
g > P21+ 1 1
E, = E(Ré) + M + ﬁw(rH— 5) . (14.41)
:U’( 0) ———

Rotation, ym & IR Vibrationen, IR

1VWir haben die Translationsbewegung bereits absepariert, siehe (5.42), und lésen das
Relativproblem (5.44)
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In Molekiilen mit identischen Kernen miissen wir die Symmetrie der Kern-
wellenfunktion unter Vertauschung der Kerne beriicksichtigen.!'? Fiir Kerne
mit ganzzahligem (halbzahligem) Spin S muss die Wellenfunktion symme-
trisch (antlsymmetrlsch) sein. Die Vertauschung der Kerne entspricht gerade
der Paritédtsoperation R — —R. Wir separieren die Kernwellenfunktion W
in einen Bahn-Anteil <I>(R) und einen Spin-Anteil y. Die Symmetrie der
Bahnwellenfunktion wird durch die Drehimpulsquantenzahl [ bestimmt, '
P = (—=1)!. Dann gelten folgende Zusammenhiinge,

ganzzahliger Kernspin halbzahliger Kernspin
symmetrische Wellenfunktion antisymmetrische Wellenfunktion
Xsymm, [ gerade Xantisym, | gerade
Xantisym, | ungerade Xsymm, | ungerade (14.42)

Sei S der Spin eines Kernes, dann gibt es (25 + 1)? Spin-Zustinde die in
(S + 1)(25 4+ 1) symmetrische und S(2S + 1) antisymmetrische Zusténde
separieren. In einem Gas solcher Molekiile ist das Verh#ltnis der Anzahl
Molekiile mit geradem [ (# [ gerade) zu denjenigen mit ungeradem [ (# [
ungerade) durch

S+1  #lgerade S

K L —
g2 88 g #1 ungerade S+1

— hz Ks (14.43)

gegeben. Die Untersuchung der relativen Intensitdten der Rotationsbanden
eines Gases im Gleichgewicht'* erlaubt dann die Bestimmung der Kernsta-
tistik und des Spins S.

14.5 Chemische Bindungen

Wir untersuchen die Natur der chemischen Bindung und ihre Sittigung,
verschiedene Bindungstypen (o- und m-Bindungen), das Phénomen der Hy-
bridisierung, und geben eine Reihe illustrierender Beispiele. Betrachte den
einfachsten Fall zweier H-Atome; wir haben gefunden, vgl. Abb. 14.6, dass
der Singlettzustand einen gebundenen Zustand erzeugt, wihrenddem der
Triplettzustand keine Bindung erzeugt,

12Gjehe dazu auch die Analyse di-atomiger Molekiile in 12.6.11

13Die Kugelfunktion Y;,,, hat Paritit (—1)".

MWir nehmen an, dass die Temperatur T grosser als die Anregungsenergie der Rotati-
onsbanden ist.
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Ys: &5 (D = Bindung, Attraktion,

rep.

xt: (@ <—— (@ = keine Bindung, Repulsion.

Der Spinzustand bestimmt die Spin- und Bahnsymmetrie und entsprechend
wird ein attraktiver oder repulsiver Austauschterm erzeugt. Die Situation
fiir die H + He Bindung ldsst sich analog diskutieren. Das He-Atom hat
zwei Elektronen: der potentiell attraktive Austausch im Singlettkanal pro-
duziert einen Triplettzustand fiir das He-Atom (verboten in 1s2, nur erlaubt
im angeregten Zustand 1s2p), der repulsive Austausch im Triplettkanal ist
erlaubt,

©) attr, @ und damit ist =2 verboten.
rep. .. rep.
Q — und damit ist () «—— rep. Austausch erlaubt.

Zusammen ergibt das, dass das System H + He repulsiv ist und es findet
damit keine Bindung statt.

Verallgemeinerungen:

1. Der Austausch eines Elektrons des Atoms A mit gepaarten Elektronen
des Atoms B fiithrt auf eine repulsive Wechselwirkung.

2. Geschlossene Schalen sind chemisch inert,'® da alle Elektronen gepaart
sind.

3. Ungepaarte Elektronen in nicht abgeschlossenen Schalen = Valenz-
elektronen sind fiir die chemische Bindung verantwortlich.

4. Die Bindung zweier Atome via attraktivem Austausch zweier Elek-
tronen fithrt zur Paarung dieser Elektronen in einem Singlettzustand.
Dieser Zustand ist repulsiv beziiglich eines dritten Elektrons und die
chemische Bindung saturiert. Dasselbe gilt fiir Cooperpaare, gepaarte
Elektronen im Supraleiter.'®

5. Nicht vollstéindig gefiillte d- und f- Schalen liegen abseits des Bin-
dungsgeschehens da sie kleine Orbitale aufweisen wie in Abb. 14.7

15Tnert = gehen keine Bindungen ein
16Gibt es stabile bosonische Paare?



14.5. CHEMISCHE BINDUNGEN

379

skizziert. Entsprechend sind diese inneren Schalen chemisch meist ir-
relevant; sie geben dem Molekiil lediglich einen (oftmals grossen) Spin
und damit grosse magnetische Momente die technisch niitzlich sind.

Ry

14.5.1 Bindungstypen

Abb. 14.7: Die s-Orbitale le-
gen den Abstand Ry > Ry
zwischen den Kernen im Mo-
lekiil fest. Die kompakten d-
Orbitale mit Radius R  erzeu-
gen magnetische Momente.

Wir betrachten verschiedene Atome X = Be, C, N, O, und diskutieren die

Formierung des diatomigen Molekiils X5. Betrachte das Element

Be, Beryllium, mit der Konfiguration 15%2s?. Die Elektronen sind gepaart
und damit chemisch inert. Der Ubergang 2s — 2p kostet nur wenig
Energie, so dass ein Be Atom relativ einfach zwei Valenzelektronen
generieren kann indem es eine neue n = 2 Konfiguration 2s2p an-
nimmt. Diese Valenzelektronen stehen jetzt fiir chemische Bindungen
zur Verfiigung, z.B., in der Formierung von Bes Molekiilen (die in-
neren 1s? Elektronen bleiben chemisch inert). Dabei findet man eine
maximale Austauschenergie wenn die p-Orbitale (z.B., die p,-Orbitale
entlang der z-Achse) maximal iiberlappen.'” Die p-Orbitale haben die

Form

I29)
py)

p2)

1 3 x
—(Y; Yi_1) = —_——
\@( 1,1 + Yi, 1) -
1 3y
— Y11 —-Y1 1) = —=
ﬂ( L1 1-1) A7 r’

3z
Yip = \/——.
10 4 r

und sind in Abb. 14.8 dargestellt.

"Wir wihlen oBdA m = 0 beziiglich der Bindungsachse.

(14.44)
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Abb. 14.8: Die p-Orbitale ent-
lang der Achsen z, y und z
ausgerichtet.

In der Formierung des Beo Molekiils tragen beide Orbitale 2s und 2p,
simultan zur der Bindung bei. Da 2s nicht gerichtet ist, wird die Achse
durch das 2p Orbital festgelegt. Als néichstes Beispiel betrachten wir

Kohlenstoff mit der Konfiguration 2s22p?. Zwei Kohlenstoffatome bil-
den zwei Bindungen, eine o-Bindung mit m = 0 beziiglich der z-Achse
und eine 7-Bindung mit m = 1 beziiglich z. Die Bindungen sind in
14.9 skizziert.

Abb. 14.9: ¢- und m-Bindungen
von p-Orbitalen. Die o-Bindung
ist rotationssymmetrisch beziig-
lich der z-Achse, also eine m =0
Konfiguration (oc=s wegen m =
0). Die m-Bindung hat die m =1
Symmetrie eines Dipols (m=p we-
gen m = 1).

Stickstoff, mit der Konfiguration 2s22p?, bildet im diatomigen Molekiil
die drei Bindungen o + 2.

Sauerstoff mit der Konfiguration 2s22p*, bildet bei der Formierung
des Oy Molekiils wie der Stickstoff drei Bindungen o + 27. Zusétzlich
bleibt je ein p-Elektron pro Atom iibrig. Diese Elektronen miissen in
den |p;) und [p,) Antibonding-Orbitalen untergebracht werden. Um
den (im ABO repulsiven) Uberlapp zu minimieren gehen die beiden
Elektronen in einen relativem Triplett und besetzen beide Orbitale
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|pz) und |py), vgl. dazu Abb. 14.10. Als Resultat findet man, dass
Sauerstoff Oy paramagnetisch ist mit Spin 1.'%

Abb. 14.10: Orbitale des Sauerstoffmolekiils mit einer ¢ und zwei 7 Bindun-
gen (10 der 12 Elektronen in der n = 2 Schale in einem S = 0 Zustand).
Die beiden letzten Elektronen im 2pm* Niveau (**’ bezeichnet Anti-Bonding
Zusténde) arrangieren sich in einem Triplettzustand (2-te Hundsche Re-
gel) um die Coulombenergie zu minimieren. Es resultieren paramagnetische
Sauerstoffmolekiile mit Gesamtspin S = 1. Die Orbitale 2s0®*) und 2pc™*)
resultieren aus den hybridisierten Zustinden 2s (dominant) plus 2p, und
2p. (dominant) plus 2s.

14.5.2 Hybridisierung

Die Hybridisierung von Orbitalen dient der Maximierung des Uberlapps
und der Optimierung der Bindungsenergie. Wir fithren das Thema an einem
einfachen Beispiel ein, dem Lis Molekiil. Die energetische Néhe der 2s und 2p

18 Ansonsten haben Molekiile ohne f Elektronen iiblicherweise eine Singlettkonfiguration
mit S = 0.
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Orbitale erlaubt zwei alternative Bindungsmoglichkeiten, entweder iiber eine
ungerichtete o-Bindung basierend auf dem 2s-Orbital, siche Abb. 14.11(a),
oder alternativ {iber eine gerichtete o-Bindung mit dem 2p-Orbital, siehe
Abb. 14.11(b). Aber erst eine Kombination ergibt eine optimale o Bindung,
vgl. Abb. 14.11(c).

(a) Abb. 14.11: Optimierung der
Bindung durch Hybridisierung.
(a) einfache o-Bindung von 2s-
(b) Orbitalen. (b) Besetzung der 2p-
Orbitale (kostet Energie) um

(@)‘ eine stidrkere (gerichtete) o-

Bindung zu erzielen, welche die
aufgewendete Energie kompen-

sieren soll. (¢) Optimierung von
l (6)- (a) und (b) durch Hybridisie-
rung.

2s — o-Bindung

2p — gerichtete o-Bindung

Optimierung: |s) + Alp).
Der Hybridisierungsparameter \ ergibt sich aus folgenden Uberlegungen:

— A = 0, keine Anregungsenergie aufgrund des Transfers s — p, unge-
richtete Bindung.

— A > 0, der Transfer s — p kostet Energie aber die stérkere gerichtete
Bindung kompensiert dafiir.

— Die genaue Rechnung ergibt den Wert Aqptimal = 0.3 mit den Gewich-
ten |W4]? ~ 0.9 und |¥,|? ~ 0.1 fiir die 2s und 2p Wellenfunktionen.

Weitere interessante Beispiele von hybridisierten Orbitalen treten bei der
Bildung des Wassers und einer Reihe von Kohlenstoffverbindungen auf.

H,0, Wasser. Der Sauerstoff O hat eine 2p* Konfiguration, mit Orbitalen
entlang den Achsen. Ohne Hybridisierung umschliessen die O — H
Bindungen einen 90° Winkel, siche Abb. 14.12.
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Abb. 14.12: Wasser H>O,
O H ohne Hybridisierung.

In der Bildung des Wassermolekiils hybridisiert der Sauerstoff geméss

1= 515} + lpe) +Ipy) + =), [3)=5(1s) — Ipe) + ) — [p=)),

2= 55+ lpe) — Ipy) = =), [9=35(1s) — Ipe) — Iy} + [p2)),
(14.45)

und es ergibt sich die giinstige sp® Hybridisierung mit der Tetraeder-
geometrie'”, wie in Abb. 14.13 angedeutet.

Abb. 14.13: Wasser HyO, mit sp? Hybridisierung. Der ideale tetraeder Win-
kel betragt 109.6°, experimentell findet man einen Winkel von 105°.

Experimentell betrigt der Winkel zwischen den H etwa 105°; die Hy-
bridisierung ist demnach unvollstéindig.

9Beachte: 2s liegt tiefer als 2p. Da in dieser Konfiguration 2s nicht mehr 2-fach besetzt
ist, muss Anregungsenergie bezahlt werden.
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NHj3, Amoniak, hat strukturell die gleiche Tetraeder- Konfiguration wie HoO
mit einem 107° Winkel zwischen den N — H Bindungen, vgl. Abb.
14.14(a). Eine Besonderheit ist die Freiheit des Stickstoffatoms entlang
q (vgl. 14.14(a)) durch die Ebene der H Atome zu tunneln (dies ist
keine Rotation sondern ein zusétzlicher Freiheitsgrad).

Abb. 14.14: (a) Ammonium Molekiil mit zwei Zustédnden. (b) Effektives Dop-
peltopf Potential fiir das Ammonium Molekiil. Tunnelprozesse zwischen den
beiden (halb-klassischen) Zustédnden erlauben einen Energiegewinn durch
Delokalisierung der Wellenfunktion. Das Tunnel-Splitting definiert die Ma-
serfrequenz.

Die Potentiallandschaft fiir den Tunnelprozess ist in Abb. 14.14(b)
skizziert. Die beiden semiklassischen Zustinde (gestrichelt) mischen
und fithren auf eine Energieabsenkung aufgrund der Delokalisati-
on des Stickstoffatoms; dies ist ein ‘Bindungszustand’, der ‘Anti-
Bindungszustand’ wird energetisch angehoben. Die Tunnelliicke, wel-
che die ‘Bindungs-’ und ‘Anti-Bindungs-’ Zustédnde trennt, definiert die
‘Maserfrequenz’ (Micro-Wave-Amplification through Stimulated Emis-
sion of Radiation, statt der bekannteren Laser Frequenz im sichtbaren
Bereich).

Kohlenstoff C erscheint in einer Vielfalt von Formen.

CH,4, Methan, nimmt eine perfekte Tetraedersymmetrie mit Winkeln von
109.6° an.
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CoHy, Ethylen, hat eine planare Struktur mit sp? + p, Hybridisierung, vgl.

Abb. 14.15,
sp” s 1) = V1/3]s) +v/2/3|ps),
2) = V1/3|s) = V/1/6[pz) +/1/2Ipy),
3) = V/1/3]s) = /1/6lpz) — /1/2p,),
p=: [4) = |ps). (14.46)

Die Hybridisierung erlaubt eine Doppelbindung zwischen den C iiber

Abb. 14.15: sp?+p. Orbitalen fiir
das Kohlenstoff Atom, tritt auf
im Ethylen und im Benzol.

A=

eine o und eine 7-Bindung wie in Abb. 14.16 gezeigt. Die m-Bindung,
die durch die p,-Orbitale realisiert wird, definiert die Ebene fiir die C
— H Bindungen.

H

Abb. 14.16: Ethylen Co3H4 mit ¢ und 7 Doppelbindung.

CsoHs, Acetylen, hat eine lineare Struktur H-C=C—-H mit Hybridisierung sp—+
Pz + py fiir die C Atome,

1) = (s)+1p=))/20 12) = (Is) = |p=))/2,
13) = Ipz)y  14) = Ipy)- (14.47)
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Die Dreifachbindung zwischen den Kohlenstoff Atomen involviert eine
o und zwei m-Bindungen, wie in Abbildung 14.17 skizziert.

Abb. 14.17: (a) sp + p, + py Hybridisierung des Kohlenstoffatoms. (b) Ace-
tylen CoHo mit einer o Dreifachbindung zwischen den C, H-C=C-H.

Cg6Hg, im Benzol nimmt der Kohlenstoff wie beim Ethylen eine sp? + p, Hy-
bridisierung an, vgl. Abb. 14.18.

Abb. 14.18: (a) Benzolring mit
sp? +p, Hybridisierung des Koh-
lenstoffs. Die Doppelbindung legt
einen Partner fest und es resul-
tieren zwei entartete Zustéinde.
(b) Der Tunnelprozess zwischen
den beiden entarteten Zustéinden
fithrt auf eine Delokalisierung
der Doppelbindung und damit
auf eine FEnergieabsenkung. Dies
ist ein einfaches Beispiel eines

resonierenden Valenz Bindungs-
O Zustandes (RVB = resonating
valence bond state)

Im Benzol tritt eine zweifache Entartung mit komplementéren Dop-
pelbindungen auf; Chemiker sprechen von einer mesomerierenden Dop-
pelbindung, die Physiker von einem resonierenden Valenz Bindungs-
Zustande (RVB = resonating valence bond state): kohérentes Tunneln
zwischen den Zusténden erlaubt eine Delokalisierung der m-Elektronen
und ergibt eine Energieerniedrigung. Entsprechend kann der Benzol-
ring einem kleinen metallischen Ring gleichgesetzt werden, woraus sich
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eine grosse diamagnetische Suszeptibilitit ergibt. 2"

20Das Anlegen eines Magnetfeldes induziert molekulare Dauerstréme, gleich wie in ei-
nem supraleitenden Ring. Im Benzolring handelt es sich um einen einelektronen Effekt,
wihrenddem die Dauerstrome im supraleitenden Ring einem makroskopischer Quantenef-
fekt entsprechen.
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Kapitel 15

Zweite Quantisierung

Die zweite Quantisierung ist ein neuer Formalismus der uns eine elegante
und kompakte Formulierung von Vielteilchenproblemen liefert. Die zweite
Quantisierung hat nichts mit einer ‘Superquantenmechanik’, in der man ein
‘zweites mal quantisiert’, zu tun; alle Quantenmechanik steckt bereits in
der Theorie die wir kennen, welche aus Wellenfunktionen, Schrédingerglei-
chungen (fiir die Dynamik) und Symmetrisierungsbedingungen fiir Bosonen
und Fermionen besteht. Ein Beispiel einer zweiten Quantisierung kennen
wir bereits: das Spektrum des harmonischen Oszillators haben wir auf zwei
alternativen Wegen gefunden,

a) Konventioneller Weg b) Eleganter Weg — Opera-
— Erste Quant. tortechnik — Zweite Quant
H = p*/2m+ f¢*/2, H = ho(ala+1/2)
p.al = ik [a,a'] = 1;
Hy(q) = E¢(q), Vakuum |0), al0) =0,
= T\n
En fw(n+1/2), Zusténde, In) = (o) |0),
w=+/f/m, Vn!
Uo(q) = NyH,(g)e ™4 /2h Ep = hw(n+1/2),
Vn(g) = (qln).

Anstelle der Wellenfunktion ¥,, haben wir die Auf- und Absteige- Operato-
ren a' und a eingefithrt und die ganze Theorie durch letztere ausgedriickt.
Die ‘Quanten’, welche dabei durch a und @ erzeugt und vernichtet werden,

389
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spielen dieselbe Rolle wie ‘Teilchen’!. Das allgemeine Schema folgt genau
diesem Prinzip:

Klassische Quanten- Quanten-
Mechanik Mechanik Mechanik

Teilchen b Quant pelder (Wellen) 2 Quant. ‘Teilchen’,
Bahnen — Wellenfunktionen — Operatoren a', a.

Oft startet man bereits mit Feldern (Feldtheorie), zum Beispiel in der Be-

schreibung des Elektromagnetismus durch die Potentiale o(7,t), ff(ﬁ t),
in der Beschreibung der Elastizitit von Korpern durch die Auslenkung
(7, t), oder im Fall des Magnetismus von Kérpern durch die Magnetisie-

rung M (7, t). Es gibt dann keine ‘zweite’ Quantisierung, eher ist die ‘erste’
Quantisierung die einzige,

Felder Quantisierung ‘Teilchen’,
Feld-Amplituden — Operatoren.

Die resultierenden ‘Teilchen’ sind zumeist Bosonen und heissen Photonen
(Elektromagnetismus), Phononen (Elastizitdtstheorie) und Magnonen (Ma-
gnetismus).

Der Ubergang zur zweiten Quantisierung ist eine eher miihsame Prozedur.
Erst am Schluss wird der Formalismus einfach und kompakt. Wir formulie-
ren zuerst das Resultat und erarbeiten im Nachhinein eine Herleitung fiir
die Bosonen. Auch behandeln wir verschiedene Zuginge, zum Beispiel via
Wellenmechanik und danach direkt via Feldtheorie.

15.1 Problem in erst-quantisierter Form

Gegeben sei der Vielteilchen Hamiltonoperator

p% o 1 Lo
i 7]

Im Allgemeinen ist die Teilchenzahl erhalten. Hier kann die Quantenzahl n jedoch
durch a' und a veriindert werden; entsprechend sind den Anregungen entsprechenden
‘Teilchen’ nicht erhalten.
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bestehend aus dem Einteilchenproblem Hy = >°.[p?/2m + U(7;)] und der
Wechselwirkung V (75, 7}). Sei {pa(2),00 = QZ, x =T, 5.} eine (vollstandi-
ge) Einteilchenbasis. Dann spannen die Produktwellenfunktionen

N
(@, aon) =[] o (@1) - ay (@n) (15.2)
1

den Raum H®N der N-Teilchen Wellenfunktionen auf. Wir definieren den
Fock-Raum als direkte Summe

F = onHEY; (15.3)

der Fockraum F enthélt Rdume zur Beschreibung eines, zweier, - - - N Teil-
chen. Sind die betrachteten Teilchen Fermionen / Bosonen, so ist der anti-
symmetrische / symmetrische Sektor von F relevant. Zustandsfunktionen
fiir Fermionen / Bosonen erhilt man aus der Produktbasis W& durch Super-
position und (Anti-) Symmetrisierung. Die Dynamik der Zustéinde ist durch
die Schrodingergleichung

oV = HY (15.4)

gegeben. In der nichtrelativistischen Physik bleibt die Dynamik fiir N Teil-
chen in H®N. Dies ist die ‘erst’-quantisierte Form der Quantenmechanik.

15.2 Problem in zweit-quantisierter Form: Forma-
lismus

Wir formulieren die Regeln der zweiten Quantisierung; die Herleitung des
Formalismus aus der erst-quantisierten Form diskutieren wir im Abschnitt
15.3.

Einteilchenbasis:
Zentral sind die orthonormierten und vollsténdigen Einteilchen Wellenfunk-
tionen ¢, (x), zum Beispiel die ebenen Wellen ¢ (7,s) = exp(ik - 1)

Xo(8)/V/V, die Blochfunktionen CrioTh8) = exp(ik - 7) un(7) Xo(s), die
Coulomb-Wellenfunktionen ¢ g (7, ’8) mit £ = E, < 0 die diskreten ge-
bundenen Zustédnde und £ > 0 die Streuzustdnde im Kontinuum, oder die
harmonischen Oszillator Funktionen W, (q) = N,H,,(q)e™ ™"/,

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, Vakuum:
Die pq(x) seien geordnet, « =1 < a =2 < ---a = k ---. Wir fithren
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Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

al

Lound  ag,

sowie das Vakuum |0), mit folgenden Eigenschaften ein:

— Kommutationsregeln fiir Erzeuger und Vernichter: Es sei

, = — er Kommutator,
A B AB — BA der K
{A,B} = AB+ BA der Antikommutator

von A mit B. Dann gilt fiir

Bosonen: Fermionen:
] = ¢ i 5
Aoy aa/] aals {Ga, aa/} aas
aomaoz’] = 0, {aaaaa’} = 0,
ah,al] = o, {ak,al} 0
- 10) ist das Vakuum,
an|0) = 0.

T

— ay und a4 sind Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

o HeEN — HOWNFD erzeugt,
ag: H®N — HOW-1  yernichtet

al

ein Teilchen im Zustand ¢, (z). Dabei ist
pal@) = (x|al|0).

Besetzungszahlbasis:

(15.5)

(15.6)

(15.7)

(15.8)

(15.9)

(15.10)

Die N-Teilchen Wellenfunktionen fiir Bosonen und Fermionen sind gegeben

durch

In1, M2y Ny e ey o)

Bosonen (alo)™=  (af)™ ()2 ()™

Fermionen (alo)noo o (al)nk . (a;)”Q (a]i)m |0).
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Dabei ist
o
> =N (15.13)
k=1

das heisst, fast alle ny = 0. Im Zustand |nq,ng,...,nk, ..., ) ist der Ein-

teilchenzustand k gerade ng-fach besetzt. Die Ordnung ist relevant und ge-
geben durch die Anordnung der Einteilchen Wellenfunktionen « =1 < a =
2 <---a=k < -+ < a=oc0. Die Zusténde |ni,...,ny) sind orthonor-
miert. Erlaubte Besetzungszahlen fiir Bosonen sind n, =0,1,2,...,k € Np.
Hingegen sind erlaubte Besetzungszahlen fiir Fermionen nur n, = 0,1. Das
entspricht dem Pauli-Prinzip, das maximal ein Teilchen pro Zustand erlaubt.

Die Zusténde |ny,ng,...,ng,...) entsprechen den korrekt symmetrisierten
N-Teilchen Wellenfunktionen fiir

Bosonen:
U(z1,...,xn) = (T1,...,ZN[N1, .o Mgy ..
= 5O (21,...,2N), (15.14)
Fermionen:
U(x1,...,xn) = {(T1,- -, EN|P1y ey Ny e )
= aVy(z1,...,2N), (15.15)

mit dem Symmetrisieroperator s bzw. dem Antisymmetrisieroperator
a, vgl. 12.36. Der Vektor & ist dabei jeweils gegeben durch & =

ni1 mal 1, no mal 2,.... Ein typischer Zustand wére zum Beispiel
N=49
Bosonen: |ni,...,ng,...) = [25,13,7,3,0,1,0---) (15.16)
der symmetrische Produktzustand
v = S\IJfN mit:
a=(1,1,1,...1,2,2,---2,---, 6 )
——— —— ~~
25 13 1
. N=7
Fermionen: |ny,...,ng,...) = |1,1,1,1,0,1,1,1,0,0--)
der antiymmetrische Produktzustand
v = a\Ilsz mit:
a = (1,2,3,4,6,7,8). (15.17)
Das Tupel |ni,n2,...,nk,...,No) heisst Besetzungszahlbasis im (symme-

trischen/antisymmetrischen) Fockraum-Sektor F ,. Die Basis ist orthonor-
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miert,
(ny,nb,...,nn1,na, ...\ ne) = Oty * Onlyny * " Onlnos (15.18)
und vollstindig,

Z In1,m2,. .., Neo) (N1, N9, ..., Ne| = 1 € F. (15.19)

n1,n2,...,Noo

Aus den Kommutationsregeln ergeben sich folgende Wirkungen der Opera-
toren a}, und aq auf [ny,ma, ... Neo),

fiir Bosonen

agl...,ng,...) = Vng|...,ng—1,...),
aL|...,nk,...> = Vnpg+1|...,np+1,...),
azak]...,nk,..) = ng|ng,.),

ng = 0,1,2,--+, 00, (15.20)

und fiir Fermionen

apl ..y = (1)K e — 1,0,

all.ong,) = oD%+ 1,0,

alap|..ong, ) = gl g, (15.21)
n = 0,1;

Sk = Moo+ -+ ngr1 = N—(ng+na+---ng).

Operatoren:

Die Operatoren werden in zweitquantisierter Form durch die Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren dargestellt. Sei A;(z) ein Einteilchenoperator,
dann ist

Ay =Y GilAdj)ala (15.22)
ij

mit?

il = / ) (15.23)

*Wir definieren [dz =Y, [ d°r.
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Sei Ag(z,a’) ein Zweiteilchenoperator, dann ist
1 .
Ay = B Z(Z]|A2|kl>aja;alak (15.24)
ijkl
mit
(1j]Aglkl) = / dz dx’ goz‘(:v)gp;-(a:' VAo (z, 2" )or(x)p(2'). (15.25)
Die Reihenfolge der Operatoren ist relevant! Dies dussert sich in den Vorzei-

chen fiir die Fermionen und die korrekte Sequenz verhindert das Auftauchen

von Termen die eine Selbstwechselwirkung implizieren, z.B. beim Ausdruck
T

aiajalTak.
Sei A, ein v-Teilchen Operator, dann ist
1 . .
A, = o Z (i1, .. i Ak, ..., k:,,)a}l . -a;ruaku ceap,  (15.26)
R
mit
(z’l,...,il,|Al,|/~c1,...,k,,>:/d:v1~--dxl, (15.27)

eiy (1) - oi, (@) Ay (@, m0) Py (21) 0k, (20).-

Ein typischer Hamiltonoperator mit Teilchen-Teilchen Wechselwirkung hat
dann die Form

1
H = "(ilp*/2m + U(7)|j)ala; + 3 > |V (7,7 ) |klal alaar; (15.28)
ij ijkl

er erzeugt wie iiblich die Dynamik der Zusténde. Der Teilchenzahloperator

N = Y dla (15.29)
%

zéhlt die Teilchen im System.

Damit haben wir einen vollstdndigen Formalismus mit dem wir rechnen
konnen. Zu berechnen sind Erwartungswerte. Dazu brauchen wir

— Zustéande: Definiert durch (15.10), (15.11) und (15.12),
— Operatoren: Definiert durch (15.22) bis (15.27),

— Rechenregeln: Definiert durch die Kommutationsregeln (15.7) und die
Definition des Vakuums (15.8).
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15.2.1 Beispiel: Fermisee

Als Einteilchen Basiszusténde (vgl. (15.10)) wéhlen wir die ebenen Wellen

eiE.F
oro(7rs) = (xlel 0) = WXU(S). (15.30)

Der Grundzustand ist der gefiillte Fermisee |®r), vgl. dazu die Definition
(15.12) der Besetzungszahlzusténde; beim Fermisee sind alle Zusténde bis
zur Fermiwellenzahl kp gefiillt,

@e) = JI <o)

|E| < kp
o =11
L v L R < ke
Np, = (®rle. cp,|Pr) = {07 sonst. (15.31)

Die Dichte p(79) = d(7 — 7p) ergibt sich mit der Definition (15.22) der Ein-
teilchenoperatoren zu?

p o= (ilplj)cles, (15.32)
ij
- o B3r . o
Fo'|plRo) = 6,0 / R i)
= by e ROy (15.33)
(p(70)) = (Pelp(70)|Pr)
1 e
_ = Z oi(k—K")To (@F|C£lgcli’@F>
ki o
ORE o
1 2
= T2 = 2L = (15.34)
ko |E|SkF

Damit finden wir eine homogene Dichte n = N/V im Fermigas.

15.3 Zweite Quantisierung: Herleitung

Wir geben eine Herleitung wie der Formalismus der zweiten Quantisierung
aus der erst-quantisierten Form der Quantenmechanik zu finden ist. Diese

3Wir definieren i = k', ¢’ und j = k, 0.
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Herleitung dient der Kontinuitéit der Argumentation, wird aber in der Fol-
ge (fiir die Untersuchung/Lésung spezifischer Probleme) keine Rolle mehr
spielen. Wir starten mit der Formulierung eines typischen Problems in erst-
quantisierten Form.

— Hamiltonian:

=

p2

1
H=> Ho(z) + 3 > Viwk ), Ho= o U (15.35)
k=1 k#l

— Einteilchenfunktionen: ¢, (z), ein vONS in H, geordnet.
— N-Teilchen-Losung:
ihO U (x1,...,zN,t) = HY(21,...,2N,1). (15.36)

Dabei ist fiir Bosonen ¥ € Hg symmetrisch und fiir Fermionen ¥ € H 4
antisymmetrisch.

Wir entwickeln die Losung in der Produktbasis von H®V

U(zy,...,xN,t) = Z c(o/l,...,a?v,t)goafl(xly‘-goarjv(m]v). (15.37)

al,..,aly
Wir setzen diese Entwicklung in die Schrédingergleichung (15.36) ein, mul-

tiplizieren mit @7, (71)--- @7 (zn) und integrieren; der k-te Term im Ein-
teilchenhamiltonian Hy fithrt dann auf den folgenden Ausdruck

/ dzy - dry ol (21) - 9L (@x) - o (2) Holan)

Poy (1) oy (Tk) -+ Pary (XN) - (15.38)
~— ~—
Oay,af Oa oy

Der Operator Ho(zy) wirkt also nur auf den k-ten Faktor ¢, (zx) und er-
zeugt dabei das Matrixelement

(@nlHolay) = [ dowet, (o0 Howgo (@), (1539)

Als n#chstes betrachten wir den Wechselwirkungsterm im Hamiltonian, spe-
zifisch den Term V (zy,x;) in der Summe. Auch hier ergibt die Integration
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lauter Kronecker-deltas 5%% fiir alle 4 # k, I,

/ dzy -~ day @5, (21) g (25) -~ oy (1) -+~ ey, (e8)V (@, 21)

o (1) P () Pt (1) -+ P (wn) . (15.40)
~— ———
Oay,af Oa oty

Die Projektion erzeugt also ein Matrixelement

(apaul V]ojal) = / dada' g3, (2)h, (2 )V (0.2 )pm, () 0o (2').  (15.41)

Die  Schrodingergleichung  ausgedriickt  durch die  Koeffizienten
c(ay,...,ay,t) hat dann die Form

N
ihde(an, ... an,t) = Y Y (oglHolag)e(as, ..., af, ... an,t) (15.42)

k=1 o,

N
1
+§ Z Z (agay|V|agap)clan, ...y oy, . an, t),
kAL o

ein gekoppeltes System von Gleichungen fiir die Amplituden ¢(aq, ..., ay,t).
Die Symmetrie der Wellenfunktion verlangt unter Vertauschung z; < x; das
Verhalten

FU(z1, ey Xy e Ty ), fiir Bosonen,
U (L1, ooy Xy ey Ty n ) = o . .
—U(x1,...,@ .., Tk,...), fiir Fermionen.

Ubertragen auf die Koeffizienten ¢ ergibt dies folgende Symmetrie unter
Vertauschung zweier Quantenzahlen o und «y,

(Q1y ey Qe ey ey, ) (15.43)
=tc(or, oy Qe Ay e ey QN T),
wobei die Vorzeichen + fiir Bosonen und — fiir Fermionen gelten. Die Dyna-
mik und die Symmetrie der Wellenfunktion steckt jetzt in den Koeffizienten
clag,...,an,t).

Als n#chstes gehen wir zu einer korrekt symmetrisierten orthonormalen Ba-
sis iiber; fiir Bosonen sind das symmetrische Linearkombinationen der Pro-
duktfunktionen ¥y = @q, (21) - - Pay (TN)

1
nilng! -+ ng! 2
e G =) B DI RO}

Q150N

(15.44)
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Dabei ist die Summe ) ay €ingeschrénkt auf Terme mit fixen Beset-
30ty

zungszahlen nq,...,ny. Die neuen Basisfunktionen ®,, ., sind ortho-

normiert,

/dxl e d'rN(I);kL’l,...,n{,O (1., 2N) Py, (T1, .-, 2N)

= 5 (15.45)

’oe ’
ni,ny Moo, Mg ?

und nach Konstruktion auch vollsténdig. Sie beriicksichtigen die bosonische
Symmetrie (Statistik) geméss

(Dnl .... noo(ml,...,xk,...,ml,...,mN)

= ‘I)nlquoo (1'1, N 17 BN ) T I‘N) (1546)

Die Zustédnde ®,,, . .. entsprechen gerade den auf Seite 393 eingefiihrten
Besetzungszahlzustianden |nq, ..., ns),

Dy (@1, xN) = (T, N[N, - N (15.47)

Um den Basiswechsel zu vollziehen regruppieren wir die Terme in der Wel-
lenfunktion ¥, (15.37): Betrachte eine Konfiguration in ¥ mit Amplitude
c(ag,...,an,t). Die Quantenzahlen ay,. .., axn entstammen einem geordne-
ten Set {1,2,...,00} von Zustdnden. Somit entspricht jedem oy, einer Zahl
aus dem Set {1,2,...,00}; z.B., bedeutet ay3 = 5, dass sich das Teilchen 23
am Ort x93 im Zustand ¢5(x23) befindet. Fiir Bosonen diirfen mehrere Teil-
chen im gleichen Zustand sein. Eine bosonische Amplitude ¢(ayq, ..., an,t)
kann also mehrere identische Quantenzahlen o; = a; = --- enthalten; ein
typisches Beispiel ist der Koeffizient

(1,2,25,12,3,1,3,2,25,12,12,2,1,...;t) (15.48)

welcher sich unter Ausniitzung der bosonischen Symmetrie schreiben lésst
als

(1,2,25,12,3,1,3,2,25,12,12,2,1,...;t)

=c(1,1,1,...,2,2,2,...,...,12,12,12, .. .: )
—_— —
n1 mal ne mal niz mal
EE(nl,ng,...,n12,...,noo;t). (1549)
Alle Amplituden ¢(aj,...,ay) mit identischen Quantenzahlen aq,...,ay

haben aus Symmetriegriinden den gleichen Wert ¢; es ist daher vollig
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geniigend die neuen Amplituden ¢é(ny, - - - neo,t) mit den Besetzungszahlen
n1,...,Ns zu kennen. Mit dem Ubergang zu den neuen Koeffizienten ¢ brau-
chen wir eine neue Normierung;:

= [[dn ol = ¥ lean....anst)f
k

O] yeeny N
= > e,y )P Y 1, (15.50)
N1yeensThoo A1y N

wobei die Summe >, = wiederum auf Terme mit fixen Besetzungszahlen
ni,...,Ne eingeschrankt ist. Diese Summe z&hlt gerade die Anzahl Moglich-
keiten A, . n. Sequenzen der Lange N = ), n; mit n; Zahlen ¢ zu bilden,
also ist

N!

Y 1=Anne = (15.51)
yrrnaiieo Inol... |
o . nin9: Noo
Wir fithren anstelle der ¢ neue, normierte Koeffizienten f ein,
N! 2 _
f(nl,nz,...,noo;t) = <M) C(nl,...,noo,t),
D flna,nsit) = L (15.52)
N1,y Moo

Wir kénnen jetzt ¥ umschreiben in der symmetrischen Basis ®,, . ».., vgl.
(15.44),

U(r,..oanit) = Y clan,. ., anit) o, (1) -+ oy (2N)
QAyeeey an
= > fln,... neit) (15.53)
N1,..Noo
l N 2
Nyl Noo! 2
(M) X el o),
: A y..., XN
Dy (T, TN)

In einem néchsten Schritt schreiben wir den Hamiltonoperator in der neuen
Basis @, n.(21,...,2n5) und beginnen mit dem Einteilchenterm Hj in
(15.42),

N
Z Z<a/€’H0|a§<:>C(ala SRR a;w S t)

k=1 o}
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N
= ) fawlHolag)e(na, - nay — 1,0 mar 4+ 1,0 oo t)

k=1 o,

Offensichtlich wird der ay-Zustand auf der linken Seite von (15.42) ersetzt
durch den o -Zustand, was wir in den ¢ Koeffizienten beriicksichtigen indem
Wir ng, um eins erniedrigen und n,, um eins erhchen. In der Summe ),
kommt o, gerade ng mal vor und liefert dabei jedes mal den gleichen Beitrag
zur Summe, also lédsst sich die Summe iiber Teilchen geeignet ersetzen durch
eine Summe iiber Zustéande, >, = > n, und wir erhalten

N
O NowlHolog)e(on, ... o, . 5t) (15.54)

k=1 «f,
= ZZ(Q|H0|O/> NaC(N1y ... sNa — Lo o Nera1, e ooy Noos )
(6% a/

i} a — i, o — j (geordnete Quantenzahlen)
1

. . nl-oontoo\ 2
= STl Holi) s (1M> Fr st o0 )

)

o (=)l (D) 2
+§ (4| Holj) n
o 0 < N! )

xf(ni,ng,...,(n; —1),...,(nj +1),...,n00;t).

Alsdann behandeln wir den Wechselwirkungsterm V',

1
5 Z Z {apoq|V]agap)e(an, ... Qs .o, 5t) (15.55)
k#l af o,
1
= 52 > {awau|V]agar)
k#l af o,
¢(ni,...,Nay, -1 ng + 1,0, —1,...,na2—|—1,...,noo;t).

Wieder ersetzen wir > qpicpen durch > o, oo o

Sei aj, = «a; (obwohl k # [ ist doch oy = o mdglich, da mehrere Teilchen
denselben Zustand besetzen konnen), dann ist das Gewicht in der Summe®
gerade nq, (nq, —1)/2.

“Kombiniert man im Produkt ¢a(zu,): " ¢a(2y,, ) zur Quantenzahl o, Paare mit
Ty, # Ty, erhélt man gerade nq(no — 1) Paarungen.
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Sei oy, # a; dann ist das Gewicht in der Summe® gerade Ny, Ny /2. Damit
ergibt sich aus (15.55)

722 O‘kal’V|ak’O‘l’> (061, X k: ..,Oé;,...;t)

k#l a' o/

1
= 9 Z Z nak(naz - akaz)<akal|v|ak’al’> c(n1,. ..y Nooi t)

akQ o o

a — 1, oy — k

a — j oo —

7727% — 0i5) (i |V |Kl)
ijkl
xe(ni,...,ni—1,...on;—1,...onp+1,...,m +1,...5t)

1,

ikl

Xf(o.o,mi—=1,...,m;—1,...np+1,...,m+1,...5%)

. (---(ni—1)!---(nj—1)!---(nk+1)!---(nz+1)!~--)5
N

mit:

+ Z ZZ\VU{:Z ni(n; — 1)
lj;ék;él
Xf(,nz_27,nk;+177nl+1,7t)

. ("'(ni—2)!"'(nk+1)!"'(”1‘1‘1)!"');

N!
+ >t (15.56)
i=j=k#l
wobei alle Summen mit Kombinationen von ‘=’ und ‘#’ Relationen zwischen

den Indizes i, j, k, [l zu beriicksichtigen sind. Die Kombination der Schrédin-
gergleichung (15.36) mit dem 1-Teilchen-Term (15.54) und dem Wechselwir-
kungsterm (15.56) ergibt nach Multiplikation mit [N!/(n! - - - ng!)]"/?

iho f(ni, ..., neoit) = Z(ilﬂoﬁ)nif(m,...,ni—1,...,noo;t)

+ Y GHolj)vmiy/my +1f(.mi— 1.+ 1, 5t)

7]

51m Produkt SOOC(le) o Pa (ana) Pa’ (wul) o Pal (x,u'n, ’ ) lassen sich Ly, # xﬂj auf
naNg Weisen paaren.
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1
+5 > VI /i Vg + 1y + 1
(Eavkalil]
Xf(...,ni—1,...,nj—1,...,nk+1,...,nl—i—1,...;t)
1
+5 > |V Ik v/ — g + 1v/ng 1

ithAL
xf(...,ni—2,...,nk—|—1,...,nl+1,...;t)

+ > : (15.57)

6 yon # & = in i,jk,l

alle Kombinationen

Dieses Gleichungssystem beschreibt gemiss Konstruktion die Schrédinger-
gleichung in der Besetzungszahlbasis. Die Einfithrung der Operatoren aL
und a, wie in (15.5) definiert, mit den Kommutationsrelationen (15.7) und
die Definition der Besetzungszahlbasis (15.11) liefert uns eine vereinfachte
Schreibweise von (15.57): Wir starten mit der Wellenfunktion in der Beset-
zungszahlbasis

(W) = Y . meoit) 01, o) (15.58)
n1eioo e
MY yeeny noeo

Mit der Dynamik (15.57) fir f(ni,...,ne;t) erfiillt |¥(¢)) die Schrodinger-
gleichung. Wir koénnen jetzt das Resultat (15.57) Term fiir Term in zweit-
quantisierter Form schreiben. Wir demonstrieren das Verfahren am ¢ # j
Einteilchenterm und ersetzen

ng — n,=mn;—1

n; — n; =n;+1

ni — np=mny sonst. (15.59)

Diese Redefinition der Besetzungszahlen ldsst die Teilchenzahl unveréndert,
>oimi = n; = N. Weiter ist n; € (—=1,0,1,...,00) und nj € (1,2,...,00),
aber fiir nj = —1ist n; = 0 und fiir n; = 0ist n;+1 = 0. Wéhlen wir jetzt alle

n; € (0,---00) so verschwinden die Faktoren \/nj\/n; +1 = \/nj + 1,/n}

in den zusétzlichen oder fehlenden Termen, d.h., fiir n = —1, n’, = 0. Damit
lasst sich der ¢ # j Einteilchenterm in (15.57) umschreiben auf

Z Z@]Ho\j) fny,mg, .oyl nlgst) (15.60)

nf iy, 7]

! / / / / !

vgl. (15.20) azaj PR YRR T RN TS|
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= > (il Holj) ala; [¥(2)).
i#]
Die gleiche Analyse kann fiir die anderen Terme ausgefiihrt werden und wir
erhalten die Schrodingergleichung in zweitquantisierter Form

iho W (t)) = H|U(t)) (15.61)
mit
. . 1 .
H = Z<Z|H0\]> aZaj +3 Z(Z]|V|kl> aza}alak. (15.62)
ij ijkl

Wir sehen somit, dass die zweitquantisierte Form (15.58) exakt dquiva-
lent zur erstquantisierten Form (15.53) ist. Haben wir den etwas miihsa-
men Ubergang zur zweitquantisierten Form einmal vollzogen, so besitzen
wir einen kompakten und iibersichtlichen Formalismus.

15.3.1 Fermionen

Fiir Fermionen werden die analogen Schritte nachvollzogen. Als zusétzli-
ches Problem taucht der Vorzeichenwechsel bei der Vertauschung zweier
Teilchen auf. Andererseits vereinfacht sich das Prozedere durch die Tat-
sache, dass die Besetzungszahlen n; nur 0 oder 1 sein koénnen. Den or-
thonormierten anti-symmetrisierten Basiszustéanden ®,, . (z1,...,2N8) =
(x1,...,2N|n1,...,nx) entsprechen gerade die Slaterdeterminanten.

15.4 Basiswechsel

Die Einteilchenzusténde {¢,} und {x,} definieren zwei vollsténdige Ortho-
normalsysteme. Dem Basiswechsel

[ea) = D (xwlea) ),

v

|sz> = Z<‘PQ|XV> |90a> (15'63)

[0}

entspricht eine Transformation der Einteilchenoperatoren aL und a, und b,

und b,: Wir gehen aus von der Beziehung (15.10) zwischen den Erzeugenden-
Operatoren und den Einteilchen-Basisfunktionen,

va(z) = (2lpa) = (xlall0) = D (xlpa) (z[b}|0), (15.64)
v X (x)
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und erhalten die Transformationsregeln zwischen Operatoren,

af, = ) (xulea)d], b, = 3 (palxw)al,

aa = Y _(Palxu)bs, by = Y (wlea)aa- (15.65)

Als Beispiel betrachten wir Fermionen auf dem Gitter. Die Operatoren c;r, C;
erzeugen, bzw. vernichten ein Fermion auf dem Platz ¢. Andererseits erzeu-
gen/vernichten die Operatoren cg, und c;; ebene Wellen mit Wellenvektor k.
Dann ist

ez‘E-ﬁ-

d =Y cl. (15.66)

o

Als néichstes interessiert uns der Zweiteilchenzustand |k ), insbesondere
seine Darstellung in der Ortsbasis auf dem Gitter, (i j|k ¢’). Dazu definieren

wir
ij) = cefloy |Eq) = cleljo) (15.67)
= (ijlkq) = <0|cjcic£cg]0>
= Z<O|cjcief'ﬁc;ei‘y"?mc%|0>
Im
= Zei’;'ﬁe@ﬁ”<0|cjciczrcjn]0>. (15.68)
Im

Die Berechnung der Matrixelemente <0|cjcicchan|0) zeigt auf, wie im zweit-
quantisierten Formalismus gerechnet wird: man benutzt die Vertauschungs-
relationen (15.7) und die Definition des Vakuums (15.8),

(O|cjcic;rcin|0> = <0|Cj({0i,0;}—ClTCi)CIn|O>
= (0¢j (8 — ¢l ei)e, 0y
= Oy (Olejef o)~ (Olese] eicd, |0)
SN——— S~~~
(0] {cj, cl,} —cl, ¢;10) {ci e} —chc;
N — N~~~ N

éjm 0 5zm
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= u8jm — (Olcjc] (6im — cf, )]0
0
= 5il(5jm — 6zm<0‘ {CjC}L} —C}L Cj‘0>
~—— 