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Kapitel 0

Einleitung

Die Elektrodynamik beschreibt die Physik der Mazwellgleichungen (MG),

V.D=d4rp, (Ii)
V-B=0, (Ih)
VAH—c 0D =4rc 1], (1)
VAE+c¢'9B=0 (Ih)

Die Gleichungen I sind statisch, IT involvieren zeitliche Ableitungen J; und

sind somit dynamlsch (i) sind inhomogene Gleichungen mit Quellen p = La-

dungsdichte und j = elektrische Stromdichte, die Quellen des (di- )elektrlschen
Feldes D und des Magnetfeldes H. Die Gleichungen (h) sind homogen in E

und B. Die Maxwell Gleichungen involvieren 4 Vektorfelder E,ﬁ,é, und

H.

Im Vakuwum gilt E = D, B = H, und auf die bewegten (7;) Ladungen g;

wirken die Lorentz Krifte (nichtrelativistisch)

. L1 .
F;=gq (E—l— —U; /\B) ) (LK)
c

Mit den (nichtrelativistischen) Newton’schen Gleichungen mlﬁ = F; der
Mechanik haben wir ein vollstdndiges System von Gleichungen, mit Quellen
p(E, B) und j(E, B), und das Problem ist l6sbar (allerdings nur approxima-
tiv aufgrund von Problemen mit Selbstfeldern). Typischer ist, dass Quellen
P und J (sow1e geeignete Randbedingungen) vorgegeben sind und die Felder
E und B zu bestimmen sind.

In einem vom Vakuum verschiedenen Medium brauchen wir zur Losung der

3
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Maxwell Gleichungen zusatzlich die konstitutiven Gleichungen

p=p(E,B), (Ia)
i=J(E,B), (Iq)
D = D(E, B), (Ip)
H = H(E,B) (IIp)

Sie beschreiben, wie das Medium auf die Felder E und B reagiert, zum
Beispiel,

ein Isolator wird polarisiert (iiblicherweise ist € > 1),

—

D=¢E, D,=¢uE,

ein Metall leitet Strome,

j: UE, Ju=owhky

ein Diamagnet verdréngt das Feld (pgia < 1),

—

B=uH,  B,=pu,H,.

Es ist Aufgabe der Festkorperphysik, Astrophysik, etc. die konstitutiven
Gleichungen der Medien (Festkorper z.B., Isolatoren, Halbleiter, Metalle,
Supraleiter, etc.; stellare Materie, z.B., Neutronensterne, Sonnen, etc.) zu
finden. Es ist die Aufgabe der Elektrodynamik/Optik die elektrischen E
und magnetischen B Felder zu bestimmen. Die Maxwellgleichungen MG,
konstitutiven Gleichungen KG und Randbedingungen legen die Losungen
fest. Damit ist Aufgaben und Ziele dieser Vorlesung bestimmt: i) Gegeben
(generische) konstitutive Gleichungen und Randbedingungen, welches sind
die interessanten Losungen der Maxwellgleichungen? ii) Was ist die Struktur
der Maxwellgleichungen?

Jede der Maxwellschen Gleichungen hat eine spezifische physikalische Be-
deutung (im Vakuum):

Ii: Ladungen sind die Quellen des longitudinalen elektrischen Feldes. Das
durch die Ladungen erzeugte Potential féllt wie 1/r ab (das Photon
hat Masse 0). (Coulomb, Gauss).

Th: Es gibt keine magnetischen Monopole und damit keine longitudinalen
Magnetfelder (genauer, es gibt keine zwei Teilchen mit verschiedenem
Verhéltnis von elektrischer und magnetischer Ladung; Dualitét).

ITi: Strome sind die Quellen des transversalen Magnetfeldes (Ampere).



ITh: Zeitlich verénderliche Magnetfelder erzeugen transversale elektrische

Felder (Faraday).

Das Versténdnis fiir elektromagnetische Erscheinungen wurde iiber Jahr-
hunderte hindurch entwickelt und gipfelte in der Arbeit von James Clerk
Maxwell. Aber auch im 20. Jahrhundert ging die Entwicklung weiter, mit
der Verquickung von Elektrodynamik und Quantenmechanik zur Quanten-
elektrodynamik (QED) und elektromagnetischer und schwacher Wechselwir-
kung. Eine historische Ubersicht geben folgende Seiten, vgl. Abb. 1.

1600 | 00 Gilbert

<2l Snellius

31 Fermat o, Guericke

<06 Newton

b=
2 Z
8 & |« Roemer
CZ |5
B 1«20 Huygens
1700
b=
2 2
2 2
oz
2 <33 Dufay

<47 Franklin

<98 Wilcke
<67 Priestly

82 Laplace
“ g5 Coulomb

Volta

Mechanik
8 abgeschlossen

—_
0

Blitze, geriebener Bernstein, Magnetstein, Kompass
erscheinen als geheimnisvolle Phanomene

wissenschaftlicher Zugang
geziehlte Experimente

Magnete, keine magnetischen Monopole

Brechungsgesetz

Fermat’sches Prinzip
Elektrisiermaschine, Funken, Abstossung

Zerlegung von Licht
Lichtgeschwindigkeit

Huygens’ Prinzip

+/— Ladungen, Abstossung, Anziehung

Influenz

Polarisation von Dielektrika
Leiter im Innern kraftfrei

Potentialtheorie
Drehwaage, Coulombgesetz

Strome aus galvanischen Zellen

Abb. 1: Geschichtliche Ubersicht mit Daten, Entdecker, und Thema. Auf-
gefiihrt sind Beitrage zu Elektrostatik, Magnetostatik, Optik, Elektrodyna-

mik und Mathematik.
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Elektrostatik ) o
Magnetostatik Vereinheitlichungen
Optik

ED Quantenphysik
schwache Wechselwirkung

starke Wechselwirkung
|

QED
ES Unif
QCD

SM

Abb. 2: Die Elektrostatik, Magnetostatik und Optik lassen sich zur Elektro-
dynamik zusammenfassen (Maxwell); die Quantisierung der Theorie fiithrt
auf die Quantenelektrodynamik (Feynman, Tomonaga, Schwinger); deren
Vereinheitlichung mit der elektroschwachen Wechselwirkung fithrt auf die
Elektroschwache Unifizierung. Der Einbezug der starken Wechselwirkung
(Quantenchromodynamik) fithrt schliesslich auf das Standardmodell.

Die Vorlesung folgt in etwa dem geschichtlichen Verlauf, natiirlich un-
ter Beriicksichtigung der heutigen Ubersicht. Wir beginnen mit statischen
Phanomenen im Vakuum

(MG, 1i, ITh) Elektrostatik, durch Ladungen erzeugte longitudinale E—Felder,
(MG, Ih, IIi) Magnetostatik, durch Strome erzeugte transversale B-Felder.

Als néchstes untersuchen wir den Einfluss von Medien,

(KG) Konstitutive Gleichungen,
Rand- und Grenzflacheneffekte,
Elektro- und Magnetostatik in Medien.

Dynamische Phanomene sind unser néchstes Ziel, zuerst im Vakuum, dann
wiederum im Medium. Dazu gehoren

(MG) Wellen in offenen Geometrien,
Wellen in beschrankten Geometrien, Wellenleiter, Kavitaten
Beugung
Quellen und Streuung elektromagnetischer Wellen.

Alsdann wenden wir uns der ‘Struktur’ der Maxwellgleichungen zu,

Spezielle Relativitatstheorie,
Lagrange Formulierung der Elektrodynamik,
Proca Gleichungen (Elektrodynamik mit massiven Photonen).

Schliesslich untersuchen wir die
Strahlung bewegter Teilchen, Synchrotronstrahlung.

Wir benutzen die Gauss’sche Notation. Einheiten sind ein Problem, wel-
ches ich nicht aus der Welt schaffen kann. Wir werden zu gegebener Zeit
Kommentare einbringen.
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Kapitel 1

Elektrostatik

1.1 Mathematische Hilfsmittel

Theorie und Anwendungen der Elektrodynamik machen von mathemati-
schen Konzepten aus der Ananlysis, Vektoranalysis und der Funktionentheo-
rie Gebrauch. Spezielle Funktionen, Distributionen und Fourierreihen und
deren Verallgemeinerung auf andere vollstandige Funktionensysteme sind
wichtige Hilfsmittel. In dieser Vorlesung werden diese Konzepte als bekannt
vorausgesetzt und ohne mathematische Rigorositat angewandt.

1.1.1 Einfache Vektoridentitaten
Es sind a, l;, ¢ Vektoren, Vektorfelder auf R?, ¥ ein Skalarfeld auf R3. Eijk
der total schiefsymmetrische Tensor, €123 = 1. Wir definieren
(CTX 6)1 :Eijka]‘bk, J-EZQibi. (1.1)
Es ist
EijkEimk = 0i10jm — Oimbji. (1.2)

Folgende Identitaten lassen sich durch einfaches Nachrechnen zeigen:

G- (bxé)=b-(Cxa)=¢c (@xb),
Ax (bx&)=(a-c)b—(a b)e (1.3)
(@xb) - @xd)y=@G-&)b-d)—(@-d)b-e),

1.1.2 Theoreme der Vektorrechnung

O(7), ¥ (7) anstiindige Skalarfelder in R,
A(7) anstiindiges Vektorfeld in R3. (1.4)
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Longitudinale und transversale Felder

9 A; =0, (1.5)

A st transversal = A, falls V-A=
X g) EijkfajAk =0. (1.6)

A ist longitudinal = EII falls (V

Ein Vektorfeld setzt sich aus longitudinalen und transversalen Komponenten
zusammen,

A,:A)”-FA,J_. (1.7)

Die Notation ||, L ergibt sich zwanglos aus der Fourier Darstellung der
Felder,

V- A=0=k A — A Lk, (1.8)

VxA=0=kx A — A | k. (1.9)

Ableitungen (Kettenregeln)

Folgende Indentidten verifiziert man durch einfaches Nachrechnen:

V(W)= (@ -V)U+9(V-a),
V x (¥d@)=V¥ x d+ UV x &,
V(@-b)=(@-V)b+(b-V)i+ax(Vxb)+bx (Vxa), (1.10)
V(@xb)=b-(Vxa)—a (Vxb),
Vx(@xb)=a(V-b)—b(V-@)+(b-V)d—(a-V)b.
Folgende Identitat wird oft gebraucht:
Vx(Vxa)=V(V-ad)— Ag; (1.11)

sie gilt in dieser einfachen Form nur in karthesischen Koordinaten. Dabei
bezeichnet A = V -V = V? den Laplace Operator.

Sehr niitzlich sind die Zusammenhénge (es ist @7 = 7/7)

V.7=3,
V x7=0,
G .= (1.12)
_7’7 .
ﬁxﬁ:O,
- 1
(@ V)-ii=ld—d-n)
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oV

Abb. 1.1: Volumen V mit Rand
0V und Oberflachennormalen 7 zum
Gauss Theorem.

Satze von Gauss und Stokes

Sei V ein Volumen in R3, 9V sein Rand, @ 1.V ein Normalenvektor (nach
aussen gerichtet) der Lange 1, vgl. Abb. 1.1:

Gauss (Divergenz)-Theoreme:

/ érv.-A= d27“A

/ dPrve :/ d*r Ui, (1.13)

v v

/d%ﬁxﬁ:/ d?r A x 7.
174 oV
Greensche Identitaten:
/ Pr BV + Vo - VY] :/ &r® (7 5) 0, (1.14)
v v

/d?’r[q)VQ\Il—\I!V?(I)]:/ dPr[® (- V)W — W (ii- V) D).
14

Sei S eine Fliiche in R?, 35 sein Rand, 77 L S ein Normalenvektor (rechtshindig
beziiglich 05) der Lange 1, d7 das Linienelement entlang 95, vgl. Abb. 1.2:

oS

Abb. 1.2: Flache S mit Rand
0S und Flachennormale 77 zum
Stokes Theorem.

Stokes Theoreme:

d%(ﬁxﬁ)-ﬁ:f a7 A, (1.15)
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1.1.3 Integration

Divergenzfreie Felder lassen sich als Rotation eines Vektorfeldes Schreiben,
rotationsfreie Felder sind Gradienten eines Skalarfeldes:

V x (V) =0
v X a

= Vxi=0—a=Vy, (1.16)
(Vxd)=0 = V

b=0—-b=V xd. (1.17)
Diese Integrationen lassen sich in einfach zusammenhangenden Gebieten

ausfiithren, nicht jedoch in nicht-einfach zusammenhéngenden Situationen
(z.B., eine gepunktete Ebene).

1.1.4 Deltafunktion d(x — a)

Die Deltafunktion é(x — a) im Punkt a ist eine Distribution (Filter) welche
bei Faltung mit f(x) den Wert f(a) herausfiltert,

0(x —a) =0, Vo # a,
/5(x—a)dx:1,
[ 1@ 8~ ) dz = fia).
Es gilt

5laz) = Q 5(z), (1.18)

Sofa)) = 3 o bl =),

mit g(z;) = 0 den (einfachen) Nullstellen von g(z). Die Ableitung der 4-
Funktion erzeugt die Ableitung der Testfunktion (das Minuszeichen ist die
Folge der partiellen Integration)

[z 1) 80— ) =~ f(@.

Die Deltafunktion d(x) lésst sich als Grenzfall verschiedener Funktionen
schreiben:

Trigonometrische Funktionen

. 2
i 2202 sn(), (1.19)
Y—00 T YT
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Lorentz- und Gauss Funktionen

_ e/ ‘ e—°/20
Mo ey (1.20)
Charakteristische Funktion
Iy @ xw={" E= (1.21)
Ubungen:
Zeige
o) = o(-a),
- §'(x) = =8'(—x),
— z0(z) =0,
- ad'(z) = —0(x),
~ 6(2% —a?) = |2—1a|[5(x —a)+0(z+a),
— [6(z — a)d(x — b)dz = 6(a — b),
- f(@)d(x —a) = f(a)d(z —a),
— 0(z) = 0/(2)
0, z <0,
mit der Heaisidefunktion ©(x) = { 1/2, =0,
1, x>0,

- Xa(x) = (1/a)[0(x 4+ a) — O(z — a)], die Charakteristische Funktion
— 7 (dk/2m) et = §5(x),

— Yoo ePmimn =500 §(m — k), die Poisson Summationsformel.
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Fourier Summen und Reihen

Sei x, = ma und k,, = 2wn/L, dann gilt

N
1
ik
N 2 ¢ = dmo,
N
n=—<+o
2
N
1o
—tknxm _
— & = 5n,0-
N =,
2

Verifiziere die entsprechenden Formeln fiir folgende Grenzfille (vgl. Abb.
1.3)

(a) — L ‘ TR . . _
12 0 X L2 Abb.. 1.3: Fourlersum
men/integrale fir (a) das
a—0 endliche Gitter, (b) das
®) . < % endliche reelle Interval, (c)
-1/2 0 L/2 . .
das unendliche Gitter, (d)
., die reelle Achse.
a —
(C) \‘—: ‘ 1 1 1 1
0 X
(d) a— 0 | L — o
0 X

(a) 0<a<L<oo, N=L/a<o

N_q N_1

1 2 ‘ 1 2 )

¥ 2 T =tae & D €T =g, (1.22)
m=—=N n=—2=,

(b 0—a<L<oo, N=L/a—

1 L/2 i 1 oo e
7 _L/dece = 0n,0, I Z e =4(z), we|-%L], (1.23)

(c)0<a<L—o00, N=L/a—
a

2T
m=—oQ

S

o T/
e~ Mm = §(k), ke l-z1l, a/ dk e = 6,0, (1.24)

27 —7/a
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(d) 0—a<L—00, N=LJ/a—

/ da e — 275(k), 2i / dk ¢ = §(z). (1.25)

—o0 T J -

In mehreren Dimensionen ist

d
6& =) = [ [ oz — ). (1.26)

i=1
Bei Benutzung nicht-kartesischer Koordinaten ist Vorsicht geboten, z.B. ist

in Kugelkoordinaten (r, 4, ¢)!

1
B = 7") = —50(r = 7")d(cos ) — cos 9)3(p — ).

Die Dimension von §(x) ist [x]~!, wobei [z] die Dimension der Variablen z
bezeichnet.

1.1.5 Greensche Funktion zu A
Die Green’sche Funktion zum Laplace Operator A 16st die Gleichung
ArG(7,7") = —4n6*(F — ') + Randbedingungen. (1.27)

In R? (d.h., ohne spezifisch vorgegebene Randbedingungen) ergibt sich die
Losung

(1.28)

Zum Beweis zeige man zuerst, dass A(1/r) = 0 in R?\ {0} und anschliessend
integriere man V2(1/r) iiber das Kugelvolumen V), und benutze den Satz von
Gauss. Die Randbedingung wird durch Addition der harmonischen Funktion
F(7,7"),
A-F(F 7 = 0, (1.29)
G = G+ F erfiillt die Randbedingung,

beriicksichtigt. In R? (keine spezifischen Randbedingungen) gilt
AGo(R,R') = —2m8*(R—R), (1.30)

G E,ﬁ/ = lnﬁ.
UL 1) R R

17um Verstindnis betrachte man das Volumenintegral in Kugelkoordinaten, J d3r =
f027r de [ dcos? [° drr® und integriere die 6-Funktion.
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Divergenz- und Rotations-Felder in 2D

In zwei Dimensionen haben die Theoreme von Gauss und Stokes die gleiche
Topologie, V =5, dV = 0S5, nur 7 ist verschieden. Insbesondere, sei A=
(az, ay) ein rein divergentes Feld (rotationsfrei), dann ist A = (—ay,ay) ein
(divergenzfreies) Rotationsfeld. Folgende Divergenz- und Rotations-Felder
lassen sich als Gradientenfelder zu den Green’schen Funktionen von V - V
(vgl. Abb. 1.4) und V x V (vgl. Abb. 1.5) schreiben:

Gauss

oS VGR

=)

Abb. 1.4: Gauss Problem in zwei Dimensionen. Das Potential G(R) =
In(1/R) erzeugt ein reines Divergenzfeld VG.

V-VG = —210*(R) (1.31)
G(R) = In(1/R), vgl. Abb. 1.4. (1.32)

Stokes
70 (R)/ 7 H\

I \
\\H /i

o

Abb. 1.5: Stokes Problem in zwei Dimensionen. Das ‘Potential’ p(R) =
—arctan(y/z) erzeugt eines reines Rotationsfeld V.

VxVe = —2r6%(R) (1.33)
¢(R) = —arctan(y/x), vgl. Abb. 1.5. (1.34)
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Zum Beweis (Gauss) zeige man zuerst, dass V2In R = 0 in R? \ {0} ist und
anschliessed integriere man V21In(1/R) iiber die Kreisfliche S, mit Radius
p und verwende den Satz von Gauss,

/Sp dQR[—QmSQ(R)]—/Sp d23v21n(1/R)—/ d’RV - [VIn(1/R)]

- / doR (B/R) - [V1n(1/R)) = / doR (R/R) - [~ R/
88, 85,

= —27rp,02/p3 = —27.

Der Beweis zum Rotationsfeld ﬁgp ist identisch.

1.2 Das Coulombgesetz der Elektrostatik

Grundlegende experimentelle Fakten die zum Coulombgesetz fithren sind das
F o< 1/7? Verhalten der Krifte zwischen zwei Ladungen und die Linearitét
(Additivitiit) der Kréfte. Wir definieren zuerst das elektrische Feld E durch
die Kraft ﬁ, die selbiges auf eine Testladung ¢ austibt,

B F auf q
q

dabei soll die Textladung ¢ beliebig klein in Stdrke und Ausdehnung sein, so
dass die Quelle des elektrischen Feldes nicht gestort wird, eine Punktquelle.
Beachte, dass das Elektron eine Punktquelle (eine experimentelle Tatsache)
mit minimaler Ladung —e ist, wobei wir die Ladung e > 0 positiv definieren.
Das Coulombgesetz fiir die Kraft zwischen zwei Ladungen @ (Quelle im
Ursprung) und ¢ (Testladung) am Ort 7 (vgl. Abb. 1.6) lautet

; (1.35)

F= kQ—zq f (1.36)
r’r
und das zugehorige elektrische Feld ist
. Q7
E=k—=—. 1.37
< (1.37)

Der Parameter k legt die Einheiten fest:

cgs/esu

Mit den Einheiten ‘centimeter’, ‘gramm’, ‘sekunden’ (— Kréfte in dyn
= 107% N) und den ‘elektrostatic units’ fiir die Ladungen und elektri-
schen/magnetischen Feldern wéhlen wir & = 1 und erhalten die Elektronen
Ladung

k=1 — e = 4.803250.1071% [statcoulomb]. (1.38)
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Abb. 1.6: Geometrie zum Cou-
lombgesetz, mit der Quellladung @
im Ursprung und der Testladung ¢
am Ort 7.

MKSA

Mit den Einheiten ‘Meter’, ‘Kilogramm’, ‘Sekunden’ (— Krifte in Newton
N) und der Einheit ‘Ampere’ fiir die elektrischen Strome setzen wir
1

_ _ —12 _
b= oo 0= 88501071 [F/m = As/Vi, (1.39)

mit den Einheiten Farad F der Kapazidten und Volt V der Spannung, und
erhalten die Elektronen Ladung —e der Grosse

e =1.6021917.107[ C = As]. (1.40)
Esist 1 C = 3-10° statcoulombs.? 3. Wir betrachten eine Ladungsverteilung

mit Ladungen ¢; bei 7;. Es gilt das Superpositionsprinzip der Kréfte, eine
experimentelle Tatsache. Somit ist das elektrische Feld gegeben durch

L 77
E(F) = Z%‘iw_f,jg- (1.41)
7

2Als Ubung berechne man die Kraft in Newton zwischen zwei Elektronen im Abstand
1 A= 1078 cm (ungefihr die Ausdehnung des Wasserstoff (H) Atoms):

MKSA
_19\2 2.
A Ar - 8.85541.-61002—1218/\)&? zo—%m2 =231-107° N.
cgs
Langen in cm, Kréfte in dynes = 107° N
F= (4'803'—W =2.31-10"° dynes = 2.31-10% N.

10-8

3Dazu noch eine Idee: man reskaliere das Problem an einem wohlbekannten Standard-
problem (hier das Wasserstoff Atom). Der speziell hier verwendete Trick ist die Planckesche
Konstante h einmal in eV's und einmal in Js zu schreiben, so dass sich Ladungen e kiirzen
lassen. Man benutze folgende Grossen (den Bohr Radius ag und die Rydbergenergie Ry
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Wir definieren die Ladungsdichte
p(F) = > qd(F—7) (1.42)
und erhalten
. Yy o T T
E(7) = /dST’p(r') e (1.43)
Mit
7= - 1
|7—,*_7,—»/|3 = _VF(‘F_,’;»/P); (144)
- 1 L
v%(|F—F’|3) —4n 3 (7 — 7)
gilt
Lo I . G
E(T) = —VSD(T)a SD(T) = /d3r/‘F(_ 72,|7 (145)
und
V- E=dmp. (MG Ti)

Damit haben wir aus dem Coulombgesetz F o< 1/7? und dem Superpo-
sitionsprinzip das Gauss’sche Gesetz der Elektrostatik hergeleitet. Beachte,
dass das durch die Ladungen erzeugte E-Feld rein longitudinal ist; aus (1.45)

folgt sofort
VxE=0.

(1.46)

Beachte, dass (1.46) aus (MG ITh) mit 8,8 = 0, Statik, folgt — Konsistenz.

Die Grosse (), siehe (1.45), heisst Skalares Potential und erfiillt die

Poissongleichung V2p = —dnp(7).

findet man in jedem Buch):

2.988 - 10® m/sec,
0.911- 10720 kg,

C

Me
h =1.055-10"% Js,= 6.582- 107" Vs,
ap = foy = Mllhe 0.529 A, Bohr’scher Radius,
e?/he = 1/137.4, Feinstrukturkonstante,

Ry = % = % = % = 13.61eV, Rydberg-Energie,

eV = ’ ’ 1.602 - 107'°[ VAs = J = Nm)],

dann gilt
pof o _ 202V, (0'529)2 =231-10° N.
r2  aZr?  (0.529A 1

Mehr iiber Einheiten spéter und im Jackson (Tabellen)

(1.47)
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Im ladungsfreien Raum gilt die
Laplacegleichung Vip=0. (1.48)

Eine Losung von (1.47) und (1.48) ist erst moglich, wenn wir die Randbe-
dingungen kennen. Typische Randbedingungen sind

freie RB:  ¢(r — 00) — 0,
Dirichlet RB:  ¢|av = @av (), (1.49)
Neumann RB: 7 - Vo|ay = —Eay,
gemischte RB:  DRB auf 0Vp, NRB auf 0V, dVp + 9V = V.

Diese Randbedingungen legen die Losung eindeutig * fest. Das Potential
o(7) legt via qp(7) die potentielle Energie der Ladung ¢ im Feld E = -V
fest, vgl. Abb. 1.7: Mit F' = gF der Kraft leisten wir mit der Bewegung von

Abb. 1.7 Das Potential ¢ misst die
durch das elektrische Feld E geleistete
Arbeit ¢ (o — pa) bei der Verschiebung
der Ladung ¢ von A nach B.

q von A nach B die Arbeit
B — —
W = - / F-dl

A
B — —
= q Ve -dl
A
= q¥B — qPA; (1.50)

d.h. die potentielle Energie qp4 ist durch die geleistete Arbeit W erhoht
worden, qop = qpa + W. Ist C' = 0§ geschlossen, so ist W = 0,

fﬁ-di = 0 = /ﬁxﬁ.d%, (1.51)
oS S

und da (1.51) fiir alle S gilt, erhalten wir wiederum V x E = 0. Das
Potential der Ladung @ bei 7= 0 folgt aus der Poissongleichung (1.47) und

4Bis auf eine triviale additive Konstante beim Neumannproblem.
"Beachte, um eine elektromotorische Kraft (ein elektrisches Feld) in einer Schleife zu
erzeugen brauchen wir zeitlich variierende Magnetfelder, Faraday (MG IIh).
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der Green’schen Funktion (1.28),

Ap = —4mQ 63 (7)
—p = Q/r (1.52)

Das Gausssche Gesetz der Elektrostatik folgt aus dem Coulomb-Gesetz F' <
1/r? « E < 1/r? <+ ¢ « 1/r und dem Superpositionsprinzip. Wie genau
sind diese Voraussetzungen erfiillt?

Tests fiir das Coulombgesetz

messen Abweichungen vom 1/r-Potential, iblicherweise ausgehend von den
Ansatzen

V(r) oc1/r17°, bestimme e, oder (1.53)

V(r)occe ™ /r, bestimme p.

Man kann zeigen, dass das 1/r-Gesetz eine Folge der Masselosigkeit der Pho-
tonen ist; die Messung von p~ ! = h/mphotonc = Compton-Wellenldnge des
Photons, liefert deshalb eine obere Schranke fiir mppoton. Ein raffiniertes
Experiment ist dasjenige von Cavendish (1772): Gilt das Coulombgesetz,
so kann keine Ladung aus dem Innern einer hohlen metallischen Kugel ab-
gegriffen werden, jedes andere Gesetz verletzt diese Eigenschaft und das
1/r-Gesetz fiir das Potential ist wirklich etwas Besonderes. In den Ubungen
wird das Cavendish-Experiment ausfiihrlich diskutiert — versuche mit einer
Kugel und einem Elektrometer die Masse des Photons abzuschéatzen. Typi-
sche Werte gemessen mit moderner Technik sind von der Gréssenordnung

MPhoton < 10_48 g. (154)

Vergleiche dazu die Masse des Elektrons m, ~ 10727 g.

Tests fiir das Superpositionsprinzip

Das Superpositionsprinzip wird auf makroskopischem Niveau durch viele
Experimente bestétigt. Auf dem atomaren und subatomaren Niveau treten
nicht-lineare Effekte auf, Vakuum-Polarisationen aufgrund von Elektrom-
Positron-Paarerzeugung. Diese Effekte sind mit der Feinstrukturkonstanten

_ e? 1 <1

- he 137

verbunden, dem kleinen Parameter der Theorie. Die Quantenelektrodyna-
mik vermag diese Effekte beliebig genau zu beschreiben und ist eine der

erfolgreichsten modernen Theorien {iberhaupt (Stérungstheorie im kleinen
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Parameter «). In diesem Sinne hat man das Superpositionsprinzip mikro-
skopisch und makroskopisch im Griff.o

Einheiten
In esu ist

Vip = —dmp
und man misst ¢ in statvolt,

[¢] = statvolt.

Entsprechend gilt fiir das E-Feld
[E] = statvolt/cm.

In MKSA ist
V2 = —p/eo,

man misst ¢ in Volt,
[¢] = Volt,

und fiir das elektrische Feld gilt” Es ist 1 Volt = ﬁ statvolt.

1.3 Oberflachen und Zwischenschichten

Wir betrachten verschiedene Typen von Oberflichen S, geladene (mit Ober-
flachenladung o, metallische (mit influenzierter Oberflachenladung), und re-
konstruierte Isolatoroberflichen mit Dipolschicht.

Beachte: Ein Medium kann nichtlineare Effekte (z.B. D(E) nichtlinear in E) in die
Elektrodynamik einfiithren. Das moderne und technologisch relevante Gebiet der nichtli-
nearen Optik lebt von diesen Effekten.

"Beispiel: Potential (eines Elektrons) in der Distanz 1 Avom Kern mit Ladung e:
in esu:

e 4.803-107"°

in MKSA: o
e 1.602 - 107" AsVm
= = =144 V.
Y= dneor  4m-8.854-10-12 As-10-10 m v
E-Feld:

e
E= ol 10° V/cm.

Zum Vergleich: Durchbruchfelder in Luft haben eine Stirke von 10*™° V/cm, in SiOs eine

Stirke von 10° V/cm, die maximale technische Durchbruchfeldstirke liegt bei ungefihr

107 V/cm.
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1.3.1 Geladene Oberflache

Betrachte die Flache S mit 77 die auswarts gerichtete Normale, vgl. Abb.
1.8. Wir bestimmen das Verhalten des elektrischen F-Feldes an der Flache

i Eo Abb. 1.8: FEine geladene Ober-
4& flache S verandert das elektrische
/ Feld, E, # FE,. Der Einheitsvek-

Eu/ T S tor 7 bezeichnet die Oberflachen-

normale.

S indem wir normale und tangentiale Komponenten via Gauss Box und
Stokes Schleife untersuchen. Betrachte den Punkt P auf S und konstruiere
eine flache Box Vp drum herum, vgl. Abb. 1.9. Das Gauss’sche Theorem fiir

Abb. 1.9: Box der Flache Ap und
Hohe hp um den Punkt P herum.

Vp liefert fir hp — 0
/ &Prv.-E = / &*rE-ii=(E,—E,) -7 Ap = 4nc(P)Ap, (1.55)
Vp oVp

wobei o(P) die Flachenladungsdichte von S am Punkt P ist. Betrachte als
nichstes eine Schleife S um P, vgl. Abb. 1.10, mit ¢ L 7,  die Flichentan-
gente. Der Satz von Stokes liefert mit hp — 0

L
g Abb. 1.10: Schleife der Linge Lp
h /ﬁ und Hohe hAp um den Punkt P

Py\ herum; Die Oberflachentangente ¢

f f S in P definiert die Orthogonale zur
=) Schleife.

/dmvxm;—/ Bodi=(Fx i) (By— B)Lp=0.  (1.56)
S
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Die Theoreme von Gauss und Stokes liefern die Bedingungen
(E, — E,)-ii = 4no, (1.57)
(Eo— Ey)- (i xT) = 0,
d.h. dig Komponente E | s springt um 4no, wihrenddem die Parallelkompo-
nente E)g5 stetig ist, vgl. Abb. 1.11.

Abb. 1.11: Sprung des elektrischen
Feldes beim Durchgang durch eine
geladene Oberflache S.

1.3.2 Metallische Oberflache
Im Metall sind die Ladungstrager beweglich und EMetau wird 0 (die Ladun-

gen erfahren eine Kraft F= qE und bewegen sich so lange, bis E=0 ist).
Eine genauere Betrachtung gibt, vgl. Abb. 1.12,

Metall

S 7

Abb. 1.12: Elektrisches Feld auf Metalloberfliche: Mit E = 0 im Innern des
Metalls ergeben die Sétze von Gauss und Stokes das Feld F = 47o 7 an der
Oberflache. Die Ladungsdichte ny, der Leitungselektronen fallt auf der Skala

des mittleren elektronischen Abstandes 1/ ni/ % ab.

(1.57.b) — qu\ — Eretan =0 —  E L metallisches S,  (1.58)
(1.57.a) — E| — Eyetanl = 470 @@ — E = 4dnoii.

Dabei ist o die in S influenzierte Ladungsdichte.
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1.3.3 Neutrale Dipolschicht

Dieser Typ Oberflache ist typisch fiir eine physikalisch oder chemisch ‘rekon-
struierte’ Oberfliche an einem Isolator oder Halbleiter, vgl. Abb. 1.13. Mit

ST
s

Abb. 1.13: Links: mikroskopische Struktue einer Oberfliche mit
Dipolschicht, zum durch Rekonstruktion der Oberfliche eines Isola-
tors/Halbleiters. Die Dipolschicht lasst das elektrische Feld ausserhalb der
Dipolschicht invariant, verstérkt aber das Feld im Bereich d der Oberfléchen-
rekonstruktion und erzeugt damit einen Sprung d¢ im Potential. Rechts:
Geometrie zur Berechnung des Potentiales (7).

(1.57) gilt, dass E stetig durch S hindurchliuft, aber nur auf einer makro-
skopischen Skala. Auf einer mikroskopischen Skala erzeugt die Dipolschicht
eine +/— Ablenkung von FE, so dass das Potential springt; wir berechnen
den Sprung in ¢ fiir kleine Abstdnde d zwischen den Ladungsschichten +o,

d*r'o (7

=/
— — d2 / O-(T ) _/
() /S "= S F =7+ Rd()]

., 1
= /d27“' o(@)d(F) 7@ V' ==
S N — |’I“ - T |
D(#)=Dipol-Schicht
Mit i - V/[1/|F — 7| d* = [—cos0/|F — 7'|2]d% = —dS, vgl. Abb. 1.13,

ergibt sich
(i) = / 2 D("). (1.59)
s

Traversieren wir S, vgl. Abb. 1.13, so erhalten wir einen Sprung in ¢,

o(F) = — /S 10~ [ o)

— dp(P) = po — @y = 4w D(P). (1.60)

Die Dipolschicht wirkt wie ein Kondensator mit Ladungsdichte o und Plat-
tenabstand d. Beim Durchgang durch die Schicht muss die Arbeit F - d =
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4dnod = 4nD erbracht werden, woraus sich sofort der Sprung im Potential

ergibt. Interessant ist, wie die Resultate (1.57) und (1.60) in der Green-

schen Identitat (1.15) mit ¥ = 1/|7 — 7’| und ® = ¢(7’) auftauchen (es ist
Op=1-V),

- - ov 0P

/d%«’( OV — UV2P) :/d%’ [P—— — U —]

v N—— N—— g anl 877/

—Ard(F—7")  —4mwp(T7)

ergibt &

. 0, falls#¢V,
SO(T _{fvdg’l"l o) +ﬁ§sd20 |:|7—:_17:>/|67;f/_90% L :|7 rev.
(1.61)
(1.61) ist keine Ldsung fir ¢, nur eine Selbstkonsistenzgleichung. Es ist
gerade die Oberflachenladung o = 9,,/¢/4m und der Oberflichendipol D =
—p/4x, welche elektrisches Feld und Potential beim Uberqueren von 7 € S
zum Verschwinden bringen.

=i

Es wire aber vollig falsch, (1.61) als Losung aufzufassen, mit ¢ und 0,/¢
auf dem Rand vorgegeben. Diese Cauchy Randbedingungen fithren auf eine
Uberbestimmung des Problems. Nur ein konsistentes Set ¢ und Oprp auf S
kann auf eine echte Losung fithren. Ein alternatives Problem gibt zwar CR
vor, aber die Oberflache S ist unbestimmt. Wie man wohldefinierte Dirichlet-
und Neumann-Probleme 16st, zeigen wir im néchsten Abschnitt.

1.4 Elektrostatische Randwertprobleme

Sei ein Dirichlet- oder Neumann-Problem in V' mit Rand 0V gegeben,

Ap(F) = —4mp(F), TeV,
¢lyy = wov(7), Dirichlet, (1.62)
gg = —Ez,(7), Neumann.
Die Green’sche Funktion fiir das Gebiet V' erfiillt
A G(F P = —4md(F—7")
Gy = ?, eV (1.63)
Die allgemeine Losung zu (1.63) lasst sich schreiben als
1
GF 7)) = =7+ F(F ") mit
|7 —7
AF(F ) = 0. (1.64)

SWir definieren ¢(7") = [, ®V>V auch fiir 7 ¢ V.
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Wir setzen ¥ = G und ® = ¢ im Greenschen Theorem und erhalten (es ist
Op=7-V)

() = /V ' p(7G(7, ") (1.65)

1 2 1 ] 8790 _ OG(7, )
—|—47T /avd o [G(r,r )8n’ o()

n/

Dirichlet:

Wir withlen F so, dass Gp (7,7 € V) = 0 und erhalten

OGp(F,7")

2 -,
d*o’ pav () o

o(F) = /V @' ()G (7,7 (1.66)

A oy
Eine kurze iiberlegung soll skizzieren wie (1.66) die Randbedingung selbst-
konsistent erfiillt. Wir analysieren den Ausdruck

o o 1 2 7 —y aGD
p(rfedV) = yy 8Vd o ooy () 5

mit
Gp(Fe dV,7")y=Gp(F,7' € V) = 0.

- =/

Die Symmetrie Gp(7,7’) = Gp(7,7'), folgt aus dem Greenschen Theorem
mit & = Gp(r, %), ¥ = Gp(r', ), wo T die Integrationsvariable bezeichnet.
Die Greensche Funktion Gp wird 0 auf 0V, indem F eine Spiegelladung
reprasentiert, vgl. Abb. 1.14,

Gp(r,7') = - — Gp(r— aV,7") =0.

— =/

Dann ist aber

Abb. 1.14: Spiegelladung mit ge-
genteiligem Vorzeichen bei s sym-
metrisch an der Oberfliche gespie-
gelt zu 7.

und wir erhalten
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Neumann:

Die offensichtliche Losung 0,y Gn (7,7 € 0V) = 0 funktioniert wegen der
Bedingung

/ &'V G ) = / R
\% ~—— 8”
— 4§ (F—7")
nicht. Wir setzen deshalb
oGy , - 47
on' ( r,Tr ! 8‘/) W = const.
und erhalten
. S, 1 . L,
o) = (ohov + [ oG = 1 [ B G ).

(1.67)
Der Mittelwert (p)gy des Potentials iiber OV ist eine irrelevante additive
Konstante zu . Fiir das Problem im Aussenraum ist fav d’c = oo und
die Randbedingung wird homogen, 9,,Gn (7, 7' € V) = 0. Auch fiir das
Neumann-Problem kann F' als ein durch externe Ladungen (AF = 0 in
V = AF # 0 in R?\ V) erzeugtes kompensierendes Potential betrachtet
werden. Gy ist nicht automatisch symmetrisch in 7 und 7/, kann aber so
konstruiert werden, dass diese Symmetrie erfiillt wird.

1.5 Elektrostatische Energie

Es seien die Ladungen ¢; in den Positionen 7;, i = 1,...,n — 1 plaziert. Sie
erzeugen ein Potential im freien Raum

Pn— 1 (1.68)

=1

Die Heranfiihrung der n-ten Ladung qn von r = oo an die Position 7, invol-
viert die Arbeit

qndqi

W = @non-1 = Z (1'69)
|rn — 7l
Bringen wir die Ladungen ¢, ..., g, aus dem Unendlichen an die Positionen
T1,...,Tn, SO missen wir die Gesamtarbeit
1 4i4;
W= J 1.70
3 2 -7 70
7]

leisten: W ist die potentielle oder elektrostatische Energie der Konfiguration
¢, 75, © = 1,...,n. Beachte, dass wir die unendlichen Selbstenergieterme
1 = j weggelassen haben.
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Wir gehen zu einer Kontinuumsbeschreibung iiber, indem wir schreiben,
> qid (7 —7) = p(F);
i

fiir die elektrostatische Energie der Ladungsverteilung p(7) erhalten wir dann

1 , P(7)p(")
W = 2// Brd3r gEE=T (1.71)

|7 — 7|
Der Ausdruck (1.71) enthélt auch Selbstenergieterme, welche im Grenzwert
von Punktladungen divergieren. Mit (1.45),

o) = [@r 2T

|7 — 7

erhalten wir unter Ausnutzung von

1 2
p=--V¢

und partieller Integration (mit E = —V¢) die alternativen Ausdriicke
W =

= —;/dgrgo(F)ﬁzgo(F) (1.72)

Die letzte Gleichung fiihrt auf die Interpretation, dass die elektrostatische
Energie im Feld steckt, und
E2
T 87
ergibt sich als die Energiedichte des E-Feldes.” Offensichtlich stimmt Wiy
mit (1.70) tiberein. Fiir ¢Q < 0 (ungleiche Ladungsvorzeichen) ist Wy, < 0.
W gemass (1.72) wire divergent — +o0.

(1.73)

9Beachte, dass (1.72) positiv definit ist, (1.70) aber negativ sein kann; der Unterschied
liegt in der in (1.72) zusétzlich beriicksichtigten Selbstenergie. Betrachte die Konfiguratei-
on {q,0;Q, R}, dann ist
E=7 Q- R)
r |7 —R|3

und die Energiedichte wird zu

2 2 > 23
Q Q7 (F— R

l 1 - B Lo ET 3 )
8mr 8w (F— R)*  4nr3|F— RJ3

Selbstenergie wgelpbst WWechselwirkung
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1.6 Kapazitaten

Ist die Ladung p auf Leiterstiicken L; lokalisiert, mit Ladungen @Q; und Po-
tentialen V;, so lasst sich das Energieproblem auf ein geometrisches Problem
reduzieren welches sich durch Kapazitaten formulieren lasst. Die Linearitét
der Elektrostatik erlaubt uns, die Potentiale V; aus den Ladungen @); zu
gewinnen,

Vi = Z H,Q;, V=c'q. (1.74)

Umgekehrt folgen die Ladungen aus den Potentialen,
Qi=>» CyV;, @=CV. (1.75)

Cy; = Kapazitaten, Cj;,7 # j sind elektrostatische Induktionskoeffizienten.
Die C;; werden durch die Leitergeometrie festgelegt, mit Cj; > 0 und Cj; =
Cji < 0 fiir i # j (Wéhle V = (0,...,V;,0,...,0), d.h. Liz; geerdet. Mit
Vi > 0ist Q; > 0 und Qj» < 0, da Q; Ladung aus L; verdringt.) Die
Energie einer Cj, V—Konﬁguration ergibt sich aus

1
W=g D (CTH5QiQ; = Z Ci;ViV;. (1.76)
1]
Die Berechnung der C;; entspricht einer Reduktion des System-Hamiltonians:
Statt fiir jede Kondiguration das E-Feld zu bestimmen und W mittels
(1/8m) [ dr E? zu berechnen, brauchen wir nur einmal die geometrischen

Koeffizienten Cj; zu bestimmen; die Energie der Konfiguration folgt sofort
aus (1.76). Beachte, dass Cj; = 0y, 0y, W = Cj;, W positiv definit — Cj; > 0.

Wohlbekannt ist der Plattenkondensator, vgl. Abb. 1.15. Wir laden die Plat-
ten gegeniiber der Erde auf die Potetiale V7 und V5 auf und erhalten die
Ladungen

Q1 = CoVi+C(Vi — VW),
Qs = 00V2+C(V2—V1).

= Wew = 2 [ dPr— 2 T
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Daraus finden wir die Kapazitdtsmatrix

co— Cu Cn\_[(G+C —C
Co Ca —-C Cy+C )

Q|
| | Abb. 1.15: Plattenkondensator
C mit Ladungen 1 und )2 in-
C duziert durch Potentiale V7 und
V— — L 4\ V5 gegeniiber der Erde.
Co Co
Mit der Inversen
Co(Co+2C) C Co+C
ist )
Q
W=—">"— 1.77
Co+2C ( )

fir Q1 = —Q2 = Q. Oft ist Cp = 0 und W = Q?/2C mit C = A/4rd. Die
Kapazitiaten C;; haben die Dimensionalitat von Langen. Z.B. gilt fiir den
Plattenkondensator

_ A
" Arnd’

wie man leicht aus dem Gauss’schen Satz ersieht,

(1.78)

/di”rﬁ-ﬁ = A-E:AK:47TQ
v d

_Q_ A
~C = v

Wir zitieren schliesslich einige Resultate fiir wichtige Geometrien, vgl. dazu
mit Abb. 1.16.

Kugelkondensator:

rirs
C= ) T9 > T2,
ro—T
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(a) (b) (c)
e d ,
ool r
2] r2
Abb. 1.16: Kapazitéten eines Drahtes (a), eines Doppelleiters (b), und eines

Ringes (c).

Zylinderkondensator:

. !

- 21n(ry/ry)
Gerades Stiick Draht:
l
C=—-—
21In(l/r)
Doppelleiter:
B l
~ 41In(d/\/ri72)
Ring:
TR
C=—1—— R
mERm S
Einheiten
[Clegs = 1lcm (1.79)
[Q] Coulomb
[CMKsA i Volt ara
C‘MKSA = dreg C‘

cgs

Die letzte Gleichung erhalt man zum Beispiel aus der Berechnung der Ka-
pazitat des Plattenkondensators via Poissongleichung und Satz von Gauss
in den verschiedenen Masssystemen, cgs und MKSA. Zur Umrechnung zwi-
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schen cgs und MKSA Einheiten benutze man

1 = 47 -8.854-10712 : .
cm 7 - 8.854 - 10 100 om 1 cm (1.80)
10 10
= — 102 F=—pF
9 9 P

Schliesslich schreiben wir die wichtigsten Gleichungen der Elektrostatik in
MKSA Einheiten,

Poissongl. in MKSA: Ay = — Eﬁ (aus F = qQ/4neor?)
0
Gauss: V- E zgﬂ (aus F = qQ/4meor®)  (1.81)
0
Energiedichte: w :%OEQ (aus W = CV?/2)

In einem gewissen Sinne komplettiert dies die Elektrostatik im freien Raum,
der Rest besteht im Erarbeiten von Beispielen. Dabei kann man sich eine in-
teressante mathematische Trickkiste anlegen und ein Gefiihl fiir die ‘Funkti-
onsweise’ der Elektrostatik erarbeiten. Wir werden kurz folgende Techniken
anschauen:

— Bildtechnik
— Konforme Abbildungen (in d = 2)

— Variablenseparation und vollstdndige Funktionensysteme

Fiir das letzte Thema werden wir die allgemeinen Definitionen von grad
(= V), div (= V), rot (= Vx) und A (= V-V) in allgemeinen orthogonalen
Koordinaten brauchen. Viele dieser Techniken sind auch in der Magnetosta-
tik anwendbar.
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Kapitel 2

Randwertprobleme in der
Elektrostatik

2.1 Bildtechnik

Wir betrachten wir ein Volumen V' begrenzt (auf 0V') durch Leiter mit Po-
tential pgy = 0 oder wyy # 0 (Aquipotentialﬂéiche). Im Inneren von V liegen
die Punktladungen ¢; in den Positionen 7; € V. Gesucht ist das Potential
(7). Mit der Bildtechnik ersetzt man zur Losung des obigen elektrostati-
schen Problems die Leiter auf OV durch Bildladungen (b; ¢ V ausserhalb
V), so dass die Randbedingung auf 9V erfiillt wird. Damit wird das Problem
auf ein geometrisches reduziert.

Is

¢ =0

Abb. 2.1: Ladung ¢ bei 7, gegeniiber einer geerdeten metallischen Ober-
fliche. Die bei 73, platzierte Bildladung —q bringt das Potential ¢ auf der
Oberflache zum Verschwinden. Die Feldlinien stehen senkrecht auf der me-
tallischen Oberflache.

Als erstes und einfachstes Beispiel betrachten wir das Problem einer Ladung
in der Umgebung einer metallischen Oberféche (leitender Halbraum y < 0),

35
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vgl. die Skizze in Abb. 2.1. Wir platzieren die Bildladung —q bei 7, = 7, —
2R = g — 2(7 - 11 )7 und erhalten das Potential

1 1
o(F)=q| =7~ 5= =0auf7-i7=0 2.1
R P s b ey
[denn (F—m)? = r’+ (T — 2(7 - )it )% — 27 (7q — 2(7 - 1))
= r2+r2+4(Fq'ﬁ)2_4(Fq'ﬁ) Ty )

=27 Ty + AT - ) (7 7)) |
Das Metall zieht die Ladung mit der Kraft F' = ¢*/4R? an.

Auch kompliziertere Geometrien konnen mit Hilfe der Bildtechnik gel6st
werden, zum Beispiel die Ladung nahe einer geerdeten leitenden Kugel mit
Radius r = R, vgl. Abb. 2.2. Es sei also ¢(r = R) = 0, ¢ eine in @ platzierte
Ladung, a > R. Die Bildladung ¢’ bei @’ soll zusammen mit ¢ bei @ gerade
o(r = R) = 0 erzeugen. Symmetrieargumente implizieren, dass @ || @’ sein
muss.

Abb. 2.2:  Technik der
Bildladungen fiir eine ge-
erdete Kugel im Koordina-
tenursprung, mit Ladung ¢
bei a.

P =g T
Dann ist
/
B g q
— R
PI=R0) = Rl TR —aa
q q

Rl —aa/R| o |Rija —a]

= Ofallsq/R=—q¢/d’; a/R=R/d.
Die Bildladung ¢’ = —qR/a bei @’ = (R?/a?) @ erzeugt mit g bei @ zusammen
das Potential

q qR/a

o) = e, Fr=R =0 (2
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Die Kugel zieht die Ladung ¢ mit der Kraft

Foo

q2R 1 @ Rﬁ)a _@&
a3 (1—(R/a)?)?a a3

an. Laden wir die Kugel mit der Ladung @) auf, so verteilt sich die zusdatzliche
Ladung Q — ¢’ homogen. Operationell erden wir erst die Kugel, dann verteilt
sich die Ladung ¢’ inhomogen; anschliessend isolieren wir die Kugel und
fiigen die Ladung Q — ¢’ zu. Da die Konfiguration {q,d;¢’,a’} kraftfrei war,
verteilt sich @ — ¢’ homogen. Die Ausdriicke fiir das Potential ¢ und die
Kraft F' auf q involvieren dann die drei Ladungen

{¢,@ —qR/a, (R/a)*d@; Q+ (R/a)q,0},

_ 4  qR/a Q+ (R/a)q
A UR Rl T Rl gy - B — (23)

3(9,2 _ P2\ 7
Fod|g Q- R)a
a? a(a®—R?)? |a

Statt der Ladung ) kénnen wir auch ein Potential V auf der Kugel vorgeben.
Im Ausdruck fiir das Potential ersetzen wir Q — ¢’ durch VR; dann ist
@o(r = a) = V. Die Kraft ergibt sich zu

(2.4)

ISHST]

ﬁ:q[VR—

gqRa?
02

Als weiteres Beispiel erwdhnen wir die leitende Kugel im homogenen E-

Abb. 2.3: Leitende Ku-
gel im homogenen E-Feld.
Das gewlinschte Potential
wird von Ladungen £ bei
+7 und zwei Bildladungen
-R/Z innerhalb der Kugel erzeugt.

Feld, vgl. Abb. 2.3. Wir erzeugen das E—Feld, indem wir Ladungen +@Q bei
2z = +7 platzieren, Ey ~ 2Q/Z?, und anschliessend @Q,Z — oo streben
lassen mit Q/Z? = const. Zwei Bildladungen in der Kugel erzeugen dann
zusammen mit den ausseren Ladungen das gewiinschte Potential

pl) = —Eo F(l - Rj)% (25)
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2.1.1 Greensche Funktion mit Bildtechnik

Mit den obigen Resultaten ist es einfach, die Greenschen Funktionen G(7,7"),
mit V2G(7,7') = —And(F—7"), fiir das Dirichlet-Problem im Halbraum und

im Aussen- und Innenraum einer Kugel mit Radius R zu finden.

Halbraum
i 14 Abb. 2.4: Geometrie des Di-
richletproblems im Halbraum.
-1 1 Wir plazieren die Bildladung
bei 7,/ =7 — 2(" - ) 7.

G(F,7') = ! - ! . (2.6)

= = 2( )i

Aussenraum der Kugel

Abb. 2.5: Geometrie des
Dirichletproblems im Aussen-
raum einer Kugel. Die Bildla-
dung der Starke —R/r’ wird
im Punkt 7,/ = (R%/r"?)7 im
Innenraum plaziert.

1 R/r'
G(r, 7)) = — . 2.7
"= = e e =0
Innenraum der Kugel
1 (R/7")
G(7, 7)) = — : 2.8
") = T = (R R (28)

Beachte die Symmetrie 77« 7.
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Abb. 2.6:  Geometrie des
Dirichletproblems im Innen-
raum einer Kugel. Die Bildla-
dung der Starke —R/r’ wird
im Punkt 7,/ = (R?/r"?)7" im
Aussenraum plaziert.

2.2 Konforme Abbildungen

Die Technik der konformen Abbildungen funktioniert fiir 2D-Probleme (trans-
lationsinvariante 3D-Probleme), z.B. fiir einen geladenen Draht || z. Wir
wéhlen die zy-Ebene. Im Vakuum gelten die (Integrations-)Bedingungen

e
I

V x 0 — E:—ﬁgo

V-E — E=VxA=-V_ A,

mit A = (0,0, A) und V, = (—0y, 0y) flir ein zweidimensionales Problem.
Die Komponenten E, und FE, lassen sich dann durch die Potentiale ¢ und
A ausdriicken,

0p _ 04

. 20 _ 04
oxr Oy

E, = _Zr_
oy oz

und F, = (2.9)

Diese Formeln erinnern an die Cauchy-Riemann Bedingungen fiir analytische
Funktionen,

w(z) =p—1iA oder w(z)=A+i,¢ z=ux+1y. (2.10)

Ist w analytisch, so hat w in jedem Punkt wohldefinierte Ableitungen un-
abhangig von der gewéhlten Richtung, und es gilt

1 . .
dw = 5(81 —i0y) (¢ —iA)
1
= 5(83890 - 8yA> - 5(61190 + 0, 4)
= —E,+iE, = 0,w = 0w, (2.11)

—_

dew = L (D +i0y)(p— i4) =

schliesslich ist w wegen
Aw = 48z82 w=20
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harmonisch. Die Grosse w und heisst komplexes Potential; ihr Imaginérteil
gibt die Kraftlinien wiahrenddem der Realteil die Aquipotentiallinien liefert,

Sw(z) = const. Kraftlinien,

R w(z) = const. Aquipotentiallinien.

Die Kraftlinien folgen aus der Differentialgleichung 0,y = E,/E;, denn

0A 0A
0= FE,dy — Eydr = —dy + —dx = dA.
y ox

Beide Familien von Linien sind orthogonal, denn

Vo -VA=08,00,A+0,00,A = 0. 2.12
2 2 +0yp Oy ( )
Oy —Ozp

Weiter gilt auf Aquipotentiallinien ((2.9), vgl. Abb. 2.7))

¢ =const. Abb. 2.7: Zur Integration ent-
lang einer Aquipotentiallinie.

dp _ 04
on o0’
B op ~ [0A
j{EndE = — ?{ %dﬁ = de = Ay — A4, (2.13)

und fiir geschlossene Aquipotentialschleifen gilt, mit ¢ die von der Schleife
eingeschlosssene Linienladung,

dmqg = AA,

d.h., das Potentail A ist nicht eindeutig. Demnach ist A eindeutig, falls
g = 0 iiberall und A springt beim Umlauf um eine Ladung. Als Anwendung
betrachten wir das Beispiel eines geladenen Drahtes parallel zur Z-Achse mit
der Linienladung ¢; das zugehorige komplex Potential hat dann die Form

w(z=x+1iy) = —2qlnz — E,=2q/r, Ep=0. (2.14)

Sei L ein Leiter mit Potential ¢ in 2D. Dann ist w(z) gerade die konforme
Abbildung, welche £ in w = ¢ iiberfiihrt, vgl. Abb. 2.8.
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v+ @ Im w4 W)

w(2) ¢

0] X Rew

Y

Abb. 2.8: Konforme Abbildung w, welche £ in w = ¢ iiberfiihrt.

2.3 Orthogonale Funktionen, karthesische Koordi-
naten

Sei [a, b] ein Intervall aus R. Die Funktionenmenge {¢n ()}, ¢y, reell oder
komplex, ist orthonormiert und vollstindig, falls gilt

b
/da:gb;;(x)gbm(x) = Opm, orthonormiert, (2.15)

Z¢Z(w’)¢n(x) = §(x —2'), vollstindig. (2.16)

Jede ‘ansténdige’ Funktion f auf [a,b] ldsst sich durch eine Linearkombina-
tion der ¢,, darstellen,

f(z) = Zan¢n(x)
Die Koeffizienten folgen aus (2.16),

b
on= [ G da (2.17)

Aus der Vollstandigkeit folgt, dass tatséchlich
S ann(e) = [ a3 611 )ono)
_ /dm’ Sz — ') f(2!) = fla).

Man nennt die Menge der Funktionen {¢,,} eine Basis von LLs([a, b]). Ein be-
kanntes Beispiel ist die Fourierdarstellung von Funktionen aus La([—a/2, a/2])
(fiir den n = 0 Koeffizienten ist die Normierung 1/y/a zu nehmen),

_ ]2 sin(2mnx/a), Lex minx/a
= \/;{ ) "G p(2minz/a). (2.18)
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flz) = % + i(an cos(2mnz/a) + by, sin(27rnx/a)),

n=1

f(ﬂ:‘) _ Z cn eana:/a

n—foo

Die Koeffizienten a,, b,, und ¢, sind durch folgende Ausdriicke gegeben

an, = fa(/jQ dz f(x) cos2mnx/a, 1 [e/2 ,
Cp = ——= dl,f(x)efkmnx/a.
b, = fac/i2 dx f(x)sin2mnz/a, Va J a2

(2.19)
Gehen wir vom endlichen Interval [—a,a] zur reellen Achse iiber benutze
man den Satz von Basisfunktionen

1
V2T

Orthonormierung und Vollstéandigkeit nehmen folgende Formen an,

br(x) = etk (2.20)

orthon. 1/27 [dz exp(i(k — k')x) = d(k — '),

(2.21)
vollst.  1/27 [ dk exp(ik(z — 2')) = §(x — '),

und die Darstellung einer Funktion f(x) mit ihren Koeffizienten a(k) ist
gegeben durch

or(z) = 1/\2mexpikz,
f(z) = 1/V2r [dka(k)e®, (2.22)
1/V2r [dz f(z) e .

Diese Basen sind nicht irgendwelche Funktionen; sie sind alles Losungen der
Eigenwertgleichung zum Laplaceoperator,

=
—

=
~—

I

2
@2 +X)p=0, A="T (2.23)
a
Die Verallgemeinerung auf d Dimensionen ist trivial; das Problem (A +

A?) ¢ = 0 separiert und kann durch einen Produktansatz gelost werden,

Pni.. nd F H ¢m xz A + /\2)¢n1...nd =0— )\ = Z)‘zz (2.24)

Geben wir nun zusétzlich separierbare Randbedingungen vor, so wird das
elektrostatische Problem einfach 16sbar. Z.B. kénnen wir in d = 3 eine Box
a, b, c vorgeben mit ¢ = 0 tberall, ausser auf z = ¢, wo p(z,y) = V(z,y)
sein soll, vgl. Abb. 2.9. Wir finden die Lésungen zu Ay = 0 in der Form
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Abb. 2.9: Rechtwinklige Box
(Quader) mit dem Potential
o auf der Oberflache vorgege-
ben, z.B., ¢(z,y,z=¢) = V.

Papy = sinax sinfy sinyz mit a? + 52 + 72 =0 (2.25)
a = a,=2r/a — Randbedingung bei z = 0, a erfiillt,
B = pm=2m/b— Randbedingung bei y = 0, b erfiillt,
n?  m?
Y = Yam =T ) + ErR Diffgl. und Randbed. bei z = 0 erfullt.

Es bleibt die Randbedingung bei z = ¢ zu befriedigen. Als Losungsansatz
fir dieses Dirichletproblem schreiben wir dann

2

n m2
ﬁ*?zZ)

nTtr . mm

y sinh (77

und finden die Koeffizienten a,,, via der letzten Randbedingung bei z = ¢

2 2
Vi(z,y) = ; Qpm SID ? sin m;ry sinh(m/ % + % c)

mit dem Resultat

4/ab

Apm =
sinh(my/n2/a? + m?2/b%c)

Die Losung des allgemeinen separablen Dirichletproblemes mit p(x; = a;) =
Vi(x2;) und den Konstanten a; ergibt sich durch lineare Superposition.

2 2
/ dxdyV(x,y) sin - Sin%
a

Wir kénnen sofort sehen, wodurch diese Technik limitiert wird: Die Randbe-
dingungen miissen dem Koordinatensystem angepasst sein. Fiir kartesische
Koordinaten kénnen wir Boxprobleme vom obigen Typ losen. Was ist zu
tun, wenn wir als Rander Kugeln, Zylinder, Ellipsen, Parabeln usw. haben?
Offensichtlich miissen wir

— zu neuen Koordinaten iibergehen, in welchen die Randbedingungen
separabel sind,

— den Operator A in den neuen Koordinaten finden,

— die Basis zu (A + A\?) finden.
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Dieses Programm koénnen wir fiir folgende Geometrien durchziehen:

— karthesische Koordinaten

— Zylinderkoordinaten

— Kugelkoordinaten

— parabolische Koordinaten

— parabolische Zylinderkoordinaten
— elliptische Koordinaten

— elliptische Zylinderkoordinaten

— Toruskoordinaten

— Bipolarkoordinaten

Wir familiarisieren uns zuerst mit den Eigenschaften orthogonaler krumm-
liniger Koordinaten.

2.4 Krummlinie Koordinaten

Oft treten solche krummlinigen Koordinaten als Kraft- und Aquipotential-
linien eines Vektorfeldes auf. Wir fithren erst einige

Definitionen
ein:
alt | neu | euklidisch
Koordinaten x; ) &i
Basisvektoren €; e’ & (2.26)
allg. Vektorkomp. | a; a; (% '
Metrik 9ij géj Nij = 0ij
orthog. Metrik h? | hl? 1

Die Richtungskosinusse 7;; vermitteln zwischen den alten, neuen, und den
euklidschen Koordinaten. Im folgenden nutzen wir die Einsteinkonvention
und summieren iiber doppelt vorkommende Indices (ohne das Summenzei-
chen zu schreiben).

Betrachte dann einen Punkt P im Raum und zwei orthogonale Koordina-
tensysteme mit Basisvektoren' {€;} und {¢;’}. Die Richtungskosinusse v;;

!Die Einheitsvektoren seien beziiglich gleichen Lingenskalen gemessen.
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beschreiben den I"Jbergang zwischen den Systemen,

€ - € = 0;j, &' € = ij, &' €' = dij,
&g = (@-€Ne's  vijm = o, &' = (&' €)e’,
= ;i€;’ YViivik = Ok, = 7€
(2.27)
Die Komponenten eines Vektors transformieren geméss
a = aié}; = a;é}-'
(Z,IL- = a- é; = ajé’j . é}l = %-jaj, (2.28)
ap = a-&=ae;’ & =;a;
Die Langen (— Metrik) ergeben sich aus
ds® = myd&d; = dg}
&, ¢, {z;} oithog. 9 . 9
_ (axj dz;) ((%l dm) =T W2 aad, (2.29)
& \° 1
hyz - Z<3&> - 27
i i Zz (8£ixj)
die Grossen h? sind die Skalenfaktoren der diagonalen® Metrik,
gij = hZQ (511 (2.30)

Die Skalenfaktoren und Richtungskosinusse hédngen zusammen gemaéss

_ hidai —h-%
Yij = d@ = Ny agg

Dabei dividieren wir die neue Lange h; dx; in Richtung ¢, die wir bei einer
Verschiebung um d¢; abschreiten, durch die (alte) Lénge d¢; in Richtung j.
Umgekehrt konnen wir §; durch z; ausdriicken und erhalten

d§j . l 853 sz

= - — Ry 2.31

Konsistent ergibt sich

gy Qi 108 0w 05
Vi = Zaé‘j hi 81’1 N (9{] 81’1

=0, = d.

Gehen wir von alten (krummlinigen) Koordinaten zu neuen iiber, so gilt

hj axj _ ﬁax;

hj@a:; B ’Yij N hj 61’j.

(2.32)

?Die Koordinaten z; sind orthogonal.
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Schliesslich ergeben sich fiir Linien-, Flachen- und Volumenelemente die Aus-
driicke

dQO'i = H hj d.%‘j, (2.33)
JF#i

&>V = Hhi dz; .

2.4.1 Vektoranalysis: grad, div, rot, Laplace
grad:

Transformiert ein Skalarfeld W(Z) in ein Vektorfeld (VW¥)(Z). Die Ande-
rungsrate VU des Skalarfeldes zeigt in die Richtung der stérksten Zunahme
von W. VW ist orthogonal zur ¥ = const.-Flache,

dU = VU -ds, dU =0 fiir d5|| ¥ = const.

In allgemeinen orthogonalen Koordinaten ist

16111

VU = 2.34
v e o (2.34)
denn mit
G gl h@xz_,, 8_83:%8
i e _h’ 83:’ A axi_ﬁxia:p;’
oz, Ox;
d kS o
b &rl 8.%2 ki
ist

vu = YLy Zi%@i%w

h; Oxz; - h; Ox; Oz, h’ Bx’ K
1 8\11/—»/ SARTY

= — =€ =V
h; 83:;-

und die Definition (2.34) ist unabhdngig vom Koordinatensystem. VU trans-
formiert wie ein Vektor, denn

. . W0z 1 9v 1 00
(V¥); = 7;(VP); = h*] asz W oz h, 0z
7 7 7 j 1 K3
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div:

Transformiert ein Vektorfeld @(z') in ein Skalarfeld diva (') = V- A(Z). Die
Divergenz misst den Vektorlinienfluss, den Ausfluss des Vektorfeldes, aus
einem Volumen d3V . In kartesischen Koordinaten findet man den Ausdruck
fiir die Divergenz via folgender Betrachtung:

dav dz Abb. 2.10: Infinitesimale Box
in kartesischen Koordinaten
. 2 °r, 1 fi zur Berechnung der Divergenz
n«w [ -0 eines Vektorfeldes.
dy
dx
o o R L Jdx
i-d(r)l = as(fo) + (9za0)(70)
o . L Jdx
Al = —aa(i) + (0aar) ()

Der Fluss aus dV durch die Flachen 1 und 2 ist
// d?0 i -7l = (Opag) (7o) dxdydz
1&2

Analog verfahrt man mit der Berechnung des Flusses durch die Anderen
Fléachen und erhélt die Divergenz aus der Summe

. . d’ocd-i
divd= d%}lllo fde = 0za, + Oyay + 0.a, = 0;a;.
Gehen wir zu allgemeinen orthogonalen Koordinaten iiber, so muss bei der
Berechnung des Flusses durch die Flachen auch die Anderung der Flachen-
inhalte berticksichtigt werden, vgl. Abb. 2.11: Der Fluss aus dV durch die

(X1!X2 1X3)

\ Abb. 2.11: Infinitesimale Box
zur Berechnung der Divergenz
in allgemeinen orthogonalen

h,dx, Koordinaten.
hd
L UX% h, dx,

Flachen 1 und 2 ist dann gegeben durch

[8961 (hghgal)] d$1d$2d$3,
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(beachte die Anderung des Flichenelements hoday hsdrs entlang dx1) und
der Ausdruck fiir die Divergenz hat die Form

1
—divad= ——— [811 (hghgal) + 8352 (hlhgag) + 8;]53 (hth(Zg)]. (2.35)
hihohs

Dasselbe Resultat erhalten wir, wenn wir d;a; = div @ in kartesischen Ko-
ordinaten auf krummlinige orthogonale Koordinaten transformieren. diva
ist geméss (2.35) invariant unter Koordinatentransformation und somit ein
Skalar. Es gilt das Gauss-Theorem

/d3Vdiva: //d%ﬁ-a’ (2.36)

rot:

Transformiert ein Vektorfeld @(Z) in ein Vektorfeld rot @(z) = V x @)(&).
Die Rotation misst die Vektorfeldwirbelung, die Wirbelung des Vektorfeldes,
um eine Fliche d?o, vgl. Abb. 2.12. In kartesischen Koordinaten findet man
den folgenden Ausdruck fiir die Rotation eines Vektorfeldes:

z4 r
Abb. 2.12: Zur Berechnung
3 der Rotation in kartesischen
4 2 Koordinaten.
1 dz
dy y

fd§-6 = /dyay /dzaz /dyay /dzaz

= — 0.aydz/2)dy + - - - = (0ya, — 0.ay) dydz,
. . $ds-a
(rot @); = dclrlirgo do; = €10jak.

In allgemeinen orthogonalen Koordinaten muss wiederum die Lingenande-
rung entlang des Umfanges beriicksichtigt werden, vgl. Abb. 2.13,

%dg a = [h2a2 — 813 (hgag)/QdZL‘g] dl’z —+ ...
= [83;2 (hgag) — 8333 (h2a2)] dl‘gd:ﬂg.
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3
h,dx, Abb. 2.13: Zur Berechnung
4 2 der Rotation in allgemeinen
orthogonalen Koordinaten.
1 h2 dX2

Damit erhalten wir fiir die Rotation eines Vektorfeldes den Ausdruck

1

rot EI: = 7[&32 (hgag) — ax?’ (hQQQ)]gl (237)
hohs
1 o
+%[8$3(h1a1) — Ox, (hzaz)ér
1 -
+%[8m1 (hgag) — 8@ (hlal)]eg.

Die Rotation V x @ = rot @ ist wiederum eine Invariante unter Koordinaten-
transformationen und es gilt der Satz von Stokes

/d2aﬁ -rotd = %dé’- d. (2.38)

Laplace:

Transformiert ein Skalarfeld in ein Skalarfeld und ein Vektorfeld in ein Vek-
torfeld. A misst die ‘Dichte’ des Feldes. Es ist

V2 =AU = V. (V) = div grad ¥, (2.39)
V2i=Ad = V(V-@)—V x (Vxa) = grad(div @) — rot(rot ).

Indem wir die Operatoren div und grad auf krummlinige Koordinaten um-
schreiben erhalten wir fiir ein Skalarfeld die Verallgemeinerung auf krumm-
linige orthogonale Koordinaten in der Form

1 hihahs
AV = zj:am (han\p> (2.40)

Die Verallgemeinerung fiir das Vektorfeld ist komplizierter,

(AG); = hi 3 %ij Dy, (hias)] (2.41)
T j 7

mit
ij = axj (hzaz) - Z(hnan) :‘Ljy

n
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und den Christoffelsymbolen

Oz, hn, n=1=j,
1 axl ny n= ja
Iy = . O I,y n =i,
" _( z/hn)axnhu i:j7
0, sonst

Schliesslich beachte man noch die Beziehungen®

(VW) = 0, ein Gradientenfeld ist nicht verwirbelt,
x @) = 0, ein Wirbelfeld hat keine Divergenz,

— die Wirbellinien sind immer geschlossen.

2.5 Kugelkoordinaten

Die Kugelkoordinaten sind in Abb. 2.14 definiert. Aus der Definition der

7 Abb. 2.14:  Kugelkoordinaten

p r, ¢, ¢: Die alten Koordina-
ten ausgedriickt durch die neu-
en sind: x = rsindcosy, y =
rsindsin g, z = rcos V.

Koordinatentransformation alt — neu findet man die Quadrate der Langen,

hi = (9,2)° + (0py)? + (9,2)* = r*sin® o,
hg = 1 (2.42)
hZ = 1.

3Beachte, V 2@ involviert Divergenz und Wirbelung von @; fiir eine inkomressible
Fliissigkeit ist div ¥ = 0 (¥ ein Geschwindigkeitsfeld) und V 2@ # 0 nur falls rot ¥ immer
noch verwirbelt ist.
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Die Operatoren grad, rot, und Laplace haben die Kugelkoordinaten die Form

; 1 1
VU = (@rv, 0¥, 0, W),

rsin
r— 9 — o — Komponenten
- 1
> i 9 _
V x d e (Oy(sinVay,) — 0, ay),
D0, 0, (rap). H(Oh(rag) — Oy ay))
rsind i Qr , TTaW’,r r\T" QY 9 ar) ),
- 1 1 1
2 2 . 2
v = —0, V) + ——— VO V) + ———5—02 U;
v 7“28 (r°0, ¥) + 72 smﬂaﬂ(sm W) + 72 sin2’l98“0
Der Radialteil des Laplaceoperators lasst sich verschieden schreiben,
1 1
—2&(7"287« Psi) = ~02(r Psi) = 9% Psi+ (2/r) 0, Psi; (2.43)
r r N——

(d-1)/r

im letzten Term gibt d — 1 die Anzahl der auf 7 senkrecht stehenden ge-
kriimmten Koordinaten an.

2.5.1 Losungen des Laplace-Problems Ayp(7) =0

Mit dem Separationsansatz

() =
erhalten wir die drei Differentialgleichungen und zugehorige Losungen

2x = —-m’x —  x=exp(imy),
l

P02 = 1+ Du — u=up ™ Fu
1 m?
Sinﬁaﬁ(SIH V0y) P ( I(l+1)+ ) P — 7 (2.44)

sin? ¥

Die azimutale Funktion x(¢) muss im Argument ¢ eindeutig sein, also kom-
men nur ganzzahlige Eigenwerte m € Z, m = 0,£1,£2,... in Frage. Fiir
m = 0 hat ¢ die volle azimutale Symmetrie. Die radiale Funktion u(r) be-
steht aus Komponenten /1 und »~ die bei 0, oo regulér/irregulir sind.

Wir miissen das Eigenwertproblem (2.44) fiir die Winkelfunktion P(¢) 16sen.
Wir betrachten zuerst m = 0, den azimutal symmetrischen Fall. Mit der
Transformation auf z = cos ¥ erhalten wir die Legendre-Differentialgleichung

2.[(1 = 22)9,P] +1(1+1)P = 0. (2.45)
Mit dem Fuchsschen Ansatz

P(z) =z2* Z ;2!
J
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erhalten wir durch Koeffizientenvergleich

ag#0 — ala—1)=0— a=0oder 1,
a1#0 — ala+1)=0— a=—1 oder 0,
—  Verschiebung um eine Potenz,
—  wir wahlen a9 # 0,a1 = 0.
ajro (a+j)la+j+1)—1(l+1)
a; (a+j+1)(a+j+2)

Die Reihe divergiert bei z = +1 — und wir verlangen, dass die Reihe ab-
bricht; statt einer Reihe erhalten wir ein Polynom. Die sich daraus ergeben-
den Eigenwerte [ sind ganzzahlig, >017=20,1,2,3,....

[ gerade — wiahle o = 0, Polynom mit geraden Potenzen,

[ ungerade — wiahle = 1, Polynom mit ungeraden Potenzen;

sonst ist die Reihe divergent.* Wir erhalten damit die Legendre-Polynome
Fi(z)

Py(z) = 1,

Pi(z) = 2,

Py(z) = (322 -1)/2, (2.46)
Py(z) = (52° —32)/2,

Py(2) (3521 — 3022 + 3)/8,

Die Rodriguez-Formel erzeugt die Legendre-Polynome aus Ableitungen von

(22 - 1)17
1 d
Pi(2) = 201 dzt

und es gelten die Rekursions-Formeln

(22 — 1), (2.47)

8ZPZ+1 = 8zf)l—l + (2l + ]-)-Pla

(I4+1)Py1 = —IP_1+ (214 1)zP, (2.48)
0.P1 = [(1+1)+20,)R.
Die Legendre-Polynome sind auf 2/(21 + 1) orthonormiert
! 2
/1 dz Py (2)P(z) = ST 15” (2.49)
und wvollstindig,
;i 20+ 1)P(2)P(2) = 6(2 — 2'). (2.50)
1=0

47.B. ergibt sich fiir I = 0, @ = 1 das Resultat (1/2) In[(1 + 2)/(1 — 2)] — oo fiir
z = =*1.
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Eine Funktion f(z) kann demzufolge nach den Legendre-Polynomen Pj(z)
entwickelt werden,’

fz) = Zszz(Z) (2.51)

mit fi = M _dzf() 1(2).

2
Als néchstes gehen wir zum allgemeinen Fall m # 0 iiber. Wir 16sen die
verallgemeinerte Legendre-Differentialgleichung

2

0.1~ 22)0.P) + (10 +1) - 1T22)P —0

durch die assoziierten Legendrefunktionen (m > 0)

PMe) = ()1 2

S Bi2), (2.52)

welche vollstédndig in [ fiir jedes m sind. Fiir m < 0 benutze man die Rodri-
guezformel (2.47) um wohldefinierte Ableitungen zu bekommen. Wiederum
ist I >0, ganz, [ = 0,1,2,... und die azimutalen Eigenwerte m sind einge-
schrankt auf — < m <[, m ganz, m = —[,—(l —1),...,0,...,l. Die P"
sind orthonormiert auf

L omypmy 2 ((+m)!
/_1dz PP = g (e il (2.53)

Indem wir die Losungen P/"(z) und x,, der polaren und azimutalen Proble-
me kombinieren, erhalten wir die Kugelfunktionen

204+ 1 (1 —m)!
4 (I +m)!

Yim (9, ) = P (cos 9) €™, (2.54)

firl =0,1,2,..., und die 2l1+1 Werte m = —I, —({—1), ..., . Die Kugelfunk-

tionen Y}, definieren ein orthonormiertes, vollstindiges Funktionensystem
auf der Kugel,

/ go/ d9 sin® Yy, (9, ©)Yim (9, ¢) = 6119m/m, (2.55)

[dQ

5Denn

SR / dz 22‘“m VR(:) F() = £(2)

§(z—2z2")
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[e%) l
Z Z Vi (9, ) Yim (9, @) = 6(p — ¢')8(cos ) — cos ). (2.56)
=0 m=-1

Die einfachsten Kugelfunktionen haben die Form

Yoo = 1/V4m,
Yisi = —\/% sin ¥ exp(Liyp),

Yip = +/3/4m cos, (2.57)
Yato = +/15/32msin® 0 exp(+2i¢),
Yor1 = —+/15/87 sin® cos exp(Fiep),

Yoo = +/5/16m(3cos?9 — 1).

Der Funktionenraum Lo (R?) zerfillt gemiiss
Ly(R%) = La(R") @ La(SF), L2(S7) = @My, (2.58)

Der Funktionenraum H; wird aufgespannt durch die Yj,, mit dim H; =
20 + 1.5 Mit Hilfe der radialen- und Kugel Funktionen R;(r) und Y7, (9, ¢)

5Beachte, dass die ' und »~'~! singulir bei co und 0 sind; die Radialfunktionen 7'
sind wohldefiniert auf [0, R] und 'Y}, sind harmonische Funktionen (Ag = 0). Erst das
Eigenfunktionensystem von A,

Adrim = —k>drim,

mit Ry = ji(kr),k = xn/R, spannt die Raume L2 ([0, R] x S7) und La(R®) auf: Die
Separation

Orim = R (r)Yim (9, )

liefert ein vollstindiges (in 1) Set von Radialfunktionen j;(kr) o< r'(k — 0), sowie einen
vollstdndigen Satz Yi,, o< P/™ () exp(imy), mit P/™ () vollstidndig in 9,1 fiir jedes m und
exp(imep) vollstdndig in ¢, m. Die harmonischen Funktionen zu k = 0 spannen nur einen
harmonischen Teilraum von Ls (]Rg) auf, denn 7 ist mit Y}, verkniipft, so dass | = I’
ist. Erst das vollstdndige Eigenfunktionensystem zum Operator (mit allen k) spannt den
ganzen Funktionenraum auf.

Im allgemeinen definiert ein hermitesches Problem (inklusive Randbedingen) eine Ba-
sis. Betrachte z.B. das Problem A¢ = —k2¢ in einer Kugel mit Radius R und Rand-
bedingungen ¢(RY,¢) = 0. Die radiale Randbedingung j;(kR) = 0 determiniert das
Spektrum k = kn; = zn1/R, Eigenfunktionen ¢, sind orthogonal und normierbar.
R — o0 = ¢kim Spannen ]Lg(]R3) auf im verallgemeinerten Sinn (mit Distributionen,
Problem mit Normierbarkeit). Keine Randbedingung: Dann ist auch —k* > 0 moglich,
d.h. ji(ikr) — oo bei 7 — oo eine Losung. Wir erhalten dann zu viele Eigenfunktionen
und es ergeben sich Probleme mit Normierung. Erst die korrekt formulierten Randbedin-
gungen machen aus einem Operator einen hermiteschen mit reellem Spektrum und einem
als Basis verwendbaren Eigenfunktionensystem.
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kénnen wir die Losungen zum Laplace-Problem A¢ = 0 schreiben als
A =7r720,12%0, — L*/r?, (2.59)

J { —L* = 50s(sin¥dy) + 5502,
P

Lzyim = l(l_‘_l)}/lma

{Tgar(ﬂarRl) = I(I+1DRy,
(A

_ l -1
R, = aqr' +br ,

Ap=0—o(r,9,0) = (amr +bimr™ ) Vi (9,0).  (2.60)

lm

2.5.2 Anwendungen

Darstellung von ¢g(7,7’) = 1/|7—7'| in Kugelkoordinaten: es ist Azg(7,7’) =
0 in R3\ {7’}, also ist g(7,7’) darstellbar durch (2.60). Wir analysiseren
zuerst den m = 0 symmetrischen Fall mit 7/ auf der 2-Achse, vgl. Abb.
2.15. Wir schreiben die Entwicklung (2.60) in der Form (Yjp < P})

Abb. 2.15: Zur Berechnung
der Green Funktion in Kugel-
koordinaten; Lage von 7, 7’
und 2 fiir den symmetrischen
Fall m = 0 mit 7/ auf der Ach-

Se.
y
g() = (arr + br= D) Py(cos )
=0

und schrénken das Argument ebenfalls auf die z-Achse ein, 7 || 2, so dass

cos? =1,
o0

g(7) = (ar' +br= ). (2.61)
=0

Andererseits konnen wir fir 7 || 7 || 2 die Funktion ¢(7) entwickeln,

1 1 o= /r<\!
=N (= 2.62
o ;(w) ! (2:62)
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wobel r~ = max(7,7’), < = min(7, 7’). Der Vergleich von (2.61) und (2.62)
liefert uns di Koeffizienten a; und b; und wir erhalten das Resultat

1 e (r<)l
7= = IZ; WPZ(COS ). (2.63)

In einem nachsten Schritt betrachten wir beliebige Positionen 7 und 7.
Die Losung des Problem beruht auf dem Additionstheorem fiir sphdrisch
Harmonische”, vgl. Abb. 2.16

!
dm % (gl 1
Pi(cos?) = 5 Z;lyzm(ﬁ » )Y (9, ) (2.64)
mit
7
cos) = = cos ¥ cos ¥ + sindsind’ cos(p — ¢').

Ersetzen wir in (2.63) mit Hilfe des Additionstheorems (2.64) die Legendre-
funktion P; des Zwischenwinkels durch die Kugelfunktionen der Argumente
7 und 7’ so erhalten wir das Schlussresultat

o) l
1 IO (A L
o Y A+1 ()L Vi (0, Yim (9, @) (2.65)

"Der Beweis wird am einfachsten unter Verwendung von Argumenten aus der Theorie
der Drehgruppe gefiihrt: aus dieser folgt dass sich sphéarische Harmonische unter Drehun-
gen gemass

Ylm(ﬂl"/’/) = UsYim(¥,¢)
= D Dun(@)Yis (9, 90),

transformieren, wobei die Matrizen D'(&) eine 21 + 1-dimensionale Darstellung der Dre-
hung Uy ergeben. Der Operator Ug wirkt auf Funktionen auf der Kugel und dreht deren
Argumente von (9, ¢) nach (¢, ¢’). Die Drehmatrizen sind unitar,

[D'(@)}; = [D'@)];: = [D'(=&))@g].  D'@)D'(-&)=1.

ij
Der Ausdruck
1
D Vi (' )Yim (9, )
m=—I1
ist invariant unter Drehungen und héngt somit nur vom Zwischenwinkel 6 =

(', ¢"); (9, ¢)] ab, also ist

!
Z Yo (9" ) Yim (9, ) = c1Pi(cosb).

m=—1

Die Konstante ¢; = 47/(21+1) ergibt sich aus der Integration obiger Gleichung fiir 9 = 1,
¢’ = ¢ iiber die Einheitskugel.
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. z T
I 0

Abb. 2.16: Lage von 7, 7/ und
ﬁ Definition der Winkel 99, ¢ zu
‘ 7 und ¥, ¢’ zu 7, sowie dem

' Zwischenwinkel 6.
¢

 J
=

<V

X

Weiter folgt aus dem Additionstheorem fiir § = 0, P(1) = 1, ¢ = ¢ und
¢' = ¢ die Beziehung

l
20+1
S im0 = == (2.66)

m=—1

2.5.3 Physikalische Anwendungen

Kapazitive Hemisphéaren

Abb. 2.17: Anordnung
der zwei Hemisphéaren

Das Problem hat azimutale Symmetrie, also kénnen wir uns auf m = 0
beschrinken. Im Ansatz

p(r,9) = Z[azrl + byr =] Py(cos ).
1

erwarten wir, dass ¢ reguldr in 0 ist also gilt b = 0 im Inneraum. Die
Koeffizienten a; folgen aus der Randbedingung bei R, ¢ = £V, also ist
21+ 1 ! 0
o = ilv[ / dzP(z) - / a=R(z) | (2.67)
2R 0 -1
—_————

o=V auf 0<v<n/2  o=—V auf =/2<v<r
Mit [ ungerade und (2.47) folgt

o(r < R,Y) = V[;% Py(cos ) — g(%)3Pg(cos v)+ .. } (2.68)
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Fiir ¢(r > R) verlangen wir ¢ — 0 im Unendlichen und daher

a =0, (%)l = (%)Hl. (2.69)

Geladener Ring

Zur Losung dieses Problem nutzen wir einen einfachen Trick fiir azimutal
symmetriche (m = 0) Probleme: Die gesuchte Funktion ¢ ist eindeutig, also
kénnen wir ¢ erst auf der Achse evaluieren,

o(r,0) = [arr! + by~ )] (2.70)
l

und q;, b; finden. Das Resultat in einer Position weg von der Achse erhélt
man durch Multiplikation jedes Termes mit P(cos ).

Q=2nRq
al Abb. 2.18: Geometrie und
,9 Kenngrossen zum Problem
@ des geladenen Rings: Radius
R, Position symmetrisch in
> Vg der Hohe z = Z, Ladung Q =
y 2w Rq, Linienladung q.

Wir betrachten den Punkt 7= (0,0, r) auf der Achse; der Abstand vom Ring
zum Ursprung betragt pr = v Z2 + R2, der Abstand p, zum Ring ist durch
den cosinus Satz gegeben, p? = r?+p% —2pgr cos Y mit g = arctan(R/Z).
Dann ist das Potential auf der Achse gegeben durch Q/p,,

. Q
() = 2 2 1/2
(r? + p3 — 2pgrcosVR)

o0 l
T

= Q § l—il PZ(COS ﬁR)v
1=0 <

wo wir in der letzten Gleichung das Resultat (2.63) benutzt haben, wobei
r< = min(r, pr), rs = max(r,pgr). Das Resultat weg von der Achse erhélt
man dann in der Form

o I
Z i (cosIRr)P(cos D). (2.71)
—0 ">
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Geerdete Spitze

Wir betrachten eine metallische geerdete Spitze mit dem Offnungswinkel 7 —
0, dem Winkel 6 zur z-Achse, vg. Abb. 2.19. Zu losen ist das Problem Ay =
0, im Bereich ¥ < 6§ mit der Randbedingung (¢ = ) = 0. Wir erwarten,

Abb. 2.19: Geerdete Spitze mit
Offnungswinkel 7 —6; der Winkel
0 zur z-Achse definiert den phy-
sikalisch zugénglichen Bereich.

dass ¢ regulér ist fir 9 < 6; fir ¢ > 0 darf ¢ singuldr werden (9 > 6 gehort
nicht zum physikalischen Raum). Wir behandeln das Winkelproblem in der
neuen Variablen £ = (1 — cos?)/2 so dass das Winkelproblem reguldr um
& =~ 0 ist. Das Laplace-Problem separiert mit

1
ﬁ&«(rQ@r)R = viv+1)R— R=a,r" + by~
Oelé(1=€)0cP] = —v(v+1)P, vgl.(2.44). (2.72)
Loésungen zu (2.72) sind die Legendre-Funktionen erster Art (Ordnung v),

(=v)v+1)
11!

(=) (—v+ 1)+ 1)(r+2)

2
5191 S

P(&) =1+

§+

welche sich auch als hypergeometrische Funktionen darstellen lassen (wir
gehen zur Variablen z = cos ¥ iiber)

1—
P(z) = 2Fi(-vy+ L), (2.73)
abx  a(a+1)b(b+1)2?
Flaber) = 1+22 -
2F1(a,bi i) tent c(e+1) 2

Nach Konstruktion ist P,(z) regulér bei ¥ = 0 und singuldr bei ¢ = 7, es
sei denn v = | = ganzzahlig: dann ist P, = P, das alte Legendrepolynom,
welches iiberall (inklusive ¥ = ) regulér ist. Die Randbedingung (v =
0) = 0 lasst sich erfillen indem nur Funktionen P,(z) zugelassen werden
fir die die Bedingung P, (cos@) = 0 erfiillt wird; entsprechend miissen wir
die Nullstellen von P, (z) untersuchen. Wir erwarten aus Stetigkeitsgriinden
[v] Nullstellen fir P,: v < 1: eine Nullstelle, welche bei ¢ ~ 7 reinkommt
und bei v = 1 bei ¥ = 7/2 liegt. v — oo: Viele Nullstellen, wobei die erste
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Nullstelle gegen ¥ ~ 0 strebt, vgl. Abb. 2.20. Wir definieren die erlaubten
v-Werte durch
P, (cosf) =0, vi<wva<..., (2.74)

Der kleinste Wert 11 gehort zur ersten Nullstelle und determiniert das Ver-
halten des elektrischen Feldes an der Spitze,

E, = —0.¢=—va,r" 'P,(cos?),
Ey = —%(%go = a,m" " sin¥ P, (cos 1), (2.75)
Die erste Nullstelle von P, (cos?) verhélt sich geméss
v1 —0: Py(cosd) =0 fir 60=m—2exp(—1/211),
2.405

vy > 00: Py(cos)=0 fir 0= T2 (2.76)

Fiir eine Spitze mit 6 > 7/2 ist 14 < 1 und das elektrische Feld divergiert

v =1 0 " < Spitze
2
0 2.4V,
-1 0 1 v,

Abb. 2.20: Links: Nullstellen von P, (cosf). Rechts: Erste Nullstelle v als
Funktion des Kegelwinkels 6.

gemass
1

2In[2/(m —0)]
Offensichtlich sind spitze Leiter gute Blitzableiter, da sich an ihnen der Blitz

wegen der Feldiiberh6hung gut entziinden kann (Durchbruchfeldstérke von
Luft ~ 10* — 10° V/cm).

Eor™b mit v = (2.77)

2.6 Zylinderkoordinaten

Die Zylinderkoordinaten sind in Abb. 2.21 definiert. indexKoordinaten!Zylinder
Aus der Definition der Koordinatentransformation alt — neu findet man die
Quadrate der Langen,

hi = (aww)2+(8@y)2+(a¢z)2:p2,
h: = 1, (2.78)
o= 1,
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& Abb. 2.21: Kugelkoordinaten 7,
9, : Die alten Koordinaten aus-
gedriickt durch die neuen sind:

z T =pcosy, y=psing, z = z.

und die Operatoren grad, rot, und Laplace haben die Form

1
VU = (9,7, ;aﬂ, 0, 0),

- 1 1
Vxada = —0pa, —0yay), (0,a,— 0ya,), —(0s(pay) — 0y a
((p ] e), ( p paz) p( h(pay) ® p)>
- 1 1
V-i = =0,(pa,) +—-0,a,+ 0. as,
P P
1 1
VU = ;8p(p8p\11)+?83,\1f+8§\1/.

Wiederum lésst sich der radiale Teil umschreiben, diesmal auf (beachte, dass
d = 2 da die z-Achse nicht z#hlt)

1 2
;8,)(/)8,)\11) =0,V + i/f/ 0,V.
(d=1)/p
2.6.1 Losungen des Laplace-Problems Agp(7) =0
Mit dem Separationsansatz
e(i") = R(p)x(#)Z(2)

erhalten wir die drei Differentialgleichungen

83)( = 2y — x=exp(ivy),
027 =k’Z — 7 =exp(kz), (2.79)

2 1 2V
OR+-0,R=(—K+2)R — 7
P P
Die Azimutalfunktion x ist eindeutig und legt damit die Werte v € Z, v =

0,+1,42,... fest. Der k € R-Wert fiir die z-Funktion ist beliebig, wir wihlen
+k, k € R4. Schliesslich miissen wir das Eigenwertproblem (2.79) fiir R(p)
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losen. Wir wechseln zur dimensionslosen Variablen x = kp > 0 und erhalten
die Besselgleichung

1/2

1
2 —_ _ — =
iR+ —0uR + (1 xQ)R 0. (2.80)

Mit dem Ansatz -
R(z) = z“ Z a;z’
§=0

erhalten wir durch Koeffizientenvergleich

a = =,
(Igj 1 .
- = T ]:172737 az; 1:0-
agj—2 45(5 + «) I+

Die Iteration dieser Gleichungen ergibt

1 TD(a+1)
22051T(j+a+1

agj = (=1 j o

und mit ag = 1/2°T'(a + 1) ergeben sich die Losungen

ne) = (5)' S mmr(3)

J=0

o= @) S () e

§=0

die Besselfunktionen erster Art der Ordnung +v. Fiir v # ganz geben J,,, J_,
ein Paar von linear unabhangigen Losungen zur Bessel-Differentialgleichung
zweiter Ordnung (2.80). Fiir v = m ganz sind J,,, und J_,,, linear abhingig,

Jom(@) = (=1)™ T (@). (2.82)

Um eine zweite, linear unabhingige Losung zu erhalten, wenden wir den

folgenden Trick an: Wir definieren die Neumann-Funktion (= Besselfunktion

zweiter Art)

Jy(x)cosvm — J_, ()
sin v '

Ny(z) = (2.83)

Fiir v # ganz bilden N, und J,, wiederum ein linear unabhéngiges Losungs-
paar von (2.80). Diese Eigenschaft bleibt auch im Limes v — m, m € N
erhalten, d.h. N,, ist von J,, linear unabhéngig (V,, involviert Inx). Die
Linearkombinationen

@) = J(x)—iN,(z), (2.84)
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definieren die Bessel-Funktionen dritter Art, auch Hankel-Funktionen ge-
nannt. Es gelten die Rekursionsbeziehungen (J, N, H), H @ - Q)

2v
Quia(z) = ;QV@) = Q1 (2),
Qti(x) = =20 (x) + Q1 (x). (2.85)
Man findet die Grenzwerte (v € R™)

J(x —0) =
Ny,(x — 0)

(z/2)"/T(v +1),
(2/m)[lnz/24+C], v=0,
—(D(v)/m)(2/x)", v #0, (2.86)

Ju(x — 00) = \/zcos(:n—yﬂ/2—7r/4),

Ny(z — 00) =~ \/zsin(m—mr/Q—ﬂ/él).

Q

Q

C =0.5772... ist die Eulersche Konstante,

C=lim(1+1/24+1/3+---+1/n—1nn);
n—o0

der Ubergang von kleinen zu grossen z erfolgt bei z ~ v. Weiter hat jede
Besselfunktion J,,, N, unendlich viele Nullstellen J,, (z,,), Ny (2y,) = 0, z.B.

Ton = 2.405,5.520, 8.654,...,(n — 1/4)m,
Tin 3.832, 7.016, 10.173,. .., (n + 1/4)m,
Ton = 5.136,8.417, 11.620,. .., (n+ 3/4)m,. ... (2.87)

Die Nullstellen sind zentral fiir die Definition der Fourier-Bessel-Reihe.

2.6.2 Fourier-Bessel-Reihe

Mit dem Eigenwert v konnen wir die Winkelfunktionen abdecken. Wie er-
halten wir ein Funktionensystem in radialer Richtung? Gegeben v haben
wir immer noch den Parameter k frei. Betrachte das Intervall p € [0, R]
mit Dirichlet-Randbedingungen. Mit k,,, = z,,/R, J,(z,,) = 0, bilden die
Funktionen

1 V2
R Jyi1(zun) i) (259
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eine Basis auf Ly ([0, R]).® Die Fourier-Bessel Reihe? erlaubt dann die Ent-
wicklung jeder Funktion f(p) € L2([0, R]) in eine Reihe von Besselfunktionen

Ju(kunp)

f(p) = Zaun v Vnp (289)
2 R
Qun = T2 (o) /0 dp pf(p)Ju(kunp).

Fiir R — oo geht k., — k € RT; Ortogonalitit und Vollstindigkeit driicken
sich dann in den Beziehungen

ee 1
Ortogonalitat: / dp pJy(kp)J, (K p) = %5(14: — K,
0
oo 1
Vollstandigkeitandig: / dk kJ,(kp)J,(kp') = =8(p — p') (2.90)
0 P

aus.

8 Orthogonalitit
Multipliziere die Gleichung

1
;8p(p8pJV(kvn)) + (k’zn - VQ/PQ)Ju(kvnP) =0,

mit pJy (k. p), integriere fOR dp, und finde nach partieller Integration, dass

/0 dp P[0 o (ks 9))[0p T (k)] = / dp (k2 = V2 [0)p o (ks ) Ju (k).

Vertauschen von n und n’ vertauschen und Subtraktion ergibt

R
(xl%n - win’)/ dppr(kVn/p)Jy(k}ynp) =0
0

Normierung Aus den Rekursionsformeln (2.85) folgt

R R2 5
/ dﬂsz/(kun’ﬂ)Ju(kunP) - 7Ju+l($un) - 67171"
0

Die Vollstandigkeit akzeptieren wir als gegeben.
9Fine alternative Reihe ergibt sich fiir das Neumannproblem k., = z,n/R — k., =
Ty, /R mit 9, JV|$/M = 0; alternative Entwicklungen der folgenden Art sind bekannt als

Neumann-Reihen: > 0ndvin(x),
Kapteyn-Reihen: > on nduin((v +n)x),
Schlémilch-Reihen: > anJ, (nx).
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2.6.3 Modifizierte Besselfunktionen

Um die modifizierten Besselfunktionen zu finden ersetzen wir in (2.79) die
Diffgleichung 027 = k%*Z durch

027 = —k*7Z — Z =exp(+ikz), k>0

damit wird der Charakter der Losung entlang z von gedampft zu oszillierend
verdndert. Entsprechend andert sich der Charakter der radialen Funktionen
von oszillierend zu gedampft: Die Differenzialgleichung

1
2R+ ;8,)}% = (K +1%/p*)R (2.91)

1
— 2R+ —0,R— (1+1*/2>)R=0, (x=kp).
x
hat als Losungen die modifizierten Bessel-Funktionen

I(x) = i"J,(ix),

K(a) = 5 H (ia);

sie sind linear unabhéngig und reell fiir v, z reell. Grenzwerte sind

I(z—0) ~ 1“(ul+1)<32€)y (2.92)
[ —m@)-C4..,  w=0,

Ko =0 = | e V20,

Liz—o0) ~ 2@ (2.93)

V2ra
K,(x - 00) = /m/2zexp(—x)+....

2.6.4 Spharische Besselfunktionen
Betrachte die Helmholtz-Gleichung
(A+k)¢p=0

in sphérischen (r, v, ¢) Koordinaten. Mit dem Ansatz (beachte den Ansatz
o 1/VR anstelle von 1/r; damit reduzieren wir die Dimensionalitit des
Radialoperators auf zwei statt auf einer Dimension)

6= ") Yin(0. )
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ergibt sich fiir das Radialproblem die Gleichung

(”1/2)2)1“:0

1
831” + —Opuy + <k2 — 3
T T

und mit x = kr

(1+ 1/2)2> w =0,

1
2
Ozu; + ;Bxul + (1 — 3

die Besselgleichung mit v = [ + 1/2. Losungen sind die halbzahligen Bessel-
funktionen

Jit1y2(kr) und - Ny jo(kr),

aus denen man die sphérischen Besselfunktionen als Losungen des radialen
Helmholtzproblems erhalt,

. T
Jikr) = \/ o%r Jl+1/2(k7")7
s
n(kr) = \ 2%r Nij1/2(kr), (2.94)
W2 (ke = Gikr) + ing(kr).
Grenzwerte sind
. at x?
gz —0) — (20 +1)!! (1 ©2(20 + 3) +>

n(x —0) —
jl(:L‘ — oo) —
n(x — o0) —

(@ —o00) -

(21 — 1) x?
o (1_2(1—21)+"‘>’

1

Q] _ l 2

. sin(z — 7l /2),
~cos( — m/2)
— cos(z — 7l/2),

(_i)l+1expagia:) (

Kugelwelle).

Dabei ist (20+1)!! = (2{+1)(2{—1)(2{—3) - - - 5-3-1. Es gelten die Rekursionen

(21 = ji, 0, b))

20+ 1
Zipi(z) = ——2(2) - Z1-1(2),
2041 l
Zl+1(33) —_—— ale(ﬂf) + 721_1(1,‘)
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Die spharischen Besselfunktionen lassen sich durch trigonometrische Funk-
tionen ausdriicken:

. sin x
Jo(z) = —
) sinx cosx
ne) =
. 3 1\ . 3cosx
]2(-7:) = (E - E) ST — 22
cos T
no(z) = — —
cosx sinzx
m@) = - 2 oz
3 1 3 si
no(z) = —<$—E>cosx— 21213: (2.95)

2.6.5 Anwendungen

Ahnlich zum Boxproblem im Abschnitt 2.3 losen wir hier das Laplace-
Problem A¢ = 0 fiir einen Zylinder, vgl. Abb. 2.22 Mit

Abb. 2.22: Laplace Pro-
blem mit Zylindergeo-
metrie; die Randbedin-
gungen sind ¢(p = R) =
: 0, gb(Z:O):O, QS(Z:
/"—6_-_-?--%‘\\ L) - ¢L (p7 ()0)

x(¢) = Asinmep + Bcosmey,
Z(z) = sinhkz,
R(p) = CJm(kp)+ D Np(kp),

und den Bedingungen ¢ regulir in p =0 — D =0, ¢(p=R) =0 — k =
Emn = Tmn/ R, erhalten wir den Losungsansatz

o(p,p,2) = Z I (Emnp) sinh(kpyn 2) [Amn sinme 4+ By, cosme]. (2.96)
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Die Randbedingung ¢(p, ¢, L) = ¢r(p, ) legt die Koeffizienten A,,, und
By fest, !0

A ) 21 R
Bun TR2J2_ (ke R) sinh (i L) /0 v /0 ppoL(p¢)
sin mg
x T (kmn) oo (2.97)

Die allgemeine Losung ergibt sich wieder durch Superposition (ersetze ¢g(p, ¢) —
sinh(k(L — z)), sonst gleich; ¢r (¢, 2), siche Ubungen.) Beispiele zu weiteren
Koordinaten findet man in den Biichern von Abramowitz-Stegun und von
Morse-Feshbach.

2.7 Green’sche Funktionen

2.7.1 Kugelschalea < r < b

Wir suchen die Greenfunktion G(7,7") fiir das Dirichletproblem in der Ku-
gelschale,

ArG(F 7 = —4nd3(F—7'), (2.98)
G(7,7") = 0 auf dem Rand r = a,b.

Wir gehen zu Kugelkoordinaten iiber,

1
(7 =) = 58(r —1') 8(p — ¢)3(cos? —cosd'),  (2.99)

7’2
(2.56) =3 1 Vi (09) Vi (9,0)

und spalten den Winkelanteil in G ab um die radiale Differentialgleichung
zu bekommen,

) l

G 7)) =3 gilr, )Y, (9, 0" )Yim (0, ),
=0 m=-1

%82(7"91(7", ') — l(l; 1)91(7“7 ') = —%5(7" —r'). (2100

r

Losungen fiir g; setzen sich aus 7/ und »~(+1) zusammen; allerdings besagt
die §-Funktion, dass rg; bei r’ einen Knick hat,

r/te
/ drr (2.100)]e—o : O (rg)|l*e = —dm /v, (2.101)
r’—e

OFiir m = 0 benutze man By, /2 in (2.96)



2.7. GREEN’SCHE FUNKTIONEN 69

r
g Abb. 2.23: Knick von

/\ rg; bei r’

Die Stérke des Knicks ist gerade durch 47 /7’ gegeben. Wir setzen fiir g
deshalb zwei verschiedene Ausdriicke an,

, Art 4+ Alp— (D) a<r<r,
gl(’l“,T‘ ): 1 1
Brt+ Br=(+D) ¢l < <b.

g; soll bei r = a, b verschwinden:

A(rl — a2l+1/7“l+1), a<r<r,

/
i\r,r ) =
g ( ) B,(l/’l”H_l o T‘l/bQH—l), r < r < b.

g; soll in 7 und 7’ symmetrisch sein:

gi(r r')*C(rl —a2l+1>< 1 — rl> )
) - < .
Tl<+1 Tl>+1 21

g soll (2.101) erfiillen. Daraus findet man nach einigen Rechnungen

4
(20 % 1)(1 — (a/b)2H1)"

Damit lautet das Schlussresultat:

SN Vim0 Yin(0,)
R P DR v R Ykl

=0 m=-I

2014+1 l
l a 1 'I">
.(r< - )<rl>+1 - b2l+1)' (2.102)

Untersuche die Limites a — 0 und/oder b — oo. Hélt (2.102) den Checks
stand 7 (benutze (2.7), (2.8) und (2.65))
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2.7.2 Zylinderschale a < p < b

Es wird gelich verfahren wie bei der Kugelschale; relevante Gleichungen bei
der Losung des Problems sind

§(z—2") = 71r/000 dk cos[k(z — 2")],
So—¢) = 5= O elimlp— ), (2.103)

G = 533 [ db explim(o — ) coslk(z ~  lan(p. )

1 o 2 2 2 __4£ !
pap(papgm) (k +m=/p )gm— P S(p—1p'),

gm ergibt sich als Linearkombination von I,,, und K, (siche (2.91)).

2.7.3 Entwicklung in Eigenfunktionen

Betrachte die (elliptische) Differentialgleichung fiir ein reelles ‘Potential V/,

A+ V(FE)+ANY(F) = 0 (2.104)
und RB an ¥(7).

(2.104) hat iiblicherweise Losungen, welche irgendwo problematisch / sin-
gular werden. Regularitit, Eindeutigkeit und Randbedingungen sind nur
gewdhrleistet, wenn A\ gewisse Werte annimmt. Dann wird (2.104) zu einem
Eigenwertproblem mit den Eigenwerten A, und den Eigenvektoren W,,.

B. (2.44),  x eindeutig — m € Z,

(2.45), P, regular —1=0,1,2,...,
vgl. (2.72), P, singulér bei ¥ = 7w — alle v,

(2.91),  exp(ikz) nicht normierbar.

Regularitat, Eindeutigkeit und Randbedingungen legen iiblicherweise einen
Funktionenraum fest mit einer Basis {V,},

orthonormiert: /d?’r\I/;kn(F)\Ifn(F) = Onm,

vollstandig: / ny* (P, (F) = 6(F—7). (2.105)

Wir suchen eine Greensche Funktion G(7,7"), so dass

[Ar+ V(7)) + NG(7,7") = —4md(F — ') und RB erfiillt. (2.106)
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Mit dem Ansatz

= Z gn (7)) W (7)

erhalten wir

Z gm(F/)()‘ - Am)\Ijm(F) = _47T5(F_ ’F/)

Multiplikation mit ¥}, () und Integration [ d3r ... der Gleichung ergibt

W ()
Ap — A

gn(7) = 4m
Damit finden wir sofort den Ausdruck

G(F i) =4ry ‘I/”(;/)w (2.107)

fiir die Greensche Funktion.
Als Beispiel betrachte man den einfachen Fall mit V =0, A = 0; V(7) =

exp(ik - 7)/(2m)3/2, (An — k2).

Bk exp(ik - (F— 7)) 1
— =/ _ _
G(r, ") = 47r/ ) 2 = (2.108)

T

Um die letzte Gleichheit zu zeigen, ersetze man k2 durch k2 4 ;2 und nehme
g — 0 am Schluss (man nennt ;2 einen ‘Massenterm’).

2.8 Multipol-Entwicklung

Wir betrachten eine kompakte Ladungsverteilung p(7) innerhalb der Kugel
r < R. Durch Messungen im Aussenraum r > R wollen wir Riickschliisse
auf die Ladungsdichte p(7) ziehen. Was kénnen wir iiber p(7) aussagen?

Mit A¢ = 0 fiir » > R koénnen wir ¢(7) nach den Y, (9, ) entwickeln. Wir
machen den Ansatz

2 o Y (9, )
¢(r > R,9,¢) = ; ; l+ T (2.109)
Mit ( )
— d3 r P\T
o) = [ £
und l
1 471' T< * / /
= Y (9, ) Yim (9,
|7“—7“| Zm2l+17“l>+1 lm( 90)1 ( 80)
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erhalten wir durch Vergleich die Koeffizienten

Qi = /d3r’ Kfn(ﬂ’,gpl)r'lp(f"'), (2.110)

die Multipol-Momente der Ladungsverteilung p(7). Die q,, filtern aus p(7)
jeweils denjenigen Anteil heraus, der die Form Y, besitzt und ein entspre-
chendes Potential erzeugt. Z.B. ist (¢;,—m = (=1)"q;,,)

N I e
qoo = \/E/drp(r)_\/ﬂ’

x Ladung Q = /dgr'p(f") von p,

3 ) 5 3 )
o = —\/&T/d%’(:c’—w')p(r'):— > (b~ i),
qo = \/ = [ &' Zp() = 3,
47r A P

o«  Dipolmoment p'= /d37'/ 7' p(7") von p.

g = \/7/(13 ! i) 2p(F') = 112 \/7(6211 — 2iQ12 — Q22),
Q1 = —\/;/ B3’ 2 (2" — iy )p(F') = 1 \/7(6213 —1iQ23),
q20 = % % /d3T/ (32/2 — \/>Q337

x  Quadrupoltensor Q; :/dgr’ (3aja — 28 p(F).  (2.111)
In rechtwinkligen Koordinaten ist

o(I7] > R) = Q+ Tyl ZQU”‘;‘”’” (2.112)

wie man durch Entwicklung von 1/|7—#"| in kartesischen Koordinaten leicht
einsieht. Offensichtlich fallen die Signale der hoheren Komponenten rasch ab;
Qim erzeugt ein Potential o« 1/7%1 und ein E-Feld o 1/7/%2,
I+1 Y9,
Eeo= Amy oy M;SH =

1 aﬂnm(ﬂv 30)
Ay 1lmT e

1 imYi, (9, ¢
20+ 11 sinori+2

Oft in Erscheinung tritt nebst dem Monopol- das Dipolfeld, vgl. Abb. 2.24

Ey = —4r (2.113)

E, = —Ar
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Abb. 2.24: Elektrisches
Dipolfeld E(#) zum Di-
aT pol 7 || 2

: :
m

_ 2p cos v [ psin

) 9

E, , E,=0. (2.114)

r3 r3

Allgemeiner erzeugt ein Dipol p’ bei 7, in 7 ein Feld

3n(p-n) =T
— — n = — — )
|T_Tp|3 |7"_7”p‘,

E(F) =

fir 7, = 0 lasst sich einfach schreiben E(F) = V(p- 7/r®). Wenn 7 sich T
nihert wird E singular. Man zeigt, dass ein vollstdndigeres Resultat folgende
Form hat:

2= 3n(p-n)—p ar L 5.,
E(f)= —>——Z 5 — 00— 2.115
() 7P 5P (F"—7p) ( )
—/_/ _
Jy &3 37;(:3;;)‘7550 Jy &r E(7)=—(4n/3)p

wenn das Volumen V' um 7), gelegt wird; der erste Term verschwindet auf-
grund der Symmetrie der Winkelintegration. Der zweite Term heisst Kontakt-
Term. Mit dem Kontakt-Term kann ein Punktdipol korrekt beschrieben wer-

—

den ohne ihn aufzuldsen, beachte auch die Figur zu (2.114), E; Dipol &
—D

2.8.1 Energie einer Ladungsdichte in Multipolentwicklung

Wir platzieren die Ladung p(7) ins externe Potential ¢(7); dann ist die
Energie gegeben durch

W= /d3rp(F)g0(F) (2.116)

(m Vergleich mit (1.72) tritt hier kein Faktor 1/2 da wir die Ladung ins
‘externe’ Feld geben). Wir entwickeln ¢(7) gemaéss (beachte, dass p(7) nicht
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die Quelle dieses ‘externen’ Potentiales ¢ ist),

- 1
7) = 0)+7- V + = xix; 0;0; + ...
o(7) ©(0) fP lo 2; J o o
~E(0) ’ ~8, ;o
. 1
= 9(0)~ 7 E(0) - ¢ > Buix; —r?6)0iE;(0) + ...
ij

Einsetzen in (2.116) ergibt
g 1
W =Qp(0) =7+ E(0) = £ > Qijda, E5(0) + ... (2.117)
0,

Die Ladung wechselwirkt mit dem Potential, der Dipol mit dem E-Feld,
der Quadrupol mit dem E-Feld-Gradienten, . ... Als Beispiel betrachten wir
zwei Dipole, deren Wechselwirkungsenergie ist gegeben durch

71— 79

_ PP - 3(1 - p1)(7 - P2) mit 7=

Wis — — — —.
|7 — 11 — 73]

(2.118)



Kapitel 3

Magnetostatik

Der Zugang zur Magnetostatik ist etwas komplizierter als derjenige zur Elek-
trostatik, vgl. Abschnitt 1.2. Die Ursache ist darin zu finden, dass es kei-
ne magnetischen Monopole gibt da V - B = 0 ist. Elementare Quellen des
Magnetfeldes sind deshalb magnetische Dipole oder, wie wir sehen werden,
Stromkonfigurationen (deren fithrendes Moment ein Dipol ist). Ein elektri-
scher Dipol p'richtet sich im elektrischen Feld E gemass Energieminimierung

w=—p-E=—p-E-cos? (3.1)

parallel zum Feld aus. Die riickstellende ‘Kraft’ agiert via dem Drehmoment

w
T = —% = —pF sinv, (3.2)
oder als Vektor,
F=pxE. (3.3)

Wir sehen, dass wir Richtung und Grésse von E auch durch Dipole ausmes-
sen konnen. Analog lasst sich das B Feld via Testdipolmomente 17} definieren
indem das mechanische Drehmomentfeld

—

T=mxDB (3.4)

ausgemessen wird. Dieser Ansatz entspricht aber der Zeit vor den Entde-
ckungen von Biot-Savart, Ampere und anderen. Mit der Erkenntnis, dass
Magnetfelder durch Strome erzeugt werden (betrachte dazu die Auslenkung
eines Permanentmagneten im Feld eines Stromes) dréngt sich eine Definition
via Strome auf, wobei wir Stromdichten j via

J=Y_ ab(F— )0 = qni = pif (3.5)

(2

75
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durch Ladung, Dichte und Geschwindigkeit definieren. Einheiten der Strom-
dichte sind

il =
= As/m?s = A/m?, in MKSA,

statcoulombs,/cm? sec .
in esu,

statamperes/cm?

Teilchenzahl- und Ladungserhaltung implizieren die Kontinuitatsgleichung
p+V-j=0. (3.6)

In der Magnetostatik ist ;p = 0 und damit

—

V-j=0, (3.7)

d.h., die Stromlinien haben keine Quellen und Senken sind deshalb geschlos-
sen; entsprechend betrachten wir in der Magnetostatik nur geschlossene Lei-
terkonfigurationen (evtl. im Unendlichen geschlossen). Im folgenden definie-
ren wir die magnetische Induktion via dem Biot-Savart-Gesetz.

3.1 Das Ampere Gesetz der Magnetostatik

Wir betrachten ein Leiterelement d? durchflossen vom Strom I = qu d’rj
(qs = Querschnitt des Leiters), vgl. Abb. 3.1. Das Feld B am Ort 7 kann

Abb. 3.1: Das vom Strom
I durchflossene Leiterelement

ar erzeugt im Abstand 7 ein
Feld dB o df x .

mit einer Magnetnadel ( = kleiner Dipol) ausgemessen werden und ergibt
sich zu (Id¢, 7, B bilden eine Rechtsschaube)

dé:k‘]dﬁxr

. (3.8)

r3

Die Konstante k legt das Masssystem fest. Mit k& = 1/Geschwindigkeit hat
B die gleiche Einheit wie F; die einzige universelle Geschwindigkeit in der
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Elektrodynamik ist die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 2.99810'° ¢cm/s (im Vaku-
um). Wir fithren das Gausssche Masssystem ein, indem wir die Strome in
esu-Einheiten messen und fiir

1

b= (3.9)

wéhlen. Die Einheit der magnetischen Induktion ist [B] = Gauss. Wenn wir
zur speziellen Relativitdtstheorie kommen, wird die Wahl gleicher Einheiten
fiir £ und B besonders einleuchtend sein, da sich £ und B-Felder beim Uber-

gang zwischen verschiedenen Inertialsystemen ineinander transformieren. In
MKSA Einheiten ist

Ho _7 Vs
k=-—=10""— 3.10
47 As’ (3.10)
wobei die Koeffizienten k. und k,, verkniipft sind via
ke 1 4r 1 1 Vm Am (3.11)
kwm — A4meg po  eopo  8.854-10712 471077 AsVs '
= (2.998-10%m/s)? = 2. (3.12)
Fiir die magnetische Induktion ergibt sich als Einheit
Vs A Vs N
Bl = inm = 2 Am (Tesla) (3.13)
Die Umrechnung MKSA < Gauss ergibt sich aus
1T =10*G. (3.14)
Die Umrechnung fiir die Stromdichteen folgt aus
1A/m? = 3-10° statamperes/cm?,
1A= 3-10° statamperes. (3.15)

Ein Beispiel fiir die Umrechnung vom Magnetfeldern erwahnen wir spater.
Im folgenden brauchen wir Gauss-Einheiten. Man mochte die Quellen —
Feld Beziehnung (3.8) in der Magnetostatik mit derjenigen der Elektrostatik
(1.37)

- QT

FEF=—=- 1.37
o (1.37)

L 1 dlxT

dB = - — . 3.8
cr? r (3.8)

Beide Quellen erzeugen Felder welche mit einem 1/72-Gesetz zerfallen; ver-
schieden sind die vektoriellen Charaktere und die Tatsache, dass wir das Feld
dB nur differentiell definieren konnen: der Strom I muss zu- und abgefiihrt
werden und diese Zu- und Abfithrungen erzeugen ihrerseits Feldstéirke. Erst
wenn wir Schleifen betrachten erhalten wir totale Feldstarken. Als einfachs-
tes Beispiel berechnen wir das Feld eines stromdurchflossenen Drahtes (im
Unendlichen geschlossen, vgl. Abb. 3.2):
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A
z Abb. 3.2: FEin stromdurchflossener
Draht (Strom I) erzeugt im Ab-
stand p ein Feld der Grosse B =
A 21 /cp.

Beispiel Aus (3.8) folgt

1
B=-
c /oo p + 2’2)3/2
_20p1 2 >© o
e PP+, e
alternative gilt gemass Stokes
2 1 =d - 47T . = .
d“’ddVx B=—I= ds - Bds = 2mpB
s ¢ 2S
21
= B=—. (3.16)
cp
Analog zum Kraftgesetz (1.36) der Elektrostatik,
& qQr
F=qF= 2 (1.36)
gilt in der Magnetostatik das Kraftgesetz
= L. - 5
dF12 = — [d€1 X BQ(Tl)} (317)
I I dly x 7
Dol an « ?{NM{X 7?:12
c 9 ¢ |T12]
7ol by x dly X 7
12 }1{7{ ! X_, 23X nz. (Ampere)
71|

Mit

le X dZQ X Fl? = _(dgl ' d@) 7?12 +dZ2( d_'l 'Flg)

~—~

$,.=0
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Abb. 3.3: Zwei Stromschlei-
fen 1 und 2 iiben die Kraft Fio
aufeinander aus.

ergibt sich aus (3.17) (vgl. Abb. 3.3)

—» 11[2
= df df . Nl
74 74 . zwg (3.18)

Folgende Konfigurationen, vgl. auch Abb. 3.3, zeigen anziehende/keine/abstossende
Wechselwirkungen,

I dfy Iy dly
T anziehend T parallel,
1 0 — orthogonal,
T abstossend i} antiparallel.

Als Beispiel berechnen wir die Kraft zwischen zwei parallelen Leitern:

LI / / sin 912
Flo=—-7-1[4d d
2 e B P R (20 —21)% + d?

11[2 Z/2+d2
/dzl/d' 2/2+d2

111y 2L
=" —. 3.19

Nutzt man das Resultat (3.16) fiir den stromdurchflossenen Leiter verein-
facht sich die Rechnung zu

3. I I; 21
dFio BL0 “Ldty By(d) (329 L2200,
c c cd
Fio 251>
Tl . 2
dgl C2d (3 0)

Ampere Gesetz in differentieller Form

Fiir eine Stromdichte j(7) verallgemeinert sich

g(f’) _ Ij{drg X (r_)— T’g)’

c |77 — 7|3
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zu

= 1 -, . rTr—r
B(7) = /d3r’](r’) X 7’7? SR (3.21)

Mit

— —4nS (7 — )

7 L1 ,
PP -

erhalten wir

damit erhalten wir die Maxwell Gleichungen
V-B=0 (MG 1Th) (3.22)

fiir die longitudinale Komponente von B und

VxB(F) = VxVxAF)=V(V-A) -V4A (3.23)
_ %ﬁwy (MG TIi) (3.24)

fiir die transversale Komponente. Dabei haben wir benutzt, dass V-A=0
im statischen Fall verschwindet,

wobei die partielle Integration in der letzten Gleichung auf v -f: —Op =0
fiihrt. Im zweiten Term von (3.23) benutze man V2A(7) = ¢~ [ d3r j(7')&63(F—
7).

'Der Strom T geht iiber in die Stromdichte j(F') gemass

N A y—
je 17;52(R’ — Ry)
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Analogien zwischen Elektro- und Magnetostatik

Die statischen Felder £ und B und ihre Potentiale @ und A erfiillen die
Beziehungen

Elektrostatik Magnetostatik
p(r) = fdgrl ‘;sz‘ A(r) = %fd:sr/ |f:»(j,:'2|
E=-Vg B=VxA

V - E = 4np (Gauss) Diff form V x B = 47 7(7) (Ampere)
VxE=0uvecV-B=0
$g d?G - E = 47Q (Gauss) Int.form Yo B-dl = %] (Ampere)

c

3.2 Vektorpotential und Eichinvarianz

Analog zum skalaren Potential ¢ der Elektrostatik definieren wir das Vek-
torpotential A
Elektrostatik: V x E=0— E = —ﬁgp,
Magnetostatik: V-B=0—B=VxA.
Da die Rotation eines Gradientenfeldes verschwindet, V x X =0, ist A nur
bis auf ein Gradientenfeld bestimmt,
A und A + Vy erzeugen dasselbe B-Feld, (3.25)

somit ist nur der transversale Anteil von A ist relevant. Die Freiheit A —
A+ ﬁx heisst Eichfreiheit, wir werden mehrmals darauf zuriickkommen. Die
Eichfreiheit erlaubt uns, A transversal zu wahlen, denn, sei VA = 3 %0
dann transformieren wir A unter Beriicksichtigung von (3.25)

A'=A+Vy, B=VxA=VxA, (3.26)
so dass
VA ' =VA+Ax=»x+Ax=0 (3.27)
ist; daraus folgt, dass x eine Losung des Poissonproblems Ay = —i¢ ist.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir also
V-A=0 (A transversal) (3.28)

setzen (Coulombeichung). In Analogie zu (1.47), Ay = —4mp, erhalten wir
in der Magnetostatik

o oo I

VxVxA=V (V- -A)-Ad=""7
N’ C
0
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mit der Losung

-

AF) = ! / g 20 (3.20)

c |7 — 7!

B als GradientenFeld
Falls der Raum stromfrei ist, gilt

VxB=0 (3.30)
und wir konnen B durch ein skalares Potential darstellen,

= VU (3.31)
= —AV =0;

—

AVAR

T T

das B-Feld im freien Raum ergibt sich als Losung eines Laplaceproblems.
Ein endliches B wird dann allein durch die Randbedingung erzeugt (Quellen
entsprechen Réndern, sie werden von Stromen ausserhalb des betrachteten
Gebietes erzeugt). So kann das magnetostatische gleich wie eine elektrosta-
tisches Problem behandelt werden. Als nachstes Thema behandeln wir die
Stromschleife, die ‘elementare Quelle’ eines Magnetfeldes.

3.3 Stromschleife

Gegeben sei ein stromdurchflossener (Strom I) Leiter in Kreisgeometrie (in
der xy-Ebene, Radius R), vgl. Abb. 3.4. Fiir einen verschwindenden Quer-

P z 4 Abb. 3.4: Geometrie zur Berech-
nung des durch einen Kreisstrom
/— I erzeugten Magnetfeldes.
y

" I
schnitt ldsst sich die Stromdichte via einer 6-Funktion schreiben,

j=je(—sing,cosp,0) (3.32)
jo =1I0(Rcosf)d(r — R).
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Aus (3.29) erhalten wir das Potential (wir wéhlen fiir die Rechnung ¢ = 0
so dass nur die yKomponente von A = A, (—sin g, cos ¢, 0) bleibt,

1 I cos¢’ §(Rcos?)o(r" — R)
Ay(r,9) == [ d " dr’ ; 3.33
#(r,9) c / e (r?2 + R2 — 2r R cos ¢’ sin 9)1/2 (3:33)

wir transformieren ¢’ — 2x; mit cos ¢’ = cos2y = 2 cos? y — 1 kénnen wir
den Nenner umschreiben gemiiss 72 + R? — 2rRcos ¢'sind = (r? + R% —
2r Rsin9)(1 — k% cosX) und erhalten

IR [T cos ¢’
o IR 3.34
p(1,7) c /0 ® (r?2 + R2 — 2r Rsin ¥ cos ¢')1/2 ( )
2IR T 2cos’x—1
dy 205 X~ (3.35)

= - X
cVr2 + R2 + 2rRsin?d Jo 1 — k2cos?

21 4 2
i / dx [—?\/ 1—k2cos?x  (3.36)
0

:C\/T‘2 + R? 4+ 2rRsin

n (3 —1) VTR eo?y]. (3.37)

k2
Mit den vollstandig elliptischen Integralen

/2 1
K= [ dy e
0 V1 —EkZsin” x

w/2
E(k) :/ dx\/1 — k2sin? x,
0

lasst sich das obige Result kompakt ausdriicken als

B 41R {(2 — kKK (k) — 2E(l<:)] (3.38)
eVr2 + R?2 + 2rRsind k2 . '
Fiir kleine k ist [...] ~ 7k?/16 und damit
Ay(r,0) ~ ZIR? (rsinv) (3.39)

c (r?2 + R2 + 2rRsin9)3/2

Die Bedingung k < 1 impliziert gilt im Nahbereich r < R, im Fernbereich
r > R, oder im Winkelbereich sind < 1, vgl. Abb. 3.5. Im Fernbereich

7> R ist
2
A, ~ ZTsing (R>
C T

und wir erhalten eine Dipolfeld B oc 1/73,

TR2I 2R%2 4+ 2r2 + Rrsinf
B, ~ 3.40
c % (R2 + 72 4 2Rr sin )5/2 (3.40)

TR . 2R? — 2 + Rrsind

By =~ 9 .
v c o (R2 + 72 4 2Rr sin9)5/2
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k<1 Abb. 3.5: Bereiche mit
k < 1 wo die Entwick-
lung der elliptischen In-
tegrale K (k) und E(k)
Giiltigkeit hat.

Weit weg von der Schleife finden dir das Dipolfeld

7T R2I 2 cos ¥ 2cosV
B, ~ T vgl. E.=p—3s—, (3.41)
c T T
TR2I sin ¥ sin ¢
By ~ R 1. E,=p—:
9 c 7"3 ) Vg 2 P 7"3 )

fiir das magnetische Dipolmoment einer planaren Schleife mit Radius R und
Strom [ finden wir dann
TR2I
c

m =

. (3.42)

Tatséchlich erzeugt jede Stromverteilung asymptotisch ein Dipolfeld:
Mit
! Lyrmmy (r' <)
S — z f— — o oee ’r‘ ’r‘
|F—7 r3
erhalten wir fiir das Vektorpotential
L, 1 o 1 e
Ai(F) = - [/dgr']i(r') + ﬂ/d?’r'ji(r')r-r'j%..
Der Monopolterm o 1/r verschwindet, da
/ ' 5i(7) = 0; (3.43)

diese Relation folgt aus der allgemeinen Beziehung?

/ & (g0 T+ f(F9)-F) =0 (3.44)

27um Beweis berechne man

/ &' V' (fTg) = / d’r’
N—
=0 fiir kompaktes j(7/)

(V'f)-Gg+ (Vg - jf+ fgV ]
—_—

—9tp=0
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mit g = r; und f = 1. Der zweite Term l&sst sich mit Hilfe der Beziehung
/d3r’ jary + gril = 0
(folgt aus (3.44) mit g =7} und f = r}) umformen zu

. 1 ) )
/d?’r' Jirhry = 2/d3r’ (Jirh — JET)TE

1
3./ -
= 2/d T €ik€lim  JITmTk
——

3310 km —0im Ol

1 -
=——|Fx [ &7 xj
2 N
7

woraus sich folgendes Resultat fiir das Vektorpotential ergibt,

- 1 - r % r
A(F) = {26 / &3 [ x j(F’)]] X ;;3 = m%" (3.45)
mit dem Dipolmoment der Stromdichte 7(7')
S / &' [ )] (3.46)
5 . )
Das zu A gehorige Dipolfeld ldsst sich schreiben als
F=¥x iz p T (3.47)
T r

Wiederum zeigt eine genauere Rechnung, dass wir einen Kontaktterm beriick-
sichtigen miissen, so dass das Schlussresultat folgende Form hat (vgl. dazu

auch Abb. 3.6)

Abb. 3.6: Magneti-
sches Dipolfeld einer
Stromdichteverteilung

j(7). Der Dipol i ist
als Kontaktterm zu

beriicksichtigen.
. - — 7_;‘m
mit 7= —— ‘ (3.48)
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Das Dipolmoment eines in einer Kreisbahn (mit Radius R und Periode T')
gefangenen geladenen (Ladung q) Teilchens lasst sich durch seinen Drehim-
puls L ausdriicken,

1 27 R S
o % 7T32‘;3:2‘1 %ng:%ﬁx}z (3.49)
c \/A me me =~
I v

Der Drehimpuls hat die Einheit einer Wirkung; fiir eine Elektron erhalten
wir dann das elementare magnetische Moment

h .
g = 26— = 1.1651071° Gem?, (3.50)
mc

das Bohrsche Magneton.
Typische Magnetfelder

Gegeben sei eine Schleife mit einem Radius von 1 cm und einem Strom von
1 A; in der Distanz von 1 c¢m iiber dem Zentrum finden wir eine Feld der
Stérke (in MKSA und cgs Einheiten)

po 2w R21 .. 1 Vs 2rm
B= =10"2r—— — =G
ir R3 102 m? ~ 10
2r]  2m-3-10° 2m

cR ~ 3-1010.1 10 "

und das magnetische Moment der Schleife ist

2
I
L TG e, (3.51)

m= c :10

Eine atomare Bahn mit ¢ =e, R ~ 1 A, und T ~ 10716 s ergibt ein Moment
(vgl. mit up in (3.50)

7R2I  w10716.4.8.10°

m . 51010 5-107"Gem
(3.52)
Der zugehorige Strom misst
e 48-10710 6 3
I'=mF= 5% = 48-10° statamp (=1.6-107" A) (3.53)
(3.54)

und das B-Feld in der Distanz 1 Abetragt

om 10719
R 1024

=10°G=10T
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Typische Laborfelder sind: Saturiertes Eisen mit atomarer Dichte n ~ 10%2cm?

erzeugt ein Feld B ~ 4rpupn ~ 2-10* G, mit supraleitenden Magneten er-
reicht man Feldstirken der Grosse 2-10% G (20T), im Hochfeld Labor lassen
sich Felder bis ~ 45 T erzeugen, und gepulste Felder erreichen bis ~ 100T.
Das Erdmagnetfeld ist klein, ~ 0.5G. Ein B-Feld von 1 G entspricht einem
E-Feld von 310 V/cm; atomare B-Felder sind viel kleiner als die entspre-
chenden E-Felder, Bagom ~ 3107 V/cm < Epgom ~ 107 V/cm.

3.4 Kraft, Drehmoment und Energie

Betrachte eine Stromverteilung j(7) im &usseren Feld B(7). In Verallgemei-
nerung von (3.17) wirkt auf diese Stromverteilung die Kraft?

Fol / &r 7(7) x B(F) (3.55)
und das Drehmoment
1 o
7= /d3r 7x (§(7) x B(F)).

Das fithrende Moment einer Stromverteilung ; ist sein magnetisches Dipol-
moment und wir wollen obige Ausdriicke durch 7 ausdriicken. Dazu entwi-
ckeln wir B(7) = B(0) 4+ [(7- V)B](0) + ... und finden fiir die Kraft

Fi= 1Zkk 5.0 [ i)+ [ @ i@ Do)

Der erste Term verschwindet, vgl. (3.43), wihrenddem der zweite Term mit
(3.44) und g = x;0; By, f = x;0;B), den Ausdruck c[(n x V);By](0) ergibt.
Fiir die Kraft erhalten wir dann den Ausdruck

1

1

Fy= 3" il x V)i Bi)(0) = [ x 9) x Blo| = [V (i B)]

F=V(m-B). (3.56)

Fiir ein extern angelegtes B-Feld gilt (im Normalfall) im statischen Fall
V x B =0 am Ort der Stromverteilung und mit

V(m-B) = (m-V)B+ (B-V)im+mx (VxB)+ B x (V x m)
gilt

—

F=(m-V)B, (VxB=0). (3.57)

3In der Elektrostatik sind die Ausdriicke fiir die Kraft F' und das Drehmoment 7 trivial,
F=[d® p(7) B(F) ~ QE und 7 = [ d* 7 x [p(f’)ﬁ(f’)] ~pxE.
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Ahnlich zeigt man fiir das Drehmoment

7= i/d?)r [FX (;(F) X E(O))} (0-ter Term gentigt)
— [ @ [ Bi--D) B

Der zweite Term verschwindet (benutze (3.44) mit ¢ = f = r;) und wir
finden das Resultat

7 =1 x B. (3.58)
Schliesslich erhalten wir in Analogie zu (2.117) die potentielle Energie
U=—m-B, (3.59)
womit wir konsistent sofort die Resultate (3.57) und (3.58) finden konnen,
F=—VU=(m-V)B,
ou

T=—— =mBsind.

0Y
Ebenfalls in Analogie zur Elektrostatik gilt fiir die totale Energie einer
Stromkonfiguration (die Aquvalenz der beiden Formeln folgt mit der Sub-
stitution j = (¢/4m)V x B und partieller Integration)

-

W= ;C/d?’r J(7) - A7), (3.60)

1
= &r/d% B2().

Wir geben die Herleitung von (3.60) spéter da sie das Faradaysche Gesetz
voraussetzt. Beachte, dass die potentielle Energie U eines Dipols im externen
Feld in (3.59) verschieden von der Energie W (vgl. (3.60)) einer Stromkon-
figuration ] ist: Bringen wir die Stromkonfiguration ; aus dem Unendlichen
so miissen wir Arbeit gegen das sich aufbauende B-Feld leisten.

Eine hiibsche Anwendung von (3.56), (3.59) sind die magnetischen Spiegel:
Betrachte ein Elektron e~ im (leicht inhomogenen) Feld B(7). Die Lorentz-
kraft F' = (q/c)7 x B zwingt das Elektron auf eine Kreisbahn. Der entste-
hende Strom erzeugt ein Moment 17 antiparallel zu B (diamagnetisch). Die
Zunahme der potentiellen Energie U = —mi - B mit zunehmendem Feld im-
pliziert eine Kraft die das Elektron von hohen Feldstarken wegdriickt und
wir konnen das Elektron durch Feldgradienten einsperren — magnetische
Flaschen.

In Analogie zur Elektrostatik betrachten wir kurz die Induktivitdten von
Stromkonfigurationen. Mit

_i 3 o\ A=
W_Qc/d r j(7)A(F)
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und

-

Ay =1 / g 300 (3.61)

c |7 — 7|

erhalten wir analog zu (1.71)

oy [ [ A0
2¢2 |7 =7

Sind die Strome auf n Leiter verteilt, I1,..., I, so lasst sich diese Energie
schreiben als*
1* p—
W= 2c2 ZL”I"IJ" Lij=Lji [~ (C7Hyl. (3.62)
i

Die Koeffizienten L;; beschreiben die Selbstinduktion der Leiter, L;.; die ge-
genseitige Induktion.® Die Induktionsmatrix L;j ist durch die geometrischen
Integrale

J - J!
Lu=/’d%m%§f$, (3.64)
Vol; |75 — 77
Ji - J;
Lij :/ dgn/ dS?”j # (3.65)
Vol; Vol; |75 — 75
T |
zt/) dly - dlp———— (3.66)
qi,q;—0 |ri - Tj‘

bestimmt. Fiir ¢ # j lasst sich der Grenzwert verschwindender Querschnitte
¢i, qj — 0 betrachten; fiir die Selbstinduktion (i = j) fiihrt dieser Grenz-
wert auf Divergenzen.’ In (3.64) und (3.66) beschreiben die Vektorfelder
J; = j; /I; die Stromliniendichte; fiir einen homogenen Fluss durch den Quer-
schnitt g; des Leiters i gilt (vgl. Abb. 3.7

/fmﬁ:%.
o

17.B. ist fiir 2 Leiter die Energie einer Stromkonfiguration gegeben durch

1
W = @ (LllIlZ + L22122 + 2L12Il]2) .

®Die Induktionsmatrix L;; gibt uns auch den Zusammenhang zwischen den induzierten
Spannungen V; und den zeitlich verdnderlichen Stromen I;,

aw 1 dl;
7 oET(Sn) -
i J i
J

5Das Integral in L;; wird bei 7 — 7 singulér; fiir i # j ist # — ;| immer verschieden
von 0, solange die Leiter sich nicht {iberschneiden).
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Abb. 3.7: Linienelement dl_; fir den
Leiter ¢ mit Querschnitt g;.

Wie bei den Kapazititen in der Elektrostatik ist die Berechnung der in-
duktivitéiten L;; ein geometrisches Problem’. Als Beispiele (siche Ubungen)
erwahnen wir die

— Selbstinduktion eines geraden zylindrischen Leiters mit Radius r, Lange
¢ und homogenem Stromfluss, vgl. Abb. 3.8(a)

(3.67)

20 3]
47

L:%{ln—
,

beachte: L/¢ o< In(¢/r) und fiir r — 0 geht L — oo.

— Gegenseitige Induktion zweier paralleler Leiter der Lange £ im Abstand
R, ¢>> R und Querschnitt ¢ — 0, vgl. Abb. 3.8(b)

20
L12 = [ln E - 1:| . (368)

@ L ®

© I I Abb. 3.8: (a) Selbstinduktion
eines Leiters, (b) Gegenseitige
Induktion eines Doppelleiters.

Eet]

"Die analogen Formeln in der Elektrostatik sind trivial, (C™');
[ d&®rid®rj (nin;)/|F; — 7| mit n; = p;(¥')/Q: macht Sinn wenn p; = const — n;
charakteristische Funktionen auf i — (C™1);; = 1/|r; — ;| fiir separierte Ladungen)
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Einheiten:

In cgs, Gauss- Einheiten wird L in cm gemessen. Benutzen wir MKSA Ein-
heiten so substituieren wir den Faktor ¢=2 in W durch den Faktor /47 in
L; als Einheit von L erhalten wir
\Y \Y
[L] = [no]m = ﬁm: XS = 1 Henry.
Ubung: Berechne die Selbstinduktion L fiir eine Stromschleife mit Radien
R und 7,
S8R 7

L=47R [ln —— 4} (R, = Radien). (3.69)
r

3.5 Ampéresches (magnetisches) Blatt

Ausserhalb eines Leiter kénnen wir das Magnetfeld als Gradientenfeld an-
setzen,

VxB=0—B=-V. (3.70)
Mit V - B = 0 erhalten wir das Laplace-Problem
Ay = 0.

Allerdings ist @ nicht eindeutig! Gehen wir ndmlich n; mal um die Leiter
Ly, herum so finden wir (benutze den Satz von Stokes)

41
start — Wend — — I’ 71
Ystart — VYend Czk:nkk (3.71)

wobei Ij die in den Leitern £ fliessenden Stréome bezeichnen (n; = netto
Umlauf um Ly, ng = 1 bei einmaligem Umlauf rechts/links handig).

Um v eindeutig zu definieren schneiden wir den Raum auf. Betrachte eine
Stromschleife £ = 9S welche die Fliche S begrenzt. Wir schneiden den
Raum entlang S d.h., 1 wird im R?\ S stetig sein und beim Durchgang
durch S springen. Mit Hilfe des Green’schen Satzes lasst sich i berechnen;
das Resultat ist (vgl. Abb. 3.9)

W= —éQF (3.72)
wobei 2= den Raumwinkel bezeichnet der durch die Fliche S aufgespannt
wird. Beim Durchgang durch S springt 1) gerade um +471/c. Das magneti-
sche Blatt S kann physikalisch als Dipolschicht w,, d = I, d = Schichtdicke,
wy, = magnetische Flachendichte, interpretiert werden.
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Abb. 3.9: Das Amperesche
Blatt; der Wingel €2z unter
dem die Fléche S erscheint be-
stimmt gerade das skalare Po-
tential v = —IQz/c des Ma-
gnetfeldes.

3.6 Konforme Abbildungen (2D)

Wie in der Elektrostatik lassen sich zweidimensionale magnetostatische Pro-
bleme via konformer Abbildungen 16sen. Zum Vergleich stellen wir elektro-
statische und magnetostatische Probleme gegeniiber:

Elektrostatik: w(z) = ¢ —iA=A+i¢p (3.73)
mit £, = —0,¢0=0yA, E,=—0y¢=—0,4,

Magnetostatik: w(z) = ¢ —iA=A+ i (3.74)
mit B, = -0y =0d,A, By = -0, =—0,A.

Zur Berechnung magnetischer Randwertprobleme lassen sich die in der Elek-
trostatik eingefithrten Techniken adaptieren — wir gehen nicht nochmals
darauf ein.



Kapitel 4

Elektro- und Magnetostatik
im Medium

In den letzten Kapiteln haben wir elektro- und magnetostatische Phanome-
ne im Raum, resp., im Vakuum betrachtet; typische Themen waren gelade-
ne und ungeladene Leiter, stromfiihrende Leiter und Randwertprobleme im
Vakuum. In diesem Kapitel konzentrieren wir uns auf den materieerfiillten
Raum, z.B., ein Gas, eine Fliissigkeit, ein Plasma, oder ein Kristall von Ato-
men. Greifen wir ein Atom heraus, konnen wir folgende Aussagen machen:

1. Atom im E-Feld: Wir betrachten die Elektronen-Hiille als elastisch an
den Kern gebunden. Ein E-Feld wird das Atom polarisieren, vgl. Abb.
4.1 (ein Molekiil hat méglicherweise bereits ein Dipolmoment), folglich
entsteht ein mikroskopisches Feld welches wir als é-Feld bezeichnen.

E=0

Abb. 4.1: Ein symmetrisches neutrales Atom wird im elektrischen Feld ver-
zerrt (die Elektronenhiille wird gegeniiber der symmetrischen Kernposition
verschoben) und erzeugt via seiner elektrischen Polarisierbarkeit einen elek-
trischen Dipol p.

2. Atom im B-Feld: Atome besitzen iiblicherweise ein magnetisches Mo-
ment: Die Elektronen zeigen ein Spin-Moment mgpin = pup von der

93
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Grosse des Bohr’schen Magnetons; Elektronen auf einer Bahn mit Dre-
himpuls L erzeugen ein Bahnmoment mpan, = eI_;/ 2mec, vgl. Abb.
4.2. Der Gesamt-Dipol m richtet sich im &usseren B-Feld aus und es
entsteht ein mikroskopisches b-Feld.

_—

B

Abb. 4.2: Im Atom besitzen die Elektronen ein Spinmoment mgpi, sowie
ein Bahnmoment mpan, erzeugt durch Kreisstromen f; beide addieren sich
zum Gesamtmoment 17; letzteres richtet sich im &usseren B-Feld aus und
verstarkt das Feld. Diese Verstarkung des Feldes ist als ‘ Para-Magnetismus’
bekannt.

Atome zeigen zusitzlich auch einen Diamagnetismus der das Feld vermin-
dert; besitzt das Atom netto keinen Gesamtdrehimpuls, so erzeugt das B-
Feld dennoch einen Strom in der Elektronen-Hiille dessen Moment mMy,armor
dem &usseren Feld entgegensetzt ist, vgl. Abb. 4.3. Beachte, dass die in-

—Ze b
\Eﬂ >
B=0 —

Abb. 4.3: Ein Magnetfeld polarisiert das Atome und erzeugt ein diamagne-
tisches Moment M = M1armor Welches dem &usseren Feld entgegen gerichtet
ist.

duzierten diamagnetischen Momente mpamor Vviel kleiner als typische pa-
ramagnetische Bahnmomente mpan,0 bei endlichem Drehimpuls sind; die
Kernmomente pigermn ~ €h/2Mec sind ("ublicherweise vernachléssigbar) klein
da M ~ 10°m,.

Die Arbeit mit mikroskopischen é- und b-Feldern ist unangebracht, sowohl
im Aufwand als auch was den Gewinn an Erkenntnis betrifft. Vielmehr
mochten wir die Wirkung der Felder im Mittel beschreiben und die Elektro-
und Magnetostatik in Medien neu definieren, so dass wir uns wieder auf die
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wirklichen Quellen konzentrieren kénnen. Dies wollen wir im Folgenden tun.
Die Mittelung der mikroskopischen é- und b-Felder soll dabei iiber zahlrei-
che Atome/Molekiile erfolgen, §V > n~!, n die atomare Dichte des Medi-
ums, wobei die Volumina §V klein gegeniiber makroskopischen Dimensionen
WMakro bleiben auf denen die mittleren Felder variieren, 6V < Vtakro-

4.1 Elektrostatik im linear polarisierbaren Medi-
um

Mit V x &= 0 gilt auch fir das gemittelte Feld V x E =0 und entsprechend
kénnen wir ein erzeugendes Potential ¢ definieren, so dass £ = —Vyp ist.
Das Feld FE polarisiere die Konstituenten des Mediums und erzeuge das
Polarisationsfeld,

P() = _{ni(7) (7)), (4.1)

i

mit n; den Dichten, p; den Dipolmomenten der i-ten Spezies und (...) be-
zeichnet die Mittelung iiber 6V > n~!. Nebst der Polarisation P des Medi-
ums betrachten wir die gemittelte Ladung

p(F) =Y (ni(F) i) + pext (7, (4.2)

i

mit ¢; die Ladung der i-ten Spezies und pex; die externen Ladungen welche
nicht zum Medium gehéren. Ublicherweise sind die Konstituenten neutral
¢ = 0. Wir berechnen das durch die beiden Momente! p(7') und P (7')
erzeugte Potential am Ort 7, (7' € §V),

p(7")8V N P(F)oV - |7 — 7|

N
dp(7,7") = 7 — 7] e

(4.3)

Die Integration iiber 7’ liefert

. (7’ S o 1
(P(T) = /dgr/[| ( 7,—)»/| +P(T/)-V/ ‘7—:_7—:/‘:|
1
.

/dg’"/[pf( f)’| -V P

Das makroskopische elektrische Feld E = —ﬁgp wird demnach durch die
Gesamtladungsdichte

p(7) =V - P(F)
erzeugt,

V- E =4rp— 47V - P (7). (4.4)

!'Wir nehmen an, dass E keine héheren Momente erzeugt.
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Indem wir die elektrische Verschiebung
D=EFE+4xP (4.5)

definieren erhalten wir (vgl. (4.4) und (4.5)) die erste inhomogene Maxwell-
gleichung MG 1.i im Medium,

—

V - D = 47p(7). (4.6)

Ublicherweise ist ¢ = 0 und p = pext die vorgegebene Ladungsdichte im
Problem.

Um das elektrische Feld E zu finden, brauchen wir einen Zusammenhang
zwischen D (oder P) und E. Ublicherweise nehmen wir an, dass das Medium
eine lineare Antwort gibt,

P=x.E, xe>0. (4.7)
Xe heisst elektrische Suszeptibilitdt des Mediums. Mit
e =144mxe, D =¢E, (4.8)
der Dielektrizitatskonstanten des Mediums, gilt
V- E =4mp/e. (4.9)

Da e > 1 ist, wird die Ladung p im Medium effektiv reduziert; geméass (4.9)
konnen wir die Resultate der Elektrostatik im Vakuum iibernehmen konnen,
indem wir im homogenen, isotropen Medium die Quellen abschirmen,

p(7*) = plF) fe. (4.10)
Im anisotropen Medium gilt allgemeiner
D; =g B, g4 = dielektrischer Tensor. (4.11)

Ein Medium kann auch nichtlokal (in Ort und Zeit) auf eine Stérung rea-
gieren, so dass sich das Feld D(7,t) aus E(7,t) durch eine Faltung ergibt,

D;(7,t) = /d3r edtey(F—7't —t"E(7,t). (4.12)

Ein interessantes klassisches Problem ergibt sich, wenn der Raum verschie-
dene Medien enthalt, z.B. ein dielektrisches Medium im Vakuum oder einge-
bettet in einem anderen Medium. Wir wollen verstehen, was an den Grenz-
flichen zwischen den Medien geschieht. Dazu betrachten wir die Grenz-
schicht zwischen zwei Medien und analysieren die Konsequenzen der Sétze
von Gauss und Stokes, vgl. Abb. 4.4 Der Satz von Gauss gibt uns Informa-
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€1 €2 €1 €r> €1

Vv
Gauss [B_’ R
n E .
S I

Stokes 1

>
>

X
d Ladung ~0

Abb. 4.4: Links: Zur Berechnung der Felder an der Grenzfliche zwischen
zwei Dielektrika untersuchen wir eine Gauss Box (Zylinder V iiber der
Grenzflache) und einen Stokesloop S. Die Fliachenladungsdichte o lebt auf
einer atomaren Skala. Rechts: Das elektrische Feld E an der Grenzfliche
zwischen zwei Dielektrika springt, wobei die parallele Komponente Ell stetig

ist und die orthogonal Komponente E | um den Faktor &1 /g9 springt.

tionen iiber die orthogonale Komponente der dielektrischen Verschiebung,

—

/d%ﬁﬁ:(ﬁgpl)-mt = 4droA
\%
— (Dy — Dy) -1 = A4ro. (4.13)

Der Satz von Stokes gibt uns Informationen iiber die parallele Komponente
des lektrischen Feldes,

/d%ﬁxﬁ-f = (Ey—E) -FxA)L (4.14)
S

—>(EQ—El) xn = 0.
Fiir eine ungeladene Grenzschicht mit o = 0 gilt (vgl. Abb. 4.4)

Dl stetig, El springt,
BH springt, EH stetig.

Das D-Feld wird von einem dichteren Medium mit £ > &1 angezogen aber
daraus verdrangt und von einem diinneren Medium weggedrangt aber ein-
gelassen, vgl. Abb. 4.5.
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62:&‘1/2 €1 52181/2 €1

W
[

62:361 €1 62:351 €1

\/
W

Abb. 4.5: E-Felder (links) und D-Felder (rechts) fiir die Konfiguration mit
einer Linienladung in einem Dielektrikum mit e > e2 (oben:das Gebiet
2 ist diinner/isolierender) und €1 < e (unten: das Gebiet 2 ist dichter/
metallischer). Im Fall 1 > e9 stosst das Gebiet 2 die Feldlinien weg, und l4sst
sie rein; im Fall €1 < g9 zieht das Gebiet 2 die Feldlinien an die Oberflache,
lasst sie aber nicht rein. Die Dichte der Feldlinien gibt ein Mass fiir die
Stérke des Feldes (entsprechend haben wir ein 2D Problem gewahlt).

Schliesslich leiten wir noch einen Ausdruck fiir die elektrostatische Energie
im Medium her. Wir betrachten eine Ladungsverteilung p(7), welche ein
elektrisches Potential ¢(7) erzeugt, E = —V¢. Die Erhéhung der Ladung
um 0p vergrossert die Energie um

oW = /d3r dp(7)p(7). (4.15)
Die Ladung dp éndert das D-Feld (und indirekt das E-Feld) um den Betrag

V - 6D = 4dmp(F) (4.16)

und Einsetzen in (4.15) ergibt nach partieller Integration

SW = 4i /dgrﬁ .5D. (4.17)

™
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Die Integration liefert schliesslich die totale Energie

W = ;T/OD/d%(E-aﬁ). (4.18)

Fiir ein lineares Medium gilt

F.6D = %5@ . D) (4.19)
und (4.18) vereinfacht sich zu
W = 8i7r /d3rE D (lineares Medium). (4.20)
Mit E = —V und V - D = 47p ist (4.20) dquivalent zu
W = ;/d?)r p(7)e(7)  (lineares Medium). (4.21)

In der obigen Betrachtung haben wir die Konfiguration durch Anderung von
Ladung in einem fixierten dielektrikischen Medium erzeugt. Neu konnen wir
auch Energieinderungen infolge Verianderung des dielektrischen Mediums
betrachten. Wir betrachten ein lineares Medium und dndern die Dielektri-
zittskonstante

e(r) — e(r) + de(7), (4.22)

z.B. via Verschiebung eines Dielektrikums im Vakuum. Dabei kénnen wir
die dusseren Parameter verschieden fixieren:

Q: Wir halten die externen Ladungen p konstant, dp = 0.

p: Wir halten das externe Potential ¢ konstant, dp = 0, z.B. indem
wir die das Feld erzeugende Elektroden mit Batterien auf konstan-
tem Potential halten; entsprechend ist die Ladungsdichte p nicht mehr
konstant.

Ziel unserer Analyse ist, die in beiden Fillen geleistete/erbrachte Arbeit

aufgrund der Anderung von e zu vergleichen. Der Ausdruck (4.21) gibt uns
die Energiednderung

1
W = 2/d3r (pdp + dp). (4.23)

Halten wir die Ladung p fixiert, so finden wir

Wqo = ;/dgrpégoQ, (4.24)
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mit dpg die durch de induzierte Potentialdinderung. Um die Energieanderung
bei fixem Potential zu finden starten wir mit dem gleichen ersten Schritt und
machen anschliessend die Potentialdnderung riickgangig. Dazu schliessen wir
im zweiten Schritt die Batterie an (welche ¢ fixiert); selbige liefert eine
Ladung dpy, welche gerade die Anderung dpq im Potential kompensiert,
0p = —dpq. In diesem zweiten Schritt dndert sich die Energie um

1
ow o = 2/d3r (pdp + dpy @) (4.25)

(4.15)

= /d?’?" (6pv @)

wobei wir (4.15), Energiedinderung auf Grund von Ladungsénderung bei
fixem e(7), benutzt haben. Aus (4.25) folgt

oW = /dgr (pop) be=_teq —/d3r (pdgq) 424 —26Wq

W, = Wgo+ oW = —=Wg. (4.26)

Wir sehen, dass bei Anderungen der Dielektrizitatskonstanten die Spezifika-
tion der Randbedingung von vorrangiger Bedeutung ist: Die gleiche Ande-
rung d¢ kann eine Zunahme wie auch eine Abnahme der Systemenergie impli-
zieren, je nachdem, ob die das Feld erzeugenden Ladungen oder Potentiale
fixiert werden. Der Energieunterschied wird durch die Batterien erbracht,
welche die Ladung dpy im Potentialfeld ¢ verschieben miissen.

Dielektrizitatskonstante ¢

In diesem Abschnitt wollen wir typische Werte der Dielektrizitatskonstanten
¢ verstehen und berechnen. Die Polarisation P ist via Suszeptibilitat x. mit
dem makroskopischen Feld E verkniipft,

—

P =.E. (4.27)

Andererseits wird das einzelne Atom oder Molekiil durch das lokale Feld
E'°kal (£ &) polarisiert,
p=yE"kal, (4.28)

Das lokale Feld E'%! am Ort eines Atoms erhalten wir, indem wir in einer
Kugel mit Radius R um das Atom herum alle Atome entfernen. Diese Ope-
ration lésst das Feld am Ort des Atoms in einer symmetrischen Situation
unverandert, z.B., wenn die Atome zuféllig oder auf einem kubischen Gitter
verteilt sind. Durch das Herausschélen der Kugel bleibt aber an deren Rand
eine Polarisationsladung

3V ~

Upol_/ 7(—§ﬁ>:—( a—ﬁi)'ﬁ:—ﬁ'ﬁ:—PCOSﬁ
Box
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bestehen. Diese erzeugt am Ort des Atoms das zusatzliche Feld

2 _
E :/dQRapo1cos(7r ) :4—7FP,

R? 3

und wir erhalten das totale Feld als Summe
Bkl = 4 - P; (4.29)

das Resultat ist unabhingig vom Radius R der Kugel, eine Folge des 1/R?
Coulombgesetzes. Mit der Dichte n und der Definition P = np erhalten wir

. L 44
P = nvpol (E n ?WP) (4.30)

und mit P = XeE7 € = 1+4my, resultiert daraus die Gleichung von Clausius-

Mosotti
3 e—1

dmne+2°

Tpol = (4.31)

Sie verbindet die mikroskopische Polarisierbarkeit v, mit der makroskopi-
schen Dielektrizitatskonstante e.

Fiir eine Abschétzung von 7,0 (zusammen mit der Dichte n ergibt sich
daraus eine Abschitzung fiir €) betrachten wir ein Atom oder Molekiihl in
der harmonischen Approximation,

Qo
Hulle
%E S5
q
Kern
1
q '
ruckstellendes
Auslenkung Potential

Abb. 4.6: Zur Abschitzung von 7,1 betrachten wir die durch ein elektrisches
Feld erzeugte Verschiebung der Elektronenhiille gegeniiber dem Atomkern
in einer harmonischen Approximation.

Vig)~ S0V ¢ = (7/2)

Die riicktreibende Kraft wird durch die Coulombwechselwirkung zwischen
Kern und Hiille erzeugt; wenn die Deformation ¢ den Radius ag ~ 1 Ades
Atoms erreicht, so wird die erzeugte Deformationsenergie von der Grosse
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der Coulombenergie €?/ag, also ist f ~ e*/a3. Im E-Feld wird das Atom
polarisiert, f qpo1 &~ eE, und mit p = e gpol = Ypol & erhalten wir

2
Yool A 67 ~ ad ~ 107 em?, (4.32)

Fiir ein Gas mit n ~ 10¥%em ™3 ergibt sich (47/3)vpoin ~ 1074 und demnach

EGas & 1. (4.33)

Im Festkorper ist n ~ 10%3cm ™ und (47/3)ypon ~ 1. Die Dielektrizitiits-
konstante von Festkorpern ist daher grosser als 1,

EFestkorper > 1. (434)

Genaue Werte erfordern prézisere und auch aufwéndigere Verfahren als un-
sere einfachen Abschéatzungen. Typische Werte fiir Isolatoren und Halbleiter
sind ergo 1 ~ 1 — 20 (z.B. NaCl: 5.9; Si: 12; Ge: 16; ZnO: 4.6; MgO: 3.0;
SiOg: 4.5). In Metallen produzieren die freien Elektronen eine unendlich
grosse Polarisierbarkeit im statischen Limes,

statisch
EMetall — O©- (435)

4.2 Magnetostatik im linear polarisierbaren Me-
dium

Wir folgen Schritt fur Schrltt der Herleitung in vorigen Kapitel. Mit der
Maxwellgleichung Vb = 0 fiir das mlkroskoplsche b- Feld gilt auch fiir
die gemittelte magnetische Induktlon B V-B = 0 und es existiert ein
erzeugendes Voktorpotential B = VxA. Das B-Feld polarisiert das Medium,

M(7) = (ny(F)ria(7)). (4.36)

i

Nebst der Magnetisierung M des Mediums betrachten wir die makroskopi-
sche Stromdichte j(f’ ), erzeugt durch bewegliche (freie) Ladungstréger im
Medium. Zusammen erzeugen j (7') und M (7), 7/ € 6V, am Ort 7 das
Potential

1576V N M (7')8V x (7 —F')

c |F—71" |7 — 7|3

SA(F) = (4.37)

Integration und partielle Integration liefert

/_l‘(f’) i/dfﬂ /]( )—i_‘:Y;X‘M( )7 (4.38)
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-

so dass das makroskopische Feld B =V x A durch die Gesamtstromdichte
J () +

V x B(F) = 7](?) + 47V x M (7). (4.40)

Wir definieren das neue Feld H (Magnetfeld)
H=B—4xM (4.41)
und erhalten die Maxwellgleichungen Th und IIi im statischen Limes,
(V x E =0), (4.42)
VxH=—j, (V- D = 4mp).
Um die magnetische Induktion B zu finden, brauchen wir einen Zusammen-
hang zwischen H (oder M) und B. Gibt das Medium eine lineare Antwort,

so gilt
M = xnH. (4.43)

Xm heisst magnetische Suszeptibilitit des Mediums. Mit
= (144wxy), B=uH, (4.44)
@ = magnetische Permeabilitat, gilt

L . A
VxB="Tl7 (4.45)
c
In anisotropen Materialien gilt
Bi = pixHyi (4.46)

und eine zusatzliche nichtlokalitdat impliziert den Zusammenhang

Bi(F,t) = / Pr € dt (7 — 7t — ) Hu (7, 1), (4.47)

An der Grenze zweier Medien verschiedener Permeabilitat sind folgende
Randbedingungen zu erfiillen:

/d?’rﬁ-é:(éz—él)-m — 0
1%

= (By—By)-it = 0 (4.48)
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M1 Vv H2
Gauss
[@i Hi | H2>Ha
n
Stokes V} S B, —
L EZ l-ll/p.2

A

dStrom

Abb. 4.7: Links: Zur Berechnung der Felder an der Grenzfliche zwischen
zwei magnetisch aktiven Medien mit Permeabilitdten p1 und po untersuchen
wir eine Gauss Box (Zylinder V {iber der Grenzfliche) und einen Stokesloop
S. Die Flachenstromdichte K lebt je nach Ursprung auf einer mikro- oder
makroskopischen Skala. Rechts: Die magnetische Induktion B an der Grenz-
flache zwischen zwei Medien springt, wobei die orthogonale Komponente B,
stetig ist und die parallel Komponente §|| um den Faktor p;/pe springt.

/d%ﬁxﬁ-i = (Hy—H)) -({x@)L=—K- I,
S
. 4
= iix (Hy—H)) = 7TK (4.49)

Dabei bezeichnet K die Flichenstromdichte FFliche dStrom [A/cm]. Fir K =0
ist

Blstetig, FIL springt,
g“ springt, ﬁll stetig.

Fiir die Energie einer Feldverteilung erhélt man analog zu (4.20) und (4.21)

oW = — /d3 (H-86B), W=— //d3 (H-6B), (4.50)

und fir ein lineares Medium

_1 3 — — _i 3 2 T
W_Sﬂ'/dTH B, W—2C/dr](7“) A(7).

Zur Abschatzung magnetischer Polarisationseffekte machen wir wiederum
einige dimensionelle Betrachtungen. Wir haben gesehen, dass Elektronen
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typischerweise Momente der Grosse m ~ up = eh/2me ~ 1071 Gem?
erzeugen. Ein Moment m wird im Feld H ausgerichtet, mit dem Energiege-
winn gegeben durch Y = —m - H ; dieser Ausrichtung wirkt die Temperatur
entgegen, so dass im Mittel ein Moment mif /T ~ (u%/T) H iiberlegt. Die
resultierende Magnetisierungsdichte ist

M~ pinH)T — xm ~ p5n)T.

Mit 77 || H ist X, > 0 und das Material ist paramagnetisch. Zur numme-
rischen Abschitzung von x,, bemerken wir, dass 1 G? = 7.244 - 107% K/A3
und mit n < 1023 cm ™3 erhalten wir

(10719)2 em® 7.244 - 1079 K10% ¢cm~3
10724 cm3 em?3 T

para

XS
~ K/T.

(4.51)

Bei Raumtemperatur ist x,, ~ 1072, Dieser Wert gilt fiir Festkorper mit
endlichen Momenten m pro Atom, welche erst durch das Feld ausgerichtet
werden. In Gasen is y,, nochmals um einen Faktor 10~* kleiner. Haben die
Atome keine endlichen Momente, so polarisiert das Magnetfeld dennoch die
Atome; der Ursprung dieses Effektes ist quantenmechanisch, das Moment
ist diamagnetisch. Im Hamiltionian (mit V - A = 0)

1 =
H = 7<ﬁ_EA)_A'_
2m c
2 2
p - 2 € 2
- 2 27 A A2 ...
2m c‘7 +2 c2 +

ist der zweite Term fiir den Bahnanteil des Paramagnetismus verantwortlich
(= Xm ~ p%n/T), wihrend der dritte Term den (Lamor-) Diamagnetismus
xdia erzeugt. Fiir eine Abschiitzung von %2 ersetzen wir in der Energie
(e2/mc?)A? das Vektorpotential A durch das Feld H ~ A/r; die relevan-
te Lange ist der atomare Radius r ~ ag, welcher sich aus dem Vergleich
zwischen kinetischer Energie h%2/ma3 und potentieller Energie e2/ag ergibt
— ag = h?/me? ~ 0.5 A. Damit erhalten wir x3* ~ p4n/(e?/ag; im Ver-
gleich mit dem paramagnetischen Ausdruck in (4.51) ist der diamagnetische

Koeffizient um den Faktor T/(e?/ag) ~ T/10° K reduziert,
xda o 1075, (4.52)

Schliesslich erwahnen wir den (Pauli Spin-Para) Magnetismus freier Elektro-
nen in Metallen: deren Spins werden wiederum durch das Feld ausgerichtet
und wir konnen auf den Ausdruck (4.51) fiir xn, - zuriickgreifen, wobei die
relevante Temperatur der Energie der Elektronen entspricht, welche sich
(aufgrund des Pauli Prinzips / der Fermi Statistik) mit hohen Geschwin-

digkeiten durch das Metall bewegen. Diese ‘heissen’ Elektronen haben eine
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kinetische Energie der Grossenordnung Fyi, ~ Epot ~ e?/ag und liegt im
Elektron-Volt Bereich, d.h., T' = Trermi ~ 10° K. Entsprechend finden wir
die Suszeptibilitéit freier Elektronen im Bereich

el e™ 1075, (4.53)

Freie Elektronen zeigen auch einen (Landau-) Diamagnetismus; er ist um
den Faktor 1/3 schwicher als obiger Pauli-Spin-Paramagnetismus).

Ein interessantes Phénomen ist der Ferromagnetismus bei dem sich alle mi-
kroskopischen Momente ausrichten: Aus (4.51) sehen wir, dass x,,, — oo fiir
T — 0. Mit

M = xmH (4.54)

besagt x,, — oo, dass bereits ein Feld H — 0 eine endliche Magnetisie-
rungsdichte M >0 erzeugt. Tatsachlich zeigen gewisse Materialien bereits
bei endlichen Temperaturen (unterhalb der kritischen Temperatur T;) ein
Ordnungsphédnomen: Die atomaren magnetischen Dipole richten sich spon-
tan aus und wir erhalten einen Ferromagneten:

Abb. 4.8: Spontane Aus-
richtung der atomaren ma-

gnetischen Dipole in einem
e / Ferromagneten (schematisch,
(S: - :® ohne Beriicksichtigung von
T — T Doménen, siehe spéter).
B~ L _rn<r (4.55)
mT T, T ‘

M(H =0)#0,T < T..

Typische Werte fiir kritische Temperaturen sind T, ~ 627 K, 1043 K, 1388 K
fiir Ni, Fe, Co. Die durch einen Ferromagneten erzeugte maximale Magne-
tisierungsdichte (S#ttigungsmagnetisierung) ist von der Grossenordnung?

Msgsye ~ npp ~10%2-1071 ~ 103 Oe ~ 10° G fiir M,
= Bsaw = 47Msga ~ 10* G. (4.56)

Ferromagnetismus ist ein quantenmechanisches Phdnomen — wir erwahnen
hier lediglich einige grundsétzliche Zusammenhénge: Die Ausrichtung der
atomaren Momente im Feld leuchtet ein. Ein endliches T, mit x,, — oo fiir
T — T, besagt, dass sich die Momente spontan, d.h. bei H = 0, bereits aus-
richten. Diese Ausrichtung beruht auf dem quantenmechanischen Phdnomen

2M in ‘Gauss fiir M’ oder Oersted gemessen, 1 ‘Gauss fiir M’ entspricht 47 ‘Gauss fiir
B’, denn B = H + 47w M. Am besten gibt man 47M in Gauss an.
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der Austauschwechselwirkung; in ferromagnetischen Materialien ordnen sich
die Momente parallel, in anti-ferromagnetischen Materialien ordnen sich be-
nachbarte Momente antiparallel. Unterhalb von T, richten sich die Momente
aus und gewinnen die Austauschenergie

H=—J> i, J>0,
(i.)

wobei sich die Austauschenergie im sub eV Bereich bewegt. Es ist aber
ungiinstig, den ganzen Korper in eine Richtung zu magnetisieren: das ent-
stehende Magnetfeld kostet die Energie H = [dB H/4w. Als Kompro-
miss bilden sich Doménen aus (Weisssche Bezirke/Doménen). Deren Grosse
héngt von der Geometrie und Beschaffenheit des Korpers ab, typischerweise
~ 5-10% Fe-Atome im Volumen (10* A)3 fiir Eisen. Man kann sich die-
se Doménen als Supermomente vorstellen, welche sich durch ein &usseres
Feld ausrichten lassen. Die Suszeptibilitat involviert dann die Ausrichtung
dieser ‘Supermomente’. Typische M (H) Beziehungen einer Einzeldoméne
und eines reversiblen Ferromagneten haben die in Abb. 4.9 skizzierte Form.
In Realitét sieht die Magnetisierungskurve M (H ) nochmals verschieden aus:

Doménen
4TTM 4 o 4ntM

—

Xi—>® X <

_

Abb. 4.9: M(H) einer individuellen Doméne (links) und eines reversiblen
Ferromagneten (rechts). Die Suszeptibilitdt hiangt von der Grosse der ‘Su-
permomente’ resp. Doméanen ab.

Die Doménen konnen sich nicht ungehindert im Feld drehen; kristalline Ani-
sotropie und Pinningeffekte halten die Doménen iiber Bereiche  H fest und
lassen sie erst bei geniigend grossen Feldiiberhéhungen 6 H flippen®. Es er-
gibt sich eine irreversible, hysteretische M (H )-Beziehung wie in Abb. 4.10
skizziert, welche von der Vergangenheit des Korpers abhangt.  Der Punkt
(H,M) = (0, M,) definiert die Stérke des resultierenden Permanentmagne-
ten, der Punkt (H, M) = (H,,0) seine magnetische Stabilitat. Oberhalb des
Curiepunktes T, verschwindet das Ordnungsphénomen und der Ferromagnet
wird zum Paramagneten, M(H = 0) = 0, x;n ~ 1/(T — T,) nimmt rasch
normale Werte an, da die Supermomente verschwinden, ,ugupernsuper — uHn.

®Barkhausen-Rauschen beim Ummagnetisieren eines Magneten.
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Abb. 4.10: M(H) fiir einen realen
Magneten: die jungfriauliche Kurve
startet im Ursprung. Die Remanenz
M, ~ M;/2 typischerweise gibt das
gefangene Moment im Nullfeld nach
anM der Saturierung des Magneten im
anM hohen Feld. Die Koerzitivitat H, ~

; 10 — 1000 Oersted gibt den Wi-

anM
’?77/ derstand des Magneten gegen eine
— L Ummagnetisierung im Feld. Die sa-
y 0 / H. H turierte Magnetisierung misst etwa

/ 47 Mg ~ 10000 Gauss, entsprechend
ist xm ~ 10 — 103.

Es stellt sich natiirlich unmittelbar die Frage, ob es ein elektrisches Analogon
zum Ferromagneten gibt. Tatschlich gibt es Materialien, welche ein sponta-
nes elektrisches Dipolmoment erzeugen. Sie heissen Ferroelektrika, die ge-
ordnete Phase heisst die pyroelektrische Phase. Allerdings generieren solche
pyroelekritschen Phasen kein langzeitstabiles elektrisches Dipolmoment. Ein
solches Moment wiirde im Korperinnern ein elektrisches Feld erzeugen, in
welchem Ladungstrager Kriechstréme fliessen, welche das Moment abbau-
en. Ebenso werden Ladungstrdger aus der Umgebung (elektrische Monopole)
sich so an den Oberflichen anlagern, dass das Moment verschwindet. Bei-
spiel eines Ferroelektrikums ist Turmalin — frisch gebrochenes Turmalin
zeigt ein Moment.

Schliesslich noch zwei Worte zu € und p. Der Vergleich von
D=¢E =E+4rnP

und

— H +47M (4.57)

zeigt, dass e < 1/u

e>1 < u<l

Dielektrizitat <« Diamagnetismus.

Betrachte aber die Momente p’ und m in den Feldern E und B. Wihrend
(E —np) < E ist, wird B durch m verstarkt, (B + nm ) > B; warum?
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Abb. 4.11: Momente p und m in
AT mT den Feldern E und B. die einmal ab-
geschwiicht (F) und ein ander mal

—

verstarkt (B) werden.

4.3 Beispiele zur Elektro- und Magnetostatik

Ein typisches Beispiel ist die

dielektrische

dia- /paramagnetische } Kugel im Feld. (4.58)

Hier diskutieren wir kurz die dielektrische Kugel (¢, Radius R) im Vakuum
(ey = 1). Das &dussere Feld erfiille E ~ Eq || Z asymptotisch. Wir wihlen
Kugelkoordinaten, m = 0 (azimutale Symmetrie). Das Potential ¢ erfiillt

Abb. 4.12: Dielektrische Ku-
gel im &usseren elektrischen

Feld.

die Poissongleichung Ay = 0 und wir machen wir den Ansatz

Pinnen = Z aETZPZ(COS 19), r <R, (4.59)
=0

Paussen = Y _(ber’ + cor ) Py(cos¥), >R (4.60)
=0

Asymptotisch ist E = -V = (0,0, Ey) ~ (0,0, —0,p) = ¢® = —zEy =

—FEor cos® und wir erhalten die Koeffizienten b; = —Edy1. Die ay und ¢y
folgen aus den Randbedingungen bei r = R,
E || stetig:
- la(pz _ _l a()oa
R 09 |, N R 09 |5’
C1
=a = —Fy+ ﬁ’ (4.61)
Cy
Ay =
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ﬁl stetig:
. ga(pi _ _a(pa
or | or |5
=ea; = —FEo— 2%, (4.62)
elay = —(0+ 1)%.

Damit erhalten wir die Koeffizienten ay = —(3/2 4 ¢) Ep dp1 und ¢ = [(¢ —
1)/(e +2)] Ep 071 und die Potentiale und Felder (benutze, dass r cosd = z)

3

- E

i ey 0F

. 3 - .

E;, = s 2E0 = const < Ey, (4.63)
e—1_ R3

Vg = Eoz+6+2Eor—2c0819.

Ea = Eo—l-Ep
(4.64)
mit Ep =Dipolfeld eines Dipols 7 = [(e — 1)/(e + 2)]R® Ey im Ursprung

(alternativ einer Polarisation P = (3/47R?®) p = (3/4x)[(c — 1)/(c + 2)] Ey
in Vg,

= 3 5 = drg
b = Ey=Ey— —P. 4.65
oy 73 (4.65)

Die Ladung auf der Oberflache reduziert das E-Feld im Innern, vgl. Abb.
4.13. Die Oberflachenpolarisationsladung ist

BV, o s S
O'p01 = / 7(—V'P):—(P2—P1)-n21
Box
- 7 3e—1
= P.-=— E . 4.66
r dmet2 0% (4.66)

Die Resultate fiir eine Kavitdt (Kugel mit € = 1) im Medium ¢ erhélt man
durch die Substitution ¢ — £~ 1. Es resultiert das Innenfeld*

T 7E .
5 BBy - TP E, mit Be—o

- E,. 4.67
T e 1 0 3 drl+2e ° (4.67)

“Die ‘Polarisation’ P wird durch die Oberflachenladung erzeugt und entspricht nicht
einer materiellen ‘Dipoldichte’. Beachte, dass dieses Resultat verschieden von demjenigen
von Clausius-Mosotti ist: In der Herleitung zur Clausius-Mosotti Gleichung wurden Dipole
in einer Kugel entfernt ohne eine Relaxation zu beriicksichtigen, wahrenddem hier die
Stetigkeitsbedingungen korrekt am Rand der Kugel erfiillt werden.
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Abb. 4.13: Verlauf der Feldlinien von E und D in einem dielektrischen Zy-
linder im homogenen externen Feld Ej (dieses Beispiel dient der Illustration
des Falles einer Kugel). Im Aussenraum ist D=E~ Eyz, im Zylinder ist
D =¢E = 2¢/(1+¢); mit e = 3 ergibt sich eine Feldiiberhéhung um einen
Faktor 3/2 im D-Feld und eine Verminderung um 1/2 im E-Feld. In der
Zeichnung gibt die Feldliniendichte die Stérke des Feldes an.

Das Resultat Emnen = konstant ist sehr interessant und nicht trivial. Es
gllt fur homogene elhps01d formige Korper. Im allgememeinen ist weder
D E P noch H B M einfach konstant im Korper. Dies fithrt uns ganz
naturhch auf folgende Fragestellung Gegeben ein Korper im ausseren Feld
Faussen, wie hangt das innere Feld anen mit Faussen zusammen? Dabei ist
F entweder E oder H. Die Antwort ist einfach fiir homogene, lineare Mate-
rialien in der Form eines Ellipsoides, und besonders einfach fiir Rotations-
ellipsoide mit F parallel zur Rotationsachse. Offensichtlich erfillt das obige
Beispiel all diese Bedingungen. Fiir den symmetrischen Fall gilt,

A P; 4 M;
— —
E; +n(D; — E;) = E,, H; +n(B; — H;) = H,,
1 1
R E H=——H 4.68
T l-n(l-g) " l-n(l ) (4.68)

wobei D; = e¢FE; und B; = pH; benutzt wurde. Fiir die Kugel ist der De-
polarisationsfaktor n = % Fiir einen zigarrenformigen Korper, vgl. Abb.

4.14, ist n = i—z In % (entspricht ungeféhr einem Zylinder®). Fiir einen Ufo-

formigen Korper ist n ~ 1 — g% (entspricht ungeféhr einer Scheibe). Fiir

F, nicht parallel zur Achse wird der Zusammenhang ﬁ(i) - _)(a) durch den
Dipoltensor nj; beschrieben,

FO 4y (79— <i>>:F(a>’

—

F—EH, F<D,B (4.69)

° H senkrecht zur Achse: n = %
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(@ (b) (©)

A

d W

Abb. 4.14: Geometrien der prolaten, sphérischen und oblaten Koérper.

4.4 Strom-Feld Beziehung in Medien

Die Felder F und B erzeugen in Medien Polarisationsfelder P (via Ladungs-
verschiebung) und M (via Stréme). Diese Felder kénnen auch Stréme j in
den Medien erzeugen, wenn freie Ladungstrdger vorhanden sind. Wie sieht
dann die konstitutive Gleichung j (E, B) aus? Die Frage nach p(E, B) ist
eher uniiblich (in Spezialféllen aber relevant), da die Felder keine statischen
Ladungen erzeugen (aber Ladungsverschiebungen ]3)

Im Metall werden die freien Ladungstriger (Elektronen, Ladung —e) durch
ein elektrisches Feld E beschleunigt®

me¥ = —ek, (4.70)

und es ergibt sich kein stationdrer Zustand, wenn die Teilchen nicht durch
Verunreinigungen, Kristallschwingungen gestreut werden. Mit der Streuzeit
7, deren Berechnung ein quantenmechanisches Problem ist, erhalten wir eine
mittlere Geschwindigkeit -

(U) = —eEm—e
und damit das Ohm’sche Gesetz

i = —en(@)=0E, (4.71)
2

o = T die Leitfihigkeit.
me

Einheiten, in MKSA:

1
I = am
Q = Ohm=-~ (4.72)

A )
5Dieses Phénomen ist nichttrivial und nur quantenmechanische Betrachtungen liefern
ein volles Verstandnis.
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in cgs:
[0] = sec?,
1 9nn—1
om 9-107sec
m

Im Metall vermag ein B-Feld keine Strome zu generieren, wohl aber im
Supraleiter.
Im Supraleiter gilt das London-Gesetz

- c 1 -
J= _,OSA = —EPA, (4.73)

mit der London-Eindringtiefe

T drne?

5 -

- 0 4.74
A2 mc (4.74)

Die Grosse ps heisst ‘superleitende Dichte’ (ist dimensionell keine Dichte).
In (4.73) is A transversal zu nehmen, V - A = 0. Wieder ist ein Versténdnis
von (4.73) nur mit Hilfe der Quantenmechanik moglich - einige hiibsche
Eigenschaften von Supraleitern kénnen wir aber mit (4.73) herleiten, z.B,
der Meissner-Ochsenfeldeffekt, siche Ubungen.

Beachte, dass der metallische Strom j = oF d1e Energle j E > 0 dissi-
piert, der supraleitende diamagnetische Strom j =— pSA aber widerstands-
frei fliesst.
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Kapitel 5

Elektrodynamik

In diesem Kapitel wenden wir uns den dynamischen Aspekten des Elektro-
magnetismus zu und entwickeln die volle dynamische Form der Maxwellglei-
chungen. Dabei starten wir von den Vakuumverhaltnissen und gehen dann
zu Medien tiber. Schliesslich diskutieren wir die energetischen Aspekte der
Theorie, Erhaltung von Impuls und Energie.

5.1 Elektrodynamik im Vakuum und im Medium

Wiederum steht ein Experimentalphysiker am Anfang der Entwicklung: Mcha-
el Faraday (1831). Betrachte eine Schleife 0.5, materiell (0S5 = L ein Leiter)
oder immateriell. In einer materiellen Schleife wird ein (transienter) Strom
induziert, falls:

1. in einer benachbarten Schleife der Strom veradndert wird,

2. die benachbarte Schleife (bei fixem Strom) relativ zur ersten Schleife
bewegt wird,

3. ein Permanentmagnet relativ zur ersten Schleife bewegt wird.
Offensichtlich wird durch alle diese Aktionen das B-Feld am Ort der ersten

Schleife veréndert. Man findet (experimentell), dass die relevante Grosse der
durch die Schleife fliessende Induktionsfluss ®(s) ist,

B(S) = /d%é-ﬁ:/d%ﬁxj-ﬁ (5.1)
S S

= / v - A,
as
wobei der Umlauf S und 7 eine Rechtsschraube definieren, vgl. Abb. 5.1.

115
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Abb. 5.1: Schleife 95 und In-
duktionsfluss; der Umlauf 05
und die Normale 77 definieren
eine Rechtsschraube.

2. :

Der in der Schleife induzierte Strom wird durch ein elektrisches Feld E’
angeworfen, die elektromotorische Kraft ist £. Via I = jA = 0 AE’, wobei
A der Leiterquerschnitt und o die Leitfdhigkeit bezeichnet, skaliert I mit
E’; damit kann I und auch E’ als Funktion von d®/dt angegeben werden'.
Faradays Resultate ergeben, dass die elektromotorische Kraft wie folgt von
der Zeitableitung des Flusses abhéngt,

oo d _
£= de-E’:—k/d%B-ﬁ:—k. (5.2)
a5 dt Js

Die totale Zeitableitung weist darauf hin, dass sich sowohl B wie auch S
andern konnen. Das Vorzeichen in (5.2) definiert die Lenz’sche Regel: Der
durch 8,® induzierte Strom I in der Schlaufe wirkt der Anderung des In-
duktionsflusses entgegen. Es bleibt die Konstante k zu finden. Dimensionell
gilt

Linge?
E|- La = k-|B|- 5.3
5] Linge = k- [B] "8 (5.3
[ 1 21
~ Geschwindigkeit ¢’

Dass k wirklich 1 ist, folgt aus der Galileiinvarianz von (5.2): Es ist irrele-
vant, welcher der beiden Leiter in 2 bewegt wird. (5.2) driickt diesen Sach-
verhalt aus, indem die totale Ableitung d/dt in Erscheinung tritt; man kann
B oder S éndern und erhilt gleichermassen eine elektromotorische Kraft £.
Auch braucht 05 nicht materiell zu sein; (5.2) gilt als Beziehung zwischen
Feldern im Raum. Zu beachten ist aber, dass E’ im Ruhesystem des Lei-
ters gemessen wird. Was, wenn der Leiter sich bewegt? Die totale Ableitung
in (5.2) nimmt diesen Effekt mit: wir schreiben die totale Ableitung in der
Form

d 0 S

'Durch 1,2,3 wird ® zeitlich verandert, folglich ist d® /dt die relevante Grosse
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wo 0, ist die zeitliche Veranderung der Felder und v - V die Bewegung der
Schleife im Feld beriicksichtigen. Damit erhalten wir

- j{dZ-E.
oS

Hier bezeichnet E’ das Feld im System der Schleife und E das Feld im
Laborsystem. Wir finden zwei Resultate:

1. das E-Feld im Laborsystem hangt mit dem E’-Feld im System der
Schleife zusammen geméss

—

E'=E+k(@xB). (5.6)

2. Eine im Feld B bewegte Ladung ¢ erfihrt die Kraft Fy, = (q/c)-(x B ):
Wir priifen dies via der Konsistenz der Kréfte (' = 0 im System der
Schleife),

—

=k = 1/c (5.7)

Mit Hilfe des Satzes von Stokes erhalten wir aus dem experimentellen Befund
| B
7{ de.E:—/d%a-ﬁ, VS,
a8 CJs ot

das Faraday’sche Gesetz

<
X
=
_l_
ol

B =0 (MG IIh)

in differentieller Form?.

2Beachte: Die Maxwellgleichungen sind Lorentz-invariant, nicht Galilei-invariant. Im
Limes ¥ — 0 (v < c¢) geht die Lorentz-Invarianz in die Galilei-Invarianz iiber. Die Be-
ziehung (5.6) dndert sich fiir grosse ¥, nicht aber das Faraday’sche Induktionsgesetz. Die
obige Diskussion brauchten wir lediglich um den Wert & = 1/c zu finden (kK = 1/c im
Limes v — 0 geniigt).
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5.1.1 Magnetische Energie

Mit dem Faraday’schen Gesetz (MG IIh) kénnen wir die Herleitung von
(3.60) und (4.17),

1 Lo
oW = /dST 0A -j, magnetische Feldenergie, (5.8)
c

nachholen. Betrachte eine Schleife 0S5 mit Strom I. Deren Bewegung im
Feld erzeugt eine elektromotorische Kraft £ = —(1/¢)d®/dt. Um den Strom
I zu halten, muss diese elektromotorische Kraft kompensiert werden, was
mit dem Arbeitsaufwand

1
OW = Kraft - Weg = ECM) (5.9)

verbunden ist®> Wir betrachten den Aufbau einer Stromdichte-Feld Kon-
figuration. Der Aufbau erfolge adiabatisch (unendlich langsam), somit ist
Op = -V - j = 0 und j kann als Superposition von Schleifen betrachtet
werden. Betrachte eine elementare Schleife, vgl. Abb. 5.2, Die Anderung der

A
i Abb. 5.2: Elementare Schleife

zum Aufbau einer Stromdichte-

Q konfiguration. I = jAco
S

magnetischen Induktion um §B erfordert die Arbeit

A(SW) = jAc"/d?aﬁ-aé. (5.10)
S

Mit 6B =V x 64 ergibt sich unter Verwendung des Satzes von Stokes

A(SW) = 2 7{ diAg -5 A
C —
05 d3r i

1

= W C/d3rf(f‘) LA (7). (5.11)

3Betrachte dazu die Umformung

oW Fdx = Fodt

v
T,
c dt c
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Das Ampere Gesetz V x H = (47 /¢)j () liefert mit 64 - (V x H) = H -
(Vx30A)+ V- (H x §A) fiir eine lokalisierte Stromdichteverteilung

_ 1 3., 17 5]
SW = 47r/d rH-5B. (5.12)

Fiir das Vakuum und das lineare Medium folgt sofort

1
=& /d?’rBZ( ) (Vakuum) (5.13)
7r

1
=& / d*rH-B (lineares Medium)

™

1
=5 drj- A (Vakuum/lineares Medium).

c

Damit haben wir die Gleichungen

V- E = 4mp, V-B=0, (5.14)
. . 1 - = o 47
VXE:—*atB, VXBZI.%

c c

gefunden. Sie bestimmen Divergenz und Rotation von E und B aus p und ;
und sind somit vollstdndig. Aber nicht konsistent! Denn die Divergenz der
letzten Gleichung (Ampére) gibt

47
c

0=V - (VxB)=—V.j= (5.15)

Das ist fiir die Statik in Ordnung, nicht aber fiir den dynamischen Fall, wo
die Kontinuitatsgleichung in der Form

erfiillt sein muss. Wir schaffen Abhilfe, indem wir mit p = V-E /Am die
Kontinuitatsgleichung in die Form

v (M +7) = (5.16)

—i+ ~O0,E (5.17)

zu ersetzen. Damit erhalten wir die nunmehr konsistenten Mazwellgleichun-
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gen
im Vakuum im Medium (MG)
6-E=47Tp, 6~5:477p,
V-B=0, V-B=0,
Ux Bt 0=, Vx B+ oB=0
VXB—f&gE—ZL—Wj. VXH—latD_iﬂj.

Die Komplettierung der Arbeit von Coulomb, Gauss, Biot-Savart, Ampére
und Faraday durch Maxwell mittels Hinzufiigen des Termes (1/¢)8,E, (1/¢)d,D
mag unbedeutend aussehen, ist es aber nicht! Erst dieser Term lasst die Max-
wellgleichungen elektromagnetische Wellen als Losung generieren und uni-
fiziert Elektromagnetismus und Optik. Man sagt, Maxwell habe den Term
(1/ c)@tE_" wegen der Inkonsistenz mit der Kontinuitatsgleichung gefunden,
entsprechend obiger Herleitung. Das ist nicht korrekt, siehe spéater einige
Worte dazu.

5.1.2 Maxwellgleichungen in Medien

Einige Bemerkungen zu den Maxwellgleichungen in Medien; deren Herlei-
tung folgt dem Schema im Kapitel 4. Es gelten die mikroskopischen Glei-
chungen

V. &= 4mn, V-b=0, (5.18)
- 1. - 1 4
V x4 —9b =0, va—fatefiL
c c
dabei bezeichnen 7 und "die mikroskopischen Ladungs- und Stromdichtever-
teilungen. Mittelung iiber Distanzen L ~ 10~ %cm ~ 10? atomare Distanzen
wéscht raumliche und zeitliche Fluktuationen aus und wir erhalten die ma-
kroskopischen Maxwellgleichungen im Medium. Mit £ = (€) und B = (b)
folgt sofort

V.5=0, ﬁxE+%@§:a (5.19)
Die inhomogenen Gleichungen sind miihsamer,
V. B = dnln), VxB—fatE_%T( ) (5.20)
Durch Multipolentwicklung erhélt man
) = p—V-P+-.=>D=E+47P+---,
) = j+ P +cV x [ + P x g} +
= H = B-dr ( g) (5.21)
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Dabei bezeichnet ¥ die globale Bewegung des Mediums. Einsetzen von (5.20)
ergibt die Maxwellgleichungen im Medium. Der Mittelungsprozess ist eine
(triviale) Rechnerei, sauber ausgefiihrt im Buch von J.D. Jackson. Wir ler-
nen nicht viel Neues dabei.

5.2 Skalar- und Vektor-Potentiale

Im Prinzip kénnen wir die Felder E B D H aus den Maxwellgleichungen
und den konstitutiven Gleichungen fiir D und H finden. Das Einfiihren von
Potentialen ¢ und A ist nicht obligatorisch, aber praktisch (in der Quan-
tenmechanik obligatorisch). Erstens reduzieren wir dadurch die Anzahl der
Freiheitsgrade, indem wir (zweitens) die homogenen Gleichungen identisch
16sen. Aus V- B = 0 (im ganzen Raum!) folgt B = V x A und Einsetzen in
MG IIh gibt
Vx(E+c'9A4)=0

(auch im ganzen Raum) und es folgt
L1 - .

Zusammen erhalten wir die Felder aus den Potentialen gemass

—

B = VxA, (5.23)

—

1 -

Wir sehen, dass jetzt das elektrische Feld auch eine transversale Komponente
0¢A haben kann: Erzeugt A (t) ein zeitlich veranderliches B-Feld, so ist V x
A # 0, folglich hat A eine transversale Komponente und somit auch FE.

Mit (5.23) haben wir die homogenen Maxwellgleichungen gelost; die inho-
mogenen Gleichungen bestimmen dann die Potentiale ¢ und A gemass

V-E=dnp = Ap+ at(v A) = —4mp, (5.24)
R I 1 - - 1 A7 S
Vx B toh=; AA—QQ?A—V<V A+at¢>:_”j
C C C C C

Die Gleichungen (5.24) sind nicht unabhingig: (1/¢)d;(5.24a)+V-(5.24b) er-
gibt

=

— V- [V(V-A)=AA] =-V-[Vx(VxA) (5.25)
—(4r/c) [Dip+V - ).

Wir erhalten konsistent, dass V-(Wirbelfeld) = 0 und 8,p + V - j = 0, die
Ladung erhalten ist.
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Eichtransformation

Wir konnen (5.24) weiter vereinfachen, indem wir die Eichfreiheit benutzen:
Die Analyse von (5.23) zeigt, dass F und B unter der Eichtransformation
A - A" = A+Vy, (5.26)
¥ ¥

—

1
= »— =0,
C

unverandert bleiben,

—

Bl = $xA—Vx(A+Vy) =V x A= B
E' = —%8,:%?— ﬁcp’ = —%875 (/Y—F ﬁx) — ﬁ(go — %(%x)
= —284-Vp=E
Die Eichfreiheit (5.26) erlaubt uns, eine zusétzliche Bedingung an die Poten-
tiale zu stellen, z.B. kénnen wir die Coulomb-, Strahlungs-, oder Transversale

Eichung®
V-A=0 (5.27)

wéhlen. Dann erhalten wir aus (5.25) die Poissongleichung fir ¢ und eine
Wellengleichung fiir A,

Ap = —Admp, (5.28)
P R 4 -
AA — gafA = _73 + V@tgo

In der Coulombeichung hat das Skalarfeld keine eigene Dynamik; das skalare
Potential ¢ folgt der Evolution von p instantan,

p(F,t) = /d3 ) (5.29)

P

Andererseits hat das A-Feld eine eigene Dynamik und wird durch den rein
transversalen Anteil

I
=7 — —VO 5.30
Je=7=1-Vow (5.30)
der Gesamtstromdichte ; getrieben; A muss also transversal sein, wie durch

(5.27) vorgegeben. Dass 5;5 transversal ist, ergibt sich aus folgenden Mani-
pulationen:

- - 15 1 7’
io= j—Mvatw=—4[A/d3' i )49 [y 200

= *ﬁ/d?” (
=

*Umeichen auf die Coulombgleichung ist durch Lésen von Ay = V- A immer moglich.




5.2. SKALAR- UND VEKTOR-POTENTIALE 123
Der Operator

A—-—V -V=-VxVx
filtert gerade die transversale Komponente jt aus der Stromdichte j heraus,

2_ 1
]t_47r

==y
V x V x /di’w |;(_7“F)/|, (5.31)
oder” in Fourierdarstellung,

-

woe e o F(E
]L(k):—kxkx]];).

Der longitudinale Strom j; = (1/47‘(’)6](137“/ Op(7") /|7 — 7’| folgt aus der
Evolution der Dichte p und wird bereits durch ¢ beriicksichtigt, weshalb er
aus der Gleichung fiir A rausfillt. Fiir das A-Feld erhalten wir schliesslich

1 Y
{A—Cﬁf]/l:—c]t, A=A (5.32)

Die Bezeichnung Coulomb- und Transversaleichung sind klar; sie stammen
von Ap = —4mp (Coulombproblem) und V-A =0, dh A ist rein trans-
versal. Da das Strahlungsfeld nur A involviert, erklart sich auch der Name
Strahlungseichung. Eine weitere praktische Eichung ist die Lorentzeichung

—

- 1
V-A+-ap=0. (5.33)

Durch Lésen von [A — ¢ 202 x = V- A + ¢—1, konnen wir immer auf die
Lorentzeichung transformieren. Einsetzen in (5.24) gibt uns zwei Wellenglei-
chungen fiir ¢ und A,

[A—C%af]go — —dmp, (5.34)
[A—C%(?ﬂff - —4%].

Die Losungen von (5.34) sind retardiert, im Einklang mit Kausalitdat und
Endlichkeit von ¢. Wie kann dann das instantane Verhalten von ¢ in der
Coulombeichung richtig sein? Betrachte z.B. zwei Teilchen. Deren Wechsel-
wirkung wird von beiden Feldern ¢ und A erzeugt. Welcher Anteil in der
Wechselwirkung von welchem Feld stammt, hingt von der physikalischen
Situation ab: In dynamischen Situationen (w > 0) mit grossen Distanzen
2 ¢/w erzeugt das A-Feld einen Beitrag, der die instantane Komponente von
@ in E aufhebt, E wird dann retardiert. In quasi-stationaren Situtationen
ist andererseits des Coulomb-Feld ¢(7) dominant und Retardationseffekte
sind vernachléssigbar.

Seinfacher: V- j; =V - j — 9 Ap/dn =V - j+ 0ip =0
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Schliesslich erwahnen wir noch die Eichung
¢=0. (5.35)

In diesem Fall iibernimmt die longitudinale Komponente von A gerade die
Rolle von ¢ in der Coulombeichung.

Zu James Clark Maxwell und den Potentialen

Das Konzept eines A-Feldes war bereits Michael Faraday bekannt (elektro-
tonische Intensitédt). William Thomson, der spéatere Lord Kelvin, fithrte die
Beziehung B = V x A ein. Dieser Idee folgend schrieb Maxwell fiir das

elektrische Feld E ~ —fT, daraus folgte das Faraday’sche Induktionsgesetz.
Spéter fand er die Veschiebungsstrome im Ampéregesetz (Term OE /c), aber
nicht via direkter Folgerung aus der Ladungserhaltung, sondern durch eher
konfuse Argumente basierend auf elastischen Eigenschaften des elektrischen
Feldes. Maxwell interpretierte A spater als eine Art Impuls, der Analogie

E ~ A

F o~ p
folgend. Heaviside (ein Elektroningeur, bekannt von der Heavisidefunktion
O(z) und der Heaviside Schicht® verbannte die Potentiale als unphysika-
lisch aus den Maxwellgleichungen. Mit der Quantenmechanik reetablierten
sich die Potentiale, zuerst im Zusammenhang mit Teilchen im A-Feld 7 der
Etablierung der Quantenelektrodynamik als Eich-Feldtheorie und der Ver-
allgemeinerung dieser Konzepte auf nicht-Abelsche Eichfeldtheorien (Yang
und Mills). Beachte, dass die Londoneichung j = —pyA, (4.73), dem A-Feld
ebenfalls direkte physikalische Bedeutung zuschreibt (1935).

5.3 Losung der Wellengleichung

Die getriebenen Wellengleichungen (5.32) und (5.34) sind alle vom Typ
1 R
AW—?£W:—MﬂnO (5.36)

(es geniigt, eine skalare Gleichung zu betrachten). Unsere Aufgabe besteht
darin, die zugehorige Greensche Funktion zu finden,

[A—éﬁkwufwﬁzmﬁW—WW@—w; (5.37)

Tonosphire: Die Schicht der Atmosphire, welche elektromagnetische Strahlung re-
flektiert und Radioverbindungen um den Erdball herum ermdglicht, zum Beispiel im die
Verbindung zwischen England und Neufundland im Jahre 1902

" Aharanov-Bohm Effekt (1959); viel frither (193*) von Walter Frank, ein Sommer-
feldschiiler, erwahnt.
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wir wéhlen freie Randbedingen. Die Losung zu (5.36) ergibt sich dann zu

V(7 t) = Uo(F,t) + /d3r’dt’G(F,t; Pl f(F ), (5.38)

wobei ¥ eine Losung des homogenen Problems ist. Isotropie und Transla-
tionsinvarianz in Raum und Zeit implizieren, dass G nur von |7 — 7’| und
t —t' abhangt. O.B.d.A setzen wir 7/ = 0, ¢ = 0. Mit dem Fourieransatz

3 T o —
GFt) = / Ak / Do il =) (7, )

(2m)3 ) 27
. d3k dw (B
erhalten wir aus (5.37)
s w2
( R+ )G(kw) = —4x
—4mc?
= Gk,w) = a3 (5.40)

Die Riicktransformation k — 7 ergibt

— dgk A i(l-F—wt
Grw) = [ oy e

A 7’Mt ) 27 zk:rz
= 8? / k dk/ dg@/ dZ 2/62

2sin kr
kT k2 —w2/c

zkr
= e ! A1
/ B s = (5.41)

Das letzte Integral 16sen wir mit dem Residuensatz. Der Integrand hat Pole
bei k = tw/c. Der Pol bei k = +w/c erzeugt eine auslaufende Welle

o e'u,u(rfct)/c7

wéhrenddem der Pol bei k = —w/c eine einlaufende Welle erzeugt,

~ 6—i(w/c)(r+ct)‘

Den Integrationsweg miissen wir nun so wahlen, dass wir nach Massgabe
der Randbedingung, einlaufende oder auslaufende Welle, den richtigen Pol
einfangen. Berticksichtigen wir, dass wir mit » > 0 den Integrationsweg
oben schliessen miissen, i(k, + ik;)r = ik,r — k;r, k; > 0, so erzeugt der
Integrationsweg 7, (74, vgl. Abb. 5.3) gerade eine auslaufende/retardierte
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Yr Ya

T N - =/ T -

0 k 0 k

Abb. 5.3: Integrationskonturen fiir die avancierte und retardierte Welle.

(einlaufende/avancierte) Welle. Wir erhalten schliesslich

r _ 1 —iwt 27ri(w/c)eiw/cr
Grw) = i 2w/e
1 .
= ;e’(w/c)(r_d) und genauso (5.42)
Ga(’l“, (/J) _ le—i(w/c)(r—&—ct)‘
r

Mit folgendem Trick konnen wir sofort eine Beziehung zwischen der in der
komplexen w € C Ebene fortgesetzten Funktion G(r,w € C) und den Rand-
bedingungen aufstellen: Es ist

G'(r,weR) = 511%1+ G(r,w +10),
G'(r,weR) = 511161+ G(r,w — 19). (5.43)

Diese Zusammenhénge folgen sofort aus obiger Diskussion und Betrachten
der Pole des Integranden, vgl. Abb.5.4.

T " .
L] 0) k (0 .k

Abb. 5.4: Lage der Pole der Green-Funktion. Links: retardierte Welle, w+1¢d
erzeugt Pole bei k = £(w + i0)/c. Rechts: avancierte Welle, w — id, erzeugt
Pole bei k = +(w — id)/c.

Die zweite Transformation w — t ergibt

Gr’a)(T,t) — l/dwe:tiw(r$ct)/c (544)

r 2

- %5@ +1/0). (5.45)
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Gehen wir auf die Koordinaten 7,77, ¢,t' zuriick, so lautet das Resultat

ot St— ' £|F—7"/c)
Gr(r ) = [ Emy ] : (5.46)

Die retardierte und avancierte Green Funktion erfiillen folgende Aufgaben:

G": gibt das Signal erzeugt am Ort 7/ zur Zeit ' zu einer spiteren Zeit
t =t + |F—7'|/c am Ort 7. Das Signal bewegt sich kausal mit Ge-
schwindigkeit c.

G%: gibt das Signal erzeugt am Ort 7' zur Zeit ¢’ zu einer fritheren Zeit
t =t —|F—7'|/c am Ort 7, wobei das Signal riickwérts in der Zeit
propagiert.

Folgende Problemstellungen sind generisch:
1. Zu einer aus t = —oo einfallenden freien Welle
B} 1,
Wi (7, 1), (A - gat)\yin —0,

gesellt sich bei ¢ > 0 ein durch eine Quelle f(7,t') ~ 0 erzeugtes
Signal. Die Losung bei t > 0 lautet

W 1) = U (7. 1) + / Bridt G (F 4 O FFLE). (5.47)

das durch V;, erzeugte Signal manifestiert sich zu allen Zeiten, das
Integral gibt den durch die Quelle f erzeugten Beitrag bei ¢ > 0.

2. Zu einer spéteren Zeit t — oo ist die freie Losung W, (7, t) bekannt.
Die Losung

W7, 1) = Vo (7. 1) + / Bridt GOF T O ) (548

garantiert, dass nach Ausschalten der Quelle f kein Signal mehr die
Losung W, im Limes langer Zeiten stort.

Das zumeist angetroffene Problem hat die Form 1) mit ¥;, = 0. Der Aus-
druck (5.47) zeigt besonders eindriicklich, wie sich die Lésung aus der Super-
position von Kugelwellen zusammensetzt, welche durch die Quelle am Ort
7’ zur Zeit t' erzeugt werden und mit Lichtgeschwindigkeit ¢ propagieren,
vgl. Abb. 5.5.
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Abb. 5.5: Superposition von
Kugelwellen, die sich mit
Geschwindigkeit ¢ von ei-
ner Storung ausbreiten (Huy-
ghens Prinzip).

5.4 Energie- und Impulserhaltung eines Materie-
Feld Systems

Elektromagnetische Felder tragen Energie, transportieren dieselbe in Ener-
giestromdichten, haben Impulsdichte, welche wiederum in Impulsstromdich-
ten fliesst; Ziel dieses Abschnittes ist es, die vier Grossen, Energiedichte,
Energiestromdichten, Impulsdichte, und Impulsstromdichte zu finden. Dazu
betrachten wir die durch die elektromagnetischen Felder geleistete Arbeit
an einer bewegten Ladung g,

—

oW = F-@
- q(ﬁ

= qE 76t

5t
+3x§)5&
C

das Magnetfeld leistet keine Arbeit, da F 5 L ¥. Gehen wir zu kontinuier-
lichen Ladungs- und Stromdichteverteilungen tiber, so wird im Volumen V
die Leistung

}):t/(Prj.E (5.49)
4

von den Feldern auf die Materie iibertragen. Diese Leistung muss irgendwo-
her kommen: Wir setzen

benutzen die Identitét

V- (ExH)=H-(VxE

\
t'ijl
A
X
51

und finden, dass
- o 1 - o o - Lo _
l/fM-E——/d%&V(ExH%H?@D+H@£) (5.50)
v arm Jy

Fir ein lineares Medium beschreiben die beiden letzen Terme gerade die
zeitliche Anderung der Energie im Volumen V/,

1 L o E-
/meﬂm+kun—@/d%,
47 Vv 1 87T
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der Ausdruck u = [E - D + H - B]/87 ist gerade die Energiedichte des elek-
tromagnetischen Feldes. Den ersten Term in (5.50) schreiben wir auf ein
Oberflachenintegral um,

/d%ﬁ-(ﬁxﬁ)zc/ Pr(ExH)-7. (5.52)
% AT Jos

C

47

Der Ausdruck S = (¢/an)(E x H) ist die Energieflussdichte durch eine
Fliche. S heisst Poynting-Vektor und hat die Dimension Energiedichte -
Geschwindigkeit = Energie/(Fliche - Zeit). Die Kombination von (5.50),
(5.51), und (5.52)) ergibt das Resultat

/ &r(j- E + o) = —/ d*r S -, (5.53)
1% oV

d.h. die Energieanderung von Materie und Feldern in V ist gleich der in
V hineinfliessenden elektromagnetischen Energie. In differentieller Form hat
diese Energieerhaltung die Form

du+V-S+j-E=0; (5.54)

die Summe der Anderungen der elektromagnetischen und der mechanischen
Energie ist 0. Beachte, dass die mechanische Energie in eine gerichtete oder
ungerichtete Bewegung der Materie resultieren kann. Im letzten Fall wird
die (thermische) Energie dissipiert (und via Strahlung wieder ins elektroma-
gnetische Feld zuriickgefiihrt). Vorsicht ist auch geboten, wenn dissipative
Medien, z.B. Ferromagnete mit hysteretischer Charakteristik, vgl. Abb. 5.6,
im Spiel sind. Z.B. kénnen wir die Magnetisierungs Schleife M (H) durch-
laufen und dabei die Energie ¢ H-dM dissipieren; solche Terme miissen in

M4 Abb. 5.6:  Hysterese: Das
Fléchenintegral § dM - H wi-
/ derspiegelt die dissipierte ma-
/ gnetische Energie.
0 / H

(5.53) und (5.54) zusétzlich beriicksichtigt werden. Besonders einfach ist der
Sachverhalt bei Teilchen-Feld Konfigurationen im Vakuum mit

E? + B? 4 = ~
at/d3r++/d3rj-E——fd2rﬁ-s. (5.55)
% 87 % S

Erela Ereilchen



130 KAPITEL 5. ELEKTRODYNAMIK

Zur Herleitung der Impulsdichte und des assoziierten Stromes betrachten
wir den Impuls des Teilchen—Feld Systems: Mit p'= F' = q(E + (V/c) x B)
ist die zeitliche Veranderung des mechanischen Impulses gegeben durch

O, P = / d*r (pE + j x BJc). (5.56)
14

Eliminieren von p und ; mit Hilfe von
p=V-E/ar und j=[cV x B —9,E] /4w
ergibt die Beziehung
pE+j7xBle=[E(V-E)+c'BxdE—Bx (VxB)|/4n.
Wir ersetzen

BxO,E = —6t(Ex E) + E x Gté,
OB = —cVxE
und addieren (aus Symmetriegriinden) den Term
B (ﬁ B)=0.

Damit erhalten wir den in E und B symmetrischen Ausdruck

pE+jxBjec = [E(V-E)—Ex(VxE) (5.57)
+B(V-B)~Bx (VxB)]/Ar — &(E x B)/4nc
Die Ausdriicke der Form

ZV-2)—Zx (sz)

lassen sich als Divergenz eines Tensors (=Vektor) schreiben: Mit

CaB = Za23 —0apZ-Z/2 ist
Y 05Cap = [Z(V-2)—2x(Vx2)],.
B

Wir definieren den Mazwellschen Spannungstensor

1 1. = = =
Tog = = |[EaFa + BBy — S0as(E - E+ B B)| (5.58)

47
und erhalten aus (5.56), (5.57) und (5.58)) die Beziehung

/Vd3r (B + %j’ x B) + %mat (ExB)| = fgv dr Togns (5.59)

3t15 Teilchen + atﬁpeld = Impulsfluss aus V.
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Damit identifizieren wir L
- E x B
Prelg =

5.60
4re ( )

als elektromagnetische Impulsdichte der Felder E und B und den Max-
wellschen Spannungstensor als Tensor der Impulsstromdichte — Ty, 5 ist der
Strom der Impulsdichte « in Richtung 3. Somit haben wir folgende Grossen
gefunden:

u = é(E_"2 + B?), Energiedichte (Skalar), (5.61)
P = ﬁ(ﬁ x B), Impulsdichte (Vektor),
s = ﬁ(E x B), Energiestromdichte

(Fluss eines Skalars = Vektor)

und schliesslich

1 1 — — — —
Tag = (EaEﬁ—F BaBﬂ — §5aﬁ(E -EF+B- B)> ,

4mr

Impulsstromdichte (Fluss eines Vektors = Tensor).

Die Verallgemeinerung obiger Resultate auf Medien ist nichttrivial. Das Pro-
blem besteht darin, wie die Energien auf Felder und Materie zu verteilen
sind. Mit der Definition der elektromagnetischen Grossen als Differenz zwi-
schen dem Gesammtsystem Materie & Feld bei Temperatur 7" und dem
Materiesystem gleicher Temperatur ohne Feld ergibt sich fiir ein lineares
isotropes Medium charakterisiert durch die Dieelektrizitatskonstante € und
die Permeabilitét p (ﬁ —¢E, B=uH ) sowie der Dichte p

1
o [E*(e + Torely) + H(u+ Torpl,)],

U =
P = L (Exi)
 drwe ’
S = S(BExH), (5.62)
47
1
Top = o= [eEoEp + 1By Bg (5.63)
1
= 5008[E(e = pOpelr) + H*(p = pOpplr)].  (5.64)

Eine ausfiihrlichere Diskussion findet man in Landau und Lifschitz.

5.5 Struktur der Maxwell-Gleichungen

Wir untersuchen die Symmetrien der Maxwell-Gleichungen und diskutieren
die konsistente Wahl von Einheiten.
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5.5.1 Symmetrien

Wir untersuchen die Transformationseigenschaften der Maxwell-Gleichungen
unter Rotationen R, Spiegelungen S, Inversionen I und unter der Zeitum-
kehr T'. Dazu definieren wir folgende Typen von (Tensor-)Feldern

Skalarfeld: Transformiert unter Rotationen und Inversion geméss

(i) = (), ' = Rr,

(i) = (i), 7 = IF.
Pseudoskalarfeld:

P = = (7). = I
Vektorfeld®:

1’ = RA(r"), 7' = R,

A7) = —A(F), 7 =17
Pseudovektorfeld”:

A7) = A(7), 7= I7.

Die Ladungsdichte p ist ein Skalarfeld, gerade unter 7'; die Stromdichte j
ist ein Vektorfeld, ungerade unter 7' E = Kraft /Ladung ist ein Vektorfeld,
gerade unter T'; konsistent damit ist V-E = 47p, denn V- transformiert ein
Vektorfeld in ein Skalarfeld.

B ist ein axiales Vektorfeld (siehe Definition), ungerade unter 7. Damit ist
V x B ein Vektorfeld, ungerade unter 7. Die Grosse V x E ist ein Pseudovek-
torfeld, gerade unter T', ebenso o.B , wahrend O.E ein Vektorfeld, ungerade
unter 7T ist. Die Gleichungen

L L Aro
VxB—--0F = - 7, Vektoren, ungerade unter T,
c

OB = 0, Pseudovektoren, gerade unter 7T,

sind somit konsistent. Die Gleichung V - B = 0 ist trivial konsistent (0 ist
sowohl ein Skalar wie auch ein Pseudoskalar).

8auch polares Vektorfeld genannt.
%auch aziales Vektorfeld genannt.
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5.5.2 Einheiten

Wir definieren den Strom I als zeitliche Veranderung der Ladung,

d
1= d—? oder
=V j = 0. (p)
Folgende Konstanten sind einzufiihren:
Kraft < Ladungs Beziehung;:
/
F = kl% (k1)
r
Kraft < Strom Beziehung:
dFs 21T

= ko

— . k

i pi (k2)
Aus (ki) folgt [k1qq'] = Kraft-Liange? = mf3/t2, m = Masse, £ = Linge, t =
Zeit. Wir konnen k festlegen und damit die Einheit der Ladung definieren
(— Gauss) oder die Ladungseinheit festlegen und damit k; finden. Strome

und Ladung sind geméss (pj) verkniipft und aus (k1)/(k2) ergibt sich

2
[k1]/[k2] = (Geschwindigkeit)? = 5—2

Das Experiment liefert
k
= (c)
im Vakuum.

Wir definieren die Felder via (vgl. Abb. 5.7

E=ak-2,
"
I
B =20k, (E)

O.B.d.A konnen wir o’ = 1 wéhlen, d.h., [E] = Kraft/Ladung. Fir die
Einheit von B ergibt sich dann

[B] = [E] - o/ Geschwindigkeit = [E]%t (B)

Als dritte Konstante fithren wir im Faraday Gesetz k3 ein,

6 X E + kgaté =0. (k?g)
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q

Abb. 5.7: Zur Definition der Felder E (links) und B (rechts).

k3 hat die Einheiten von 1/a; aus der Galilei-Invarianz (kleine Geschwindig-
keiten) folgt k3 = 1/a. Damit erhalten wir die Maxwellgleichungen in der
Form

V- E = 4dnkip, aus (k1) und (E),
L. o ko
V x B = drksaf + = 0,E, aus (pj), (ka), (B),
1
V x E = —k30; B, aus (k3) und (B),
V-B=0,
mit
k1 2 .
—=c (experimentell),
ko
1
ks = — (Galilei Invarianz).
a

Die Gauss-Einheiten ergeben sich aus der Wahl

ki1=1 (— Definiere Ladung in statcoulombs),
1

ko = — (« experimentell), (G)
c

a=c (= [E] = [B]).

In MKSA definiert man das Ampére als denjenigen Strom zwischen 2 Leitern
im Abstand 1m der pro Meter m eine Kraft 2 - 10~'N produziert. Aus (ks)
folgt dann

N Vs
=105 =10""—. MKSA
ha=107T 5 =107 ( )
Mit der Definition von pg = 4wks und (c) folgt
1 o
ki = ==
! 47eg i
ho = 4m - 10-TV5 (MKSA)
Am’
A
€0 =8.854 - 1071222
m

Die Ladungseinheit folgt aus (pj) und wir wéhlen o = 1. Damit haben wir
konsistente Einheiten hergeleitet.
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5.5.3 Dualitat und magnetische Monopole

Dualitét ist eine Symmetrie in den Maxwellgleichungen die mit der Existenz
von magnetischen Monopolen verkniipft ist. Wiirden magnetische Monopole
existieren, so hétten die Maxwellgleichungen die Form'’

I R
V. D = drpl, VH'= 0,0’ + %jé, (MGm)
I R
VB =4np,, —VxE’:EatB’—i—%j?’n.

Hétten alle Teilchen dasselbe Verhéltnis ¢, /g, von elektrischer und magneti-
scher Ladung, so konnten wir obige Gleichung mit Hilfe der Dualitétstrans-

formation
w\ u’ B cos¢ sin¢
<v>_p<v’)’ D_<—sin¢ cosqﬁ)’

(w,v) : (E,H); (D, B); (pe, pm); (Jes Jm )1

auf die iibliche Form bringen, d.h. es gibt einen Winkel ¢, so dass (pm,, jm ) =
0. Die Frage nach der Existenz magnetischer Monopole ist tatsachlich die
Frage nach der Existenz zweier Teilchen mit verschiedenem Verhaltnis von
elektrischer und magnetischer Ladung,

2

Ger 4 Ges

Qm 1 ng

Wiirde ein magnetischer Monopol existieren, wiirde zufolde eines Argumen-
tes von Dirac sofort die Quantisierung der Ladung folgen: Betrachte ein
Teilchen der Masse m und mit Ladung e, welches im Abstand b mit Ge-
schwindigkeit © am Monopol der Ladung g, positioniert im Ursprung unseres
Koordinatensystems, vorbeifliegt. - Im Magnetfeld gi/r® erhiilt das Teilchen
im Vorbeiflug am Monopol einen Impulsiibertrag Ap,. Fiir Ap,, klein konnen
wir die Bahn als gerade betrachten und erhalten fiir

Ap, = /thy:/dteva
C

_ egvb /°° dt _ 2eg
a ¢ J_oo (b2 +02t2)3/2 b

Durch den transversalen Impulsiibertrag dndert sich der Drehimpuls L, des

Teilchens,

2
AL, = bAp, = =2,
C

10Wir nehmen an, dass elektrische und magnetische Ladungen fiir sich erhalten sind,
Otpe +V - je =0 = 0tfpm + V - jm gilt.
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77—>—e0m7 Abb. 5.8: Zur Quantisierung

, der Ladung: Bahn eines Teil-
Ab chens in der Nihe des magne-
tischen Monopols

Die Quantenmechnik verlangt, dass periodische Bahnen, respektive Drehim-
pulse AL, = nh, quantisiert sind, also ist
ge n
%257 ’]’LZO,:l:l?:l:Q,..-,
und Ladungen sind quantisiert. Zuséatzlich finden wir, dass eine inverse Re-
lation in der Kopplungsstarke zu elektrischen und magnetischen Ladungen:
die kleine Kopplung zur elektrischen Ladung e?/hc = 1/137 (Feinstruktur-
konstante) impliziert, dass magnetische Monopole stark koppeln

2 2
g n® ( hc 137 ,
hc:4<62>:4n > 1



Kapitel 6

Ebene Wellen und ihre
Ausbreitung

Wir betrachten ein homogenes Medium und schreiben die Maxwellgleichun-
gen in der Form

V- D = 4mp, (6.1)
V- Do = 47 (pe + p) ,
vV -B =0,

ﬁXE'+C_18t§:0,

Die Felder D und H berticksichtigen alle Materieladungen und Strome.
Zusitzlich haben wir das Feld Dy eingefiithrt, welches nur die Polarisati-
on der gebundenen Ladungstrager beriicksichtigt. Das Verhalten der freien
Ladungstrager wird durch p und J beschrieben. p. und je sind die extern
aufgepragten Ladungen und Strome. Es gelten die separaten Kontinuitéts-
gleichungen 9;p.+V-j. = 0 und 9;p+V-j = 0 Als konstitutive Gleichungen
gehen wir im allgemeinen in Ort und Zeit nichtlokale Zusammenhénge vor,

A(F ) = /d3r’dt’ x(F=7t =t T(7 ). (6.2)

Die Treiber T — Antwort A Paare mit Antwortfunktion x sind (/Y, f, X) =
(D,E,¢),(Dy, E, &), (B,H, ), (j, E,0). Die Ladungsdichte p folgt aus j via
der Kontinuitatsgleichung, p. und j, sind extern. Gehen wir zur Fourierdar-

137
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stellung tiber, so vereinfachen sich die Verhéltnisse drastisch: Mit

A w) = / Brdt A7, t)eEr=isn), (6.3)

T(= &I’k dw 7 - i(k-F—iw
A(r,t) = / or) or Ak, w) e!Fr=iwt)

konnen wir die Operatoren ersetzen, vV — iE, 0y — —iw, und die Faltungen
vereinfachen sich zu Multiplikationen, x x T'(7,t) — xT'(k,w):

ik - D(k,w) = 4mpe(k,w
ik - qo(l%',w) =4 [pe(l;,w) + p(/;,W)], (6.4)
ik - B(k,w) =0,
ik x B(k,w) — “B(k,w) =0
&
Lo TR Ao
ik % H(k’,W) + Z%D(k,w) = ?ﬂ-]e( 7w)7
iw = A - -

Oft sind magnetische Polarisationenseffekte klein, M(E,w) ~ u~ 1 (wir be-
halten p um seine zu e symmetrische Rolle aufzuzeigen). Trotz Isotropie sind
e(k,w), eo(k,w), o(k,w) iiblicherweise Tensorielle Gréssen da k eine Raum-
richtung auszeichnet und das Medium auf longitudinale und transversale
Felder verschieden reagiert:

R (I I
A(Ji) = 0 x. O TJ@) . (6.6)
AJ_ 0 0 XL TJ_

Aus (6.4) und (6.5) ergeben sich die folgenden Zusammenhénge fiir die lon-
gitudinalen und transversalen Komponenten der Dielektrizitatskonstanten
und der Leitfahigkeit:

—

e (k,w) = eqy (K, w) + dmioy (k,w) /w, (6.7)
EJ_(E,CU)

oL (k,w) + Amio(k,w) /w.

Im Limes k — 0 ist keine Richtung ausgezeichnet und gp=cL=cund o =
o 1= 0. Die Separation der Polarisationseffekte im Medium lasst sich in
(6.7) gut erkennen: Die gebundenen Ladungen werden durch £y beschrieben,
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im Nichtleiter ist € = €g. Im Leiter kommt der Term 4mio /w dazu. Fiir w — 0
wird e singular da die freien Ladungstrager ‘unendlich gut polarisierbar’
sind. Oft ist in Metallen ¢ durch 1 ersetzt wenn nur die Leitungselektronen
betrachtet werden.

Fiir elektromagnetische Wellen ist der relevante Bereich im Festkorper der
Bereich (k,w) ~ (0,w). Endliche k-Werte treten im Zusammenhang mit
Abschirmeffekten, Phononen, Plasmonen,. . .auf. Zu beachten ist, dass die
Limites k& — 0, dann w — 0 und w — 0, dann E— 0 vOllig verschieden
sind. Insbesondere geben die Grenzwerte o(0,w) (und £(0,w)) Informatio-
nen tiber die Transporteigenschaften, wahrenddem 5(12, 0) die Abschirmei-
genschaft beschreibt. Wir betrachten zuerst den einfachsten Fall eines di-
spersionslosen, nichtleitenden Mediums.

6.1 Dispersionsloses, nichtleitendes Medium

Fiir das dispersionslose nichtleitene Medium gilt ¢ = 0, € = const., p =
konst. Daraus folgt 7 =0 und p = 0,

E-k=0 — ELE, (6.8)
B-k=0 — B.lEk,

kxE=(w/c)B — kxkxE=-kE=—(w’ue/?E,
kxB=—(wpe/c)E — kxkxB=—k>B=—(w?ue/c®)B.

Damit erhalten wir als Losung der Maxwellgleichungen die transversalen
ebenen Wellen, vgl. Abb. 6.1

E(7t) = By BTt B(F,t) = By e!(FT=ion)t (6.9)
EOZ\/M5EX50, EQLE, goJ.k‘,

mit der Dispersionsrelation fiir die elektromagnetische Strahlung

wi = (¢/\/en) k. (6.10)

Abb. 6.1: Geometrie der
transversalen  elektromagneti-
schen Wellen mit k, £ und B

paarweise orthogonal.
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Das Frequenzspektrum der elektromagnetischen Strahlung ist in Abb. 6.2

detailliert.
ko A hw f
K H
0o m Ko = 21 m-! eV z
L ko = A Ko T N
A=1/Am _
~-Ray
102 1012 f = 300A MHz
6 l MeV —]
hw =1.26-10"%4 eV 1020
10
101" ——A X-Ray —
— 1018
T keV —
108 ——1078 |
Ultraviolet
— 1016
____ Visible (1.4 ~ 2.6 MKo; 0.38 ~ 0.72 p) —
MKo ——n ]
Near Infrared (0.77 ~ 1.4 MKoq; 0.72 ~ 1.3 u) eV
|— 14
Thermal Infrared (0.067 ~ 0.14 MKo; 7 ~ 15 ) 10
10" —4—10"* _|
Millimeter Wave — THz
1 mm p—
EHF Radar Kq-band (27 ~ 40 GHz) —
102 ——cm —
Radar C, X, K, K bands (4 ~ 27 GHz)
SHF Satellite Comm, Microwave Landing System N
TV, Radar L-band (1 ~ 2 GHz), S-band (2 ~ 4 GHz) ]
UHF ) — GHz
K Microwave Oven (8 Kq; 2.4 GHz)
0O~ m
VHF TV (2-4: 54 ~ 72 MHz; 5-6: 76 ~ 88 MHz; 7-13: 174 ~ 216 MHz)
FM (100 channels, 88 ~ 108 MHz), Amateur Radio
HF Short Wave Radio, Citizens‘ Band —
1072 —
MF AM Radio (107 channels, 535 ~ 1605 kHz) — MHz
—T—km —
LF (107% ~ 1072 Ko; 1 ~ 10 km; 30 ~ 300 kHz) —
1074 _|
VLF (107° ~ 10™* Kg; 10 ~ 100 km; 3 ~ 30 kHz) —
ULF (107 ~ 107° Kg; 100 ~ 1’000 km; 0.3 ~ 3 kHz) — kHz
10~ % ——10° _|
SLF (10~7 ~ 107% Kg; 17000 ~ 10’000 km; 30 ~ 300 Hz) —
ELF (1078 ~ 1077 Ko; 107000 ~ 100’000 km; 3 ~ 30 Hz) —
1078 ]
— Hz
——10°

Abb. 6.2: Elektromagnetisches

Spektrum.
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Die allgemeine Losung folgt aus den Anfangsbedingungen und linearer Su-
perposition; z.B. ein E-Puls mit den Anfangsbedingungen Ey(7,t = 0) und
OrEo(7,t = 0), beide reell bei t = 0, entwickelt sich geméss

2 o Pk 2 2w
EO(T,t) =R W Eo(k’) e k (611)

mit!

Bo(F) = / ' [Eo(.0) + S 0By 0)] e

Das B-Feld ist via (6.9) ans E-Feld gekoppelt. Der mittlere Energiefluss
einer Mode ist durch den komplexen Poyntingvektor

S=CFx (6.12)
8
gegeben? und die elektrische und magnetische Energiedichte wird durch

1

elektrische Energiedichte: We = KE D*,
T
1
maganetische Energiedichte: Wy = KB H *
0
1 b g — 1 — —
u:we+wm:16ﬂ_<€EE*+uBB*> (613)

beschrieben.® Einsetzen von (6.9) ergibt

9
o [EIBPE us IR

die Energie fliesst demnach mit Geschwindigkeit v = ¢/,/ep in Richtung k.

'Denn

= dSk = o ik dski = TN —ikeT
2Eo(r70):/(27r)3 Eo(k)e™* +/WEO(1@)@ .

= d37‘ . == ke d3k . S TN —ikeT
28tE0(7',0):/f(fzw)Eo(k)ek +/W2wEo(k)e .

2m)3
2i0, Eo (7, 0) _/ ek = - m_/ Bk = R
w = | G@np Potk)e s Lok)e

= Eo(k) = /d3r [EO(F, 0) + iatﬁo(ﬁ 0)

[
(4
.
£
]

2RS ist der mittlere Energiefluss und S ist der reaktive Anteil proportional zu

exp(2iwt).
3Fiir harmonische Felder proportinal zu exp(—iwt) gilt
- . 1 - _, R o
]('F7 t) . E(F,t) :i(]e iwt +] ezwt)§(Ee iwt + E ezwt)

1 % = 2 2 2w eitmitte 1 2% =1
=R (J7 B Beier) P SRGB).
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Fine interessante Beobachtung ist, dass die Dispersionsgleichung

e
E? = W? = (6.14)

auch komplexe k-Vektoren zulésst, k= ER + il?:}, mit

k% — k2 _wz“z, fin k1 =0, (6.15)

Die Welle kann in Richtung ER auf Kosten der Propagation in Richtung k1
mit tiberhohtem k-Wert propagieren (diese Tatsache liegt der Funktion des
Nahfeldmikroskopes zugrunde).

6.1.1 Polarisationen

Um die vektoriellen Freiheitsgrade der Wellen zu beschreiben bedient man
sich des Konzeptes der Polarisation. Wir wahlen zwei Einheitsvektoren & I%'l 1L

5}—3 € E; es gelten die Verkniipfungen

5
—
=
]

—

12: &2 xk= kx&t=g2

™

(6.16)

Bt
??‘l l\)
Eal l\?
?Tl H
Eal
i

Die drei Vektoren 6]21 z-:E und & bilden eine orthonormierte und vollstandige
Basis, vgl. Abb. 6.3

. /
orthonormiert: Z =,

vollstindig: Z% 3t kik; = 0.

Abb. 6.3: Die Vektoren , &}
und 5152' bilden ein Dreibein.

=2

Die Energieerhaltung, vgl. 5.4, impliziert dann

w 3 % 3 7%
: /vd (BB~ B ]

T

1 -, — — —
7/d3rj*~E:—i PoExH i-X¥
2 )y 8T Jav

= — d20§~fi—2iw/ dgr[we—wm];
av v

Der letzte Term beschreibt die in den Feldern gespeicherte Energie.
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Mit den Basisvektoren E\ = E\ z’;:% exp[i[E~ 7 — wt], und B, = JIE k x E),
A = 1,2, erhalten wir die allgemeinste in Richtung k propagierende Welle in
der Form

—

E(7,t) = E\(7,t) + Ey (7, 1) (6.17)

= [El E_’El + Es 8_;;2] ek m—iwt),
Die Amplituden F; und Fs sind im allgemeinen komplexe Grossen. Man
unterscheidet zwischen
Linear polarisierte Wellen

mit Fy, Fy € R, E = \/E12—|—E§ der maximalen Amplitude und 6 =
arctan(FE1/FE,) dem Polarwinkel beziiglich dem 5}5‘-System, vgl. Abb. 6.4.

E Abb. 6.4: Lineare Polarisati-
E on in Richtung 6.

1€R

Zirkular polarisierte Wellen

mit By = TiEy = Ey € C. Der Feldvektor E(7,t) = Eq [5};:&5;} expli(k-7—
iwt)] rotiert mit der Frequenz w im Gegen- (links zirkular polarisiert, posi-
tive Helizitét) respektive Uhrzeigersinn (rechts zirkular polarisiert, negative
Helizitéit)?, vel. Abb. 6.5.

g2t Abb. 6.5: Zirkular polari-

\ sierte Wellen mit positiver

und negativer Helizitat.

“Die Helizitét ist definiert als L - P, mit dem Drehimpuls L und dem Impuls p.
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Elliptisch polarisierte Wellen

Mit E7, Es € C, beliebig, definieren wir die Basis
1
~+ - -
o ( 1 152) (6.18)

k \/i k

und schreiben die allgemeine Losung in der Form
E(7,t) = [B&F + B_&7] ik, (6.19)

Mit E_/E; reell # 1 erhalten wir eine elliptisch polarisierte Welle mit
Hauptachsen || 5_}5\ und Achsenverhéltnis |(1 + E_/Ey)/(1 — E_/E,)|, vgl.
Abb. 6.5. Eine Phase E_/E,  exp(ia) erzeugt den Polarwinkel a/2.

Abb. 6.6: Elliptisch polari-
sierte Welle mit Polarwin-
kel a/2.

6.1.2 Reflexion und Transmission ebener Wellen durch eine
planare Grenzschicht

Im folgenden betrachten wir strukturierte Rdume in denen die Propaga-
tion der Wellen durch die Prasenz von Grenzflachen beeinflusst wird. Als
einfachstes Beispiel betrachten wir zuerst die Grenzschicht zwischen zwei
Medien mit verschiedenen dielektrischen Eigenschaften, vgl. Abb. 6.7.

Der Raum sei dann aufgeteilt zwischen zwei verschiedenen dispersionslosen,
nichtleitenden Medien, charakterisiert durch die Parameter &', ' im Gebiet
z > 0 und ¢, 4 im Halbraum z < 0. Eine ebene Welle

cinfallende Welle g - E\j};i;g) } (6.20)
falle auf die Grenzschicht z = 0 ein und werde einerseits reflektiert,
E. = B, ez‘(ﬁf‘—wt)’}
B, = Juek, x E,,

andererseits ins andere Medium transmittiert,

reflektierte Welle (6.21)

5o B i(ker—wt)
transmittierte Welle b:t Eor e N (6.22)
Bt = \//.L/EI k’t X Et,



6.1. DISPERSIONSLOSES, NICHTLEITENDES MEDIUM 145

Z! kZ
Zl
Abb. 6.7: Reflexion (r) und
= Transmission (¢) einer ein-
S8 Ui fallenden Welle (i) an einer
. Grenzschicht zwischen Medi-
€M _ en mit verschiedenen Koeffizi-
€ M X enten ¢ und p.
Ui Ur

Uns interessieren in diesem Zusammenhang

die geometrischen respektive kinematischen Eigenschaften dieses Streuexpe-
rimentes; gegeben der Einfallswinkel 6;, welches sind die 8, und 6, fir die
reflektierten und transmittierten Wellen.

die dynamischen Eigenschaften; welches sind die reflektierten und transmi-
tierten Amplituden und Polarisationen.

Die Loésung wird durch die Erfiilllung der Differentialgleichung und der Be-
friedigung der Randbedingungen wie folgt festgelegt:

— Differentialgleichung: Fixiert ist die Frequenz w (nicht der k-Wert) der
Welle und daraus ergeben sich die Beziehungen

k= LV;“ — k,, (6.23)
wy/ET
k= (6.24)

V7
NG
— Randbedingungen: Aus der Stetigkeit der Felder ergibt sich folgende

Bedingung an die Phasen (die Vektoren K und R bezeichen die Kom-
ponenten von k und 7 in der Ebene, vgl. Abb. 6.7):

ke =k (6.25)

k-R=k.-R=Fk R, VR (6.26)

woraus wir identische K-Werte in der Grenzfliche finden und deshalb
muss

ksin®; = k, sin 6, = k; sin 6, (6.27)
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erfiillt sein. Damit erhalten wir sofort das (kinematische) Gesetz von

Snellius:
sinf; ki e n/
=== = — 6.28
sinf; k &5 n ( )
(nsinf = n’sin@')6, =0,

mit n = /e dem Brechungsindex des Mediums (wir definieren 6 = 6;,
0/ - Qt)

— Randbedingungen: Fiir die Amplituden:

l_jL stetig 5(E0i + Eor) i=¢ ot - 1, (6.29)
gj_ Stetig (E X EOi + ET X Eor) - = (_’t X EOt) . T_i,
EH stetig (E;()Z + Eor) X 1= _’Ot X T,

1 -

f_jH stetig ;(E X Egi + ET X Egr) X 1= J(Et X E()t) X Ti;

unter Benutzung der Beziehung k'/v/i/e = k/,/pé und dem Faraday
Gesetz haben wir alle Randbedingungen durch die elektrischen Feld-
vektoren ausgedriickt.

Z A Zlk
E,//f/ B ki><E//)7 E
Vi Vi A
’ - Et Y — gt
n kt @ n i<t
_ _ X — _ X
n k| kr I ki kr
Ei
Ui | = Vi | V _
gi - i r k Br - g i rg A Er
Ei E, i r

Abb. 6.8: Streukonfigurationen polarisiert parallel der y-Achse (links) und
in der der Einfallsebene definiert durch k; und der Grenzschichtnormalen 77
(rechts).

Die dynamischen Eigenschaften diskutieren wir anhand der beiden Spezi-
alfille mit einfallender Polarisation parallel zur Streuebene, Ey; I k x 7, und
in der Einfallsebene definiert durch k und @, k x Eg; || k x i, mit 7 der Nor-
malen auf der Grenzflache, vgl. Abb. 6.8. Der allgemeine Fall folgt dann aus
der linearen Kombination dieser Resultate. Beachte, dass S’; = éE_; X ﬁ;‘ in
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Richtung Grenzschicht zeigt. Zur Losung der Stetigkeitsbedingungen (6.29)

bemerken wir, dass®

Eo || k x #i: die Bezie-
hungen (6.29a) und (6.29Db)
sind durch E., E, | k x
71 automatisch erfiillt, somit
sind alle E-Felder parallel zur
Grenzschicht. Die Gleichungen
(6.29d) und (6.29e) ergeben
die Bedingungen Ey; + Fy, =
Eoit, \/¢/w(Eoi — Eop)cos; =
Ve[ Eg cos by.

ii' X EOi H ff x 1i: Die Glei-
chungen (6.29d) (6.29e) erge-
ben die Bedingungen (Ey; —
Eypr)cosf; = Epcosf und
Ve/u(Eoi + Eor) = \/€' /1 Eo.
Die Gleichung (6.29a) reprodu-
ziert letztere wenn wir (6.28)
berticksichtigen. Die Gleichung
(6.29b) ist automatisch erfiillt
fir ET, Et in der Einfallsebene.
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Die Auflésung obiger Beziehungen gibt uns die dynamischen Resultate fiir
die transmissions ¢ = Ey;/Fo; und reflexions r = Ey, /Ey; Koeflizienten,

‘ 2n cos 0; o 2nn' cos 6;

b
ncosf; + ﬁ n'? — n2sin? 6; ﬁn’Q cos 0; + nv/n'? — n2sin? 6;
ncosf; — ﬁ n'’? — n2sin?6; 571’2 cosb; — ny/n'? — n2sin? 6;
P 5,0 T 2 2 2

n cos 0; + ﬁ\/ n' —n?sin“ 0; ﬁn’ cos 0; + nyv/n'* — n?sin” 6;
Fir die Polarisation parallel zur Streuebene gilt die Beziehung 1 + r = ¢;

D e g g :
dieselbe Beziehung gilt fiir 7 = H,/H; und t = H;/H; wenn die Polarisation

in der Einfallsebene liegt. Im Grenzfall des senkrechten Einfalls erhalten wir
die Resultate

T =

2 2n

= 7 5
pe’ n' +n
u8+1

VE -1
r(0; = 0) = £ 15 —

(6.30)

’ R
Ve +1

Bei optischen Frequenzen ist iiblicherweise pu/u' &~ 1, sogar p ~ 1 ~ p/ und
n & \/e. Beachte, dass bei 6; gegen 0, die Vektoren Eou Eor in den bei-
den Fallen verschieden ausgerichtet sind, einmal parallel und ein andermal
antiparallel (entsprechend ist das korrekte Vorzeichen in r zu wéahlen). Die
Erhaltung des Energieflusses durch die Grenzschicht impliziert die Bezie-
hung 1 = |r|? + (n//n)[t|? (fiir ¥; = 0); der Faktor n’/n beriicksichtigt die
unterschiedlichen Propagationsgeschwindigkeiten in den Medien.

5]2ie Bedingungen (6.29a) und (6.29b) sind jeweils erfiillt weil wir die richtige Geometrie
mit Eoy parallel zur Streuebene respektive Foy parallel zur Einfallsebene angesetzt haben.
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Spezialfall: Brewsterwinkel

Fiir E parallel zur Einfallsebene lasst sich der Brewsterwinkel definieren bei
dem der reflektierte Strahl verschwindet. Fiir ¢/ = p finden wir durch setzen
von r = 0 die Bedingung

/ /
tanfp = l, 0p = arctan . (6.31)
n n
Durch geeignete Wahl des Einfallswinkels lasst sich damit aus einem unpola-
risierten Strahl ein parallel zur Ebene polarisiertes Strahlungsfeld erzeugen.
Beachte auch die Ablenkung des Strahles hin zum dichteren und weg vom
diinneren Medium, vgl. Abb. 6.9.

K, Vi

Abb. 6.9: Brewsterwinkel: Fiir eine Polarisation E in der Einfallsebene wird
am Brewsterwinkel 95 kein Strahl reflektiert. Bei Streuung am dichteren
(diinneren) Medium wird der Strahl zur Normalen hingezogen (links) resp.
von der Normalen weggedréangt.

Spezialfall: Totalreflexion

am diinneren Medium, n’ < n: Trifft der Strahl auf ein diinneres Medium
n’ < n so wird er bei flachen Winkeln total reflektiert, vgl. Abb. 6.10: mit
sinf;/sinf; = n’/n < 1 ergibt die Bedingung sinf; > 1 einen kritischen
Winkel

O = arcsin(n’/n) (6.32)
oberhalb dessen die Propagation ins diinnere Medium unmoglich wird da
sinf; > (n/n')sinfp =1 fiir 6; > Op.

Zum Versténdnis dieses Phdnomens bemerken wir, dass gemaéss (6.26) gilt

K2+ =k =K*(n'/n)? < K2,

z



6.1. DISPERSIONSLOSES, NICHTLEITENDES MEDIUM 149

Ri><|§i//)7 .

n">n

Abb. 6.10: Totalreflexion: Fiir flache Einfallswinkel 9; > Y7 wird der Strahl
total reflektiert und der transmittierte Strahl verschwindet (via Querdamp-
fung).

und K? = K?. Es folgt, dass fiir Winkel im Bereich der Totalreflexion,
0; > Op, die transmittierte Welle nicht mehr ins Medium eindringen kann
da k2, < 0 wird (benutze, dass sin 6; = sin ;/sin 0 ist),

sin2 HZ
k2, = k? cos® 0; = k? (1 - 9T> : (6.33)

Die ebene Welle im diinnen Medium hat dann die Form

in2
N A sin@; _ sin€6;
eiKt-R+ik2tZ Kix elktxsingée kez sin2 6 1 (634)
und wird auf der Lange
5 1 c
fepo/S200 1 wy/n?sin®6; —n/?

sin? O

geddmpft. Dies entspricht gerade dem in (6.14) beschriebenen Effekt: Die
Parallelkomponente K; des transmittierten Strahls muss dem Wert K; des
einfallenden Strahles folgen, obwohl dies aufgrund der Dispersion wegen k; =
kn'/n < k verboten ist, d.h., K; > k; im Bereich 6; > 07. Zur Kompensation
wird k,; rein imagindr und ‘rettet’ damit die Dispersion: der Vektor Et =
(Ky,ilkz|) hat den Betrag

sin? 6;
Kf — [kl =Kf—k§( — —1) = ki (6.35)
sin® O
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6.2 Leitendes Medium, Skin-effekt

Im leitenden Medium ist die Leitfihigkeit o = e*n7/m endlich und wir
wéhlen €9 = const, p = const, nicht-dispersiv. Aus der Dispersion (6.10)
und dem Zusammenhang® (6.7) zwischen € und o erhalten wir die Relation

2 A7i
B =p <€o + ma) : (6.36)
C w

beachte, dass im Metall €(w) via o dispersiv und komplex geworden ist. Mit

k= <ﬁ v z%) P (6.37)
zerfallen die Felder
E=E, e*%k'Feiﬁk'F*thj (6.38)

— — g’\'ﬂ . A.ﬂ_-
H:H06—2kr62,8kr iwt

auf der Distanz § = 2/a; vernachléssigen den Term ¢¢ in (6.36) (gut im
Grenzfall kleiner Frequenzen) so gilt’

d =~ \/c?/2mpwo. (6.42)

Das ist der Skineffekt: Elektromagnetische Wellen werden an einer Metal-
loberflache reflektiert und konnen nur bis auf eine Tiefe ~ § eindringen.
Entsprechend fliessen Wechselstrome nur an der Oberflache des Leiters. Fur
Kupfer ist
pcu =~ 2 pfdcem

und mit o[s~!] = 9-10' /p[Q cm] ergibt sich oy ~ 5-1017s71; die Eindring-
tiefe bei v = 50 Hz ist dann von der Grossenordnung 1 cm, viel grosser als
in die Kupferleitungen im Wohnungsbau.

SFiir k — 0 (die Geschwindigkeiten w/k ~ ¢ sind gross im Vergleich zu den Geschwin-
digkeiten der Ladungen im Medium) ist e1 = €] = ¢ und ebenso fiir o.
"Genauer ist

e f= vt (I EmEr )] e

so dass in einem schlechten Leiter mit 4wo/weo < 1
N w 2w
k=B+i- =~ /peo— +— ﬁa (6.40)
2 c c €0

verhdltnisse wie im Nichtleiter vorliegen (abgesehen von einem Dampfungsterm
2m/c)\/11/e0 o ~ o/c. Beachte, dass ein ‘schlechter Leiter’ im Limes w — 0 immer ‘gut’
wird. In einem guten Leiter mit 4wo /wep > 1 sind die Verhéltnisse sehr verschieden,

ko~ (1+1)\/ 2rpwo/c2 = ™/ *\/2/6. (6.41)
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Auch die Amplituden Eo und I:_fo zeigen im Metall ein sehr verschiedenes
Verhalten (im Isolator sind sie bis auf den Faktor \/% gleich und in Phase);

aus dem Faradaygesetz erhalten wir

Ho= /2 [1+ (4r0/wee)2] " €% x By (6.43)
i
mit
tan2p = dwo/wey, ¢ — /4, (6.44)
H} 4
=2 - -, (6.45)
Ej Wi

in einem guten Leiter wird die Energie hauptsachlich vom Magnetfeld ge-
tragen.

Was geschieht bei hohen Frequenzen? Geht § — 07 Die Antwort ist negativ:
Betrachte ein freies Elektron im alternierenden Feld,

mi + oy = —eB(t) oc e” Wt
T

= (—imw + m) v=—ck
-

2
1
= j=—env= env;w T E (6.46)
o0
o(w) T ion (Drude)

Mit oy & 51017 s71 und ney = 102 ecm =3 ist 7[s] ~ 4-107%0[s 7] /n[em 3] ~
2.107™ s. Folglich wird die Dispersion in ¢ erst bei sehr hohen Frequenzen
relevant. Mit (6.41) und (6.46) ist fiir

drwne?Ti ) /2 4

> 1k~ m/4< S
wT e )\

(6.47)

mc2wT

d.h., die Welle dringt gerade auf der Londonlénge A, vgl. (4.74), ins Metall
ein. Typische Langen fiir A sind im Bereich 10% — 10* A = 0.1 — 1 m.

6.3 Dispersive Medien

Wir haben gesehen, dass ein Metall in € immer dispersiv ist. Auch ein Iso-
lator wird bei hohen Frequenzen dispersiv. Fiir ein gebundenes Elektron im
Feld Ey exp(—iwt) gilt die Bewegungsgleichung

mi OV 7 = —ekE, (6.48)
T
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Der Term (m,/7)7* wird durch Streuprozesse erzeugt und 92V 7 ist die riick-
treibende Kraft oc mwg. Wir 16sen (6.48) via Fourieransatz 7(t) oc exp(—iwt)
und erhalten den mikroskopischen Dipol

1

e?/m

wi —w? — ¥
=

—

und damit die Dielektrizitétskonstante (N bezeichnet die Anzahl Atome)

4rrne? 1

2

elw)=1+ —
() m wj—w? —i%

(6.49)

Fiir wg — 0 erhalten wir mit e(w) = 14+4miog/w(1—iwT) das Resultat fiir das
Metall zuriick. Fiir kompliziertere Atome und Molekiile mit Z Elektronen
bei den Frequenzen w; und Dampfungsraten 7; erhalten wir

2 .
e(w) =1+ 4”276 > Ji (6.50)

—~ wj — w? —iw/T;

mit den Oszillatorstéarken f;, >, fi = Z (f; driickt aus, wieviele Elektronen
an der i-ten Mode beteiligt sind). Beim Metall enthdlt die Summe einen
Term mit w; = 0. Fiir w > w; Vi vereinfacht sich (6.50) zu

w2

elw—o0)r1— w—g, (6.51)
mit der Plasmafrequenz
4 2
w2 = e ,  n = NZ = Elektronendichte.

p m

Mit n ~ 10?® cm ™3 erhalten wir
wﬁ[sZ] =47 -2.5-10%n[cm ™3] ~ 3 - 1032
= wp~2-10"0 571,

Setzen wir dieses Resultat in (6.36) ein, so sehen wir, dass

k2 . M(l wg> w2 wQ
w?/ c? c?

fiir Frequenzen w > wy. Bei ganz hohen Frequenzen wird also auch das Metall
transparent fir elektromagnetische Strahlung und verhalt sich wie ein Dielek-
trikum. Diese Frequenzen liegen im UV (ultraviolet)-Bereich.® Eine typische
Dielektrizitatskonstante mit Resonanzen und zugehorigen Imaginarteilen ist
in den Abbildungen 6.11 und 6.12 skizziert.

8Findet Anwendung beim Auffinden von Rissen in Stahlkonstruktionen, z.B. in
Briicken.
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anomale Dispersion

A Reg //

v |
A

Abb. 6.11: Real- und Imaginéarteil der Dielektrizitdtskonstanten in einem
Nichtleiter (Isolator). Der breite Peak bei tiefen Frequenzen ist die Signatur
von molekularen Dipolen, z.B. in einer Fiissigkeit. Die Resonanzen bei endli-
chen Frequenzen sind die Signaturen von Anregungszustianden im Material,
Gitterschwingungen (Phononen) oder elektronischer Natur. Im Bereich der
anomalen Dispersion (mit d,, Re? < 0) tritt starke Absorption auf Im ¥ > 0.

Je nach Vorzeichen der Dielektrizitatskonstanten und der Grosse ihres Ima-
ginérteiles findet man, vgl. Abb. 6.13, dass ein Material die elektromagneti-
sche Strahlung

transmitiert Re(w) > 0,
reflektiert Re(w) <0,
absorbiert Qe > 0,

6.4 Analytizitat und Kausalitat

Wir betrachten eine allgemeine Treiber—Antwort Relation A(w) = x(w)T (w)
(wir ignorieren Vektorcharakter, Ort 7 oder Wellenvektor k Abhéngigkeiten,
da sie im besprochenen Zusammenhang irrelevant sind). Kausalitat besagt,
dass A(t) nur von T'(¢' < t) abhédngig sein soll. Betrachte einen Treiberpuls
T(t) = Tod(t), dann ist T'(w) = Tp und die Antwort A(t) ergibt sich durch
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A
Im €
W™ plasmon peak Abb. 6.12: Real- und Ima-
gindrteil der Dielektrizitatskon-
stanten in einem Leiter (Me-
W tall). Der scharfe Peak bei tie-
k fen Frequenzen (Drudepeak) ist
0 > die Signatur von freien bewegli-
chen Ladungstragern. Die nega-
tive DK im unteren Frequenz-
] A bereich produziert die metalli-
sche Reflektivitat. Metalle wer-
ol 1/t W, W den erst bei hohen Frequenzen
w > wy, (oberhalb der Plasmafre-
quenz) transparent. Der Plasmon
Peak in Ime bei w), (ausserhalb
des Drudemodelles) beschreibt
die Absorption elektromagneti-
scher Strahlung durch Erzeugung
von Plasmaschwingungen.

Fouriertransformation,

At) = / @) T()e ™ =Ty / e (6.52)
=To x(t)

Fir komplexwertige Frequenzen w = ' + iw” und ¢t < 0 konnen wir die
Integration in der oberen Halbebene schliessen da der Beitrag o< exp(—w”|t|)
auf dem oberen Halbkreis verschwindet, vgl. Abb. 6.14(a); fiir x analytisch
in der oberen Halbebene finden wir ein Nullresultat,

X(t<0)=0= A(t <0) =0. (6.53)

Fiir ¢ > 0 schliessen wir in der unteren Halbebene, vgl. Abb. 6.14(a). Die
Anregungen (Moden) des Mediums erzeugen dort Pole und Schnitte in x(w)
und wir erhalten die zugehorige endlichen Antwortfunktion

x(t>0)#0= A(t > 0) #0. (6.54)

Eine kausale Antwortfunktion x(w) analytisch fortgesetzt in C ist demnach
analytisch in der oberen Halbebene, d.h., sie hat dort weder Pole noch Schnit-
te; die Singularitdten, welche y erzeugen, liegen in der unteren Halbebene
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Re€ Abb. 6.13:

reflektiert.
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Elektromagne-
tische Strahlung wird nach
Massgabe des Vorzeichens in
Ree und dem Wert von Ime
transmittiert, absorbiert oder

und beschreiben gerade die Anregungen des Systems. Dieser Sachverhalt
wird durch die spezifische Form unserer Dielektrizitétskonstanten (6.50)

47TN62 fl
=1
ew) =1+ m Z o2

7 (2

illustriert: Alle Pole bei

1 ) )
w==* wz——2——z :i@-——z
b AT 27; 27;

liegen in der unteren Halbebene.

w? —iw/T

(6.55)

(6.56)

Schreiben wir die Antwort D(w) = E(w) + [e(w) — 1]E(w) so erhalten wir in

der Antwortfunktion

G(t) = [ 52 @)~ 1)e

fiir jede Mode w;,i 1/7;, f; den Beitrag
AnrNe?f; sinwit

m Wi

e_t/QTi .

Gi(t) = ©()

Via Faltungstheorem finden wir fiir D(¢) den Ausdruck

D(t) = E(t) + /OOO dt' G )E(t —1t).

(6.57)

(6.58)

(6.59)

Die Kombination von (6.58) und (6.59) zeigt, dass die Polarisation D — E

durch eine Mittelung des Signals {iber eine Zeitspanne 7; entsteht.

Betrachten wir die weiteren Eigenschaften von G und e: Aus

elw)=1+ /OOO dt G(t) e

(6.60)
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@ (|
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Abb. 6.14: (a) Integrationskontouren in der komplexen w-Ebene fiir nega-
tive Zeiten t < 0 (Integration in der oberen Halbebene) und fiir positive
Zeiten t > 0 (Integration in der unteren Halbebene). Die Anregungen im
Material manifestieren sich durch Pole und Schnitte in der Antwortfunktion
X(w) in der unteren komplexen w-Ebene. (b) Integrationskontour ~ fir die
Berechnung der Kramers-Kronig Relationen die die Real- und Imaginarteile
von kausalen Antwortfunktionen verkniipfen.

mit G reell folgt
e(—w) =" (w"). (6.61)

Aus der Kausalitat G(t) = ©(t) G(t) folgt die Analytizitdt von e(w) in der
oberen Halbebene. Ublicherweise gilt G(t — 00) — 0 und &(w) ist analytisch
auf der reellen Achse. Probleme gibt es fiir den metallischen Pol bei w =
0, e(w) ~ 4mio/w; die kausale Integration (metallischer Pol unterhalb der
reellen Achse) ergibt dann das Resultat

G(t) = 4no O(t)

und G(¢) fallt im Unendlichen nicht ab. Das Verhalten von ¢(w) bei grossen
w folgt aus der Entwicklung von G(t) bei kleinen Zeiten ¢, vgl. (6.60); fir
grosse w so erhalten wir dann

iG(t=0) G'(0)

elw)— 1=~ 5o

w w

Physikalisch erwarten wir, dass G(t = 0%) = 0 (vergleiche 6.58) und daher
zerfallt e(w) — 1 fiir grosse Frequenzen geméss

1

-1
g(w — 00) x —5
in Ubereinstimmung mit (6.51). Beachte, dass fiir Metalle & bei w — 0 einen
Pol hat aber fiir w — oo auch wie 1/w? verschwindet, da
a0

o(w) = T ion und e(w) =1+ 4mio(w)/w.
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Die Analytizitdt von e(w) erlaubt uns Real- und Imaginérteil von € via
den Kramers-Kronig-Relationen zu verkniipfen: Mit dem Cauchy Theorem
konnen wir e(z € C) darstellen als

1 e(w)—1
2) =1+ — — 7 dw. 6.62
fx) =1+ / (6.62)

271 w —z

Wir wahlen den Contour v wie in Abb. 6.14(b) skizziert und setzen z =
w + id; der Anteil des Bogens verschwindet wegen dem Abfall (6.4). Mit
dem Sokhotzki Theorem?, vgl. auch Abb. 6.14(b)

1

— 1 y /

erhalten wir

e(w )=1+1P/Oodw’€(w/)_1
s ’

/

0o w —w
o~ /
Re(w) =1+ P/ d/:f(_ww, (6.64)
/
%(‘”:‘w/ dw P22

Mit (6.64) konnen die Dispersions- und Absorptionseigenschaften eines Me-
diums verbunden werden; dies ermoglicht einen “Konsistenz-Check” von
Messungen oder, zum Beispiel, die Berechung des dispersiven Verhaltens aus
der Messung von Absoprtionsspektren. Wir erwahnen noch die f-Summenregel
(eine Verallgemeinerung der Beziehung ), f; = Z, folgt aus der Teilchen-
zahlerhaltung), ein weiterer Konsistenzcheck:

o T
/0 doSe(w) = T (6.65)

Genau genommen ist die obige Diskussion fiir € nicht ganz korrekt, denn e
ist nicht wirklich eine Antwortfunktion: Von Aussen konnen wir das dielek-
trische Feld D und nicht das interne elektrische Feld E vorgeben. Deshalb ist
eigentlich 1/e(w) eine gute Antwortfunktion. Man kann aber argumentieren,
dass auch e(w) in der oberen Halbebene analytisch ist.

9Im Hauptwert P[1/(z —x0)] wird die Divergenz bei xo symmetrisch um xo abgeschnit-
ten; eine in zo reguldre Funktion f(x) lasst sich in xo entwickeln so dass das derart regu-
larisierte Integral [fgco_é + fzo+5 dx f(z)/(x —m0)]s—0 existiert. Der Beitrag ox imd(z — ')
resultiert aus der Integration iiber dem Halbkreis.
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6.5 Propagation in dispersive Medien

Zur Vereinfachung der Analyse betrachten wir ein ein-dimensionale Situati-
on; ein Puls sei dann zur Zeit ¢ = 0 charakterisiert durch

22
u(z,0) = e 222 cos ko, (6.66)
Oru(x,0) =0, (6.67)

vg. Abb. 6.15.

Abb. 6.15: Gaussférmiger Puls
mit Tragerfrequenz k.

N\ I\

Vv o
Die Dynamik sei durch die Wellengleichung (vergleiche 6.8)

(02 _ wg) _0 (6.68)

UE
gegeben. Fiir die Dispersion wj, wihlen wir'?
c2k? A2E?
wk:wp(lju%%):wp(u - )- (6.69)

Gemaiss (6.11) wird der Puls (6.66) durch die Amplitudenfunktion

u(k) = \/gL [6_%2(k_k0)2 + e_L;(HkO)Q} (6.70)

beschrieben. Die Evolution des Pulses in der Zeit ergibt sich aus der Fou-
riertransformation

dk ,
u(z,t) = §R/ — (k) eitkr=wnt) (6.71)
27
Die Integration iiber k£ involviert Gausssche Integrale vom Typ

/ dk €—k2a+ik93

"Dieser Ansatz lisst sich z.B. begriinden via der Dispersion w? = ¢?k?/e(w) von Licht
im Metall mit e(w) = 1 — w3 /w? und ck < wp.
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welche mit quadratischer Ergianzung und der normierten Gaussfunktion

1 > 22
/ dre 2o =1
270 J_oo

einfach berechnet werden konnen. Man findet das Schlussresultat

1 1 (z—up)\2k0t>2
u(z,t) ==R e 2LP(HiNZupt/L%) (6.72)

2 /14 iNwpt/L?

2,2
ikoz—iwp (1+%>t

X e (Puls nach rechts)

+ ... (Puls nach links mit kg — —ko)

Das Resultat (6.72) beschreibt zwei Pulse, welche mit der Gruppengeschwin-
digkeit

= wp\?ko (6.73)

nach rechts und nach links propagieren und dabei linear in der Zeit zerflies-
sen,

L(t) = L[1 + (Nwyt/L*)?] "/

Im dispersiven Medium ist die Phasengeschwindigkeit

~ Nw,t/L. (6.74)

vy = wi/k (6.75)
einer individuellen Mode ungleich der Gruppengeschwindigkeit
Vg = kak|k0 (6.76)

eines um ko konzentrierten Pulses. Das Resultat (6.76) ist allgemein und
folgt aus

’U/(.I‘7 t) = / % Uk (k)eikwefi(w(k0)+8kwk|ko (k—ko) t)

— e’i(koakwﬂkowo)t/du}uk (k)e’ik(:rfakwﬂko t)
2

-~

Uk ('rfakwk ‘ ko t)

wo wir fiir einen schmalen Puls u(k) um ko die Dispersion wy um ky herum
entwickelt haben. Die Gruppengeschwindigkeit vy = Ogwy |k, 14sst sich direkt
aus dem resultat ablesen. Das Zerfliessen des Pulses, vgl. Abb. 6.16 hat sei-
nen Ursprung in der Verdnderung der Gruppengeschwindigkeit v, innerhalb
des Pulses: Ein schmaler Puls mit Breite Az involviert Moden im Bereich
Ak ~ 1/Az um ko herum. Die Gruppengeschwindigkeit im Puls variiert
dann um den Betrag

N dvg dw 1

Av, ~ ~ 09
Yo ™k dk2 |k Az

(6.77)
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Fiir die Breite des Pulses ergibt sich somit (vgl. mit dem Resultat 6.74)
9 U
L(t) = Avgt = A Wp -

Im nichtdispersiven Medium mit w = vk bleibt der Puls erhalten.

Abb. 6.16: Zerfliessen eines Pul-

ses im disperiven Medium.




Kapitel 7

Wellenleiter und Kavitaten

Wir fahren mit der Propagation von Wellen weiter; wahrend im Kapitel 6
offene Geometrien diskutiert wurden (wo fiir jede vorgegebene Frequenz w
alle k-Werte mit k = w /v erlaubt waren) stehen jetzt eingeschrankte Geome-
trien im Zentrum der Diskussion. Die erlaubten k-Werte findern sich dann
drastisch. Ein Wellenleiter ist eine quasi-1D Struktur, ausgedehnt entlang
einer Richtung (longitudinale Richtung, iiblicherweise z) und beschrinkt in
der transversalen Richtung (die Endlichkeit in der transversalen Richtung ist
der Grund fiir die Bezeichnung quasi-1D), vgl. Abb. 7.1. Die Beschrénkung

transversdl Waellenleiter

longitudinal

Abb. 7.1: Wellenleiter, mit longitudinaler Dimension entlang 2z’ des beglei-
tenden Dreibeins und transverale Dimension in der x,y-Ebene. Die propa-
gierende elektromagnetische Welle verlauft entlang der longitudinalen Rich-
tung.

der transversalen Dimension bewirkt, dass vom k-Vektor (I? ,k») nur noch
k. kontinuierlich variiert, wahrenddem K durch ein Set von diskreten Zah-
len (Modenzahlen) ersetzt wird. Schrinken wir in einer Kawitdt alle drei
Dimensionen ein, so sind nur noch bestimmte w-Werte, welche durch die
Modenzahlen festgelegt werden, erlaubt: Man sagt, dass das Spektrum dis-
kret ist (eine Kavitit ist eine quasi-OD Struktur).

Es ergibt sich die Frage, wie man den Raum fiir Wellen einschranken kann —
wie erzeugt man eine reduzierte Geometrie? Wir haben gesehen, dass Wel-

161
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len von Metalloberflachen reflektiert werden. Ebenso kénnen Dielektrika die
elektromagnetischen Felder zuriickwerfen, wenn ihre Brechungsindizes klein
sind. Eingeschrénkte Geometrien erhélt man also durch metallische Begren-
zungen, z.B. Hohlwellenleiter, oder durch Regionen erhohter Dielektrizitét,
z.B. dielektrische Wellenleiter, Glasfasern, vgl. Abb. 7.2. Aber auch (offende)

N/m

Abb. 7.2: Beispiele fiir Wellenleiter: Hohlwellenleiter (links) mit Metall-
schicht der Leitfahigkeit o; Glasfaser (Mitte) mit grosser Dielektrizitéatskon-
stante (DK) ¢ im Innern und eventuell einer Randschicht mit kleiner DK;
metallische Doppelleitung (rechts).

metallische Doppelleitungen ziehen die elektromagnetischen Felder auf sich
und definieren damit einen Wellenleiter. Ebenso erzeugt man mit Hilfe von
metallischen Schichten oder mit Dielektrika die quasi- 0D-Geometrie einer
Kavitat.

In der Folge behandeln wir zuerst ideale (0 = oo) metallische Hohlleiter,
besprechen kurz die Korrekturen bei realen (0 < co) metallischen Hohllei-
tern und betrachten dann metallische Kavitédten. Schliesslich einige Worte
zu dielektrischen Wellenleitern. Die Aufgabe ist immer dieselbe: Lose die
Maxwellgleichungen mit den entsprechenden Randbedingungen.

7.1 Ideale Hohlleiter

Innen Dielektrikum
Dielektrikum
- B \ EL
Aussen 1 _— H |
idealer idealer E,
Leiter Leiter
H,
0 X,y

Abb. 7.3: Links: Ideale metallische Grenzflache: links ein idealer Leiter
mit ¢ = oo (und me = 0), rechts ein Dielektrikum mit Dielektrizitats-
konstant ¢ und magnetischer Permeabilitat p. Rechts: Feldverlauf an der
Grenzfliache des idealen Leiters: Die Felder £, und H|| verschwinden abrupt
an der Grenzfliche, die Felder Ej und H, verschwinden stetig. Im realen
Metall verschwinden die £, und H|| Felder auf der Skala ¢ der Skintiefe.
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Wir betrachten eine ideale metallische Grenzflache mit Flachennormale 77,
vgl. Abb. 7.3. Im idealen Leiter verschwinden alle Felder via instantaner
Reaktion der freien Ladungstriger. Die Randbedingungen haben folgende
Form,

—

n-D =4rY, X = Fliachenladungsdichte,

— D, ,E, endlich, (7.1)
iix H= 4%[? , K= Flachenstromdichte,
— Hj, Bj endlich, (7.2)
i-B=0 — B, H =0, (7.3)
ixE=0 — Ej, Dj=0. (7.4)

In Realitdt dringen die Felder H| und Ej in den (realen) Leiter auf der
Skintiefe ¢ ein (die Felder H; und E; fallen auf einer atomaren Skala ab).
Beachte, dass nicht einmal fiir 0 — 00, § — 0 ist, aber 62 = mc? /4mne? = A%
wegen der Tragheit der Elektronen. Die Flachenstromdichte K ist gerade die
in der Schicht ~ § fliessende Stromdichte j, K = [ dx j(z), © = Tiefe ins
Metall. Die Flachenladungsdichte ¥ wird auf einer atomaren Skala realisiert
und ist daher immer ideal.

Wir setzen fiir die Felder eine sinusoidale (genauer exp(—iwt)) Zeitabhéngig-
keit an und schreiben die Maxwellgleichungen fir die Felder £ und B auf,

V-E=0, VxE="28, (7.5)
C
§-§:0, ﬁxgz—usgﬁ.
C

Die Felder erfiillen die Wellengleichung'

{v2 +,u€uc}22} < g ) =0 (7.6)

Wir betrachten die Geometrie eines zylindrischen offenen Halbleiters mit
konstantem Querschnitt S, vgl. Abb. 7.4. Die Richtung z ist translationsin-
variant und wir konnen eine ebene Welle  exp(+ikz), k > 0 ansetzen,

) e:l:ikz—iwt’ (77)

E = E(
B‘ E )e:tikz—iwt.

(

TAus VX V x E = (iw/e)V x B = pe(w?/P)E = —V?E+V (V- E).

T,y
Y
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Abb. 7.4:  Zylindrischer
Hohlleiter mit konstantem
Querschnitt S.

Die Wellengleichung reduziert sich auf das 2D-Problem
2 2,2 12 E
[ Vi +(pew/c” — k)] < = ) =0. (7.8)
~~ — B
92402 =~2

Wir separieren das Problem in einen longitudinalen und einen transversalen
Anteil,

F— B + B, B-DB+B., (7.9)
~~ ~~
(3xE)x2 E.-z

und schreiben die MG in der Form ( "= Faraday >

A = Ampere

V- Ey = FikE,, (7.10)
V- B; = FikB.,

w)zﬁxﬁ:%&, (7.11)
(4) z- V, x B, = —Msz?wEZ,
(F) i%@+%§x&:ﬁ@m (7.12)

(A) + Zk‘ét — MEE?:’ X Et = 6,532,
C

Mit (7.12) kénnen wir E; und B; sofort finden, wenn wir die longitudinalen
Felder E, und B, kennen (nur noch ein algebraisches Problem, da 0, « +ik
und 0; < —iw, eine Folge der Translationsinvarianz in z und ¢ des Problems).

Die Randbedingungen fiir die Felder E und B lauten (siche (7.3) (7.4);
beachte, dass E|| = 0 auf S impliziert, dass E.|s = 0 ist)

ﬁXE|S:0—>E|||S:0
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es folgt die Dirichlet Randbedingung
— EZ‘S =0;

mit E“\ s = 0 ist auch E|g || . Fiir das B-Feld ergibt sich eine Neumann
Randbedingung in B,: aus

ii-Blg =0 (7.13)
folgt auch 7 - B, = 0|3, und mit
O=(AxE+nxE,) - 2=(AxE)-2=i-(E,x2); (7.14)
erhalten wir durch Einsetzen in 7i- (7.12) die Neumann Randbedingung
= 0B,
n-ViB;ls = =0.
n-ViB,|s o ls =0
Unsere Aufgabe reduziert sich damit auf die Losung des Problems
(Vi+42) ( gz > =0  mit den RB (7.15)

E.ls=0 Dirichlet RB in E,

OnB:ls =0 Neumann RB inB,
Die Gleichung (7.15) definiert ein typisches Eigenwertproblem: Finde v und
E., B, # 0 so, dass die Randbedingungen erfiillt werden.? Die Gleichung
(7.15) separiert in ein Problem fiir £, (mit Dirichlet-Randbedingungen) und
eines fiir B, (mit Neumann-Randbedingungen), was uns die Definition zwei-

er generischer Probleme erlaubt wo jeweils ein Feld, B, oder E, (oder sogar
beide) verschwindet.

Wir definieren die Transversalen Magnetischen = TM Moden?® via
B,=0 iberall, (7.16)
E.|ls=0 (elektrischer Typus)
und die Transversalen Elektrischen = TE Moden charakterisiert durch
E,=0 iiberall, (7.17)
OnB:|ls =0 ( magnetischer Typus).

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, iiberall sowohl E, = 0 als auch
B, = 0 zu setzen. Man erhalt dann die Transversalen ElektroMagnetischen
= TEM Moden mit

E,=0 iberall, (7.18)
B,=0 uberall.

Die vollstandige Losung erhalten wir in drei Schritten:

2Beachte: in ~ ist k noch beliebig, nur w ist gegeben.
3Mit B, = 0 ist B= ]§t rein transversal.
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Skalares Eigenwertproblem fiir ., B,

Um die longitudinalen Felder E, und B, zu finden sind Eigenwertprobleme
mit Dirichlet- und Neumann Randbedingungen zu losen,

(Vi+7)¥(z,y) = 0, (7.19)
‘1’|S = 0 (TM, U = Ez)a
oder 9,¥|s = 0 (TE, ¥ =H.).

Die Eigenwerte 7/2\ (> 0, denn die Losungen im Innern sollen oszillieren,
so dass wir die Nullstellen zur Befriedigung der Randbedingungen nutzen
konnen; der Index A z&hlt die Eigenwerte) sind im allgemeinen verschieden
fiir TM und TE Moden, da die Randbedingungen verschieden sind.* Aus vy
erhalten wir bei gegebenem w den k-Wert fiir die Propagation in z-Richtung

(Dispersion),
w2 o,
ka(w) =+ He g~ (7.20)

(wir haben bereits frither die Wellenzahlen k als positiv definiert). Jeder
Eigenwert ) erzeugt propagierende Wellen falls w > wy,

wy = A, (7.21)

VHE

w) ist die Abschneidefrequenz fiir die A-Mode.

Fiir Frequenzen w < w), ergibt sich eine in z-Richtung quer-gedampfte Welle
mit k) imaginar,
w2
kx=i\[73 —pe—, w <wh. (7.22)
c

Die Phasengeschwindigkeit

Vp = k%\ = \/ng ’ _Lz/wz > \/fTa = v, (Medium) (7.23)
divergiert bei der Abschneidefrequenz
w — wy, (7.24)
die Gruppengeschwindigkeit
_dw c wi

- 11— 2 7.25
dk  \Jue w? (7.25)

verschwindet wenn w — w;\r. Bei fixem w existieren nur endlich viele propa-
gierende Moden, vgl. Abb. 7.5. Bei hohen Frequenzen wird die Propagation

Vg

*Ganz allgemein gilt, dass die Randbedingung das Spektrum (mit-)bestimmen.
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Abb. 7.5: Propagierende Mo-
den mit reellem Wellenvek-

cky, tor k) als Funktion der an-
Vep gelegten Frequenz w (schema-

tisch). Bei endlicher Frequen-
zen w > wj findet man end-
lich viele Moden die asympto-
tisch (bei grossen Frequenzen)
frei werden, ck//ept ~ w. Die
Frequenzen wy = cvy\/\/En
bezeichnen die kritischen Ab-
schneidefrequenzen.

frei, d.h. ky — (/HEw/c = kfei. Bei tiefen Frequenzen w — wy muss die
transversale Struktur der Welle aufgebaut werden — je grosser wy, desto
komplexer die transversale Struktur der Welle. Wir werden diesen Sachver-
halt an einem Beispiel studieren (siehe Seite 168)

Transversale Felder aus F,, B,

Wir finden zuerst die zu E, und B, gehorigen transversalen Felder E, und
Hy: aus (7.12) folgt®

E = i@ VE. (TM-Moden), (7.26)
X

. TN

H, = +"2VH. (TE-Moden).
25\

Dabei ergibt die Wahl von H statt B symmetrischere Ausdriicke wenn wir
die verbleibenden Felder bestimmen.

5Zum Beispiel nutze man zur Berechnung von Ey, dass B = 0, also ikB; = ije(w/c)2 x
FE:, und demnach

= w — _, w21 -
’LkEt +4 —Z X Bt = ’LkEt +ZM€72*73 X Z X t = Vth,
c 2k —_——
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Transversale Felder aus Et und ﬁt

Schliesslich gibt uns wiederum (7.12) die verbleibenden Felder
H, = izl/\ 2x Ey, (TM-Moden), (7.27)
Ey = F7Z\% x Hy, (TE-Moden)

mit der Wellenimpedanz®

chy

, (TM-Moden),
Zy = 5‘; (7.28)
57{ (TE-Moden).

Damit haben wir das Problem fiir die TM- und TE-Wellen vollstandig gelost.

TEM-Moden
Mit E, = B, = 0 werden E = Et und B = Et rein transversal; dann folgt
mit (7.10) und (7.11)

Vi-Ey=0 und V;xE; =0 (7.29)

und wir konnen das Problem auf ein Elektrostatik-Problem in zwei Dimen-
sionen reduzieren. Es existiert dann ein Potential ¢, so dass E, = —ﬁgp ist
und es gilt V2E; (denn V2 = 0). Einsetzen in die Wellengleichung (7.8),
(V? + VQ)Et = 0, ergibt uns die ungestorte Dispersion

k= JliE % (TEM-Moden) (7.30)

des Mediums. Dies folgt gleichermassen aus den Gleichungen (7.12) mit
V:E, = 0 = V;B,; die Sakulargleichung des Matrixproblems gibt gerade
2

v = 0.

Schliesslich folgt B, aus dem Faradaygesetz,
By = +\/ue: x E;.  (TEM-Moden) (7.31)
Allerdings hat das Problem
V2 = 0 mit ¢|g = const (7.32)

nur die Losung ¢ = const., und damit ist Et = 0 im Inneren eines Hohlleiters.
Erst wenn wir mehrere Zylinderflichen haben, kénnen im Zwischenraum
TEM-Moden propagieren; entsprechend existieren TEM-Moden in Koaxial-
kabeln und in Doppelleitern. In der Folge diskutieren wir einige Beispiele.

5Mit der Wahl der Felder E und H erhalten wir in den Impedanzen die Symmetrie
€ u, TM <« TE
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Hohlleiter mit rechteckigem Querschnitt

Wir berechnen das Spektrum und die transversale Struktur der Moden (Ei-
genwerte und Eigenfunktionen) fiir das Rechteckproblem, vgl. Abb. 7.6 Wir

)
U, € b Abb. 7.6:  Geometrie des
Rechteckleiters mit b < a <
2b.
a

S

folgen dem auf Seiten 167ff beschriebenen Schema. Das Eigenwertproblem
(03 + 05 =~ =0,
hat die Losungen
fir TM-Moden: ¥|g =0, Ypn(z,y) = Enmsin(mrz/a) sin(mny/b),
m, n ganz, # 0.
fir TE-Moden: 0,¥|s =0, Upn(z,y) = Hum cos(mmx/a) cos(mmy/b),
m, n ganz, nicht beide 0. Die Eigenwerte
2 2

N2 =2 (T; + ZQ> , Eigenwerte,

ergeben die Abschneidefrequenzen

NI

er (m?  n?
Wyn = — | — + = | . Abschneidefrequenzen (7.33)
Ve ( a? b >

Die Moden sind in Abb. 7.7 skizziert. und sind durch folgende Abschneide-
frequenzen charakterisiert,

TE : wip = (era

TEo 1 : wol = \/Culeb
TMi 1, TEy : wn= % (a2 +b72)"/

TFE> : wop = jﬁ—ga

Die verbleibenden Feldkomponenten folgen trivial durch Ableitung und Mul-
tiplikation, vgl. (7.26) und (7.27).
Das Eigenwertproblem

1 1
;8,;(;)8[,) + ﬁaf, +9*| ¥ =0
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Abb. 7.7: Moden im Rechteckleiter (schematisch): von links nach rechts:
TEl,Oa TEOJ, TMLI und TEI, 1, TE270.

Hohlleiter mit kreisformigem Querschnitt

Wir berechnen das Spektrum und die transversale Struktur der Moden (Ei-
genwerte und Eigenfunktionen) fiir das Kreisproblem, vgl. Abb. 7.8

Abb. 7.8: Geometrie des

S
; kreisformigen Leiters.

hat die Losungen

U(p, ) = L (Ymnp)e=™%.

fiir TM-Moden: ¥|s = 0, Yimn = Tmn/R mit Jp, (Tmn) = 0,
fiir TE-Moden: 0,¥|s = 0, Ymn = 27,,,/R mit J}, (27, )=0.

Dabei bezeichnet der Index n in 2, und z/,,, die n-te Nullstelle bezeichnet.
Die Nullstellen

Tmn : Ton = 2.405,5.520,... x,,: z(, = 3.832,7.016,. ..

T1n = 3.832,7.016, . .. o), =1.841,5.331, . ..
Ton = 5.136, ... ah, = 3.054,6.706, . ..
= 4.201,...

definieren die Eigenwerte Ypn = zmn!’) /R und die Abschneidefrequenzen

o € Tmn, 1M-Moden,
me JuER TE-Moden.

Es ergibt sich die Sequenz TEy; — TMy1 — TE>1 — TM1=TEp; .. ..
Die tiefste Mode ist die transvers-elektrische T'F1 1 = magnetische Welle und

/
‘/an’
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nicht die symmetrische transvers-magnetische 7'M ; = elektrische Welle; die
beiden Moden sind in Abb. 7.9 skizziert. Die verbleibenden Feldkomponen-
ten folgen trivial durch Ableitung und Multiplikation, vgl. (7.26) und (7.27).

elektr.
—_—
Linien

Linien
H-M E-Mode
TE, ode T™,,

Abb. 7.9: Moden im kreisférmigen Hohlleiter (schematisch): links die H-
Mode mit einem azimutalen Knoten und keinen radialen Knoten, rechts
FE-Mode, keine Knoten. Die ausgezogenen Linien folgen elektrischen, die
gestrichelten magnetischen Feldlinien.

Aus den Beispielen erkennen wir folgende Zusammenhénge:

1. 2 > 0, weil wir oszillatorische und nicht exponentielle Losungen brau-
chen, um die Randbedingungen erfiillen zu kénnen.
Z.B., sin (cos) mit v > 0 versus sinh (cosh) mit 72 < 0,
oder J, oszillatorisch mit 42 > 0, versus I,, exponentiell mit v < 0.

2. Die Losung enthélt eine transversale Struktur (siehe Seiten 169, 171)
und eine (triviale, longitudinale) Struktur e*"*?. Gegeben w, miissen
sich die Quantititen k2 und 42 zu w? addieren, w? = (c?/ue) (k% +~?);
der Eigenwert 2 spielt dann die Rolle von K? bei der ebenen Welle
und es gibt einen Erhaltungssatz,

k2 4 42

2
w® = const { k‘z—I—K2

Je grosser K, ist, desto kurzwelliger, energetischer ist die transversale
Struktur. Bei gegebenem w kann die Welle nur propagieren, wenn

k2 K?
kg }:'LwaQ—{ 72 >0

ist, andernfalls ist die Welle quergedampft, evaneszent . Umgekehrt
muss eine propagierende Welle mit k, k, eine geniigend hohe Frequenz
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w > wy haben. Ist w? > ?y?/ue so ist geniigend Energie fiir die

k-Propagation iibrig und die Welle wird frei,

w = ck/ue. (7.34)

Energiefluss

Die Wellen im Hohlleiter (und in anderen Leitergeometrien) transportieren
Energie (vgl. (6.12) und (6.14)): Mit S = (¢/87)E x H * und den Resultaten
(7.19 fir ¥ = E,, H,), (7.26 fir E;, H;) und (7.27 fur H;, E;) erhalten wir

- 2 o
- k e[|V |2 +4iT- WV, ¥*], TM-Moden,
~ { VA i eV (7.35)

S =
8717 | ufz|V W — i WV, 0], TE-Moden.

Der erste Term gibt das Zeitmittel des Energietransportes entlang des Lei-
ters, der zweite Term beschreibt die schnelle (2w) transversale Energiekon-
version zwischer magnetischer und elektrischer Energie (im E- und H-Feld
gespeicherte Energie, transversaler /reaktiver Anteil in S ).

Fiir die longitudinale Komponente erhalten wir (nach Integration {iber den
Querschnitt des Hohlleiters und Nutzung des Satzes von Green) den Aus-

druck
C w 2 w2 I
= - 1— 22 d’RU*U 7.36
s o) e

fiir die transportierte Leistung. Analog erhélt man fiir die Feldenergie pro
Léange den Ausdruck

U= 8% (;)2{ Z }/Ad2R\D*\II. (7.37)

Der Vergleich von (7.36) und (7.37) zeigt, dass die Energie mit der Grup-
pengeschwindigkeit

c
Vg = T 1 —w?/w? (7.38)

transportiert wird.

7.2 Reale metallische Hohlleiter

Anstelle der idealisierten Randbedingungen (7. 1) bis (7.4) treten nun die
Bedingungen (mit E H B den Feldern im Vakuum und EC, Hc, B, den
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Feldern im Metall)

ii-D = 4r%, (7.39)
ix(E-E) = 0
i-(B-B,) = 0
ix(H-H,) =

Beachte die unterschiedliche Behandlung der Oberflachenladung ¥ und des
Oberflichenstromes K: Die Oberflachenladungen leben auf einer atomaren
Skala und bleiben ideal; die Strome leben auf der Skintiefe § und werden
deshalb voll mitgenommen.

Wir definieren die planare Geometrie wie in Abb. 7.10 gezeigt; die grossten
Gradienten manifestieren sich entlang der Oberflachennormalen 7, so dass

V &~ —iidk. (7.40)
‘ —
E
\
real
metallischer /I-T
Leiter I
> al
A Met Vakuum
/E g
~% 10 o :
3 £ BT

Abb. 7.10: Links: planare Grenzschicht und Definition von &; der Leiter
befindet sich auf der linken Seite. Rechts: Verhalten der E- und H-Felder an
der Grenzschicht zum realen Leiter (linke Seite): aufgrund der Oberflichen-
ladungen féllt das F | -Feld auf einer atomaren Langenskala ab, wahrenddem
die Oberflachenstrome das H) Feld auf der Skintiefe zum Verschwinden brin-
gen. Im realen Leiter dringt dann das F|-Feld ebenfalls auf der Skale ¢ der
Skintiefe ins Metall ein. Die ins Metall eindringenden Felder erzeugen eine
Dissipation der Mode.

Die Felder E . und ﬁ” im Aussenraum seien durch die Wellenfelder fiir

den Idealfall vorgegeben, E = Efeal, H |~ H ildeal. Wir untersuchen, wie
diese Felder ins Metall eindringen. Dazu studieren wir die Gleichungen von
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Faraday und Ampere/Maxwell,

H. = ——VxE,, (7.41)

2
)
X
sl
_|._
S

E.
klein

Mit (7.40) erhalten wir

- i % Oc L, 7.42
¢ pow e (7.42)
< i x OcH,

Ao ¢He

ol
X

und daraus

ic -
1 - = - (11X 0cE,) =0 7.43
i (< 0 = 0, (743

1

o

l
~
o

l
~
Q

[}

X c = - 8§EC

= ——9%(it x H..).
Jhew Ao pew g(n °)

Daraus finden wir im Metall ein H,-Feld parallel zur Oberflache, welches auf
der Skintiefe § = /c?/2mopw zerfallt,

He = Hye %/ /e, (7.44)
Das Ampere Gesetz gibt uns sofort das elektrische Feld im Metall,

B =/ 2Ee(1 —i)(i x Hy)e /7 /5 = E,|. (7.45)

8ro

Aus der Randbedingung 7 x (E — E..) = 0 erhalten wir jetzt auch eine kleine
Parallelkomponente im FE-Feld,

B = %(—z’)(ﬁ x Hy). (7.46)
a0

Damit erhalten wir das in Abb. 7.10 gezeigte Verhalten der E- und H-Felder

an der Vakuum-Metall Grenzschicht: Das elektrische Feld E| verschwindet

auf der atomaren Skala ag < ¢ im Metall. Wir sehen, dass das treibende Feld

H) ist, mit einem exponentiellen Zerfall H ins Metall und einem kleinen

Begleitfeld E,. Die L Komponenten verschwinden im Metall.

Aus (7.44) und (7.45) folgt, dass elektromagnetische Energie ins Metall hin-
einfliesst und dort in der Schicht § dissipiert wird; die pro Flacheneinheit
absorbierte Leistung dP/dA ist

dP c

- = ' T — lu’Cw 2
- = 87T§F3[n (E. x H,.)] 1671'5‘H”‘ : (7.47)
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Dass diese Leistung dissipiert wird, folgt aus dem Vergleich mit der ohm-
schen Dissipation in der Randschicht,

1 = 1 2 2% 1 QNCWO' 2 /OO _25/6 MW 2
Slaci Br=— [deo = — H d _ B s 2.
2/ £ 20/ §3°0" =5, g Al . Le Tesdidl

Die idealisierte Flichenstromdichte K (siehe (7.2)) ergibt sich aus der Auf-
integration der realen Stromdichte j,

— o0 - C —
0 47

der reale Leiter mit der Stromdichte j auf der Skala § entspricht damit einem
perfekten Leiter mit der Flachenstromdichte K. Die dissipierte Leistung
(7.47) lasst sich dann schreiben als
dP 1
I &
dA 2006

und wir erhalten den Oberflichenwiderstand 1/00.

(7.49)

Im realen Hohlleiter wird Energie in der Wand dissipiert und die Welle
zerfallt in der longitudinalen Richtung. Dies konnen wir durch den komple-
xen k-Vektor

kx = kO 4+ ay + iy (7.50)

kg\o) . k)-Wert im idealen Leiter
ay @ Shift in der Frequenz
By : Déampfung entlang z

berticksichtigen, wobei wir die Korrekturen «, §) flir grosse o als klein an-
nehmen konnen. Wir konnen diese Parameter durch Losung des modifizier-
ten Randwertproblemes finden. Hier konzentrieren wir uns auf die Dampfung
By und gebrauchen folgende Uberlegung: Mit der Abnahme der in der Welle
propagierenden Leistung gemiss P(z) = Pye~ 2% konnen wir via

1dInP(z) 1 dP
-\ - 51
& 2 dz 2P dz (7.51)

den Parameter ) durch die Berechnung der in den Wénden dissipierten
Leistung P finden. Mit (7.48), (7.49) erhalten wir:

ar_ 21
dz 1672205 [y
Einsetzen der Losungen (7.19), (7.26), (7.27) ergibt

c? w\2 c?
TM:7<—> jé dl—— 18,02, (7.52)
32206 \wy/ Jas  pPwd "
c? w2 c? W\, L = w?
TE;732W205(E) 7{ de 2(1——’2\)|n><vt\lf|2+—)2‘\\p‘2.
8S  MEWY w w
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Mit Hilfe der Abschétzungen (wir approximieren ViV ~ (pew? /c?)¥)
2 VRV IL W3 g2
(00 WI%) ~ (I x Ve ¥[7) ~ pe—5-(1¥1%),

und

f dl ~ C/dQR, C = Umfang A = Fléche,
a5 Als

findet man schliesslich das approximative Resultat

e 1 C Jwlw w?
O it s o] GRS | B
H GO 1 —wy/w?

mit 0y der Skintiefe bei w = wy, und &y, 7y sind Geometrie/Mittelungs-
Faktoren der Grossenordnung 1. Fiir TM Moden ist ny = 0 und By wird

bei w = % angenommen. Fiir w — wy geht Oy — oo, und die Welle wird

; Abb. 7.11: Dampfung (G, der
BA TE und TM Moden A (sche-

1 matisch). Die Dampfung di-
vergiert an der Abschneidefre-
quenz wy: Zur Querdampfung
kommt eine starke dissipative
Dampfung hinzu.

™

TE

o0 1 2 3 W,

iiberdampft, bevor sie quergeddmpft wird. Ein typischer Wert fiir C'u bei
Mikrowellenfrequenzen ~ 109Hz ist (o ~ 10~%cm, o ~ 10'8s~1; Check!)

3-101%  C N 10_1g

e VR TIEW A

(7.54)

— 1/ ~ 10 cm.

7.3 Kavitaten

Eine Kavitat schliesst die Wellen in allen drei Dimensionen ein. Die Form
ist beliebig und determiniert das Spektrum via Randbedingungen. Hier be-
trachten wir zundchst den Fall abgeschlossener Hohlleiter — man sieht so-
fort, wie die nochmalige Reduktion der Dimensionalitdt, von quasi-1D auf
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quasi-0D, das Spektrum diskret macht. Terminieren wir den in 7.1 betrach-
teten Hohlleiter mit idealen Leitern, so erhalten wir in z-Richtung stehende
Wellen vom Typ

Asinkz + Bcoskz.

Wir platzieren die Terminatoren bei z = 0 und z = d. Aus (7.26) und (7.27)
finden wir

L1 .
By = —0.V/E.,  (TM-Moden), (7.55)
25
_ W -
Ey = —i—2x ViH,, (TE-Moden).
ey

Mit der Randbedingung Ej(z = 0,d) = 0 erhalten wir hieraus die Ausdriicke

E, = U(z,y) cos ]%, p=0,1,2,3,... (TM-Moden),  (7.56)
H,=Y(z,y) Sinp%dz, p=0,1,2.3,... (TE-Moden),
mit den transversalen Feldern
Et = —577; sin %ﬁtlﬂ
S SN - TM-Moden), 7.57
Hy = 12 cos 522 x VW ( oden) (7.57)
Et = —% sin 2222 x 615\1/
73 d
A= BT eos ETET @ (TE-Moden).
t = d‘yi COS = t

Wie erwartet verschwindet Ey bei z = 0 und d. Mit der Befriedigung der
Randbedingung Et(z = 0,d) = 0 haben wir k, = pr/d festgelegt. Setzen
wir das Resultat in den Eigenwert ’yf\ ein, so finden wir, dass nunmehr die
Frequenz w bestimmte Werte annehmen muss, wenn wir eine Kavitdtsmode

anregen wollen,
2
2 (18) ¢ | 5 (H)Q
CU)\p = L |:7)\+ d .

Das Spektrum fiir die Resonanzmoden der Kavitét ist diskret: nur noch die
Punkte e sind erlaubt, siche Abb. 7.12.

zylindrische Kavitat

Als Beispiel konnen wir den zylindrischen Hohlleiter von Seite 170 zur Ka-
vitdt umfunktionieren und erhalten fiir das Spektrum

W2 p2p2 ([ TM: @, p > 0,
€ fZmn P ”{ = (7.58)

w =
e Ve R? d? TE:z),,,p > 1.

Die tiefste TM Mode hat die Modenzahlen 010, die tiefste TE Mode ist
diejenige zu 111. Fiir § > 2.03R ist die T'F111 die Fundamentale der Kavitét.
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Abb. T7.12: Moden einer
metallischen Kavitdt (sche-
matisch):  Aufgetragen ist
kx/\/pe als Funktion der
angelegten Frequenz w. Das
Spektrum ist diskret, nur
bestimmte Werte (ky,w) sind
erlaubt.

Reale Kavitaten

In realen Kavitdten werden die Moden wiederum gedampft. Der Q- Wert der
Kavitat beschreibt die Anzahl Oszillationen welche iiberleben,

Energie der Mode

= 7.59
@xp “Ap Verlust pro Periode ( )
dU _ w o —wt/Q
— oy = QU, U = Upe .

Aus der Losung fiir die Felder (7.56) und (7.57) lassen sich die Energie und
die Verlustleistung berechnen” und wir erhalten den Q-Faktor (mit &, ~ 1)

wd 1
= —= . 7.62
@ fe 0 2(1+ &) Cd/4A) (7.62)
Allgemein hat ) die Form
poV :
Q x geometrischer Faktor, (7.63)

mit V' =Volumen, S =Oberfliche der Kavitat, d.h. () ist im wesentlichen
bestimmt durch das Verhéltnis von Feldvolumen V' zu Dissipationsvolumen

0S5 (beachte, Ad/Cd ~ V/S).

"Fiir die Energie (7.37)) findet man das Resultat

U= %{ ; }{14— (%)T /AdQR\\I/P (7.60)

(mal 2 fiir die TMp—o Mode) und die Verlustleistung folgt aus (7.52) (bertiicksichtige die
Verluste an den Terminatoren), fiir TM Moden mit p # 0,

2 e p 2 cd 2 2
P = — |1 — 1 — d \\ .61
1672 oop | (wd) ( +£A4A) /A R (7.61)

wobei £y ~ 1.
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Der exponentielle Zerfall des Signales o« exp(—wot/2Q) bewirkt eine spek-
trale Verbreitung im Fourierraum, Aw At ~ 27 — Aw ~ wp/2Q. Genauer
konnen wir die Feldamplitude

A(t) _ Aoe—% e—i(wo-‘réw)t

Fourier transformieren und erhalten

o0 wot . )
Alw) = / dt Aoefﬁeﬂ(“’wréw)te“‘” (7.64)
0
B iAo
- w—wo—dw—i—iwo/QQ’
Anl?
— AW = A

(w —wp — 6w)? + w2 /4Q?’

Der Shift der Resonanzfrequenz dw ist schwieriger zu berechnen als der Q-
Faktor — man findet
dw = —wp/2Q < 0. (7.65)

Damit verschiebt und verbreitert die Dissipation den spektralen §-Peak bei
wo zur Lorentzfunktion um wo(1—1/2Q) mit Breite 3, vgl. Abb. 7.13; damit
wird die Resonanz auch leichter anregbar.

0 W, W 0 S w
o A
shift/Z/ 0

Abb. 7.13: Effekte der Ankopplung an die Umgebung (Dissipation, sche-
matisch): Verbreiterung und Verschiebung der Spektralfunktion A(w) =
0(w — wp im Fourierraum (links) zu einem Peak der Breite wg/Q bei

wo(l —1/2Q).

Ein unkonventionelles Beispiel zu den Resonanzen sind die Schuhmann Re-
sonanzen in der atmosphérischen Kavitit der Erde, siehe Abb. 7.14. Die
enorme Grosse der Kavitat erzeugt sehr tiefe Resonanzfrequenzen; die ers-
ten fiinf ergeben sich aus wy = /£(¢ + 1) C/R mit dem Radius R = 6400
km und dem Drehimpuls £ zu

v = ;‘i:; = 10.6, 18.3, 25.8, 33.4, 40.9 Hz. (7.66)

Angeregt werden diese Resonanzen (z.B.) durch Blitze indem aus dem konti-



180 KAPITEL 7. WELLENLEITER UND KAVITATEN

lonosphare

Abb. 7.14: Geometrie des
Systems Erde-lIonosphére. Die
Leitfahigkeiten der &usseren
und inneren Schalen sind
Olonos ™~ 10376 S, OMeer ™~ 107
S.

nuierlichen Spektrum des ‘elektromagnetischen Knalls’ gerade die Schuhmann-
Resonanzen iiberleben. Atom- und Wasserstoff-Bomben produzieren 3 — 5%
Shifts in w?Ch.

7.4 Dielektrische Wellenleiter

Ein dielektrischer Wellenleiter ist, wie die Doppelleitung, eine offene Lei-
tungsstruktur. Die Funktionsweise offener Leiterstrukturen ist, dass der Ener-
giefluss im elektromagnetischen Feld entlang des Leiters fliesst und nicht or-
thogonal (sonst erhalten wir eine Antenne). Dies impliziert eine Feldkonzen-
tration um den Leiter herum; z.B. zeigt die TEM Mode des Doppelleiters
einen Zerfall oc 1/p%; héhere Moden zerfallen exponentiell. Hier betrach-

Abb. 7.15: Dielektrischer
Wellenleiter  mit  einer
erhohten  Dielektrizitats-
konstanten im Innnern,
€1 > €p.

ten wir dielektrische Wellenleiter mit Zylindergeometrie und einer Dielektri-
zitdtskonstanten €1 > gqg, vgl. Abb. 7.15. Zu 16sen sind die Wellengleichungen
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im Innen- und Aussenraum

2 w2 2 E

[Vt + <,u1€162 —k >] (= im Wellenleiter, (7.67)
2 w2 2 E

[Vt + (,uof-:oc2 —k >] (= ausserhalb, (7.68)

mit den Randbedingungen B 1, D 1, E“, H | stetig. Damit die Felder entlang
dem Wellenleiter propagieren suchen wir Losungen mit

2

vE = ,ulel% —k>>0  — osz. Losung, (7.69)
c
2
—73 = ,uozsow—2 —k2<0 — exp. Zerfall weg vom Leiter. (7.70)
c

Die Randbedingungen sollen dann die oszillierende und die exponentielle
Losung zusammenbinden. Die komplexeren Randbedingungen (vergleiche
mit dem idealem Hohlleiter, wo B, = 0 und EH = 0 auf dem Rand) er-
lauben keine Separation in TM und TE Moden, d.h. wir kénnen i.A. keine
rein transversal-magnetische oder elektrische Moden finden und F,, B, sind
gleichzeitig von Null verschieden (HE-Moden).

Als Beispiel und zur Illustration untersuchen wir einen zirkular-zylindrischen
Leiter. Vereinfachend untersuchen wir die m = 0 Moden, welche keine azi-
mutale Abhéngigkeit haben. Die Felder E, und B, ergeben sich als Losung
der (radialen) Besselgleichung

1. +793 p<R
9?4+ =9 U(p)y=0, "= 7.71
{ r p _{_,yg } (p) p> R, ( )

s U= Jonp),  p<R,
AKo(yp), P> 1

Die Felder ergeben sich wie tiblich aus (7.26), (7.27) gegeben E, und B, aus
(7.71). Es stellt sich heraus, dass fiir den vorliegenden hochsymmetrischen
Fall wiederum TE und TM Moden definierbar sind.

Fiir die TE-Moden erhélt man (vgl. Abb. 7.16
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Abb. 7.16: Elektrische und
magnetische Felder im zylin-
drischen dielektrischen Leiter.

E.,B,,E, =0 )
B, = Ji
: olnp) p<R, (7.72)
B, = —3Ni(np)
E, = Zh(np)
E.,B,,E, =0
B. = AKo(vp)
ikA p> R.
Bp - WKl(’YOp)
E, = —%4Ki(yp) |

Die Randbedingungen bei R lauten fiir pu; = po = 1:

B, stetig: Jo(mR) = AKo(yR), (7.73)
B, stetig: ~JimR)/m1 = AK1(vR)/0,
E, stetig: —JimR)/m = AKi(vR) /0.

Wir eliminieren A und erhalten folgende Bedingungen an 79 und v (— k
bei gegebenem w)

J R K R

1(’}/1 ) _ 1(70 ) ’ (7.74)
1Jo(11R) Yo Ko(voR)

Rd = (ool

Dieses System kénnen wir graphisch 16sen, vgl. Abb. 7.18. Beachte, dass die
zweite Gleichung die Koordinaten v R? und 73 R? gegeneinander verschiebt
und orientiert; entsprechend zeichnen wir die Funktionen (Ji/v1Jo)(71R)
und (K7 /70Ko)(y0R) in verschobenen Koordinatensystemen. Mit wachsen-
dem w verschieben sich die Werte fiir 79 und =1, woraus sich die Dispersion
k(w) ergibt; zudem kommen mit wachsender Differenz (g1 — ¢¢)(w?/c?)R?
neue Losungen hinzu: jede 0-Stelle von Jy trigt eine neue Mode bei. Die
Abschneidefrequenzen ergeben sich aus den Nullstellen xg, von Jy. Mit
xo1 = 2.405 erhalten wir als minimale TE-Frequenz den Wert (vgl. auch
Abb. 7.17)
2.405¢

=% (7.75)

wo1 =
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Abb. 7.17: Felder B,, B, und
Bo E, der TEg; Mode im dielek-
trischen Wellenleiter.

Unterhalb dieses Wertes wirkt das System als Antenne (78 = 0 bei woq,
wechselt Vorzeichen). Fiir TM Wellen ergibt die Analyse anstelle von (7.74)
die Gleichung

Jl(’YlR) _ EOKI(VOR) (7 76)
ndo(mR)  e1v0Ko(1R) '

Fiir e1 > g ergeben sich Moden bei den 0-Stellen von Jy, Ji(m1R) = 0
(siehe Abb. 7.18, eine Ausnahme ist evt. die Mode mit kleinstem ~p). Dies
sind gerade die TE-Moden eine Hohlleiters; dieser Ubereinstimmung liegt
die Symmetrie der Probleme des metallischen Hohlleiters und des dich-
ten Dielektrikums unter Vertauschung von E und B (Maxwellgleichungen
und Randbedingungen) zugrunde. Die Wichtigkeit dielektrischer Wellenlei-
ter (Glasfasern) in der heutigen (Kommunikations-)Technologie ist offen-
sichtlich.

7.5 Einkoppelung in Wellenleiter

Wir skizzieren die Berechnung der Einspeisung eines Wellenfeldes in den
Hohlleiter via einer zeitlich oszillierenden Stromquelle. Obwohl die Rechnung
nicht ganz trivial ist lasst sich das Resultat

AT = - / d*Rj-EY. (7.77)
|4

einfach schreiben und interpretieren: Die Amplituden Af der normierten

Moden findet man durch Projektion der Stromdichteverteilung j auf die
Moden EY, vgl. dazu auch mit Abb. 7.20.

Wir starten mit der Definition und Aufzéhlung der Moden. Fiir jede Fre-
quenz w haben wir unendlich viele TE und TM Moden gefunden, endlich
viele davon propagieren (k reell) wihrenddem die restlichen Moden evanes-
zent sind. Wir definieren folgenden Satz von orthonormierten vollstandi-
gen Moden (eine Basis, die relativen Vorzeichen der Terme werden giinstig
gewdhlt, so dass V-E=0=V-H fir jede Richtung und die Energie fliesst
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Y

ViR

A

y02 R2 10 0

(E1-€0) % R?

Abb. 7.18: Graphische Losung des Gleichungssystems (7.74) (schematisch).
Im nach rechts orientierten Koordinatensystem wir die Funktion —J; /1 RJy
in Abhingigkeit von v R? aufgetragen; Pole resultieren an den Nullstellen
von Jy. Im nach links zeigenden Koordinatensystem (verschoben um den
Betrag (g7 — 0)(w?/c?)R?) wird die Funktion Ki/voRKj in Abhingigkeit
von 13 R? aufgetragen. Die erlaubten Werte fiir 79 und 7; befinden sich in
den Schnittpunkten der beiden Kurven.

in Richtung der Propagation)

A : Nummeriert die Moden

+: e® . e7*% rechts-"laufend’,

—: e %2 &P links-"laufend’,

Ef = [En(n,y) + Ea(z,y)] ™7, (7.78)
HY = [Hp(z,y)+ Ha(z,y))e ZW

Ey = [En(z,y) — Ex(z,y)le ”“Z

Ay = [~Hn(w,y) + Ho(z,y)] e =

Der erste Term auf der linken Seite beschreibt den transversalen Anteil der
Welle. Mit Hilfe des Green’schen Theorems (in 2D) leitet man folgende kon-
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A Abb. 7.19: Zur Wahl der Ba-
iR k}\ siszustande; die Wellenzahlen k)

/W/ werden auf die positiven re-

ellen/imagindren Achsen einge-

schrankt.
—
R
sistente Orthonormierung her:
~2
TM:/ E.\E.,d’R = — 20 (7.79)
A k5
~2
TE:/ H,\H.,d°R = —kT}zMa
A AZX
S - - 1
/ d*R Eyy - By, = 0y, / d*R Hyy - Hyy, = R
A A X

Ein beliebiges Feld E , H exp(—iwt) lasst sich in Moden zerlegen,

E=E"+E, E* =) ATEY, (7.80)
A

H=H"+H, At =" AFAE.
A

Die Koeffizienten folgen aus den transversalen Komponenten von E und H
bei einem fixen z: Mit

E, = Z(Aj\L,JrA;,)EtX,

A/
ﬁt = Z(A;_A)_\/)ﬁt)\/y
A/

erhalten wir nach Multiplikation mit Et s ﬁt A und Integration

AT+ A, = /AdzREt,\-Et,
AT — A7 = Z,%/AdQRﬁt)\ - H,,
und damit die Koeffizienten
Af = ;/ACFR[EA Byt Z2H - Hy). (7.81)

Wir betrachten eine Signalspeisung durch eine lokalisierte Quelle (idealer
Hohlleiter), vgl. Abb. 7.20. Fiir die Felder bei ST und S~ setzen wir an
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Abb. 7.20: Signalspeisung via Stromschleife j x exp(—iwt) im Wellenleiter.
(7.82)

—

E = E =) AyE,
)\/
+

beiS™ :
beiST: E = Ef=> ALE},
)\/

und ebenso fiir H. Aus den Maxwellgleichungen fiir E , H 7 p und fiir Ef,
(7.83)

Flf, 0, 0 folgt das Poynting Theorem
%ﬁ(ExfIf—Eij\E xﬁ):f-ﬁf.
T
Die Integration iiber V ergibt (kein Beitrag von der Hiille S, fiir ideale
Winde)
PR(E x {F — BF x i) ﬁ—/ #rj-Bf. (1.84)
\%

<
AT Js, .5
Mit dem Ansatz fiir E und H, (7.82), und unter Beriicksichtigung der Nor-

+) (7.85)

mierung (7.82) erhalten wir fiir die Flachenintegrale
.|

A

ar Js, 2m 7y
B
471' S+ ’
] we —
471' S_ ’

(=)

B C
N 27TZ)\ A

C
ovz

dm Jg_
wobel uvz (ovz) jeweils das untere (obere) Vorzeichen in (7.84) bezeichnet.
(7.86)

Damit finden wir die Lésung®

8beachte, AT ist durch Integration von f E; bestimmt.



Kapitel 8

Erzeugung von Strahlung:
Antennen

In diesem Kapitel untersuchen wir die Erzeugung elektromagnetischer Strah-
lung durch zeitabhingige Ladungs- und Stromverteilungen. Wir betrachten
wt schwingende Quellen,

p(i)e ™", (8.1)
J(Fye ™,

lokalisierte, oc e~

p(ﬁ t) =
j(Ft) =

und untersuchen die erzeugte Strahlung ausserhalb der Quelle. Eine Mul-
tipolentwicklung bietet sich auf natiirliche Weise an. Im folgenden konzen-
trieren wir uns hauptséchlich auf die fithrenden Momente, elektrische und
magnetische Dipolstrahlung, sowie elektrische Quadrupolstrahlung Wir ar-
beiten in der Lorentzeichung (5.33), V - A 4+ 8,¢/c = 0, wo A Lésung der
getricbenen Wellengleichung (5.34) ist, (V2 — ¢ 282)A = —(4n/c)j. Die
Greensche Funktion zur Wellengleichung haben wir in (5.46) gefunden,

S(t—t' —|F—7"|/c)

=7

G(F, ;7 ) =

und erhalten damit fiir A(7,t) den Ausdruck

_" t_t/ = _ =
/ds //d/j _ H,‘T T |/C) (8.2)

=7

Mit (7', ¢) = j(7")e ™! und A(7,t) = A(F)e ™! reduziert sich das Pro-
blem auf eine Integration,

o 1 5 leik|r777/| -
AF)=- | dr P J(7). (8.3)



188 KAPITEL 8. ERZEUGUNG VON STRAHLUNG: ANTENNEN

Hier haben wir benutzt, dass
exp(—iw[t — [F—7'|/c]) = exp(—iwt) expi(w/c = k)|7 — 7’|

Das Vektorpotential A bestimmt dann die elektromagnetischen Felder aus-
serhalb der Quelle via

B = 6 A (8.4)
und dem Ampeére-Maxwell Gesetz fur j = 0,
E= %ﬁ x B. (8.5)

Das rein transversale Strahlungsfeld ausserhalb der Quelle involviert nur das
Vektorpotential und wir konnen auf die Berechnung des skalaren Potentials
¢ verzichten. Beachte, dass ¢ aus der Eichbedingung folgt, ¢ = k - A.

Es ist angebracht, das Resultat (8.3) systematisch zu entwickeln und eine
Multipolentwicklung bietet sich an. Wir erinnern uns, dass

QiklF—|
G(7, 7' —_ 8.6
") = o (5.
gerade die Greensche Funktion zur Helmholtz-Gleichung
(A + E?) G(F,7') = —4nd(F — 7') (8.7)
darstellt, siehe (5.42) mit w/c — k, ¢ = 0. Analog zur Entwicklung der
Greenfunktion 1/|7 — 7’| zum Laplaceoperator (AG = —4md) in sphérische
Harmonische,
* / /
’ FZ 2€+1 g_t,_l gm('ﬁ,@)}/gm(ﬁ,@),
konnen wir auch G = eik|’”*7"/|/|17— 7’| entwickeln:
Gikl—| ' ' . .
e amik Y jolkr)BS) (krs) Yo (0, &) Yo (9, 0). (8.8)

lm

Die Besselfunktionen j, und hél) wurden in Kapitel 2 eingefiihrt.! Mit (8.8)
erhalten wir fiir das Vektorpotential im quellenfreien Raum (entsprechend

'Natiirlich lisst sich (8.8) analog zur Diskussion in Kapitel 2 direkt herleiten: Mit dem
Ansatz

G =2 gu(r,?" )i (9, ) Yem (9, )

m
finden wir fiir g die radiale Differentialgleichung
2 {£+1 4
(83 + 20+ k% — (;2))9@ = —%5(7" -7,
r T r

welche wir geméss Kapitel 2 mit dem Ansatz
ge(r,r") = Aje(kr<)he(krs)
16sen. Die §-Funktion legt A = 4mik fest.
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ist >~ =7 und 7~ = ') die Entwicklung

- Amik
AF) = TSR (k)Y (9, ¢) -

Cc

Im

/ & ) joer) Y (@, ') (8.9)

1 eik:\?ff”\ -
- /d3r’ P 3(7).

C

Die Ausdriicke in (8.9) sind die Startpunkte fiir systematische Entwicklungen
von A.

Gegeben die drei Skalen

d Ausdehnung der Quelle,
27 2rme

== = Y Wellenlange, (8.10)

r  Beobachtungspunkt,

unterscheidet man (fiir kleine Quellen d < A) die drei Zonen

Nahzone, statische Zone: d<r<<A
Zwischenzone: d<r~A\ (8.11)
Fernzone, Strahlungszone: d< AL

Fiir kleine Quellen mit kr' = 271’ /X < 2rd/\ < 1 kénnen wir jp in (8.9)
entwickeln, j, ~ (kr')¢/(2¢ + 1)1

Fiir die Nahzone erhalten wir aus (8.9a) mit
hél)(kr < 1) ~ing ~ —i(20 — 1)”/(1{:7’)“1

den Ausdruck

- 4 1 nm(ﬂa 90) 2= *
Ao Y o /d3r/j(r’) Y ), (8.12)

lm
welcher aus (8.9b) und der Entwicklung von

k|77 1 1 /
~ — *
P71 TR i) 50+ 1701 im () Yem(2)

lm

folgt.
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In der Fernzone konnen wir wiederum von (8.9a) starten und hy)(k’r > 1)
entwickeln,

ikr
h(l) kr) &~ (—i +1€
wir erhalten
2o Zk) 3 W % (gl )t
A(r>’Fer ~ § Yvﬂm 2£+ ) d?"]( )7" }/Em(ﬁ?(p)

(8.13)
Ebenso kénnen wir von (8.9b) starten und die Entwicklung

|7 — | =r(l— 77 /r?)

benutzen; fir kleine Quellendimensionen konnen wir wiederum entwickeln
und erhalten
. eikr 3 -kF-F’
AP~ S / B F(i"y e R

leu etk 3 =
d kT
crzn'/ v 3 (7)) (—ikf - 7)™

Beachte die Analogie von (8.13) und (8.14); beide Summen enthalten den
kleinen Parameter (k') < (kd) < 1 zur Potenz ¢,n. Allerdings ist das
Integral in (8.13) eine Zahl, dasjenige in (8.14) eine Winkelfunktion. In (8.13)
ergibt sich die Winkelabhéangigkeit aus Yy,,.

(8.14)

In der Zwischenzone brauchen wir alle Terme in h( )

ikr

WD (kr) = —ikr) (8.15)

WW(

mit py(x) = Zfz:() penx™. Offensichtlich interpoliert py(x) mit pyy = —i(2¢ —
D!le~*" und pgy = —i gerade zwischen der Nah- und Fernzone. In der Folge
dikutieren wir die niedrigsten Terme mit n,¢ = 0,1. Eine systematische
Behandlung der Multipol-Strahlungsfelder findet man in Jackson, Kap. 16.

8.1 Elektrischer Monopol

Das Skalarfeld einer Ladungsverteilung p(7,t) ergibt sich aus

ot —t —|Fr—7"/c)
7 — 7

o(7,t) = /dgr/ dt' p(7',t")
QM =t —r/c)

r

(8.16)

ZZQ

= const., kein Strahlungsfeld.
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8.2 Elektrische Dipolfelder

In unserer Entwicklung fiir A behalten wir nur den ersten Term (8.9a),

T 4mik 2, .
Ay = TR ool [T k) a0
C N/ N~ N——
etkr L sin kr! *l-Qu.
kT am S R
eikr .
_ dS ! 7=
“ foge

Wir formen das Integral um zu
/d?’r'f; —/d37“’ F’(ﬁ’-;) = —iw/d?’r’ 7o) = —iwp,
(wobei wir in (%) jr€r = (0;7k)ji€x plus partielle Integration und in ()

V - j = —0p = iwp verwendet haben) mit dem Dipolmoment p’ der Quelle.
Mit (8.17), (8.4) und (8.5) erhalten wir die Felder

N eikr
A7) = ik, (8.18)
ikr
37 = k2w i) (1 L
B(r) = k(7 xp) T (1 z'k‘r)’
ikr S (.7 7 .
By = R xp)xi ¢ B P TPl gy ik,

r r3

Abb. 8.1: Fernzone des elek-
trischen Dipolfeldes: B =
k2(7 x p)e?* r, E~ B x #

7 definierte Aquatorebene, verschwinden auf der Achse und erreichen in
der Fernzone asymptotisch das relative Gewicht B/E ~ 1, vgl. auch Abb.
8.1. Gehen wir zur Nahzone iiber, nehmen die Felder einen elektrischen
Charakter an,

B

X
-
iy
=
X
Ty
S~—

: (8.19)

1
~ —B> B.
r kr >

=
Q
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Im Limes k = w/c — 0 dehnt sich das elektrische Dipolfeld auf den ganzen
Raum aus (r < 1/k — o0), B « k verschwindet, und wir erhalten das
statische Dipolfeld zuriick. Die elektrischen Feldlinien eines Dipolstrahlers
sind in Abb. 8.2 wiedergegeben.

iy

0.5F

[==}
T

Er/4n?

-2

Abb. 8.2: Elektrische Feldlinien eines oszillierenden elektrischen Dipols. Im
Nahfeldbereich r < A folgen die Feldlinien denjenigen eines statischen elek-
trischen Dipols. In der Zone r ~ A 1”osen sich periodische Wellenfronten ab.
Gezeichnet sind Feldlinien bei fixen Feldstiarkeamplituden, die im Fernfeld
den Phasen nm/8 entsprechen, vgl. Darstellung unten rechts.

Der Poyntingvektor
- C = -,
S=—Fx B* 8.20
gl X (8.20)

ist in der Fernzone radial gerichtet und zerfillt oc 1/72. Damit erhalten wir
die in den Raumwinkel dQ2 abgestrahlte mittlere Leistung (vgl. Abb. 8.3)

dP er? o o okt .
m = 877’E><B :87‘(7’Xp)><7"2
= ZYp?sin?, (8.21)

8w
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0
B
Y

Abb. 8.3: Mittlere abgestrahlte Leistung eines Dipols (links als Polarplot).
Es wird keine Leistung in die z-Richtung abgestrahlt.

Die gesamte abgestrahlte Leistung ist

Als Beispiel betrachten wir einen Dipolstrahler mit p' || z gespeist durch
Strome

I(z,t) = Iy (1 _ 2|dz|>eiwt7

vgl. Abb. 8.4. Damit ergibt sich eine lineare Ladungsdichte

1 2ily _;
p(z,t) = Eﬁzl = :l:%e_zw (8.22)

und ein Dipolmoment

Die abgestrahle Leistung ergibt sich zu

‘]

d &
2
I Abb. 8.4: Geometrie einer strom-

0 :—4—0 getriebenen Dipolantenne.
d [

2

dp 2 2
= 0 (kd)?sin?9, P=-2(kd)? (8.23)

daQ 327 12¢
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Beachte, dass der fixierte Strom Iy o< pw eine Leistung P oc k? o< w? (anstel-
le von w?) erzeugt. Mit P = RI2/2 erhalten wir den Strahlungswiderstand
Rsir = (kd)?/6¢c. Den Zahlenwert in Ohm erhiilt man durch Multiplika-
tion mit 30c, Ry [2] = 5(kd)?. Beachte, dass wir das Antennenproblem
nicht realistisch gelost haben — wir haben angenommen, dass wir die er-
zeugende Stromverteilung (z) kennen. Im allgemeinen kennen wir aber nur
die Parameter der Antenne sowie die Charakteristika des Treibers, z.B. die
Speisespannung. Dieses Problem ist viel schwieriger zu lGsen.

8.3 Magnetische Dipol- und elektrische Quadru-
polfelder

Der néchste Term in (8.9a) hat die Form

-, 47le’ =2, N . *
AR =0 WY Vin() [ @ T Y0 )

m
etkr

(8.24)

(@) = sinx_cosz:Ni _:cj _1 1_:& T
NE = T z 2 \"T 6 x 2 )73
Yio(d,0) = +/3/4mcos?, Yii1(V,p) = —/3/81sin et

und damit ist

N 4 ikr 1 .
Ay = T (L k) Y Vi / B T Y

3¢ r

Alternativ konnen wir (8.9b) entwickeln und finden den &quivalenten Aus-
druck

Ay = L (2 - i) / &' 7 - 7). (8.25)

cC T r

Im Quellenintegral extrahieren wir den magnetischen Dipolterm

1 -
?C(F/ X]) XT

M(7")

(vgl (3.46)) und finden den Restterm
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Der magnetische Dipolterm und der Restterm sind gerade die unter Vertau-
schung 7/ < j antisymmetrischen und symmetrischen Anteile der Quelle.

Der magnetische Dipolterm

- 1 .
m = / a3’ M(7') = % / 3’ 7' x j(7")] (8.27)
c
erzeugt die Felder
N eikr 1
Ay = ik xm) (1= =), 8.28
(7) = ik xm)—(1- (5.29)
ikr AR =
. 3F(F -
BF) = B xm)x it g STOM) T ik
r r
. eikr 1
)
() (Fx7m) r ikr
5 m—p . p—m o p—m
Beachte, dass Ag2s = Bgis — FEgis = DBsos und Bgig = Egos
Damit erhalten wir die Aquivalenz (vgl. 8.5
D o m,
B «—— -—E, (8.29)
E «— B.
p m
E B
B E

Abb. 8.5: Elektrisches Dipolfeld (links) und magnetisches Dipolfeld (rechts).

Der Restterm erzeugt ein elektrisches Quadrupolfeld. Wir formen den Quell-
term mit Hilfe der Kontinuitétsgleichung und partieller Integration um,
1 - ik

o | CrE I+ GG = = [ A p(),
&

el
(o}
@
]
>
=
%)
(o]
]
o
Q
&

Die Fernfelder ergeben sich aus B = ik x ff, E=FEx
P x /d%’ (7 () = 57 % Q(7)

lasst sich durch den Vektor
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mit Hilfe des elektrischen Quadrupoltensors

Quis = [ v 30y~ 12800)p(7) (3.30)
schreiben. Damit erhalten wir die Felder (in der Fernzone)

. 'k3 ikr .
B = —%er i x Q(F), (8.31)

B xr.

=
I

Die abgestrahlte Leistung ist (nach einiger Rechnung!)

dP _ C 67~ = A ~12
a = 2887Tk [ x Q(T)] x 7|7, (8.32)

P o= S Q2
- 360 < apl

Fiir eine spheroidal schwingende Ladungsdichte mit

—Qo/2 0 0
0 —Qo/2 0
0 0 Qo

Q

Abb. 8.6: Spheroidal schwingende Ladungsdichte mit zugehoriger Winkel-
verteilung der abgestrahlten Energie.

(vgl. 8.6) finden wir die Winkelverteilung

dP kS
a - 1628 Q2 sin? ¥ cos? ¥, (8.33)
s
ck‘GQ%
und P = 510

Mit steigender Ordnung wird die Analyse schwieriger. Eine konsequente Wei-
terentwicklung von (8.9a) fiihrt zum Ziel, siehe Jackson, Kapitel 16.
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8.4 Antenne als Randwertproblem

Wir illustrieren kurz, welche Problematik zu bewaltigen ist, wenn wir den
Quellstrom nicht kennen. In der Lorentzeichung schreiben wir

1 : Lo
o = Zp=ikg=V-A

C C ]
1

. 1 - - R A I, S
E = —EatA—qu:ik:AJr%V(V-A):k(V(V-A)JerA).

Fiir eine diinne Antenne (Radius a, z € [—d/2,d/2]) konnen wir annehmen,
dass j || A|| 2 ist und entsprechend finden wir E, = (i/k)(0% + k2?)A,. Fiir
eine ideal metallische Antenne ist aber E,(p = a) = 0 und wir finden die
Differentialgleichung

D2+ kDA (p=a =0 (8.34)
— A, (p=a) = Asinkz+ Bcoskz.

N
~—

Die iibliche Feld A — Stromdichte j Bezichung in (8.3) wird jetzt zur Inte-
gralgleichung fir 1(z),

1
Asinkz + Bcoskz = — /dz’ K(z—2)I(2) (8.35)

C

mit dem Kern

K(z-2)= /27r dy’ /a 4 dp/exp(ikj\/a2 —2aplcos g ¥Rt - Z/|2).
0 0 ma2y/a? — 2ap' cos ' + p2 + |z — 2/|?

Die Konstanten A und B folgen aus den Randbedingungen, die Speisung
bei z = 0 und die Terminierung I(z = +d/2) = 0 bei z = £d/2.
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Kapitel 9

Streuung an kleinen
Objekten

Wir betrachten die Streuung von elektromagnetischer Strahlung der Wel-
lenldnge A an kleinen Objekten der Dimension d < A. Die Idee ist, dass die
einfallende Strahlung E}, B; im Objekt Strome induziert, wodurch diese zu
strahlen beginnen. Die abgestrahlte Leistung ergibt sich aus der kohdarenten

—

K

E.B
R RN
Y

~—_
v

Abb. 9.1: Lichtstreuung an einem kleinen Objekt. Die einfallende Welle
E;, B; induziert im streuenden Objekt Strome, welche ihrerseits die ‘gestreu-
te’ Strahlung FEs, B generieren.

Superposition der durch die einfallende Welle erzeugten Multipolfelder. Die-
se héngen im allgemeinen von der Polarisation der einfallenden Strahlung
ab. Fiir d < X sind vor allem die niedrigsten Multipole von Bedeutung. Wir
formulieren zuerst, wie die durch Ei, B; induzierten Momente p und m ein
Streufeld erzeugen. Im zweiten Schritt untersuchen wir, welche Momente p’
und m durch die einfallende Welle tatséchlich erzeugt werden, und zwar fiir
die Félle einer dielektrischen Kugel, einer ideal-metallischen Kugel und ei-
ner Kollektion von Streuern. Anschliessend diskutieren wir die Streuung in

199
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einem durch de(7), dpu(7) charakterisierten Medium und diskutieren einige
Anwendungen wie etwa die Frage, warum der Himmel blau ist.

9.1 Streuwellen

Wir betrachten nun eine entlang k; einfallende ebene Welle mit Polarisation
&

(9.1)

e
M
=
D

.
I

3

|

1

g
\.(‘F

= k;’L X L,

<.

mit k; = w/c. Dabei wéhlen wie pn = ¢ = 1. Dieses Feld induziert im Streuer
die Dipolmomente p’ und 7}, welche nun ihrerseits ein Strahlungsfeld gene-
rieren. In der Fernzone finden wir mit (8.18), (8.28) die Ausdriicke

. eik’r

E, = kK—[(Fxp)x7—7xm], (9.2)
T

Es = f'xﬁs.

Die in Richtung 7 abgestrahlte Leistung der Polarisation & normieren wir
auf die einfallende Leistung und erhalten den differentiellen Wirkungsquer-
schnitt

Leistung im Raumwinkel df2

d p—
7 Einfallende Leistung pro Fliache
)
(r2dQc/8) [E* - E
= —5 (9.3)
(c/8n)|€i* - E;

wobei wir benutzt haben, dass
ExB*=Ex(fxE*)=|EP -7

und wir haben den entlang & projizierten Anteil der gestreuten Strahlung
rausgefiltert.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt hangt von der Richtung 7, der gewéhl-
ten Polarisation &, der Einfallsrichtung k;, und der einfallenden Polarisation
€; ab und hat die Einheit einer Fléche. Setzt man (9.1) in (9.1) ein, erhélt
man

do k4

0 :E7|5*-ﬁ+ (7 x &%) -ml|>. (9.4)

Die Variabeln p'und m héngen dabei von der Richtung /2:1-, der Polarisation
&;, und der Intensitit der E? der einfallenden Strahlung ab. Mit (9.1) haben
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wir das Rayleigh-Gesetz erhalten, welches besagt, dass kurzwellige Strahlung

starker gestreut wird als langwellige,

do 4 4
70 & k* oder w". (9.5)

9.2 Dielektrische Kugel

Mit der Permeabilitdt p = 1 erzeugt das einfallende elektrische Feld in der
Kugel mit Radius R und dielektrischer Konstanten € ein Dipolmoment

e—1 .

p=

siehe (4.63). Es wird kein magnetisches Moment erzeugt, m = 0. Der diffe-
rentielle Wirkungsquerschnitt folgt aus (9.4),

do a6

5_12 -k =2
70 — | |E" & (9.6)

e+2

Wir erinnern uns, dass die Dipolstrahlung in der Ebene definiert durch g || &;

Es

y p
Abb. 9.2: Polarisation in der Lichtstreuung.

und 7 linear polarisiert ist. Die einfallende Strahlung ist meist unpolarisiert
und wir mitteln (9.6) bei fixer Einfallsrichtung k; und fixer Polarisation &
des Analysators iiber einfallende Polarisationen &;. Mit den Koordinaten

Abb. 9.3: Koordinaten zur
Berechnung der Streuquer-
schnitte.
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definiert wie in Abbildung 9.3 skizziert erhalten wir

2

Mik4R6 e—1

D) 2 cos® ¥, wobei || <> entlang £, (9.7)
€
d KRS |e — 1/
dg_ = 2R £ ol wobei | «+ entlang g2
€

Die Bezeichnungen || und L beziehen sich also auf die Streuebene. Man
definiert die Polarisation II(9) der gestreuten Strahlung durch (vgl. Abb.
9.4)

Ogo — Oqgo sin? o
TI(9) - . (9.8)
(9QUJ_+8QUH 1+ cos? ¥
1
Abb. 9.4: Polarisation II(1)
und differentieller Wirkungs-
12l - querschnitt do/d$2(19).
S
0 /2 v Tl

Der totale differentielle Wirkungsquerschnitt ergibt sich zu (vgl. Abb. 9.4)

2

d k*RS
o _ (1 + cos?¥)

a2

e—1
e+2

und man erhélt daraus den totalen Wirkungsquerschnitt

d 2
a:/dQU:&Tk4R6

e—1

e+2 (9:9)

ds} 3

Je nach Streurichtung findet man unpolarisiertes Licht (im Vor-/Riickw” artskanal)
oder voll polarisiertes Licht (senkrecht zur Einfallsachse), vgl. Abb. 9.5.

9.3 Ideal leitende Kugel

Das induzierte Dipolmoment

—

7= R3E; (9.10)
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hwache, aber meist
/e

L polar. Strahlung

einf. Welle T intensive, unpolarisierte
unpolar. l Strahiung

Abb. 9.5: Einfallendes unpolarisiertes Licht erzeugt unpolarisiertes Licht
im Vor-/Riickw” artskanal und voll polarisiertes Licht senkrecht zur Einfall-
sachse.

folgt aus (2.27). Die leitende Kugel entwickelt auch ein magnetisches Dipol-
moment: Die relevante Randbedingung ist B, = 0 auf der Kugeloberflache
und die Losung des entsprechenden Randwertproblems liefert

M= ——B;. (9.11)

Fiir eine linear polarisierte einfallende Strahlung, bilden o, m und k; ein
Dreibein. Mit (9.4) erhalten wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

d .

d% — KRS & — L7 x &) - (B x &) (9.12)
Beachte die Interferenz zwischen den elektrischen und magnetischen Dipol-
momenten. Fiir die parallel und senkrecht polarisierten differentiellen Wir-
kungsquerschnitte erhalt man nach Mittelung tiber die einfallende Polarisa-

tion &j,

d kRS

% = (cos ¥ — %)2 (9.13)
d ]434 6

% = 2R (1—%cos19)2.

Schliesslich erhalten wie daraus fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt
und die Polarisation der Strahlung
d
£ = K'R®[3(1+ cos®¥) — cos V], (9.14)
3sin? ¥
W) = 1
() 5(1 4 cos? ) — 8cos v’ (9:15)

und fiir den totalen Wirkungsquerschnitt

= —~k'RC.
7773

Der Streupeak in Riickwéartsrichtung wird durch die Interferenz zwischen p’
und m erzeugt. Beachte, dass fiir dk ~ 1 hohere Multipole berticksichtigt
werden miissen. Fiir kd > 1 sind wir im Limes der Optik und wir werden
im Kapitel 10 darauf eingehen.
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Abb. 9.6: Polarisation und
differentieller Wirkungsquer-
X S~ schnitt fiir die Streuung an
einer ideal leitenden Kugel;
14 n) beachte den Peak in der
Riickwértsrichtung, ein Inter-
ferenzeffekt von elektrischem
und magnetischem Dipol.

9.4 Kollektion von Streuern

Betrachte eine Kollektion von kleinen (kd < 1) Streuern plaziert in den Posi-
tionen 7. Jeder dieser Streuer tragt zum differenziellen Wirkungsquerschnitt
bei, wobei die Felder (nicht Intensitdten) der einzelnen Beitrige kohérent
addiert werden miissen. Dabei miissen wir die (relativen) Phasen ¢;,

berticksichtigen, mit denen die einzelnen Streuer angeregt werden, sowie die
Phasen g,
— ik Ty

€ - SDS’

unter denen der Beobachtungspunkt 7 erscheint (vgl. Abb. 9.7; wir nehmen
den Beobachtungspunkt weit weg von den Streuern). Zwei Streuer tragen

S

Abb. 9.7: Phasendifferenzen ¢; und ¢g zwischen Streubeitrédgen von ver-
schiedenen Streuern.

dann mit der Phasendifferenz ; — o5 zum Streufeld bei und der differentielle
Wirkungsquerschnitt (9.4) verallgemeinert sich zu

do k4

10 = 52 | 2ET B+ (P x ) il T (9.16)

J
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mit dem Streuvektor § = k; — k;7. Fiir identische Streuer lisst sich die
Antwort faktorisieren im differenziellen Wirkungsquerschnitt des einzelnen
Streuers und dem Strukturfaktor

2
S(q) =) | =) M), (9.17)
j ij

Sind die einzelnen Streuer zuféllig angeordnet so geben nur die Terme ¢ = j
einen Beitrag und S(¢’) ist gleich N, der Anzahl Streuer; dies ist der Fall
der inkoheranten Superposition. Sind die Streuer regelméssig im Raum ange-
ordnet, d.h. auf reguldren Gitterplétzen, so erhdlt man Interferenzeffekte die
sich in sogenannten Braggpeaks manifestieren. Diese Interferenzpeaks treten
auf wenn die Bragg-Bedingung ¢ - @; = 2mn; erfiillt ist, wobei d@; die Gitter-
vektoren bezeichnen. Beachte, dass die Bragg-Bedingung ausser fiir n; = 0,
nur erfiillt werden kann falls' 2ka > 1 ist, d.h., die Wellenléinge des Lichtes
muss kleiner als die Gitterkonstante a sein. Fiir ibliche Festkorper bedeutet
dies, dass das Licht im Rontgenbereich mit A ~ Aliegen muss; kolloidale
Festkorper zeigen Interferenzeffekte im sichtbaren Bereich des Spektrums.

9.5 Inhomogene Medien

Wir betrachten ein Medium mit ortsabhéngiger dielektrischer Konstanten
und Permeabilitat

e() = eo+de(7), (9.18)
p(™) = po+ou(r),

wobei die Stérungen de, du klein sein sollen. Mit Hilfe der quellfreien Maxwell-
Gleichungen

V-D=0, V-B=0,

L 1 - T

VXE:—*atB, VXH:fatD
c

erhalten wir fiir D eine getriebene Wellengleichung

VD - P02 p = VXV x (D-ekE)
c
+ %Uaﬁ x (B — poH). (9.19)
Wir nehmen wie iiblich eine harmonische Zeitabhéngigkeit proportional zu
e~ ™! an und erhalten die Gleichung

i&ow =3

Vx (B—uH). (9.20)

(V24 kD =-VxVx(D—-egkE)-

C

1beau:hte, dass gmax = 2k ist.
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Die Integration mit Hilfe der Greenschen Funktion (5.46) liefert die Inte-
gralgleichung

. . 1 iklr=r'| . .

B(7) = D(F)+4/d3r"|i 9T (B =0
7

ZEO”V’ (B — pof ). (9.21)

Dabei bezeichnet D;(7) die Lésung der homogenen Gleichung, eine einfal-
lende Welle. Zur Beschreibung des Streuproblems wéhlen wir den Punkt 7
in der Fernzone, weit weg von den streuenden Inhomogenitiaten. Wir setzen
dann die Losung im Strahlungsbereich asymptotisch an als

D =% D+ A (f*)ei:r (9.22)
und erhalten aus (9.21) die Streuamplitude
A = 41%/613/ SR (G % 7 x (D — 2o
FEG (B o)
= er/d?’ "e T % (D — g0 )] x 7
_%"f x (B — poH)}. (9.23)

Der Vergleich mit (9.2) ergibt die Analogie (D—eoE ) < pund (B—poH ) <
m. Fir den differenziellen Wirkungsquerschnitt findet man

do  |&%- A2

M= DF (9.24)

wo € die Polarisation der gestreuten Strahlung angibt. Es bleibt die Inte-
gralgleichung (9.21) zu 16sen. Fiir kleine Stoérungen sollten D — ¢oE und
B - uoﬁ klein sein. Man 16st dann (9.21) approximativ, indem man im In-
tegral D durch D; und B durch B; ersetzt (Born’sche Approximation, kann
iterativ zur Bornschen Reihe verbessert werden). Mit

D= (eo+0e)E, B = (uo+op)H (9.25)

erhalten wir als Quellterme

D—gE = (e+0e)E— gk~

. . Su(7) =
Bt ~ Mg, (9.26)
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Fiir die ungestorten einfallenden Felder setzen wir an

Di() = &DieNT, (9.27)
Bi(7) = "k x Di(7),
€0

und erhalten fiir die Streuamplitude den Ausdruck

&* A(l) _
/d3 ! zqr ——* . 5L56(7”) (928)
€0
Su(F
+(F xEF)- (k; X &) uir) ,
Ho
wobei § = k; — k;# wiederum den Streuvektor bezeichnet und /_fs(l) die erste

Bornsche Approximation ist. Fiir den Fall einer kleinen dielektrischen Kugel
reduziert sich (9.28) auf das alte Resultat (9.6): Mit €™ ~ 1, gy = 1,
de = const in einer Kugel mit Radius R, erhalten wir im Limes ¢ — 0

do
aQ

56

= KRS |=| |&" - &)*. (9.29)

9.6 Anwendungen

Wir untersuchen zwei Anwendungen, das Himmelsblau und die kritische
Opaleszenz.

9.6.1 Himmelsblau

Die quantitative Untersuchung des Farbenspiels am Himmel geht auf Lord
Rayleigh zuriick. Wir starten von (9.28) und schreiben fiir de(7) die Va-
riation der Dielektrizitatskonstanten aufgrund der Prasenz mikroskopischer
Dipole

i = B (9.30)

an der Position 77,

) =D Ampatd (7 = 7). (9.31)

Einsetzen in (9.28) und quadrieren geméss (9.24) liefert den differenziellen
Wirkungsquerschnitt

do
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Die inkohérente Summation ergibt den Strukturfaktor S(¢) = N und wir
approximieren ypo1 & (¢ —1)/47n (n ist die Dichte der streunden Molekiile).
Somit erhalten wir den Wirkungsquerschnitt pro Molekiil in Abhéngigkeit
des Brechungsindexes npg’
4 4

0 |Molekil = #k — 1= 3%%(713 - 1), (9.33)
Mit dem Wirkungsquerschnitt o pro Molekiil verliert der einfallende Strahl
auf der Weglange dz den Bruchteil ndz o seiner Intensitét,

dl = —Inodz, (9.34)
I = Iye ™%
und wir erhalten fiir den Dampfungsfaktor
2 4
a(w) = ——(np — 1)%, (9.35)

-~ 3mnct

das berithmte Rayleighsche w?-Gesetz. Damit verstehen wir sofort das Him-
melsblau und die rote Abendsonne, vgl. Abb. 9.8: kurzwelliges, hochfrequen-
tes, blaues Licht wird starker gestreut als langwelliges, niederfrequentes ro-
tes:

i blau ''Ybla
> P14 . 7
> vivy rot
@ weisses blau
Licht
(§ I Erde
Atmosphare

Abb. 9.8: Weisses Licht (mit allen Frequenzen) von der Sonne links fllt
auf die Atmosphére der Erde. Die Blauanteile werden gestreut gestreut, die
roten Anteile bleiben iibrig.

Quantitative ergibt sich fiir die Dampfung der Farben durch die Erdatmo-
sphére (siche auch Abb. 9.10):

Farbe Mittags Abends/Morgens
Rot (6500 A) 0.96 0.21
Griin (5200 A) 0.90 0.024
Violett (4100 A)  0.76 0.000065

Wir nutzen (¢ — 1)? = (n% — 1)> = (np + 1)%(ng — 1)? = 4(np — 1)
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rot griin  violett .

| A 07 05 04 um Abb. 9.9 Dampfung
> in  Abhingigkeit  von
Ng B Wellenlénge und Einfalls-
z | Einfall winkel.
10°

| Meeresspiegel Meeresspiegel

| morgends, abends mittags \
10 : : : :

0 1 2 3 4 ev

Zur Polarisation bemerken wir, dass geméss (9.8) zur Mittagszeit das im
Zenit beobachtete Licht unpolarisiert ist, wihrendem das flach einfallende
gestreute Licht polarisiert ist, vgl. Abb. 9.10. Beachte, dass im Dampfungs-

|

l einfallendes

gestreutes Licht

Licht

Abb. 9.10: Einfallendes Licht von oben ist unpolarisiert, von der Seite ein-
fallendes gestreutes Licht, ist vollstandig polarisiert; in Realitt betragt die
Polarisation bei A\ = 550nm aber nur gerade 75 %.

faktor a, (9.35), die Atomizitiit via der Molekiildichte n (~ 2.7 - 10 cm ™3
N.T.P) eingeht.

9.6.2 Kritische Opaleszenz

Die kritische Opaleszenz beruht auf Dichteschwankungen dn () die eine Va-
riation in der Dielektrizitatskonstanten nach sich ziehen,

Oe (e—-1)(e+2)

0e(r) = Z-on(r) = ™

o sn(i), (9.36)

wo wir die Clausius-Mosotti Relation gebraucht haben. Mit (9.28) erhalten
wir wiederum

—

e -As L, . 25—1 )(e +2) / ) i
=c" gk on(r) e " .
Dy © e 127mne n(r) (9:37)
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und der Dampfungsfaktor ergibt sich zu (der Faktor 87/3 ergibt sich aus
der Winkelmittelung iiber | - &;|?)

_ / a0 (9.38)

1 k4
3 14472 n2

—1)( 2)
G Chx ' / Brd®r €T (80 (7)on (7))

5(q)

Der Strukturfaktor S(g') hingt mit der Kompressibilitit ky = —V =19,V |r
zusammen gemass

2
T
S(q) = %{;52 (Ornstein-Zernicke). (9.39)
Dabei beschreibt ¢ diejenige Léngenskala iiber welche die Fluktuationen
on(r") via Wechselwirkungen zwischen den Molekiilen korreliert sind. Am
kritischen Punkt des Gas-Fliissigkeits-Uberganges divergiert die Kompres-

sibilitdt kK7 und das Medium wir undurchsichtig fiir ¢ — 0:

1 ,e=DE+2) kT
= — 4
a(q) ok 3 T+ g% (9.40)
1
T -
f( ) ’T—Tc‘l/z v
1
KT

Nahe beim Phaseniibergang divergiert die Korrelationslange £(7") und wir

gasformig Abb. 9.11: Phasendiagramm

p
ol zur kritischen Opaleszenz. Bei
c (Veype) ist & = =V 19,Vr, =
0.
T = const
Ve v

miissen die ¢g-Abhéngigkeit beriicksichtigen: wihrenddem kleine g-Werte (sicht-
bares Licht ist langwellig auf der atomaren Skala) bei kleinen Werten von &
schwach geddmpft sind, werden diese mit der Zunahme von £ in der Nahe
des kritischen Punktes stark geddmpft (siehe Rosenfeld, Theory of Electrons,
Kap.V.6).



Kapitel 10

Beugung/Diffraktion von
Licht

Im letzten Kapitel haben wir uns mit der Streuung von (langwelligem) Licht
an kleinen Objekten befasst, A > d. Hier konzentrieren wir uns auf den
gegenteiligen Limes A < d, d.h., wir betrachten die Beugung von Licht
an den Rdandern grosser Objekte. Wir kénnen Beugungsphénomene oft als
Korrekturen zur geometrischen Optik auffassen, ein typisches Beispiel ist
der Durchgang von Licht durch die Apertur eines Schirmes, vgl. Abb. 10.1.
Fir A — 0 gilt die geometrische oder Strahlungsoptik und wir erhalten
scharfe Schatten; endliche Wellenléngen A > 0 fithren zu Beugungseffekten

@ | . (b) 17
- I

—_— e
—_— e

E— —_—
—_— _— —_— _—
—_— —_— e —_—
—_— —_— E— B

e —_—
—_— e
—_— e

X X

Abb. 10.1: Intensit”at des Lichtes nach dem Durchgang durch einen Spalt
der Breite d > A fiir den Fall der geometrischen Optik (links) und der
Wellenoptik (rechts, Beugung).

in der Wellenoptik, wobei die langwellige Strahlung (rot) stérker gebeugt
wird als die kurzwellige (blau). Dies ist umgekehrt zum Prisma, wo die
blauen Strahlen stirker gebrochen werden.!

190 sind die Héfe von Sonne und Mond aussen rot und damit Beugungserscheinungen
an Wassertropfchen einer Nebelschicht; die Halos um Sonne und Mond sind aussen blau
und entstehen durch Brechung an Eiskristallen in den Zirruswolken.

211
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Mit Beugungserscheinungen lasst sich problemlos eine interessante Optikvor-
lesung ausfiillen. Hier beschrénken wir uns auf einige Beispiele: Wir starten
mit der skalaren Diffraktionstheorie ( = Beugungstheorie), d.h. statt Vek-
toren E und B betrachten wir ein komplexes skalares Feld u(7), welches
der Wellengleichung geniigt. Dies ist nicht nur eine akademische Vereinfa-
chung: Zum ersten gilt alles, was hier erarbeitet wird, auch fiir die Quan-
tenmechanik, wo v = W(7) die komplexe Wellenfunktion fiir ein Teilchen
darstellt (zum Beispiel Diffraktion von He-Atomen). Zweitens kann man
zeigen, dass die Intensitdtsverteilung I(7) von unpolarisiertem Licht gerade
durch I = |u(7)[* gegeben ist, wo u unser skalares Wellenfeld ist. Wir leiten
die Kirchhoff-Gesetze der Beugung her und diskutieren ihre (In-)Konsistenz
und den Zusammenhang zum Huygens Prinzip. Wir definieren die Begrif-
fe der Fraunhofer- und der Fresnelbeugung und Diskutieren den Ubergang
vom Licht zum Schatten, beides in der Strahlen- und in der Wellenoptik.
Schliesslich folgen einige Beispiele zu Fraunhofer- und Fresnelbeugung. Be-
sondere Aufmerksamkeit gilt der Beugung an der Halbebene, welche sich
exakt 16sen lisst (Wiener-Hopf Methode, siche Ubungen.?). Zum Abschluss
noch einige Bemerkungen zum vektoriellen Beugungsproblem, der Beugung
von polarisierten elektromagnetischen Wellen.

10.1 Kirchhoff’sche Beugungstheorie

Das Huygens-Fresnel Prinzip besagt, dass sich der kiinftige Verlauf einer
beliebig vorgegebenen Wellenflache bestimmen lasst, indem man von jedem
ihrer Punkte eine (phasenkorrelierte) Kugelwelle ausgehen lésst und deren
Umbhiillende konstruiert. Eine hiibsche Anwendung dieses Prinzips liefert die
Brechungsgesetze von Snellius an der Grenzschicht zweier Medien. Mit seiner
Analyse hat Kirchhoff gezeigt, dass das Huygens Prinzip eine Folgerung der
optischen Differentialgleichungen fiir das Wellenfeld ist.

Unser (Beugungs-)Problem definieren wir wie folgt: Es sei u(7,¢) ein (mo-
nochromatisches) skalares Wellenfeld,

welches die Helmholtzgleichung erfiillt,
(A+EHu(P) =0, k=uw/e (10.1)

Dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum und e und g haben wir
beide gleich 1 gesetzt.

Typische Randbedingungen sind folgende: Eine Quelle (z.B., eine Punkt-
quelle bei Py, welche eine Kugelwelle exp[i(kr—wt)]/r aussendet) erzeugt ein

2Es gibt nur wenige analytisch exakt lésbare Beugungsprobleme.
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Wellenfeld, das auf einen Schirm S mit Aperturen S4 trifft, vgl. Abb. 10.2.
Das vom Schirm reflektierte oder absorbierte Licht interessiert uns nicht. Das
durch die Apertur durchtretende und gebeugte Licht wird durch einen De-
tektor (in P) aufgefangen. Uns interessiert die im Detektor P ankommende
Strahlungsintensitit.? Wir wenden den Greenschen Satz im ‘Ausseren’ auf

Ausseres
Apertur X
J/D@oktor

Schirm Sg

AN

Inneres

=S+ S

Abb. 10.2: Geometrie zur Kirchhoffschen Beugungstheorie: Die von der
Quelle Py im ‘Innern’ generierten Kugelwellen treffen auf den Schirm S mit
Apertur S4, S = Sa + Sg; die Strahlen propagieren weiter zum Detektor
P im ‘Aussenraum’. Der Schirm wird im Unendlichen durch S, geschlos-
sen. Die beziiglich Py und P definierten Koordinaten werden mit # und #
bezeichnet.

die beiden Funktionen » und v an, wo u das durch die Quelle P, erzeugte
Feld im Aussenraum, und v das Testfeld

e(ikzr)

(10.2)

v 4dmr
(mit der Zeitabhéngigkeit o< exp(—iwt)) bezeichnet; das Testfeld erfiillt die
Wellengleichung (A + k?)v = 0, wobei 7 von P aus gemessen wird. Der
Greensche Satz

v (%) (10.3)

d3r uAv—vAu:/ d?r (u— —v— ).
/‘V/Ausscn ( ) S+Sp+soo ( an an

lasst sich wie folgt auswerten: die linke Seite verschwindet, ebenso das In-
tegral iiber So auf der rechten Seite, denn mit v = exp(ikr)/4mr und
|7 — 7'| ~ r auf So mit 7/ im Endlichen ist

/ dQ (udhv — vOu)r? = / B bl (iku — Bo) —u). (10.4)
Soo Soo 471'

30ft besteht der Detektor aus einem zweiten Beobachtungsschirm.
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Weiter ist u ~ f(Q) exp(ikr)/r, so dass die rechte Seite in
ikr

[ Bl (r) - 1 o

iibergeht. Das Integral iiber Sp liefert gerade v im Punkt P, up, da wir mit
der Testfunktion

ikr
v=" (10.5)

 4qr

die Greensche Funktion des freien Raumes mit Quelle in P gewahlt haben.
Wir erhalten das Integraltheorem von Helmholtz und Kirchhoff,

up (10.6)

1 2 <8u okt 8eikr>'

:Es on r  “on r

Die Beziehung (10.6) ist exakt, ergibt aber keine Losung des Problems, da
wir u auf S nicht kennen. Vielmehr gilt es, eine selbstkonsistente Losung
der Integralgleichung (10.6) zu finden, ein im allgemeinen sehr schwieriges
Problem.

Die Kirchhoff-Approzimation geht nun einen Schritt weiter und nimmt an,
dass das Wellenfeld u(7)

1. auf dem Schirm Sg verschwindet und

2. ungestort durch die Appertur Sy tritt (fiir d > A\ vernachldssigen wir
Randeffekte des Schirmes).

Mathematisch ergeben sich daraus die Beziehungen (vgl. Abb. 10.3):

auf Sg: uw=0, Oyu=0; (10.7)
ikro tkro 1

auf Sy : wu= A ,  Opu= A [zk‘ - —} (— cos ). (10.8)
To To To

Evaluieren wir analog v und d,v auf S,

ezkr ezkr

Opv =

1
auf Sq: v [zk‘ — f] cos v, (10.9)
T

=
so erhalten wir in fiihrender Ordnung in 1/krg, 1/kr das Resultat

A e T s 0+ cos 10.10
up ~ ﬁ s, T 7‘07’,4[(:05 -+ cos 0]. ( . )

Die Kirchhoff-Approximation (10.10) ist sehr elegant aber leider auch inkon-
sistent (und trotzdem brauchbar). Aus der Riemannschen Funktionentheorie
folgt: Wenn ein 2D Potential (Au = 0, u harmonisch, analytisch) entlang
eines Kurvenstiickes mitsamt seiner Normalenableitung verschwindet, so ist
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Abb. 10.3: Definition der in
der Kirchhoff-Approximation
benutzten Geometrie.

Vv, v
r, Y r
R | P
A
S=S+ 3§

u = 0. Dieser Satz lasst sich auf Losungen der Wellengleichung verallgemei-
nern und gilt zudem auch in 3D, wenn statt eines Kurven- ein Flachenstiick
betrachtet wird. Auch reproduziert (10.10) auf S nicht die in (10.7) vorge-
gebene Abhéngigkeit fiir u. Abhilfe leistet die Substitution der Testfunktion
v (= freie Greenfunktion) durch die echte Greenfunktion mit

Dirichlet Randbedingungen auf S': Gp oder
Neumann Randbedingungen auf S: Gy. (10.11)

Die obige Analyse lésst sich trivial fiir den planaren Schirm wiederholen,
siche Abb. 10.4, wo

eikr eikrs
Gp = — : 10.12
b drr  4dmrg ( )
eikr eikrs

GN =

dr  dmrg

Im Rahmen der Kirchhoff-Approximation ergeben sich die Resultate

Abb. 10.4: Spiegelquelle in
P, zur Definition der Green-
schen Funktion zum planaren
Schirm.

cik(r+ro) [ oS 9+ costy, (v =™ /dmr),
up = 5oy d?r ————{ 2cos, (v=Gp), (10.13)
WA IS ror 2 cos Yy, (v=Gn).
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Die Gleichung (10.13) erkldrt, warum die Kirchhoffapproximation trotz ihrer
Inkonsistenzen gute Resultate liefert: Die uns interessierenden Werte von up
liegen in mehr oder weniger direkter Verbindung zur Quelle Py (sonst ist P
im Schatten und daher up ~ 0). Daher ist cos? &~ cosvy und alle drei
Formeln in (10.13) sind in etwa gleichwertig. Wir werden mit dem Ausdruck

A ik(r+ro)
up & / d2r S cos® (10.14)

A Jg " roT
Weiterfahrer}'. Die Gleichung (10.14) entspricht genau dem Huygens Prinzip:
Die auf die Offnung S 4 auftreffende Welle pflanzt sich via Ausstrahlung von
phasenkorrelierten Partialwellen fort, welche in P interferieren und dort die

Amplitude up erzeugen.?

10.2 Fraunhofer- und Fresnelbeugung

Wir betrachten ein generisches Beugungsproblem an der Apertur S eines
Schirmes Sg und fithren Koordinaten ein, wie in Abb. 10.5 gezeigt. Die Ko-

X
S Abb. 10.5: Definition der Ko-
SAE y > ordinaten &, n, ¢ in der Aper-
! tur zur Darstellung der Phase

d(&,n).

ordinaten (&, n, ¢ = 0) tiberstreichen die Apertur. Mit Ry, R > d, wobei d die
Dimension der Apertur ist, konnen wir den Nenner 1/ror in (10.14) ersetzen
durch 1/RgR. Fiir die Summe r 4 r¢ im Exponenten ist diese 0-te Approxi-
mation ungeniigend. Der Exponentialfaktor exp[ik(r 4+ rg)] iberstreicht bei
Variation von rg und r in der Apertur mehrmals den Einheitskreis in der

4Beachte, dass der Ausdruck (vgl. (10.6))

1
up = - Sd2ru

0Gp
—_ 10.15

n (10.15)
die auf S vorgegebenen Werte von u konsistent reproduziert. Einsetzen von (10.7) fiir u
und (10.12) fiir Gp erzeugt im Fernbereich kr > 1 den Ausdruck (10.14).
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komplexen Ebene® Wir entwickeln deshalb den Exponenten gemiiss

ro= (@24 (y—n?+22: (10.16)
~ }Jf_,—af—ﬂnJr;R[SQJrnz—(a§+ﬁn)2], (10.17)
1 RO
R-1

wobei @« = x/R, § = y/R die Richtungskosinus fiir die Verbindungslinie
0 — P bezeichnen, vgl. Abb. 10.6. Ebenso lasst sich rg mit Hilfe des Rich-

Abb. 10.6:  Definition der
Richtungskosinus a und § in
der Entwicklung der Phase ®.

tungskosinus —ag, —F zu 0 — Py entwickeln,

ro ~ Ro + apf + Bon + 2;0[52 + 1% — (o€ + Bon)?]. (10.18)

Fir den Phasenfaktor erhalten wir damit

eik(r+10) ~ pik(R+Ro) ,—ik®(&,1) (10.19)

mit der Phasenfunktion

2 2
®En) = (a—ag)+(B—PBo)n— <11%+}13,>5 ;77 (10.20)
2 2
+(a§ ;Rﬂﬁ) n (04052205077) _ (10.21)

Schliesslich ist auch der Kosinusfaktor langsam veranderlich und wir erhalten
das Schlussresultat

A cosv 'k(R+R0)/ — ik
A DR dédn e~ k®Em), 10.22
up MRORB SAfﬁe (10.22)

®Beachte, dass wir den Limes d > A betrachten; nur dann koénnen wir Randeffekte
(wie in (10.14) getan) vernachldssigen; wenn d ~ A bricht unsere Approximation (10.7)
zusammen.
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10.2.1 Fraunhofer Beugung

Man definiert als Fraunhofer Beugung den Limes Ry, R — oo, d.h., die
Quelle Py und der Beobachter P werden ins Unendliche geschickt, vgl. Abb.
10.7. Die Phasenfunktion vereinfacht sich dann dramatisch zu

A Abb. 10.7: Geometrie der Fraun-
L hoferschen Beugung mit dem
Quellpunkt Py und dem Beob-
achtungspunkt P im Unendli-

S chen, realisiert durch ein geeig-
netes Paar von Linsen.

P ~ (o — ao)é + (8 — Po), (10.23)

ist also linear in £ und 7.

10.2.2 Fresnel Beugung

Sind entweder die Quelle Py oder der Beobachter P oder beide im Endlichen,
so spricht man von Fresnel Beugung. Durch geeignete Wahl des Ursprungs
des £, n Koordinatensystems, vgl. Abb. 10.8, setzt man

o = o, ﬁ = Bo (10.24)

(beachte, dass der Ursprung abhingig von P wird) und ® wird quadratisch
in £ und n, was uns auf die Fresnelintegrale vom Typ

F(w) = /0 " exp(imt?/2) (10.25)

fiihren wird. Wir werden fiir beide Falle, Fraunhofer- und Fresnel Beugung
verschiedene Beispiele betrachten; zuerst aber noch einige grundsatzliche
Aussagen.
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R Abb. 10.8: Geometrie der Fres-
nelbeugung mit dem Quellpunkt
Py und dem Beobachtungspunkt
P im Endlichen. Der Schnitt-
punkt ‘0’ von Schirmebene und
rrrrrrrrrrrrrrrr —_— Sichtlinie ist abhingig vom Be-
obachtungspunkt P.

P

10.3 Babinetsches Prinzip

Wir definieren den zum Schirm S = Sg + 54 komplementiren Schirm S, =
Ses + Sca, wobel

Ses = Sa, Sea = Sgs.
Es gilt damit

Abb. 10.9: Komplement” arer
Schirm S.s mit komple-
ment”arer Apertur S.4 zum
Schirm definiert durch Su
und Sg.

S =84+S5.4=2S5.. (10.26)
Das Prinzip von Babinet besagt, dass sich die zu S, gehorige Amplitude u.p
aus der zu S gehorigen Amplitude up durch die triviale Manipulation

Uep = Ugp — UP (10.27)

ergibt, wobei
eik’r‘o
upp = A

0 lin p
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das ungestorte Quellfeld ist. Zum Beweis gehen wir auf das (exakte) Inte-
graltheorem von Helmholtz und Kirchhoff (10.6) zuriick. Im Rahmen des
Huygens Prinzips finden wir

1 0 <8U eik’r o eikr)
up + Ucp = —— dr | — —u—
Sa

47 on r “an r

N i d2r (8u eik’r B 8eikr)

u
AT Js, on r on r

1 dQT <(:)u ez’kr g eikr)

:ES on r  on r

= upp

Die letzte Gleichheit gilt als Folge des Integraltheorems von Helmholtz und
Kirchhoff (10.6). In der Fraunhofer Beugung ist upy = 0 weg von Qo (vgl.
Abb. 10.10) und es ergeben sich gleiche Intensitdten, I.p = Ip. Im allge-
meinen sind Korrekturen durch Interferenzterme zu erwarten, I.p = Ip +
Interferenzterme.

Abb. 10.10: Zur Fraunho-
fer Streuung und dem Babinet
Prinzip: es ist ugp = 0 iiberall
ausser im Brennpunkt Q)g.

10.4 Optische Intensitat

In der Elektrodynamik treten an Stelle von Skalarfeldern u die Vektorfelder
E und B. Analog zur Integralbeziehung (10.6) kann man z.B. fiir das E-Feld



10.4. OPTISCHE INTENSITAT 221

schreiben (mit e/*” /4xr — G; schreibe (10.6) fiir jede Komponente von E)

Ep = /Sd% [GO.E — E 8,G) (10.28)
<0der expliziter in Koordinaten,

E(F) = /S d*' [G(r,7') (7' - VE(F') — E(F') (i - V'G(F, F’))]).

Die Behandlung der Felder erlaubt es, Polarisationseffekte in der Diffrak-
tionstheorie elektromagnetischer Wellen zu beschreiben (beachte, dass sich
das B-Feld via B = k x FE ergibt (Fernzone)); wir werden spéter darauf
zuriickkommen. In der Optik ist man an Beugungsphénomenen von unpola-
risiertem Licht interessiert, insbesondere dessen zeitgemittelten Intensitéts-
verteilung

c = -

I=—(ExH). 10.29

C(Ex ) (10.29)
Man kann zeigen (siehe z.B. den Text von Born und Wolf), dass sich die
Intensitit I aus dem Amplitudenquadrat

Ip = |up|? (10.30)

ergibt, wo u gerade die Losung des skalaren Wellenproblems darstellt. Ent-
sprechend normieren wir u geméss (es ist p = a — ap, ¢ = 8 — o und wir
nutzen u < 1/R))

FE
/ dpdg u(p,q)f* = = (10.31)
Detektorschirm

Mit (10.22) gilt im Fraunhofer-Limes

Abb. 10.11: Die durch die
Apertur S, fliessende Ener-
gie F trifft auf den in der Di-
E stanz R positionierten Detek-
torschirm auf.
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u(p,q) = C ) dedn e~ 2mipE+an/A
A

= —2mi(p+aqn) /A _J € in S5y,
— [aanciene o clen={§ Bl

Mit Parseval gilt (benutze, dass v und C' Fouriertransformierte sind)

[dnicen® = 5 [ aatute.a)f

C2-Sy E/)\2R2

wobei Sy die Flache von S4 ist. Die Amplitude u lasst sich dann schreiben

als

L /£ dedn e~ kPE+an), (10.32)

u(p,q) = R Sa s,

Mit der Intensitiit im Zentrum Iy = |u(0,0)|? erhalten wir

_ _ _ 22
b= Pps = wp =%
T .
éu(n q) — \éAT) i dfdne_lk(p£+qn) (10'33)
A

10.5 Licht und Schatten

In unserem téglichen Leben erscheint das Phanomen des Schattens als recht
trivial, eine Folge unserer auf der geometrischen Optik beruhenden Wahr-
nehmung. In der Wellenmechanik andererseits ist das Phanomen des Schat-
tens durchaus nichttrivial. Wir beginnen mit der Untersuchung des Schat-
tenwurfes im Limes der geometrischen Optik.

10.5.1 Geometrische Optik, Eikonalapproximation

Gemaiss (10.4) konzentrieren wir uns auf das skalare Problem, welches uns
die Intensitat liefert. Das Skalarfeld u(7) geniigt der Wellengleichung

(A + E*)u =0, k* = epw?/c? = 4n? N2 (10.34)

Wir setzen p = 1, nehmen () ortsabhéngig und fithren die Konstante
k3 = gow?/c? = 4% /)% ein. Die Wellengleichung lisst sich dann schreiben
als ) )

S e(r

20 A 4 2V ) =0 10.35

o+ um =0, (10.35)
wobei £(7) /ey die relative Anderung der Brechungseigenschaften des Medi-
ums beschreibt. Der Grenzfall der geometrischen Optik ergibt sich aus der
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Wellenoptik im Limes Ay — 0. Dieser Limes in (10.35) ist singulér (der Ko-
effizient der hochsten Ableitung verschwindet; die Losungen sin kr, cos kr
werden singuldr). Um trotzdem Schliisse ziehen zu kénnen, machen wir den
Ansatz (Debye, Wentzel-Kramers-Brillouin; Phasenintegralndherung, Qua-
siklassische Naherung, Eikonalndherung)

u(F) = A(F)ethoS) (10.36)
A = Amplitudenfaktor,
S = Eikonal.

Wiéhrend ko — oo geht, werden A(7) und die Eikonalfunktion S(7) anstandig
bleiben. Einsetzen von (10.36) in (10.35) liefert in Ordnung A3 folgende Dif-
ferentialgleichungen fiir das Eikonal und die Amplitude®

. k2 7
(VS)? = 7:5(T)En2(f), O\2) — S,  (10.37)

kO €0
VinA-VS = —1AS,  O(\) — A (10.38)

Die erste Gleichung in (10.37) ist die Differentialgleichung des Eikonals S;
deren Losung determiniert den Gradienten von In A in Richtung S , aber
nicht orthogonal dazu. Entsprechend kann A in Richtung | VS springen.
Die Flachen S = const sind Flachen konstanter Phase = Wellenflachen, vgl.
Abb. 10.12. Deren Normalvektoren sind durch V.S gegeben und bestimmen
die Strahlrichtungen der geometrischen Optik. Im homogenen Medium mit
n = const. ist S linear,

S = n(azx+ By +v2)
a?4 32442 = 1
VS = (a,f,7) = Strahlrichtung. (10.39)

Die folgenden singuléren Losungen (n = const.)

- n
S = nr, VS =-—r,
T
- n
S = np, VS =—(z,y), (10.40)
P
6
Ozt = ikoud,S + ud,In A,
2u = —k2u(8.5)> + Qikou[%aiS 4 (859)(8, In A)] +O®KY),
2 2 = 2 k2 . 1 = =
S Aut K = —kou[(VS) - ?] +2zk0u[§As+v1nA~vs] ...
0
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Wellenflachen
Abb. 10.12: Die Strahlrich-

Strahlen tungen in der geometrischen
Optik sind als Orthogonale zu
den Wellenflachen S = const.
(Eikonalflachen) definiert.

gehoren zu Punktquellen (— Kugelwelle), und zu Linienquellen (— Zy-
linderwelle). In beiden Fillen verlaufen die Strahlen geradlinig. Im inhomo-
genen Medium mit n = n(7) verlaufen die Strahlen gekriimmt.

Der Schatten in der geometrischen Optik entsteht folgendermassen, vgl.
Abb. 10.13: Von einer Lichtquelle gehen (im homogenen Medium) gerad-
linige Strahlen aus. Treffen sie auf einen Schirm auf, der keine Strahlen
durchlésst, so entsteht dahinter ein Schatten, welcher geradlinig durch die
Strahlrichtungen begrenzt wird. Senkrecht zur Strahlrichtung fallt die Am-
plitude A(7) abrupt auf 0, konsistent mit (10.37). Im Limes

A—0, k—o0 (10.41)

erhalten wir eine scharfe Schattengrenze.

Quelle Abb. 10.13: Scharfe Schattengrenze
im Limes A — 0, k — oo (geometri-
sche Optik) hinter einem von einer
Quelle beleuchteten Schirm.

Schirm

Schatten
Licht

10.5.2 Schatten in der Wellenoptik

Die Entstehung des Schattens in der Wellenoptik ist schwieriger zu verste-
hen. Wir konnen nicht in aller Schérfe darauf eingehen und beschreiben
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hier nur die Grundidee. Ausgehend von (10.14) konstruiert man sich geméss
dem Huygens Prinzip die Amplitude up hinter dem beleuchteten Schirm
S =54+ Ss. Wiahlt man den Punkt P; in Sichtverbindung zur Quelle Py,

U

Po1
Quelle

02

p2 PZ

Abb. 10.14: Zur Entstehung des Schattens in der Wellenoptik: Die Quelle
in Py hat Sichtkontakt mit dem Beobachter bei P, nicht jedoch mit P,. Die
Punkte D; und D9y auf dem Schirm definieren stationdre Punkte der Phase
® (des Eikonals S). Liegt der stationdre Punkt D ausserhalb der Apertur
so befindet sich der zugehdrige Punkt P im Schatten.

d.h., Dy € S4, so findet man im Limes A — 0 das Resultat

etk (po1+p1)
up = A——. (10.42)
po1 + p1
Wiéhlt man andererseits P» ohne geradlinige Sichtverbindung zu Py, d.h.
Dy € Sg, so interferieren sich alle Wellenziige im Limes A — 0 zu 0,

up, =0, (10.43)

und wir sind in der Schattenzone. Wiederum erscheint die Schattengrenze
scharf — D ist entweder in S4 oder in Sg. Somit liefert die Fresnel Theorie
von Licht und Schatten im Limes A — 0 dasselbe Resultat wie die Geometri-
sche Optik, ndmlich dass sich das Licht im allgemeinen geradlinig fortpflanzt.
Fir A > 0 wird die Schattengrenze aufgeweicht - wir werden noch genauer
untersuchen, wie das geschieht (siche Beugung an der Halbebene).

Spezialfall: Beugung hinter der Kreisscheibe

Eine Ausnahme vom obigen Resultat erhalten wir, wenn die Phase k(r +
') auf einem endlichen Teil der Schirmkante konstant ist (im allgemeinen
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sind dies elliptisch gekrimmte Teile der Schirmkante, welche bei geeignetem
Lichteinfall aktiv werden). Als einfachsten Spezialfall diskutieren wir die
Kreisscheibe mit Py, P auf der Achse, vgl. Abb. 10.15. Mit (10.14) erhalten

WIr

Ry Abb. 10.15: Zur Beugung hin-
FiA ter der Kreisscheibe mit Radius
a; die Quelle Py und der Detektor
© < Py o P sind im Abstand pp und p auf
der Achse positioniert; das Signal
> up ergibt sich aus den Partialwel-
a X len ausgehend von Punkten auf
0 v der z-Achse.
r
[
P
0 eik(rJrro)
up = — dx 2mr ——— cos ¥,
A S, roT

(TQ = p2 + :UQ) cosv) = ,0/7“, ro ~ PO)
2w A )
e pe drr e”’”’/r2

ikpo /
IAPo p*+a?

ik
Q.WA'O etkpo iﬂ
1Apo ik r

oo

00 eikzr

+ / d'l" e
ikr?

va Vi ——

klein fir ka>1

o
=

o2 Ap eikro giky/p?+a?

A kpo \/p2 4 a2

Am Scheibenrand definieren wir die Erregung u, = Ae™” /pg, I, = |ug|®
und erhalten die Schlussresultate

up = ug 4 eik’\/p2+a2,
/p2+a2

2

(10.44)

Zentral hinter der Scheibe sieht man also in grosser Entfernung keinen Schei-
benschatten — nur direkt hinter der Scheibe herrscht Dunkelheit, wahrend-
dem weit weg die Intensitat auf der Mittellinie diejenige am Kreisrand er-
reicht. Man kann sagen, dass die Lichtwellen gleichsam um den Scheibenrand
herumschlagen und auf der Mittelachse positiv interferieren, im Gegensatz
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Abb. 10.16: Intensitdt des ge-
beugten Lichtes hinter der Kreis-
scheibe mit Radius a. Beachte,
dass weit hinter der Scheibe auf
der Achse die volle Intensitiat am
Rand beobachtet wird; weg von
der Achse verschwindet die In-
P tensitdt und erholt sich erst wie-
der beim Austritt aus dem Schat-
ten der Kreisscheibe.

o 11/

zu unseren Erwartungen geméss (10.5). Beachte aber, dass dieses singulére
Verhalten nur auf der Mittelachse realisiert ist — weg von der Achse treten
wir sofort in den Kreisschatten ein.

Spezialfall:Kreisférmige Blende

Fir die komplementére Blende erhalten wir

/ n2 2 ik
up = 72#/1/)62-,“,0 / o dr o
TAPo P r
= Uq |:€ikp ___P e’ p2+‘12} >
/p2 + CL2

2 2
a®+2p 2p
I = 1| - BV +a? = p)]
P N R LA
k 2
Y4l sin? 5L (10.46)
4p
Auf der Mittellinie hinter der Blende ergibt sich somit eine grosse An-
zahl von Dunkelstellen und die Intensitdt nimmt auf grossen Distanzen ab
gemiiss I(p) =~ I,(ka®/2p)?. Weitere interessante Fragestellungen betreffen
die Anzahl Dunkelstellen hinter dem Schirm, die Intensitdt direkt hinter
dem Schirm (p < a), und die Relation zwischen 10.5.2, 10.5.2 und dem
Babinet’sches Prizip, siche Ubungen.

10.6 Fraunhofer Beugung

Wir visieren mit einem auf ‘unendlich’ eingestellten Fernrohr durch die Beu-
gungsoffnung auf eine ‘unendlich’ entfernte Lichtquelle, siche 218 (Lichtquel-
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l l l l l l l Abb. 10.17: Intensitat hinter ei-

L % 5 ner kreisfrmigen Blende mit Ra-

%: dius a.

0y 1 >1/1,

le in der Brennebene der Kollimatorlinse), vgl. Abb. 10.18. Wir gehen von

Quelle

Abb. 10.18: Fraunhofer Beugung:
Licht von der Quelle wird von ei-
ner Kollimatorlinse parallel ausge-
richtet, tritt durch den Schirm hin-
durch und wird durch das Objek-

tiv des Fernrohres auf eine photo-
Objektiv des graphische Platte oder ein Okular
Fernrohrs fokussiert, von wo aus es als ebene
Welle ins Auge gelangt.

Photographische Platte

Kollimator—
linse

der Fraunhofer Formel (10.33) aus,

u(p,q) = \é? dgdne—ik:(p&rqn)7 (10.47)

Sa
p=a— g, q=/p5-Bo

Dabei sind &, n Koordinaten in der Apertur S4, S4 die Flache von S4 und
Iy die Intensitdt im Zentrum. Die sich ergebende Aufgabe ist trivial: Finde
die 2D Fouriertransformierte der Charakteristischen Funktion auf S4.
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n
S B S¢ Abb. 10.19: Fraunhofersche
A Beugung an einem Schirm mit
—-A 0 A £ rechteckiger Apertur der Di-
7 mension 24 x 2B.

10.6.1 Rechteck

/ dédn e~ PEtan) 2sin kpA 2sin kqB
k k )
Sa D q
sin kpA sin kqB
= VI
u(p, q) Vo oh e
sin kpA\2 /sinkqB\ 2
! = . (104
(p,q) o( o ) < s ) (10.48)

Einige Charakteristika der Funktion f(z) = ((sinz)/z)?:

Minima: r = 4w, 27, ...
. 3m  bm Tm
Maxima: O,tanr =2 >~ +—, £ —, +—, . ..
2 2 2
Werte: 1, 0.047,0.017,0.008

Die Breite der Struktur (Abstand zwischen Maximum und erstem Minimum)
ist ausgedriickt in der Winkelskala

kpA = m, (10.49)
—p = a—ap=7/kA, (10.50)
invers zur Apertur (die Beugungsstruktur im Winkel ist gerade die Fou-

riertransformierte der Apertur). Die Intensitdt ist in Abb. 10.20 in einem
Grauskalenplot aufgetragen.

10.6.2 Spalt
Die Beugung am Spalt ergibt sich aus dem Grenzwert

B> A (10.51)
des Rechtecks. Die bedeutet, dass sich die Lichtverteilung entlang ¢ zusam-

menzieht, siche Abb. 10.21. Durch einen einfachen Trick bekommen wir ein
1D-Resultat: Wir nehmen statt eines Quellenpunktes eine Quelllinie, so dass
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Abb. 10.20: Berechnete Lichtver-
teilung bei der Beugung am Recht-
eck; zum Vergleich mit dem Experi-
ment sei auf den Artikel von H. Lip-
son, C.A. Taylor, and B.J. Thomp-
son verwiesen (siehe auch Sommer-
feld ‘Optik’. Daten zu einer Aper-
tur von 8 mm X 7 mm und ei-
ner Wellenlinge A = 579nm (gel-
be Quecksilberlampe), 50-fache Ver-
grosserung, der Mittelbereich iiber-
belichtet.

q  2A
L, 2B

P

Abb. 10.21: Geometrie des Spalts und schematische Zeichnung des Fraun-
hoferschen Beugungsmusters.

wir die Intensitét in (10.48) iiber die Winkel ¢ integrieren kénnen. Mit (wir
nehmen ¢p und B gross und somit gopkB > 1)

/qo d(kqB) (Sink:qB)2 T
kB kqB kB

—q0

erhalten wir die Intensitatsverteilung

sin kpA) 2‘

I(p) = Io( T (10.52)

10.6.3 Kreis

Wir wéhlen die Koordinaten (vgl. Abb. 10.22)

& = pcos o, P = SCOsY
7 = psin ¢, q = ssiny
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sinus

S

Abb. 10.22: Fraunhoferbeugung an einer kreisférmigen Apertur mit Radius
a (links) und zugehorige Winkel (rechts).

/ dédn efik(Pf*Hm) - /a pdp /ﬂ do e tkps cos(d—1))
Sa 0 o

2w Jo(kps) Besselfunktion 0-ter Ordnung.

kas

p
= 2155 Ji(aks), [ / dp' ' Jo(p') = pJi(p)
Vi, a 2VTo

—us = 27TE Ji(aks) = . Ji(aks), (10.53)
—1I(s) = I 2:2 2[Jl(ak:s)] [J1(z) =~ x/2]. (10.54)

Die theoretischen Beugungsbilder sind in Abb. 10.23 dargestellt.

1
0.9
0.8

0 | I I DN =, . S I

0123456789

T

Abb. 10.23: Fraunhoferbeugung an einer kreisférmigen Apertur mit Radius
a. Links: graphische Darstellung der Intensitiitsverteilung y = (2.J1(z)/x)%.
Rechts: dasselbe als grauskalen Plot. Der Durchmesser der Apertur betragt
6mm. Zum Vergleich mit dem Experiment sei auf den Artikel von H. Lipson,
C.A. Taylor, and B.J. Thompson verwiesen (siehe auch Sommerfeld ‘Optik’).
Daten zu einer Apertur mit einem Durchmesser von 6 mm und einer Wel-
lenldnge A = 579nm (gelbe Quecksilberlampe), 50-fache Vergrosserung, der
Mittelbereich iiberbelichtet.
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10.7 Fresnel Beugung: Spalt und Halbebene

Die Fresnelsche Analyse verbessert die Resultate der Fraunhoferbeugung
und erlaubt uns die Beugung in endlicher Distanz vom Schirm zu beschrei-
ben. Ausgehend von (10.22) untersuchen wir die Beugung am Spalt und an
der Halbebene. Zu berechnen ist

AcosV iRy R) / —ik® (¢
t dedn e~ k®Em), 10.55
ur AR R ¢ Sa Sdne ’ ( )

wir wahlen ein giinstiges Koordinatensystem mit der Lénge 2h des Spaltes
| y, vgl. die 3D-Abb. 10.24, die Quelle zentral zum Spalt. In Abb. 10.25

Abb. 10.24: Geometrie zur Fresnelbeugung am Spalt.

zeichnen die Mittelebene des Spaltes. Wir messen ¢ und n vom Durchsto-
sspunkt D aus; damit wird das (£, n)-Koordinatensystem zwar P-abhéngig,
aber dafiir ist @ = g, 8 = [y und somit p = ¢ = 0, also verschwinden die
linearen Terme in ®(&,n). Damit £ und 7 klein bleiben, beschranken wir die
Untersuchung auf das Gebiet P € S%. Mit unseren Definitionen gilt

ag,  B=/lo
o = sin®9=1-cos®I=1—1~> (10.56)

Die Phasenfunktion ®(£,n) reduziert sich zu

1/1 1 1,1 1
P=—— =4 — )22 —a2? = (= + —)(22+1?). (1057
5 (7 7 )€+ - €= =5 (3 + ) 7€ + ). (057)
Fiir die Amplitude up erhalten wir den Ausdruck
Ay ik(R+Ro) /d_gD iDee? /h i, m2
_ i dg¢ et®e€ dn et 10.58
P Z)\RORB _d_gD 56 o 77 (& 9 ( )

wobei wir die Phasen

e Gem) w i)
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Abb. 10.25: Fresnelbeugung am Spalt der Breite 2d: Definitionen der rele-
vanten Winkel und Langen. Beachte, dass das Koordinatensystem &, 7 im
Spalt am Durchschnittspunkt D fixiert ist und sich somit mit dem Detektor
in P verschiebt.

definiert haben. Zur Losung des Problems miissen wir die Fresnelintegral
w
F(w) = / dt ™/ (10.59)
0
= C(w)+iS(w)
berechnen (vgl. Gauss’sches Fehlerintegral Erf(w) = [ dt e*tQ). Es gilt”

_ 1w oo 1w o\2Z i m g\3
14i emw?/2 1 1-3 1-3-5
F - [1 }
(w = o0) > " Timw U i T Grer T et
L
F(0) = 0, F(co)= ‘2H.

Die Entwicklungen fiir Real- und Imaginéarteile von F', C' und S folgen sofort.
Beachte, vgl. Abb. 10.26, wie F' fiir w — #oo in die Punkte £(1 —4)/2
hineinspiralisiert (Cornu Spirale).

Mit
wy =1/ %%(—d— D), wy = \/ %(d— D),

20
W= /=In

s

"Die Reihe zu F(w — o0o) ist asymptotisch.
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0.8 T T T T T T
L 4 Abb. 10.26: Cornu Spirale
o4l Flw) = Cw) + iS(w) =
' Jo dt exp(imt?/2); es ist F(w —
— | i 0) ~ w[l + irw?/6 + ---] und
% 0 F(£00) = £(1 +1)/2.
-0.4 e
0.8 I I I I I I
0.8 -04 0 0.4 0.8
C(w)
erhalten wir die Losung
A eik(R+Ro)
=A——F F —F 10.60
up = Af s F(00) [Fluz) — Fluy)], (10.60)

wobel wir

[2h2(R+Ry)  h d
[/[/ = ~ >> ~ 1
ARoR VAR VAR

unendlich gesetzt haben (die letzte Gleichung garantiert ein nichttriviales
Resultat). Mit der priméren Lichterregung in P,

oik(R+Ro)
uy = Am,
erhalten wir das Schlussresultat
1—4
up = —5—ug[F(w1) — F(wz)]. (10.61)

Mit Hilfe der Cornu Spirale ldsst sich dieses Resultat wunderbar einfach
deuten: Wir zeichnen F = C + iS als Punkt in der komplexen Ebene. Die
Abbildung w € R — F(w) € C bildet die reelle Achse lingentreu auf die
Cornu Spirale ab, denn

dF .
%‘ _ ‘ezwuﬂ/?‘ =1 — |dF’ = |dw| (1062)

Weiter ist F'(0) = 0, F(£oo) = £(1 +1)/2, F(w) = —F(—w), 0,F|o =
1 — F wichst nur im Realteil, 92 F|o = 0 — F hat einen Wendepunkt im
Ursprung. Die Tangente ergibt sich aus

tand = ﬁ = aw—s = tanzw2.

= 5 (10.63)
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Also ist ¥ = (7/2)w? und wir haben

F 1 C — Achse bei w? =1,3,...
F || C — Achse bei w? = 2,4,...

Nach (10.61) ist das Amplitudenverhéltnis hinter dem Spalt gegeben durch

up
uo

V2|22 | = |F(ws) - Flwn)]; (10.64)

dies ist gerade die Ldnge der Sehne zwischen den zu wy, we gehorigen Punk-
ten auf der Cornu Spirale. Mit

wy — wy = 27vd fo A const ~ —— (10.65)

miissen wir lediglich gleich lange Sehnenstiicke aus der Spirale herausgreifen,
vgl. Abb. 10.27. Welches Sehnenstiick relevant ist, wird durch die Koordinate
&p von D bestimmt.

Abb. 10.27: Die Diffe-
Fws) renzlange |F'(wy) — F'(wy)] ist
gleich der Lénge der Sehne
zwischen den zu w; und

re) =0 wy gehorigen Punkten auf
der Cornuspirale. In dieser

Abbildung ist die Distanz

Fuwy) wy — w; N d/\/ﬁ fest-

gehalten. Oben: Maximale
Intensitdt in der Mitte des
F(uwy) Spaltes. Unten: Zerfall der
Intensitat weg von der Mitte.

§p=—d

F(ws)

F(w)

&p=—2d
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/subsubsectionBeugung an der Halbebene

Fir die Halbebene lassen wir den Spalt d — oo unendlich breit werden,
wobeil wir aber eine Halbebene (die untere) festhalten. Weiter riicken wir Py
ins Unendliche, lassen also eine ebene Welle auf den Schirm auffallen, vgl.
Abb. 10.28. Die Parameter w; und ws ergeben sich dann zu

Abb. 10.28: Geometrie und Definitionen zur Beugung an der Halbebene.

—XT
— wp = = —w,
AR
2
wy = 0Q,
H\@%’ = |F(w) - F(—0)|. (10.66)

In der Cornu Spirale beginnen wir jetzt bei F' = —(1 +4)/2 und lassen den
Kurvenparameter im Schattengebiet © < oo bis zu 0 wachsen, vgl. Abb.
10.29. An der Licht-Schattengrenze erhalten wir |up| = |ug| /2. Fir z > 0

F(—00)

Abb. 10.29: Im Beugungsproblem zur Halbebene starten wir am Punkt
F(w = —o00) = —(1 +14)/2. Die Intensitdt wachst monoton und erreicht bei
w = 0 die halbe Intensitét (links). Die Intensitét im Lichtbereich oszilliert
wenn der Endpunkt in den Punkt F'(w = oo0) = (1 4 4)/2 hineinspiralisiert.

treten wir ins Licht ein und erhalten nach einigen Oszillationen, vgl. Abb.
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10.30 die volle Intensitét zuriick. Der Licht-Schatten Ubergang ist somit
nicht abrupt, sondern auf die Distanz

Aw ~ 1~ Az/VAR (10.67)

ausgeschmiert; beachte, dass Ax — 0 fiir A — 0. Dass wir alle obigen Limites

fuful

-/ - A VAR Abb. 10.30: Intensitatsver-

lauf beim Ubergang vom Licht

Schatten

Ly
>

4

5

w

zum Schatten in der Fresnel-
beugung.

3 2 1 0 1 2 3
machen durften, ist nicht trivial. Das Problem der Halbebene lasst sich aber
exakt losen und bestéatigt die Richtigkeit der obigen Analyse. Die exakte
Losung ist ein wunderschones Stiick theoretischer Physik.

10.8 Vektorielle Beugungstheorie

Wir wollen uns nur kurz mit der vektoriellen Beugungstheorie beschéftigen;
eine ausfihrliche Diskussion findet man im Buch von Jackson. Hier das
Interessanteste in Kiurze.

Ausgehend von (10.28) leitet man mit Hilfe von Vektoridentitdten ein prak-
tisches Vektoranalogon zur Kirchhoffschen Integralformel her [entsprechend
(10.6)]

—

E(F)—/d2r’[ik(ﬁ’x§)G+(ﬁ’xE) x V'G+ (i’ E)V'G]. (10.68)
S

Eine analoge Formel fiir B erhilt man durch die Substitution E — g,
B — —FE. Fir einen perfekt leitenden planaren Schirm ldsst sich dieser
Ausdruck vereinfachen zu

. 1 - . eik|f’—?'|
E(F)=—V x /S d?r' it x E(7"))]
A

10.
o (10.69)

=T
wobei 77 hier von der Quelle weg zeigt und 7 hinter dem Schirm liegt. Die
Kirchhoff-Approximation ergibt sich dann durch Einsetzen des ungestorten

einfallenden Feldes E} in der Apertur Sy4.

Natiirlich gilt auch ein Babinetsches Prinzip: Die komplementédren Probleme
ergeben sich geméss
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Original: El-, B}, Sa

(10.70)

—

wobei gc/ = éc — éci hinter dem Schirm gemessen wird (B = ein-
fallendes Feld ohne Schirm).
Es gilt dann

—

c = _Ei
+E, = —B; hinter dem Schirm. (10.71)

o
L

Beachte das Spiel der wechselnden Polarisationen.

Will man elektromagnetsiche Strahlung an einem 3D-Objekt streuen (kein
Schirm), so empfiehlt sich ein Streuformalismus: Man setzt fiir das gestreute

E-Feld asymptotisch an
ikr

— —

E(7) —» —F(k, k; ). (10.72)

r

Dabei beschreibt k; die einfallende und & die gestreute Welle. Mit Hilfe von
(10.68) leitet man eine Integralbeziehung fiir die Streuamplitude F' her,
IR 1 - o . .
F(k k) = —Fkx [ d* e ™*™ [k x (i’ x By) — @' x Ey]. (10.73)
4y S
Fiir die Streufelder Es, B, auf dem Streuobjekt macht man dann geeignete
Approximationen, z.B. wahlt man fiir eine perfekt leitende Oberflache in der
illuminierten Zone

. . . .
Es 1 =FE; |,
. . . .

B, | = —Bi’J_, B&” = BivH’ (10.74)

und in der Schattenzone

— — — —

E, = —E; B, = —B,.

Das Kapitel 9.13 im Jackson gibt eine interessante Anwendung — die Streu-
ung an einer leitenden Kugel mit kR = 2rR/\ = 10. Schliesslich gilt das

optische Theorem:
o= %Img} . fkay k), (10.75)
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3D-Streuobjekt

Abb. 10.31: Einfallende (E;, B;) und gestreute (Ej, By) Felder bei der Streu-
ung an einem 3D-Objekt.

mit

oo F(k,E)

k ki) = .
fEF) = =5
Dabei ist o der totale Wirkungsquerschnitt und F; ist die Amplitude der
einfallenden Welle. Das Theorem besagt, dass die in Vorwéartsrichtung feh-
lende Intensitdt gestreut worden ist (ein Erhaltungssatz) und gibt damit
einen Zusammenhang zwischen Wirkungsquerschnitt o und Streuamplitude

F' in Vorwartsrichtung.
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Kapitel 11

Relativitatstheorie

11.1 Von Galilei zu Lorentz

Die Geschichte der Relativitdt beginnt mit Galilei-Newton und der Galilei-
Invarianz der Newton Mechanik: Wir betrachten ein System von N Massen-
punkten m; an den Positionen 7;. Deren Dynamik ist dann gegeben durch
die Newton Gleichungen

mim,; — 7
m; 027 = GZ e’ J (11.1)
|7 — 752 |r, — 7
JF#i / /
welche unter der Galilei-Transformation
7' = RF+ 0t + 1y, (11.2)
' = t+t
invariant sind (denn 02 = 82, |7 — 7| = |73/ — 7’|, 7,7 — 7 transfor-

mieren als Galileivektoren gleich). Die Gleichungen (11.2) definieren eine
10-parametrige Gruppe (Galilei Gruppe): Die Translationen 7y, to sind tri-
vial, aus ihnen folgt die Homogenitit in Raum und Zeit. Da t’ entkoppelt ist,
wirkt ot wie eine zeitabhangige Translation in 7’. Einzig der Term 7’ = RF
ist nicht trivial: Wir miissen sicherstellen, dass die Distanzen erhalten sind.
Mit der Definition der Lange

)

und

(7', 7"g = (RF, R¥) g = (F,7)E
verlangen wir R R = 1, R eine Rotation. Entsprechend kénnen wir Vektoren
definieren, welche sich unter Rotation verhalten wie

— —

A’ = RA,

241
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wir nennen diese Objekte Dreier-Vektoren (oder ‘Galileivektoren’). In einem
mechanischen Weltbild verlangen wir dann, dass alle Naturgesetze Galilei-
invariant sein missen: Die Natur verhélt sich gleich fiir zwei Beobachter,
welche sich mit konstanter Geschwindigkeit ¥ relativ zueinander bewegen'.
Mit dem Auftritt der Elektrodynamik und der Maxwellgleichungen erfahrt
dieses mechanische Weltbild einen Widerspruch: Die Maxwellgleichungen
zeichnen eine Geschwindigkeit ¢ aus, diejenige des Lichtes. Transformieren
wir mit (11.2) auf ein zum urspriinglichen System mit der Geschwindigkeit
U bewegtes System, so erhalten wir nicht die urspriinglichen Gleichungen
zuriick. Zum Beispiel transformiert sich die Wellengleichung

(A =D f(7,t) =0 (11.3)

zu
(PA = 0F = 2(5- V") — (- V) f(,1) = 0.
Es ergibt sich damit die Frage, in welchem System die Maxwellgleichun-

gen gelten. Die naheliegende Idee ist die Postulierung des Athers, der das
Medium fiir die Propagation elektromagnetischer Wellen konstituiert.

Alle Versuche, die Existenz des Athers nachzuweisen, schlugen fehl; das

Sonne Abb. 11.1: Idee des den

Orbit Weltraum  durchdringenden
Aethers: Im Experiment soll
die zuséatzliche Geschwindig-
keit v der Erde gegeniiber
dem Aether bei ihrem Um-
lauf um die Sonne gemessen
werden.

<l

Erde

bertihmteste Experiment ist wahrscheinlich dasjenige von Michelson und
Morley; sie zeigten 1887, dass Ac = |c1 — ¢| < 5 km/s, obwohl vﬁlrde ~ 30
km/s misst. Die kithne Konsequenz aus dieser Tatsache wurde von Lorentz,
Poincaré und Einstein gezogen: Nimmt man konsequent an, dass die Licht-
geschwindigkeit ¢ in allen (Inertial-)Systemen? gleich sei, so muss fiir zwei
solche Systeme gelten, dass

2

A2 2=y (11.4)

erfiillt ist.? Statt 72 = r'> (Newton’sche Mechanik) muss fiir die Elektrody-
namik die Gleichung (11.4) erfiillt sein. Damit wird Ort und Zeit auf die

'Man spricht von Inertialsystemen

2Tnertialsysteme sind unbeschleunigte, relativ zueinander gleichférmig bewegte Syste-
me.

3Betrachte zwei Systeme, welche sich relativ zueinander gleichférmig bewegen. Zur Zeit
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gleiche Stufe gebracht, d.h. beim U'bergang zwischen Inertialsystemen wer-
den Ort und Zeit gemischt und die Zeit verliert ihre isolierte (absolute) Be-
deutung. Analog zum Galilei-Newton-Weltbild gehen wir zu einem Einstein-
Minkowski-Weltbild iiber, indem wir von der getrennten Raum/Zeit zu einer
4-dimensionalen Raum-Zeit iibergehen. Statt 3-er Vektoren 7 € R3 plus Zeit
t € R betrachten wir den Minkowskiraum mit den 4-er Vektoren (ct, ) € M4
als Grundlage. Die Metrik n;; = d;; des R? erweitern wir dabei zur Metrik

noo = —1,
Mg = § Moi = mio =0, Vi #0, (11.5)
Nij = 0ij,

des Minkowski-Raumes®. Verlangen wir jetzt, dass beim Ubergang zwischen
Inertialsystemen® die Linge (2° = ct)

ds? = —Nas dzda’
Adt* — dr? (11.6)
~~
ni; detdxd
erhalten bleibt, so garantieren wir die Giiltigkeit von (11.4). Damit erhalten
wir fiir die Inertialsysteme x = (ct,7) und 2’ = (ct’,7'), mit dem linearen
Zusammenhang
Y (11.7)
die Bedingung
(@' y") i = (Az, Ay)r = (2, y)u1-
Mit der Metrik 744,

(@, y)ar = —1apr™y” (11.8)
erhalten wir f’ur alle 27, y°
— ag 2 Ay’ = sy’
= A AN = s, (11.9)

(in Matrixschreibweise gilt #quivalent ATgA = g, mit GaB = Naps Aap =
Ao‘ﬂ) als Bedingung an die Transformationen A. Die Rotationen der Galilei-
Gruppe mit RT1R = 1 werden durch die Lorentztransformationen ATgA =
g ersetzt. Auf die Struktur der Lorentzgruppe (4 x 4 Matrizen mit AT gA =

t =t = 0 werde im Punkt ¥ = ¥’ = 0 ein Lichtpuls im Ruhesystem (¢,7) ausgesandt;
dann befindet sich die Wellenfront im System (¢,7) bei ¢*t* = 72, diejenige im System
(t',7') bei 2> = 1'%

“Indices aus dem griechischen Alphabet (o, B,...) gehen von 0 bis 3, solche aus dem
lateinischen von 1 bis 3.

SWir gehen zur ko- /kontravarianten Schreibweise iiber, siehe folgender Abschnitt;
gemdss Einstein Summenkonvention wird iiber doppelt vorkommende Indices summiert.



244 KAPITEL 11. RELATIVITATSTHEORIE

g) plus Translationen @ (10 parametrige Gruppe, wie die Galilei-Gruppe)
werden wir noch zu sprechen kommen.

Spinnen wir den Faden weiter, so konnen wir ein neues Weltbild definieren:
Im Einstein-Minkowski-Weltbild sollen alle Naturgesetze Lorentzinvariant
sein. Wiederum bedeutet dies, dass zwei relativ zueinander bewegte Beob-
achter die identischen Naturgesetze (identische physikalische Gleichungen)
vorfinden; nur dass jetzt die Systeme geméss (11.7) und nicht geméss (11.2)
transformieren. Dies bedeutet, dass wir alle Naturgesetze als Tensorgleichun-
gen im Minkowskiraum formulieren miissen. Fiir die Elektrodynamik werden
wir zeigen, dass die Maxwellgleichungen die entsprechende Struktur besitzen
und damit Lorentzinvariant sind (dies haben wir schliesslich via (11.4,11.7)
und (11.9) so eingerichtet). Die Newton Mechanik aber miissen wir verall-
gemeinern mit dem Ziel, eine Lorentzinvariante Einsteinsche Mechanik zu
erhalten. Das neue Einstein-Minkowski-Weltbild vermag dann Mechanik und
Elektrodynamik widerspruchsfrei als Lorentzinvariante Theorien zu formu-
lieren. Die Newton Mechanik wird dann als nichtrelativistischer Limes der
Einstein-Mechanik fiir v < ¢ folgen. Damit haben wir den Rahmen der spe-
ziellen Relativitdtstheorie abgesteckt. Das verbleibende Mysterium ist die
Frage nach der Absolutheit der Inertialsysteme. Was definiert ein Inertial-
system im Raum? Betrachte zum Beispiel zwei Beobachter auf der Erde,
relativ zueinander bewegt mit Geschwindigkeit ¥ und zwei Beobachter im
fallenden Lift, auch relativ zueinander bewegt. Welches Paar bewegt sich
im Inertialsystem? Diese Frage wird uns zur allgemeinen Relativitatstheorie
flihren.

11.2 Vektoren und Tensoren

11.2.1 Ko- und kontravariante Vektoren

Wir beziehen uns auf die Diskussion von krummlinigen Koordinaten im
Abschnitt 2.4 und betrachten einen Vektor in zwei verschiedenen Koordina-
tensystemen: fiir die Komponenten @ und @’ (alt und neu) gilt der Zusam-
menhang (2.28):

hj Oz B0z
h; 8:c; 7 hj (9:6']' 7

o] = a5 = (11.10)
Dabei sind die Transformationskoeffizienten «;; = Léngen/Léngen dimensi-
onslos. Es ist oft angebracht, andere Transformationsregeln zu verwenden,
welche die Langenskalen verschieden auf Komponenten und Basisvektoren
verteilen (der resultierende Formalismus der Tensoranalysis wird vorab in
der allgemeinen Relativitatstheorie (ART) gebraucht, erweist sich aber auch
in der speziellen Relativitatstheorie als niitzlich). Zwei Méglichkeiten bieten
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sich an:

A=) aé=>Y aé’ (11.11)
A 7

gleiche
zugrundliegende
Léngeneinheit
| |
kontravariant kovariant
a; R €;
> (J) (hiei) > (aihy) (i)
—— =z, =4, ——
=A? =eét

Damit tbergeben wir die Langenskalen h; in geeigneter Weise an die Ba-
sisvektoren; die Art und Weise wie die Langen iibergeben werden ist in der
Position der Indices, oben versus unten, kodiert. Als Folge vereinfachen sich
die Transformationsregeln fiir die Komponenten A* und A; dramatisch,

R
Offensichtlich sind die Vektoren
dz' kontravariant, 0, kovariant,
denn
de't — %dxj, % = %%7 (11.13)

weshalb wir in den Differentialen dz? den Index i oben schreiben. © Wir wech-
seln zwischen ko- und kontravarianten Komponenten eines Vektors, indem

Die Matrix J’; = 0z'/9z" ist gerade die Jacobimatrix der Transformation

e {27y — 2@, ™) (11.14)

alt: neu —  alt(neu),

wo die alten Koordinaten durch die neuen ausgedriickt werden. Es ist (mit (x — £, 2’ — z))

G=J"J der metrische Tensor, (11.15)
Al = inAj die Transformationsregel fiir kovariante Vektoren,
A =g A die Transformationsregel fiir kontravariante Vektoren,

wobei J'% = 82" /0x’ die Jacobimatrix der Transformation 2’ : 2/ — z(z7) (alt — neu)
ist. Mit o
oz o’ 11 i

ist J' gerade die Inverse von J.
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wir auf die Metrik g;; zuriickgreifen (fiir krummlinige orthogonale Koordi-
naten ist 9ij = h?&lj)

4 A, . .
a; = A'h; = o A; = h?Al = g;; A7
und mit gijgjk =5, — A= gijAj. (11.17)

Dabei bezeichnet g% die Inverse von G, (G)ij = gij.”

Obige Zusammenhénge gelten auch allgemein fiir nicht-orthogonale Trans-
formationen mit g;; # h?4;;. Beachte auch, dass der metrische Tensor i, 71
Recht kovariante Indizes tragt,

o0&t o¢7
= Thj o2’k Ozl
———

/
ki

ds? = ndetde da'*dz"

und wir erhalten das Transformationsverhalten

, ot g o0&t 0¢7 Ox® Ox”
Ikt = Mg ook opt = M g gur 92k 9zl
ox® 0x”
_ o (11.18)

kovariante Indizes s, r

Man sagt auch, ‘g;; ist ein kovarianter Tensor zweiter Stufe’, oder * g;; ist

ein zweifach kovarianter Tensor’.® Die Verallgemeinerung zu n-fach kontra-,
m-fach kovarianten Tensoren

T i (11.19)
(oder Multilinearformen) ist trivial: die Indices i1, ..., 1%, transformieren mit
Oyna’* wihrend die Indices j, ..., jm mit 9,52 transformieren,

privin gy o 000w dan | dat

Il dm axrl 81‘7’" 8{1}'ljl 8(]}'/‘771
XTI gy e (ED[E (2] (11.20)

"Beachte:
G = (G = mwgij = J%WJhgi5 = (JTGJ)kh
o€t &I P
grt = (G = E)E’“ %mj = JWJhi = ("

8Fiir orthogonale Transformationen finden wir konsistent mit den fritheren Resultaten

A 9z oz" _ 0x™ 0™ 5
— gij = hi"di; = ozt Oz gmn = o't 't hom Omn,
my 2
B2 = (gxx,i) h2,, vl (2.29), (2.32).
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Ein Skalarfeld ¥ hat keine Indizes und transformiert geméss

V(2) = W[z (z")].

11.2.2 4-er Vektoren, Tensoren in der SRT

In der speziellen Relativitdtstheorie arbeiten wir im vier-dimensionalen Min-
kowski Raum der sich durch die nichttriviale Metrik

n= ( _01 ]i > (11.21)

auszeichnet. Die Koordinatensysteme die wir betrachten sind euklidsch im
‘Raum’; die ‘Zeit’ erscheint als dazu orthogonale vierte Komponente. Trans-
formationen die zwischen diesen Inertialsystemen vermitteln sind die Lor-
entztransformationen 9,52'" = A%g. In der speziellen Relativitétstheorie
definieren wir kontravariante und kovariante 4-er Vektoren als Objekte, wel-
che unter Wechsel des Inertialsystems transformieren geméss

Vel = AP Ua' = A,Up, (11.22)
wobei Aaﬁ die Koordinatentransformation
a®! = Ay (11.23)

zwischen den Inertialsystemen vermittelt. Die Matrix AO/B erhalt man durch
rauf- und runterziehen der Indizes via

AP = nam® A7, (11.24)

wobei

B 36 _ 5/3

7755775’57 N Nas = 0" -

Die Matrix Aaﬂ ist die Inverse von A” o> denn

ATA% g = 1asm A% A (11.25)
— 7775 naéAégAaﬁ
—_——
TBe
=g =05
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Beachte, dass Aaﬁ nicht die Transponierte von AP o ist.” Der Koordinaten-
vektor z = (20, 2!, 2%, 23) = 2# ist kontravariant, der Gradient 9, = d/dxz"
kovariant. Zu jedem kontra-/kovarianten Vektor lésst sich ein korrespondie-
render ko-/kontravarianter Vektor definieren,'”

Va=na5VP, U™ =n*PUs. (11.31)
Zwei haufig gebrauchte Beispiele sind
= (ct,7) —— x, = (—ct,T), (11.32)
0y = (19, V) s o= (—%at, V).

Die Verallgemeinerung von 4-er Vektoren zu Multilinearformen (11.19) ist
trivial: die kontravarianten Indices transformieren mit A"‘/j7 die kovarianten

mit der Inversen Aaﬂ . Z.B., transformiert der 1-fach kontra-, 2-fach kovari-
ante Tensor Tva 3 gemass

T 5= NN ST (11.33)

Es gelten folgende Regeln:

9Die Inverse kann auch via (11.9) und Ubergang zur Tensorschreibweise hergeleitet
werden:

ATgA = g |4"
(A7) 1| ATgAg" = g¢" =1
gAgt = (AT)! (11.26)
(A")Y Nap = garAys9ss
= nawnﬁéAva
= 77077766/\75 = Aaﬁ = (A_l)ﬁa- (11.27)

Beachte also, dass A“5 = Aag, aber
A = (A7 sa. (11.28)

Der Ubergang von Matrix- zu Tensorschreibweise ist nicht ganz trivial. Beachte auch,
dass die Reduktion von (11.26) auf R® und die Galileigruppe ein altbekanntes Resultat
liefert: Mit A — R, g — 1 erhalten wir

(R")y'=R—R"R=1. (11.29)

0Beachte, dass V, wirklich kovariant ist, denn

r_ 18 B
Vo = NapV Nap A\ 7V7 (11.30)
= apn’’ A Vs

= AS Vs
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1. Die Linearkombination zweier Tensoren ist ein Tensor, z.B.
1% = aS% + bR, (11.34)
wobei a, b beliebige skalare Grossen sind.

2. Das direkte Produkt zweier Tensoren ist ein Tensor, z.B.

A°BY =T, (11.35)

3. Die Kontraktion zweier Indizes reduziert einen Tensor auf einen Tensor
mit um zwei verminderter Stufe, z.B.

77 =17°7°. (11.36)

4. Die Differentiation eines Tensors ergibt einen Tensor, z.B.

T.,% = 0,T% (11.37)
5. Folgende Tensoren werden héaufig gebraucht:

der Minkowski Tensor 7,3,
der Lévi-Civita Tensor

1 fiir {0123} und gerade Permutationen
9 = ¢ —1  fiir ungerade Permutationen , (11.38)
0 sonst

der Nulltensor.

Eine Tensorgleichung ist forminvariant, d.h. sie hat in jedem Inertialsystem
die identische Form. Folglich miissen alle physikalischen Gesetze als Tensor-
gleichungen formuliert werden, damit sie Lorentzinvariant sind.

Als Beispiel betrachten wir die Wellengleichung
(=202 +A=—-}+ )Y =0 (11.39)
Sie ist trivial Lorentzinvariant, denn sie lasst sich schreiben als

(R + 2 = W",0 (11.40)
= 0,0"p=0.
Die Kontraktion d,,0" ist ein Lorentzinvarianter Skalar, die Gleichung (11.40)

ist daher Lorentzinvariant. Ziel ist es, alle Naturgesetze in tensorielle Form
zu bringen, womit sie automatisch Lorentzinvariant sind.
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11.2.3 Zusammenhang mit linearer Algebra
Einleitung

Tensoren sind eine Verallgemeinerung der Vektoren/Matrizen, welche aus
der linearen Algebra bekannt sind. Ein Vektor v ist ein Element eines Vek-
torraumes v € V ~ R"™. Aus der linearen Algebra kennen wir zwei Typen von
Matrizen. Zum einen verwendet man Matrizen A fiir lineare Abbildungen
w = Av, mit v und w Vektoren, zum anderen tauchen Matrizen @ bei qua-
dratischen Formen (Skalarprodukt) Q(v) = v Qu auf. Die zwei Typen von
Matrizen sind verschiedene Objekte (A bildet einen Vektor auf einen Vektor
ab, @ bildet einen Vektor auf einen Skalar ab) wie man im Tensorformalis-
mus sehr schon sieht; w! = AP und Q(v) = v*Qpv! (wir verwenden die
Einsteinsche Summenkonvention).

Dualraum

Weiterhin braucht man den Begriff des Dualraums V*. In endlichen Dimen-
sionen ist der Dualraum (fast) dasselbe wie der wirkliche Raum V* ~ V. Der
Dualraum V* von V ist der Raum aller linearen Abbildungen von V' — R.
Eine Basis e in V induziert tiber die Beziehung

1 ifk=1
é(er) = 8! = { : (11.41)

0 sonst

eine Basis ¢ in V*, und umgekehrt. Ist ein Skalarprodukt (-, -) auf dem Raum
V definiert, so kann man mit v*(w) = (v,w) Yw € V jedem Vektor v einen
Dualvektor v* zuordnen, und umgekehrt. In einer Basis ausgeschrieben gilt
gkl = (ex, €1), v = vFey, v* = gPel. Mit vy, wollen wir die Komponenten des
dualen Vektors bezeichnen, v* = vie®. Wir sehen, dass v, = glkvl = gklvl,

dies wird im Tensorformalismus hoch-/runterziehen von Indizes genannt.

Tensoren

Tensoren T' erweitern den Begriff des Skalars/Vektors/Dualvektors/Matrix
.... Mathematisch kann man beliebige Rdume miteinander tensorieren. In
der Physik ist es nur von Interesse Vektorraume V' mit ihren Dualraumen
V* zu tensorieren, d.h.,

TeT=VV*=V"aV'®..0VVe... (11.42)

r mal s mal

ist ein Tensor der Stufe (r, s), d.h. ein r-fach kovarianter, s-fach kontravarian-

ter Tensor. Der Tensorraum 7 ist ein Vektorraum mit der Basis eklv""kﬁl 77777 I
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=M. @ e @ - ®e,,dimT =n"t*. In dieser (kanonischen Basis)
kann T geschrieben werden als T = Tkl,._”krll""’lseklf"’k*lhm’ls

Basiswechsel

. . . S . .
Wir untersuchen nur Koordinatentransformationen e — €', S invertierbar.
Die Transformationsmatrix S*; = (S);; wird definiert durch ej, = S re); die

Komponenten eines Vektors werden daher transformiert wie v'* = S¥!,

denn v = oF k

ek Ly ey.. Vorsicht: S ist eine Transformationsmatrix und
kein Tensor, denn die Transformationsmatrizen haben kein entsprechendes
Transformationsverhalten unter Basistransformation. Das Transformations-
verhalten der Dualbasis ist gegeben durch ¢* = S¥;e!, denn damit bleibt die

Definitionsgleichung Gl. (11.41) invariant:
le) = Shuem(el) =S (ST e (ey) (11.43)
Sln(s_l)nk — (Skl = el(ek).
Die Koordinaten des dualen Vektors transformieren sich demnach wie v, =
S'yv]. Die Notation wird vereinfacht, wenn man ein neues Symbol fiir die
Komponenten der inversen Transformationsmatrix einfithrt. ( Vorsicht: dies
hat nichts mit dem hoch-/runterziehen von Tensorindizes zu tun):
S5 = (S S = (ST)w (11.44)
SF = (S Skl = (S, (11.45)

dann werden die Transformationsverhalten der Komponenten von Dualvek-
toren und Vektoren einfach zu: v'* = S0l und v}, = Sy'v;.

Koordinatentransformation von Tensoren

Die Komponenten eines (r,s)-Tensor Tkl,,,_7krll""’ls zeigen folgendes Trans-
formationsverhalten. Die ersten r Indizes transformieren wie duale Vektoren
(kovariant), die restlichen s Indizes wie Vektoren (kontravariant), d.h.

/ lyels -l ls oS
Ty, 7 = Sk ™ S, 7Sy - S0 Ty, (11.46)

Operationen mit Tensoren

Ausseres Produkt: Cegeben der (r1, s1)-Tensor () und der (12, s)-Tensor
7@ dann erhilt man einen (r1 + 7o, 81 + s2)-Tensor durch

ll:~~~7lsl+32 — Tk(;l) ll,...,lsl Tk(:Q) l31+1”"’l51+52

Tkl""’krl""rQ r1+1a~~-,k7'1+7'2 ( )
11.47

1yeeesForqg
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Inneres Produkt: Gegeben der (r,s)-Tensor (), dann erhilt man einen
(r—1,s — 1)-Tensor T' durch

Tkl,...,k’,‘fllh.”’ls_l — T(l) U1y yls—1 (1148)

ki,o.om,.. ke

Beispiele

e Der Kronecker-Tensor 63!, vgl. Gl. (11.41), sieht wegen Gl. (11.43) in
jedem Bezugssystem gleich aus: 5;{} =SS 8" = S8, = 0kl

e Der vollstindig antisymmetrische (Levi-Civita) Tensor e, in R3
sieht auch in jedem Bezugssystem (ausgenommen gespiegelte Syste-
me) gleich aus.

e Eine lineare Abbildung A, vgl. Einleitung, bildet Vekoren auf Vekto-
ren ab, d.h., es ist ein (1,1)-Tensor. Die Komponenten der linearen
Abbildung A¥; (Matrix) transformieren sich folgendermassen:

Ak =gk smAm, (11.49)
oder in Matrixschreibweise, vgl. Gl. (11.44), A’ = SAS—L.

e Im Unterschied dazu transformiert eine quadratische Form Q(v) =
Qv wie
Qi = Sk 81" Qun, (11.50)

in Matrixschreibweise Q' = S~TQS~1 = S7QS, S = S~!. Die Trans-
formationsverhalten von linearen Abbildungen A und quadratischen
Formen (@ ist daher unterschiedlich, ausser fiir orthogonale Transfor-
mationen S = O. Bei linearen Abbildungen weiss man, dass man im-
mer ein Bezugssystem finden kann, in dem die Matrix diagonal wird
(fiir komplexe Transformationen). Bei quadratischen Formen kann man
sogar ein orthonormiertes Bezugssystem (orthogonale Transformati-
onsmatrix) finden, in der die Matrix der quadratischen Form diagonal
ist. Lasst man allgemeine Transformationen zu, kann man die Matrix
der quadratischen Form immer auf die Normalform

Q = diag(1,...,1,-1,...,-1,0,...,0)

bringen. Man kann daher zwei quadratische Formen (potentielle und
kinetische Energie eines harmonischen Systems), wovon eine (kineti-
sche Energie) positiv definit ist, immer gleichzeitig diagonalisieren (Ei-
genmoden).
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11.3 Die Lorentzgruppe

Wir definieren die Lorentzgruppe £ als Menge der 4 x 4 Matrizen A oder A

mit
ATgA = g, _(—1 O>

11.51
naﬁAa»yAﬁ(s = s, 0 13 ( )

Transformationen aus £ lassen Winkel und Langen im M* invariant,

(Az, Ay)m = (T, y)m (11.52)

fir alle 2,y € M*. Die Matrizen A erfiillen die Gesetze der Assoziativitit,
Existenz der Identitat und der Inversen und bilden damit eine Gruppe. Die
Gruppe zerféllt in 4 Klassen,

[ det | A% |
£Ir 1 > 1 eigentlich, orthochron
Ei 1 | < —1] eigentlich, nicht-orthochron
cll-1] >1 uneigentlich, orthochron

£t -1 <-1 uneigentlich, nicht-orthochron

wobei zur Klassifizierung die beiden Bedingungen
1. det(ATgA) = (det A)?det g = det g und somit

det A = +1, (11.53)
2. (ATgA)po = —Afy + >;(4j0)* = goo = —1, folglich ist

Afp =1+ (A50)* > 1, (11.54)
j

herangezogen werden. Von diesen Klassen lassen sich nur A € EL stetig auf 1

deformieren; die anderen Klassen erhélt man aus EL durch die Kombination
mit den Transformationen Paritdt

und Zeitumkehr

ct=rcl, t=r1cl, !=rprrcl. (11.55)
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Es geniigt somit EL zu studieren.

Wir suchen infinitesimale Erzeugende'' ),
A=e% (11.59)

welche folgende Bedingungen erfillen:

ATgA = ¢
PRI _oaT)g(1—0)) = g
=Mg+gr = 0, (11.60)
oder ausgeschrieben,

Moo Ao A20 A3 X0 Aot Aoz Aoz
Aot A Aor Azt | Ao —A11 —A1i2 A
A2 A2 Az A3 A20  —A21 —A2 —Aa3
Aoz A1z A2z A3z A30  —A31 —A32 —As3

Wir finden, dass die Diagonalelemente verschwinden, A,, = 0, und es ver-
bleiben 6 Freiheitsgrade, welche 3 symmetrische

0100

1 0 00
w10 = wWo1r = 000 0 )

0 00O

0010

0000
W20 = Wo2 = 100 0 |’

0000

0001

0 00O
w30 = woz = 0000 | (11.61)

1 0 00

" Betrachte eine Drehung im Raum um die Achse & [= (0,0, 1)] und dem kleinen Winkel
40,

—

' =F+500x T (11.56)

In Matrixschreibweise (X — @12) erhalten wir den Ausdruck

T =T — 8002 T, (11.57)
oder dquvalent % = —§0 @12 Z. Die Differentialgleichung der Form dgz/z = —w12 hat die
Losung Inz = —w120 + const., woraus sich via Analogie fiir die Drehung um den (grossen)
Winkel 0 der Ausdruck

R.(0) = e~ 12° (11.58)

ergibt.
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und 3 antisymmetrische

00 0 O
D = ey — 00 -1 0

12 = —Ww21 = 01 0 ol
0 0 0
0 00 O
o oy — 0 00 O
001 O
0 0 00
Wl — e — 0 0 01

31 = —WwW13 = 00 00 |
0 -1 0 0

Generatoren erzeugen. Kompakt konnen wir diese schreiben als
a 1 Aoa
(W) = T5%mA g (11.62)

mit €,,q4 total antisymmetrisch und €p123 = 1.

Die allgemeinste Lorentztransformation aus EL ergibt sich dann mit € =
(&',0]'), A= (wag) aus

1
A1 - fiwio - 5 giﬁijk Wik (11.63)
und anschliessender Exponenzierung,
1
A = exp(—fz-wio — 5 Hieijk wjk).

Rotationen werden durch die anti-symmetrischen Erzeuger w;; = —wj; para-
metrisiert durch 60; generiert, z.B., erhédlt man die Rotation um die z-Achse

aus =0, 6 = (0,0,0); mit

0 0 0 0
2|0 -1 0 0

2710 0 -1 0 |
0 0 0 0

ergibt die Exponenzierung
R.(0) = exp|—(0/2)(wi2 —wa1)] = exp(—bwi2)
1
= 14— 6w+ 50%%2 4o (11.64)

1 0 0
0 cosf sinf
0 —sinf cosf
0 0 0

_ o O O
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Boosts werden durch die Parameter &; erzeugt, z.B. finden wir die Boosts
entlang der x-Achse aus £ = (£,0,0), § = 0 mit

10 00
2 _ o100
o= 0000 |’
00 0O
£ 5
L.(¢§) = exp(—&wio) = 14— &wip + Ewlo + -
coshé —sinh¢ 0 0O
- —sinh& cosh¢ 0 0O
Lo(§) = 0 0 1 0 (11.65)
0 0 0 1
Mit der Reparametrisierung (benutze, dass cosh? € — sinh? ¢ = 1)
tanh & = v/ ! B=uv/
anh& =v/c, = =v/c,
! V1—0v%/c?
sinh & = v,
cosh¢ = v, (11.66)
erhalten wir
vy =B 00
{8 v 00
Lboy=1"9" 0 10
0 0 0 1
oder ausgeschrieben geméss (11.62),
0 = = pat,
i —~Bz° + yat, (11.67)
27,2 _ :L‘Q,
2 = 2P
Im Limes v/c — 0 erhalten wir v ~ 1, v4 = v/c,
t' =t (11.68)
=gt - vt,

die Galilei-Transformation von (¢,7) nach (¢',7’), wobei (#,7') beziiglich
(t,7) mit Geschwindigkeit v entlang der positiven z-Achse fliegt. Dies gibt
uns die Interpretation des Parameters v als Relativgeschwindigkeit zwischen
den Inertialsystemen. Die allgemeinste Rotationsmatrix findet man in den
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Mechanikbiichern'? Der allgemeinste Boost hat die Form

gl =B =02 —B3
_ L+(y=1BF  (=DB1B2  (=1)Bi1fs
- ’761 32 32 32
Lp)=| _ g, GUAB 1+0-DB  (-Us
P2 32 2 32
_ _ 14+(y—1)p2
—v35 (v }3)25153 (v }3)252% +(’Yﬂ2 )53

Dies ergibt die Transformation

2 = 4@ -F-7), (11.69)
OG5 -2
Schliesslich zitieren wir noch die Kommutationsregeln fiir die infinitesimalen
Erzeugenden der Lorentzgruppe, mit [A, B] = AB — BA und

—/ —
x = T+

wizg = 83, wio= K,
woz = 51, w = Ko,
w31 = OS2, w3o= K3,

wobei die 5; Rotationen und die K; Boosts sind, findet man

[Si, Sj] = €k Sk

(i, K| = €iju K,
(K, K] = —€iji Sk (11.70)
Durch Einsetzen der Lorentztransformationen (11.67) oder (11.69) in die
Wellengleichung (11.3) ldsst sich deren Lorentzinvarianz zeigen. Wir umge-

hen diese Rechnung indem wir zur Formulierung der Naturgesetze durch
Tensorgleichungen tibergehen.

11.4 Eigenzeit und Lichtkegel

Der Ubergang zum Minkowski-Einstein-Weltbild verwischt die Eindeutigkeit
der Zeit — die Zeit wird eine relative Grosse, abhéangig vom System, in dem
sich der Beobachter bewegt. Allerdings bleibt eine Zeit ausgezeichnet: Die
im Ruhesystem des Beobachters (Zeitmessers) verstrichene Zeit

cdr* = Adt* — di? (11.71)

= —T]uydl’udl’l/

127, B. im Buch von Goldstein, Seite 121: Die Drehung wird durch Eulerwinkel ¢, 6,
definiert, wobei sich die allgemeinste Drehung als Produkt von Drehungen um z (mit
¢), dann um z (mit ), dann nochmals um z (mit ). Vorsicht, es sind verschiedene
Definitionen anzutreffen.
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ist Lorentzinvariant, denn

Adr’? = —nuda’™ dz’” (11.72)
mit (11.7) = —nu A A", dz®dx’
mit (11.9) = —na5de®da’ = 2dr?.

Dass dr gerade die Zeit im Ruhesystem ist, versteht man einfach, gilt doch
im Ruhesystem, dass dz’ = 0 (keine Bewegung) und daher

= Eigenzeit?

d

2 _ 2
7O = dt ‘Ruhesystem

die Eigenzeit darstellt. Fliegt also ein Kollege mit seiner Uhr an mir vorbei,
so lauft seine Uhr langsamer im Vergleich zur eigenen (Zeitdilatation):

Abb. 11.2: Zur FEigen-

VA
zeit: Die Zeit vergeht
langsamer fir eine be-
wegte Uhr.
v
y
@ dt
X  Laborsystem
cdr? = Adt* — dy?
= Adt? —v*dt?
2
= (1 — %)dtQ
c
d 66
= dt = T U9 s ar (11.73)

V1—v2/c?

Die eigene Zeit ist also immer die schnellste, insbesondere lebt ein Teil-
chen in seiner Eigenzeit, fiir ein geladenes Pion sind dies 79 ~ 2.56 - 10~ 3s.
Gemiiss Galilei-Newton-Weltbild wiirde es somit hochstens ¢y ~ 3 - 108 -
2.56 - 1078 m ~ 7.7 m weit fliegen. Bei einer Energie von 200 GeV wird die
Lebenszeit im Labor um einen Faktor

1 E

T V1—v2/c? ~ me

verlangert und das Teilchen fliegt etwa vy ~ ¢y ~ 11 km weit.

~ 1400




11.4. EIGENZEIT UND LICHTKEGEL 259

Ein anderes beliebtes Beispiel ist der Kollege der auf die Reise geschickt
wird und erst nach der Zeit

seine Reisezeit
t= / vdT > wunsere Lebenszeit (11.74)
0

zuriickkehrt. Daraus lassen sich hiibsche Scheinparadoxa konstruieren. Das
Problem liegt oft beim Zuriickkehren, ein unmégliches Unterfangen in gegen-
seitigen Inertialsystemen, man braucht dazu zumindest das Gravitationsfeld
eines Planeten.

Ein weiteres neuartiges Konzept ist der Lichtkegel, vgl. Abb. 11.3. Mit der
Endlichkeit der Lichtgeschwindigkeit lassen sich zwei Ereignisse 1 und xo
nur dann kausal verbinden, wenn (At = to — t1, A7 = 7 — 71)

A (At —|AF2 >0 (11.75)

ist. Ansonsten kann kein Signal 1 und x2 verbinden. Die Bedingung (11.75)
definiert dann den Lichkegel, denjenigen Ausschnitt der Raum-Zeit, welcher
von einem Punkt aus erreicht werden kann (auch Vorwértslichtkegel ge-
nannt). Ebenso lasst sich in der Vergangenheit eine Zone definieren, welche

ct

Abb. 11.3: Lichtkegel, gezeichnet
o ' = fiir zwei Raum Dimesionen: In der
Zeit t konnen sich Lichtstrahlen nur
bis zum Radius ct ausbreiten. Punk-
te innerhalb des Kegels konnen in ei-
nem Kausalzusammenhang zu dem
Ereignis bei (0,0) stehen, nicht je-
X2 doch solche ausserhalb.

Xl

ein Ereignis beeinflussen kann. Damit teilt sich die Raum-Zeit in die Gebiete
gemass Abb. 11.4 auf. Man nennt 2 Ereignisse zeitlich separiert, falls

AS%Z = _anAxiLgAl'lfg >0 (11.76)

und ortlich separiert, falls
As?y < 0. (11.77)

Fiir zeitlich separierte Ereignisse lasst sich eine Lorentztransformation fin-
den, so dass |A7| = | — 72| = 0 und As}, = c2At, ist. Ebenso gilt
fiir ortlich separierte Ereignisse, dass die Distanz auf As?, = —|A72|? re-
duziert werden kann, indem auf ein entsprechend geeignetes Inertialsystem
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Zukunft
Abb. 11.4: Aufteilung der Raum-

zeit in Vergangenheit, Zukunft (mit
ds? > 0), Lichtkegel (mit ds* = 0)
und akausale Regionen ausserhalb

g des Lichtkegels (mit ds? < 0). Ein
materiebehaftetes Objekt kann sich
nur innerhalb des Lichtkegels auf ei-
ner Weltlinie bewegen.

Vergangenheit

transformiert wird. Ist As?, = 0 so sind die Ereignisse lichtartig separiert
und eine Kommunikation ist auf Lichtsignale eingeschrénkt. Beachte, dass
diese Klassifizierung von Ereignisspaaren Lorentzinvariant ist, As?, ist eine
Invariante.

11.5 Dopplereffekt

Betrachte eine Lichtquelle, welche Strahlung der Frequenz v, = 1/Tj, aussen-
det, Tj, die Periode in der Eigenzeit der Quelle. Die Quelle bewege sich relativ
zum Beobachter mit der Geschwindigkeit ¥. Wir berechnen die Frequenz v
der beobachteten Strahlung:

1. Im System des Beobachters verstreicht zwischen der Aussendung zwei-
er Maxima die Zeit T = Ty, siehe (11.73).

2. Wihrend dieser Zeit hat sich die Quelle relativ zum Beobachter um
die Distanz U - 7T’ verschoben.

Abb. 11.5: Dopplereffekt: Die Quel-
le entfernt sich in radialer Richtung
mit der Geschwindigkeit ¢/ - 7

Quelle

X

Aufeinander folgende Wellenmaxima kommen dann mit der Periode

T:<1+H)T’:<1+5-f>fqu
C
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an. Damit erhalten wir die Frequenz im System des Beobachters als

ViZv/e (11.78)

V=1, —
1+06-7r

Die Zeitdilatation produziert immer eine (relativistische) Rotverschiebung
via dem Faktor /1 — v2/c2 < 1. Der kinematische Faktor (14 (-#)~1 er-
zeugt eine zuséatzliche Rotverschiebung, wenn sich die Quelle entfernt. Stiirzt
die Quelle direkt auf den Beobachter zu, so ergibt sich eine netto Blauver-

schiebung,
1+wv/c -
v=u, V-
N1—vfe ™ 1

11.6 Addition von Geschwindigkeiten

Betrachte ein Teilchen, welches sich im System 2z’ mit Geschwindigkeit @’ =
dr’ /dt' bewegt. Welches ist seine Geschwindigkeit dif/dt = @ im System z,
welches sich beziiglich 2/ mit Geschwindigkeit v bewegt, vgl. Abb. 11.6 ?
Wir konstruieren aus @ = d7/dt den 4-er Vektor

U= (e%,%). (11.79)

Mit dem 4-er Vektor dz# = (cdt,dr) und der Lorentzinvarianten Eigenzeit
Abb. 11.6:  Koordinatensysteme

zum Problem der relativistischen
Geschwindigkeitsaddition.

dr des Teilchens ist U eine 4-er Geschwindigkeit und transformiert geméass
(11.22) kontravariant. Die Transformation (11.69) schreiben wir um zu

VO = (VO —3.V), (11.80)
Vi = (B/B)V' =~V -8V,
V) = —EX(BXV,)
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vgl. (11.67), und die inverse Transformation ergibt sich aus ¥ — —¢, V. — V|
V' =V zu

VO o= AWV 3.V, (11.81)
Vi = (W +8vY),
vV, = V.

Mit (11.81) erhalten wir U aus U’ = (¢d,t', 0;7"),

Ul = VU(U0/+5-ﬁ’),

Uy = (U +8UY),
v, = U,
Schliesslich gehen wir zu den Geschwindigkeiten zuriick,
dr’ di' dr o, 1 U
_‘IzizitizU/ _’:7 1182
dt” — dr dt’ Y Ty (11.82)
dt’
U = c— = ey, U° = ev;
dr
>y ’71/,’ ].
= CYu = Yo(CYw + B U vur) = —= -,

Yul| = Yo ('Yu/u/H + ﬁC'Yu’)a

Yuill = Yty
und wir erhalten die Regel zur Addition von Geschwindigkeiten,

uil +wv

1+8-d'/c

a
vo(1+ G- d/c)
Fiir ¥ — 0 erhalten wir das Galileiresultat

=1+, v—0 (11.84)

zuriick. Fiir parallele Geschwindigkeiten reduziert sich (11.83) zu

u + v

S 11.
Y 1+ovu'/c? (11.85)

und mit v’ — ¢ geht auch v — (¢4 v)/(1 + v/c) = c. Daraus folgt das
Einstein’sche Postulat, dass die Lichtgeschwindigkeit von der Bewegung der
Quelle unabhéngig ist, d.h. dass Licht in jedem System mit der universellen
Geschwindigkeit ¢ propagiert.

Aus der obigen Rechnung haben wir zwei Tatsachen lernen kénnen:
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1. Technisch: Man manipuliert Grossen, welche nicht tensoriellen Cha-
rakter haben, indem man diese Grossen via Tensoren ausdriickt und
selbige gemaéss den Tensortransformationsregeln manipuliert.

2. Phystkalisch:

(a) Die relativistische Addition der Geschwindigkeit garantiert, dass
keine Geschwindigkeiten grosser ¢ auftreten konnen.

(b) Das Licht propagiert in jedem System mit der universellen Ge-
schwindigkeit ¢ (unabhéngig von der Bewegung der Quelle).

11.7 Relativistische Mechanik

Wir wollen Newtons Mechanik so verallgemeinern, dass ihre Gesetze Lor-
entzinvariant sind und sich ins Einstein-Minkowski-Weltbild einfiigen. Wir
brauchen den Standardtrick: Fiir kleine Geschwindigkeiten (7 — 0) gilt das
Newton Gesetz

- >

Ziel ist, dieses Gesetz tensoriell zu schreiben, so dass sich sein Limes v — 0
auf das Newton Gesetz reduziert. Wir schreiben die rechte Seite von (11.86)
als 4-er Vektor md?z®/d7?. In der Tensorgleichung (diese ergibt eine mani-
fest kovariante Mechanik)

d%z®
dr?
miissen wir den relativistischen Ausdruck fiir die Kraft f* finden. Im (mo-
mentanen) Ruhesystem des Teilchens ist d2z°/672 = 0 und f = F =
Newtonsche Kraft; fiir 7 = 0 reduziert sich (11.87) auf (11.86). Zweitens
soll sich f“ transformieren wie ein kontravarianter Vektor, vgl. Abb. 11.7

fr=m

(11.87)

fo = A%(—7)F° (11.88)
. d2 0
F8 = (F°,F) mit Fozmd—;zo,
wobei ¥ gerade die Geschwindigkeit des Teilchens ist. Der Lorentzboost
A%4(—7) transformiert die Kraft I zuriick ins Laborsystem, so dass f“
ein kontravarianter 4-er Vektor wird (geméss Definition (11.88)). Damit er-
halten wir die relativistische Kraft (benutze (11.69))

fo = 75ﬁ7
f = ﬁ+(7—1)ﬁﬁ'2F§. (11.89)

Mit (11.87) und (11.89) kénnen wir x(7) berechnen und durch Eliminati-
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0 AX () 5 B lokales
X =N X Ruhesystem, F Abb. 11.7:  Der Lorentz-
X boost A(—7) transformiert die
Kraft ' im lokalen Ruhesys-
tem zuriick ins Laborsystem.

Laborsystem, f ¢

on von 7 via t(7) = xo(7)/c erhalten wir die Bahn 7(¢) im Laborsystem.
Beachte, dass wir fiir die Integration von (11.87) die Anfangsbedingungen
x*(T = 719) und dx®/dr (T = 79) brauchen, wobei die Bedingung

Adr? = —napda®da’, (11.90)
9 dx® daP
== s

erfiillt sein muss. Die Bedingung (11.90) ist immer erfiillt, denn

dyp_ d ditdd?
dr dTnaﬁ dr dr
ergibt
dx’
0= —2nu8f%—. 11.91
L ( )

Dieser Ausdruck ist ein Lorentzskalar, verschwindet im Ruhesystem und ist
somit gleich 0 in jedem Inertialsystem.

Als néchstes wollen wir die erhaltenen Grédssen der Energie E und des Im-
pulses p finden. Wir haben bereits bemerkt, dass U = (cdt/dr,di/dr) ein
4-er Geschwindigkeitsvektor ist. Entsprechend definieren wir den 4-er Impuls

dx®
¢ =mU% = m—. 11.92
p*=m m— (11.92)
Wir identifizieren cp® = E mit der Energie und p’ mit den Impulskompo-
nenten des Teilchens. Mit

5 dt 9 me?

E = ep=¢Em— =mc*y= ——— 11.93
p — L sy (11.93)
~ mc? +mu?/24 -
und
dr muv
P m—=—my = - 11.94
Iz = my Ty (11.94)
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erhalten wir im nichtrelativistischen Limes v/c — 0 die wohlbekannten Aus-
driicke fiir die Energie F und den Impuls p zuriick (bis auf eine triviale
Verschiebung mc?, der Ruheenergie). Beachte, dass die Erhaltung des 4-er

Vektors
o _ o
Z Ppinitial = Z Py final>
n n

> . Apy = 0, eine Lorentzinvariante ist, d.h., ist Energie und Impuls in
einem System erhalten (z.B. im Ruhesystem des Schwerpunktes), so gilt
dies in allen Inertialsystemen.

Schliesslich kénnen wir in (11.93,11.94) die Geschwindigkeit v eleminieren,
um die relativistische Dispersion eines massiven Teilchens zu erhalten,

E({p) = vVm?c* + p?c2. (11.95)

Fiir masselose Teilchen setzen wir m = 0 (und v = ¢)'® und erhalten die
Dispersionsrelation

Ep) = clp]- (11.96)

11.8 Kovarianz (Lorentzinvarianz) der Elektrody-
namik

Zur Vorbereitung konstruieren wir aus der Ladungs- und Stromdichte

p(Ft) = D en (7 —7u(t)) (11.97)

1) = Yend (i) 0

—

<

die 4-er Stromdichte j(x). Dazu definieren wie z0(¢) = ct und fiihren das
Integral

/dt' o4 (z — zn (1))
ein. Schliesslich ersetzen wir die Zeit ¢ durch die Eigenzeit'* und erhalten

«
dxl

@ = [ar Y ensta )G

= (cp,j). (11.98)

By =p/my = E/emy = mc®y/mey = ¢
Beachte, dass dt'dz%/dt’ = drdz/dr und dt’ dal, /dt’ = cdt’
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Mit dem Skalar §*(z —x(t)) und dem 4-er Vektor dz2 ist j* eine 4-er Strom-
dichte. Es gilt der Erhaltungssatz'®

Daj® =0, (11.99)

Wir schreiben die inhomogenen Maxwellgleichungen durch die Potentiale
und A in der Lorentzeichung,

1 4

SHe—Ap = 47r,0:77rj0, (11.100)
1.y - Ao

SHA-AA = —j,

C C

1 = —
wobei j wieder die 4-er Stromdichte ist und
1 o A pv o
?(2 - A=-"0,0,=0,0"=01

ist der skalare Laplace-Operator in M* (d’Alembert-Operator). Das Object

—

(¢, A) definiert also ein 4-er Potential und (11.100) lasst sich dann kompakt
schreiben als

4
04> = Zjo (11.101)
C

0, A% = 0.

Wir erhalten damit manifest kovariante Gleichungen (Tensorgleichungen).

Als niichstes driicken wir die Felder E , B durch das 4-er Potential A® aus,

Ei — _CgAz o aaxZAO (“;32) 80Az _81A0
t
P 82_/43 o 83A2
B; eijkm/x’f = | 834! —9tad
€ 61A2 - 82141
Denn
- S 7] dx;
Viio= Yeng 8- Fa) ot
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Die 6 Feldkomponenten definieren auf natiirliche Weise den antisymmetri-
schen Feldstarketensor (beachte (11.34) bis (11.38))

0 B Ey E;
~-Ey 0 By -B
~FEy -By 0 By |’
~E3 By -B; 0

P =048 — 9P A° = (11.102)

Aus F*8 konstruieren wir den zugehorigen kovarianten Feldstérketensor

0 —-FE1 —FEy —Ej
E 0 B —B
— v 1 3 2
Fa,B 770[77756F E2 —Bg 0 Bl s (11.103)
FEs By —B; 0

sowie den dualen Tensor (folgt aus der Duahtat der Maxwellglemhungen
FB ergibt sich aus F*? durch die Substitution E— Bund B — E)

0 Bl BQ BS
1 -B, 0 —E3 E

Fol = gy = —B; Es 0 ’ —51 ‘ (11.104)
By —Ey E 0

Wir konstruieren die Maxwellgleichungen in Tensorform. Sie resultieren durch
Kontraktion des Feldstéarketensors mit einer (kovarianten) Ableitung. Dar-
aus resultieren Ableitungen 1. Ordnung in den Feldstérken als 4er-Vektoren.
Fiir die inhomogenen Maxwellgleichungen findet man die Form

4 V- E = 4np,
O FP =T S TP (11.105)
c V x B — (1/0)E = (4r/c)].

Die homogenen Maxwellgleichungen ergeben sich aus der Kontraktion des
dualen Feldstérketensors mit einer (kovarianten) Ableitung,

D FFP =0 «— _ (11.106)

Dies ist dquivalent zur Form
OFPY L 9P F L VFP =0 (11.107)

mit «, 3, v beliebig aus 0,1,2,3. Mit (11.98), (11.105), (11.106) haben wir
die Maxwellgleichungen in tensorielle Form gebracht, womit die Kovarianz
(Lorentzinvarianz) der Elektrodynamik gezeigt ist.

Abschliessend wollen wir die Verbindung zur Mechanik kovariant schreiben:
Ein guter (Tensor-) Ansatz fiir die Lorentzkraft

= N v N
Fob \U:’
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ergibt sich zu

ap 077
or

Damit erhalten wir die relativistische Bewegungsgleichung fiir ein massives,

geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld (vergleiche 11.7),

q
=g F (11.108)

d*z° q FoB @

Mgz T or '

(11.109)

11.9 Transformation elektromagnetischer Felder

Wiederum miissen wir aus den 3-er Vektoren E und B (im Galilei-Sinn) eine
Tensorgrosse bilden, welche wir dann trivial transformieren kénnen. Offen-
sichtlich kennen wir diesen Tensor bereits; es ist der zweifach kontravariante
Feldstérketensor F*?. Wir sehen, dass der Aufbau einer Tensorgrosse aus E
und B diese Felder intrinsisch miteinander verkniipft — im relativistischen
Weltbild macht es keinen Sinn, E und B gesondert zu betrachten; relevant
ist ihre Kombination in F*°,

Das Transformationsgesetz fir E und B ergibt sich aus demjenigen fiir F*3,

F'*7 = A AP P, (11.110)

Damit erhalten wir die Transformationen

~ — — 3y y _.\‘_. -
E' = ~y(E+f(xB) 7H(ﬂ E)G, (11.111)
V- I N G- -1
B = (B-fxE)- (7 )5

Das Resultat (11.111) verallgemeinert die Transformationsregel (5.6). Fiir
eine Transformation entlang der Achse x! vereinfacht sich das Resultat zu

Ei == El, Bi = B17
Ejy =~(Ey — 6Bs), Bj = v(Bsy + 3E3),
Ej = (B3 + 8Ba), B} = (B3 — BE). (11.112)

FEin hiibsches Beispiel ist die vorbeifliegende Ladung, vgl. Abb. 11.8: In ihrem
Ruhesystem z’ erzeugt sie ein elektrisches Feld E' = ¢’ /r"*; die Induktion
B’ = 0 verschwindet. Die Koordinaten des Beobachters im z’-System sind

ot = —ot,

z'? = b, r' = /b2 + v2t? (11.113)
/

X

3:07
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X2 X2 .
Abb. 11.8: Vorbeiflie-
gende Ladung: Beob-

p | Beobachter achter bei (0,b,0), Ge-

, schwindigkeit des Teil-

b [ chens ¥ || x!.

q
] —_— 1 11
0 w / 7 X X
X3 X’3

(z/' = 2! bei t/ =t). Das E’-Feld bei P im #'-System ist gegeben durch,

qb
ﬁa

t/
B =-T0 B =

= Ey,=0, (B'=0), (11.114)
.,

und lasst sich durch die Koordinaten im z-System ausdriicken; mit

v
¢ = (t — —ml) — ot 11.115
¥ 2 v ( )
& —vyt + 73:1 = —ut,
LUIQ = .T27 .Tlg = .Ts,

erhalten wir

B qut B gb
1 (b2+v272t2)3/2’ 2 (b2+02y2t2)3/2'

(11.116)

Schliesslich transformieren wir noch die Felder geméss (11.112) (vertausche
EaBHElaBlvﬁH_ﬁ>

o quyt
Er = k= (b2 + 420242)3/%
. ; qyb
By = 7By = (b2 + y202t2)3/2’
By = ~BE,=pE;. (11.117)

Der Beobachter in P sieht einen transversalen elektromagnetischen Puls
(E 4L 5), mit dem B-Feld von der bewegten Ladung herrithrend'®, vgl. Abb.
11.9. Der Puls hat eine Dauer At ~ b/yv (betrachte den Nenner in (11.117),
er erzeugt den Puls mit Maximum bei ¢ = 0, wenn g gerade die kiirzeste
Distanz zu P hat). Die Hohe des Pulses wichst mit v, Ez(t = 0) = 7q/b.
Die Induktion B erreicht im Limes B8 — 1 die Starke des Pulses im E-
Feld. Der zeitliche Verlauf des Pulses und die im System des Beobachters
erfolgende Kompression des E-Feldes entlang der z'-Achse sind in der Abb.
11.10 illustriert.

16 Strompuls entlang z'.
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X2
E Abb. 11.9: E- und B-
P Feld am Ort des Beob-
2R achters, erzeugt durch
B b die bewegte Ladung.
/ vt i
X3

v

Abb. 11.10: E-Feld einer ruhenden (links) und einer bewegten Ladung
(rechts) im Ruhesystem des Beobachters.

11.10 Allgemeine Relativitatstheorie

Wir konnen an dieser Stelle nur kurz aufzeigen, in welche Richtung die
Uberlegungen weitergehen. Startpunkt ist die Frage, was eigentlich die Iner-
tialsysteme auszeichnet. Bereits Newton hat bemerkt, dass die Inertialmasse
m;, welche die Dynamik eines Kérpers bestimmt (m;d27 = F), gleich der
schweren Masse m, des Korpers ist, welche im Gravitationsgesetz F= mgg
auftritt. Diese Gleichheit lasst sich zum Beispiel durch Versuche mit Pendeln
verschiedener Zusammensetzung testen, ist doch deren Periode proportional
zu y/m;/mg. Geht man von der Gleichheit schwerer und trager Masse aus
(diese Gleichheit wurde durch viele Experimente mit immer héherer Genau-
igkeit verifiziert), so kann man im freien Fall durch ein (homogenes, stati-
onires) Gravitationsfeld das Letztere nicht mehr sehen!”. Zum Beispiel gilt
fir N Massenpunkte mit paarweiser Wechselwirkung ﬁ(f; — 7j) im nichtre-

1"Betrachte ein Experiment mit Massen im geschlossenen, frei fallenden Lift; dann fallen
alle Korper und der Lift gleich schnell und die Gravitation fallt aus der Bewegungsglei-
chung raus
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lativistischen Grenzfall die Bewegungsgleichung

mir =mig+ Y F(F — ), (11.118)
j

wobei 7; die beziiglich der Gravitationskraft mg erzeugenden Masse (Erde)
fixierten Koordinaten sind. Die Transformation
1

= - 532’ (11.119)

=/

t =

~

auf das mitfallende System ¢, v’ ergibt die Bewegungsgleichung

mi’ =Y " F(i =) (11.120)
j

und der Experimentator im frei fallenden Lift findet die gleichen Gesetze
der Mechanik wie ein Experimentator im freien Raum. Das Aquz’valenzprin-
zip verallgemeinert diesen Sachverhalt auf alle Naturgesetze: Gegeben ein
Raum-Zeit Punkt in einem beliebigen Gravitationsfeld, dann lasst sich im-
mer ein [okales Inertialsystem finden, so dass innerhalb eines gentigend klei-
nen Gebietes die Naturgesetze dieselbe Form annehmen wie in einem unbe-
schleunigten karthesischen Koordinatensystem in Abwesenheit von Gravita-
tionskréften. Ein solches Bezugssystem wird lokales Inertialsystem genannt.
Wir konnen zwei Dinge lernen:

1. Offensichtlich kann die Gravitation durch eine geeignete, nicht triviale
Koordinatentransformation eliminert werden. Betrachte zum Beispiel
die Transformation (11.119) — sie erzeugt aus der der trivialen Min-
kowskimetrik 7, eine gekriimmte Raum-Zeit Metrik. Zwar ist g aus
(11.120) verschwunden, dafiir aber erscheint g in der Metrik g,,,. Wir
konnen also die Gravitation beschreiben, indem wir das gravitations-
freie Problem in eine gekriimmte Raum-Zeit einbetten.

2. Diese Uberlegungen diirfen nicht von der Wahl des Koordinatensyste-
mes abhéngen: Die Naturgesetze miissen in jedem Koordinatensystem
gleich aussehen.

Aus diesen beiden Punkten folgt eine Strategie zum Aufbau der Naturgesetze
in der Présenz von Gravitationseffekten:

1. Finde einen Formalismus, welcher die koordinatenunabhédngige Be-
schreibung der Naturgesetze erlaubt. Dieses Ziel lasst sich durch die
Formulierung der Gesetze durch Tensorgleichungen erreichen.
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2. Die Naturgesetze in Inertialsystemen sind bekannt. Formuliere also
die Gesetze durch Tensorgleichungen, so dass nach Transformation in
lokale Inertialsysteme die Gesetze der speziellen Relativitatstheorie re-
sultieren. Dies lasst sich erreichen durch Inkorporation der Gravitati-
onseffekte in die Metrik der gekriimten Raum-Zeit.

3. Finde die der physikalischen Situation entsprechenden Metrik g, .

Der letzte Schritt fiihrt uns zu den Einsteingleichungen fiir die Metrik g,,, .
In der Folge kommentieren wir kurz diese drei Punkte.

Zu 1), Tensoren

Wir haben in 2.4, 11.2 und 11.2.2 bereits das wichtigste iiber Koordinaten-
systeme, die Metrik und Tensoren gelernt. Insbesondere gelten die Regeln
(11.34) — (11.36) auch fiir allgemeine Tensoren, deren Transformationsver-
halten nicht durch eine Lorentztransformation, sondern durch eine beliebige
Koordinatentransformation x'#({z"}) gegeben ist.!® Die Regel (11.37) be-
darf einer Modifikation: Die Ableitung 9,777 ist kein Tensor. In krummen
Koordinaten miissen wir zu kovarianten Ableitungen iibergehen. Dazu be-
darf es der Einfithrung der Christoffelsymbole (g;; die zugrunde liegende
Metrik des Raumes)

o _ 1 vo agw/ ag)\u agu)\
A9 |:8£C)‘ + Ozt ozV ] (11.121)

Die Christoffelsymbole geben den affinen Zusammenhang, d.h, sie sind das
Mass fiir die Kurvatur der Koordinatenachsen; sie sind keine Tensoren, denn
o' Oz Oxy_,, O™ O*a™

O™ Oz} Ox’; *" O™ "0’

m __

Die kovarianten Ableitungen V* 4 und U\ von kontra- und kovarianten Vie-
rervektoren sind dann definiert als folgende Verallgemeinerungen der Ablei-
tung, 19

ovH oVH

Y - =+ i ve = V" (11.126)
Ox flache Koord Ox allg. Koord '

18Zum Beispiel transformiert der Tensor TWM, gemass

oz’ 9zt 0zt 5

TI’Y _
0 Bad 0a' P

(vergleiche (11.33)).
Djie kovarianten Ableitungen A, und A,;» von kontra- und kovarianten Vektoren,

AL, = 0y, AT T AL (11.122)
Apom = O, An —Th Aps (11.123)
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oU, oU,
Sl Sk,
Ox flache Koord. Ox

= Uy (11.127)
allg. Koord.

Eine weitere Verallgemeinerung ergibt sich bei der Betrachtung von (11.38),
z.B. €*#79 Die Transformierte

02" 02'" a7 0a’° VAR (_ oz’
Ox

Ozt Oz’ Oz Ozt -

6aﬁ'y§>

ist total antisymmetrisch in «, 3, v, 6 und damit proportional zu e*#7. Die
Proportionalitdtskonstante ist gerade die Jakobideterminate |0z'/dz| von
0z’ /9xt. Indem wir statt e*97° die Grosse

P/ /g (11.128)

betrachten, erhalten wir einen Tensor. Die Grosse g = —det~y,, ist eine
skalare Dichte?’, welche geméss

ox® oxP

/

I = Fomdasgm (11.129)
p ox |2

R P

transformiert.

Man nennt eine Grésse ¢ eine Tensordichte mit Gewicht W, wenn sich
t als Produkt eines Tensors und dem Faktor g~"/2 darstellen lisst. Z.B.

sind Tensoren 2-ter Stufe; die kovariante Ableitung eines Skalars entspricht gerade dem
Gradienten ¥,, = 0., ¥ und ist ein Vektor (Tensor erster Stufe). Die Operatoren grad,
div, rot, und Laplace haben die Formen

grad: V.,
div: A" = (1/4/9)0n (/g A™), (11.124)
rot: Apim — Amin = Ozm Ay, — Ogn Ay,
Laplace: (9" Wm)in = (1/y/)0en (VG g0 D).

Die alten Resultate (vgl. Abschnitt 2.4) fiir Skalar- und Vektorfelder in krummlinigen
orthogonalen Koordinaten folgen sofort; benutze dabei, dass a; = h; A* = A; /h,,

(V)i = (1/h)0, ¥,
= = ijk h; ijk
(V X a)i = (hz/\/a)C J Akij = h1h2h36 J 8%. (hkak),
S @ T 1
11213

(11.125)

20Die Grosse €70

Gewicht —2.

ist eine Tensordichte mit Gewicht —1; g ist eine Skalardichte mit
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transformiert die Tensordichte #, mit Gewicht W gemaiss

ox"\W 9z dx"
P el LR (11.130)
Ox dx* O’
—
(/9"
und .
Wiz _ 0% " 0" o
g Vo gar OxlY o
somit ist ¢"W/2t", ein Tensor. Der Faktor ¢"W/2 beriicksichtigt die Transfor-

mation des Volumens, wenn —det g, # 1 ist; insbesondere transformiert

d*zt(Gewicht — 1) = \/gd*z T (11.131)

wie ein Tensor, \/§d4x ist das invariante Volumenelement.

Zu 2), Naturgesetze in kovarianter Form (c = 1)
Mechanik

Die Verallgemeinerung von (11.87) konstruiert sich wie folgt: Zuerst holen
wir uns die 4-er Geschwindikeit aus dem Inertialsystem,

p " oga p
I %Ug _ 0aFogt ok
&« o&> ot or

Die Ableitung dU"/dr ist kein Vektor. Wir schreiben

d_di® o

dr — dr O0z®
und verallgemeinern geméss (11.126) auf die kovariante Ableitung D /DTt
entlang einer Linie,

D dz®
e ;—T - (Kovariante Ableitung),
z.B.
DUt dun dz®

= — 4+ IH U,
Dt d7'+°‘ﬁd7'U

Damit verallgemeinert sich (11.87) auf
DU*#
m =
DTt

£
)
oder ausgeschrieben,

2 v A
Ty 92700

e (11.132)

~—
nicht grav. Kréafte M
Gravitation
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Elektrodynamik

Die Maxwellgleichungen in der Form

aiaFaﬁ = —(4n/c)j”, (11.133)
0 0 0
—F, —F o+ ——F.,u =
Ox® oy + oxB~ 7 + Oz P 0
verallgemeinern sich zu
F% = _(4n/c)j", (11.134)

Mo’

Foyia + Frap + Fapy = 0.

Fir die Lorentzkraft erhalten wir in der Présenz von Gravitationsfeldern
das Gesetz
fe=qFg diﬁ (11.135)
B dr . .
Beachte, dass alle Indizes mit g,, anstelle von 7, manipuliert werden und
dass alle Felder (f%,j, F @B) via Transformation aus lokalen Inertialsyste-
men definiert sind,

or® -
a u
f aé-u )
.o 837&7
o= 7"
oz 0P -
af uv
F —agu 8§VF ,

&F flach, f“, j#, F* die Objekte im lokalen Inertialsystem.

Zu 3) Metrik g,, aus Einsteingleichungen

Ein metrischer Tensor g,,, kann aus verschiedenen Griinden eine nicht tri-
viale Form annehmen: Betrachte den flachen Raum g,, = 7, und fiihre
krummlinige Koordinaten ein. Der Raum sieht dann auf den ersten Blick
gekriimmt aus (g, ist nicht trivial), obwohl er eigentlich flach ist. Wie un-
terscheiden wir einen flachen Raum von einem gekriimmten? Die Antwort
liefert der Riemann-Christoffel Kriimmungstensor

ory,  or
= H BE L0 TA — T T (11.136)

RN . = -
HVE Ik oV HUT KN prsvn

Die Metrik g, () ist &quivalent zur Minkowskimetrik 7, (d.h. es gibt eine
globale Transformation x — £ so dass gu, — 7.,) genau dann, wenn

A —
R =0 Va (11.137)
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und g, (X) drei positive und einen negativen Eigenwert in einem Punkt X
hat.

Der voll kovariante Tensor
R)\/.wn = g)\URUW,R (11138)

hat einige interessante Eigenschaften:

1. Symmetrien: Ryue = Rurap,
2. Antisymmetrien: Ryun = —Ruave = —Rousr = Rudev,
3. Zykthtat R)\My;q, + R)\H,;LV + R}u/nu = Oa

4. Bianchi-Identitat: Ry ey + Raunis + Rausn = 0.

Die Kontraktion
R/ui = g)\VR)\‘u,z//{ (11139)

ergibt den Ricci-Tensor R,.. Die zweite Kontraktion
R := g)\yglmR)\uun

ergibt die skalare Krimmung R.

In zwei Dimensionen reicht die skalare Kriimmung R aus, um die Kriimmung
des Raumes zu beschreiben. In 3 Dimensionen geniigt der Ricci-Tensor R,
mit seinen 6 unabhéngigen Komponenten. Erst in 4 und mehr Dimensionen
benétigt man den vollen Riemann-Christoffel Kriitmmungs-Tensor mit seinen

1
Cd:ﬁcﬁ(dtn = Oy =20

unabhéangigen Komponenten zur Beschreibung der allgemeinsten Krimmungs-
verhaltnisse.

Die obige Diskussion ldsst vermuten, dass die Bestimmungsgleichungen der
Metrik g,,,, partielle Differenzialgleichungen sind, welche die Kriimmungsten-
soren Ry uwr, Ruw, und den Krimmungskalar R enthalten. Bleibt die Frage
nach der Quelle der Gravitation. Offensichtlich erzeugt Masse ein Gravitati-
onsfeld. Masse ist aber nur eine Form von Energie, also miissten alle Ener-
giefelder wie z.B Masse, elektromagnetische Felder, etc. (und sogar Gravita-
tionsfelder selber) die Raumkriimmung erzeugen. Es stellt sich heraus, dass
die korrekte (tensorialle) Quelle des Gravitationsfeldes der Energie-Impuls-
Tensor T+ ist. Z.B hat TH fiir ein System von Punktmassen m; die Form

1 dz!* da
= — S my | LS e ay)dr, (11.140)
VR r
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und fiir elektromagnetische Felder
1
T = FHEYA 1 g" By F.
Die Einsteingleichungen haben die Form
1

wobei G = 6.673-10~% dyn cm?/g? die Gravitationskonstante und ) die kos-
mologische Konstante ist. A wurde urspriinglich von Einstein eingefiihrt, um
zu verhindern, dass die Einsteingleichungen die Expansion oder Kontraktion
des Universums voraussagen. Es ist A & 0 und im leeren Raum reduziert sich
(11.141) auf R, = 0.2! In zwei und drei Dimensionen impliziert R, = 0
eine flache Raumgeometrie. In d > 4 kann Ry, trotzdem ungleich 0 sein.
Folglich konnen Gravitationsfelder im leeren vierdimensionalen Raum exis-
tieren.

Die Gleichungen (11.141) ergeben 10 — 4 = 6 Gleichungen?? fiir die 10 Un-
bekannten in g,,. Die unbestimmten vier Freiheitsgrade entsprechen der
Freiheit in der Wahl des Koordinatensystems: Mit g,,, () ist auch ¢, (')
eine Losung von (11.141). Dies entspricht der Eichfreiheit in der Elektrody-
namik; entsprechend der Eichbedingung 0,A% = 0 in der Elektrodynamik
wéahlt man oft g"” Fﬁy = 0 in der Relativitatstheorie. Es ergeben sich dann
harmonische Koordinaten mit

(ng#;A);H = Dzt = 0.

Im gravitationsfreien Raum sind die Minkowskikoordinaten, wo g™ = n**,

g = 1 ist, gerade die Harmonischen.

*'Kontrahiere (11.141) mit g,, — R = 87GT",.
22_4 wegen den Bianchi-Identitéten.
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Kapitel 12

Lagrange Formulierung

12.1 Relativistische Mechanik

In 11.7 haben wir die Bewegungsgleichungen (11.110) fiir ein Teilchen im
elektromagnetischen Feld hergeleitet,

—

p = q[E+dxB/c, (12.1)
OE = qu-E, (das B-Feld leistet keine Arbeit)

oder in kovarianter Form, mit 0,z = (yc,v@) = p®/m,
d-p* = (q/c) F*P0,x5. (12.2)

Wir méchten die Gleichungen (12.1) aus einem Variations-Prinzip minimaler
Wirkung herleiten. Gesucht ist also die Wirkung

to

Sl i) = / dtLizy(t), d4(0), 1), (12.3)
t1

mit der Lagrangefunktion L, so dass §S = 0 gerade (12.1) reproduziert

(auf den kovarianten Formalismus gehen wir spiter noch genauer ein). Die

Minimierungsbedingung 45 = 0 erzeugt die Euler-Lagrange Gleichung der

Bewegung,

d oL 0L

%83:1 B 81’1 N
Wir suchen eine Wirkung S, welche sich unter Lorentztransformationen wie
ein Skalar transformiert. Mit dt = vdr, dr eine Invariante, erhalten wir

(12.4)

2
S:/ dr L. (12.5)
m

Da dr invariant ist und S invariant sein soll, muss auch vL invariant sein.
Fiir ein freies Teilchen darf L nur von der Geschwindigkeit, nicht aber

279
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von der Position abhéngen. Die einzige Invariante, welche sich aus der 4er-
Geschwindigkeit d;x® konstruieren lasst, ist die Kontraktion

0x% 0xo o

Damit erhalten wir vL o const. Im nicht relativistischen Limes wollen wir
L = mu?/2 + const erhalten. Dies wird erfiillt durch

vLy = —mc
Ly = —mc\/1—-— (12.7)
= —mc +m%+0(u4), ufc < 1.
Die Euler-Lagrange Gleichungen (12.4) ergeben korrekt
Oc(ymu ) = 0p’ = 0. (12.8)

Fiir ein Teilchen im elektromagnetischen Feld konnen wir aus den beiden
4er-Vektoren 0,2 und A% die invariante Kontraktion

0;x%Ay = 0rx o AY

bilden. Im nichtrelativistischen Limes erhalten wir

(—co:t,0,7) (e, A) = —cyp4ri-A
= —yc(p—1iu- ff/c) (12.9)
~ ey,

und mit dem nichtrelativistischen Ausdruck

L| =T -V =mv?/2 —qp

u/c—0

extrapolieren wir auf das allgemeine relativistische Resultat
vL = —mc? —q’y(cp—ﬁ-/f/c). (12.10)

Das Resultat (12.10) gibt uns den Ausdruck

I = 2 u? q_ =
= —mc 1—0—2—qcp—|-gu-A (12.11)

fiir die Lagrangefunktion eines Teilchens der Masse m und Ladung ¢ im
Feld der Potentiale ¢ und A. Eine kurze Rechnung zeigt, dass die Euler-
Lagrange-Gleichungen (12.4) von (12.11) die Bewegungsgleichungen (12.1)
erzeugen.
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Wir gehen zum Hamiltonschen Formalismus iiber, indem wir den kanonisch
konjugierten Impuls

OL
P = — = ymu; + gAi
ou; c
definieren; in vektoriell Schreibweise,
P=p+24  §=myi (12.12)
c

Fiir ein Elektron mit Ladung —e ist somit P = m~@ — (e/c)A. Die Hamil-
tonfunktion ergibt sich aus der Legendre Transformation

oL 5
und anschliessender Eliminierung von « durch
. cP — qA
U = ;
V(P = (a/c) A2 + m2e2
H = \/(cﬁ — qA)2 + m2ct + qo. (12.14)

Wiederum ergeben die Hamiltonschen Gleichungen die korrekte Bewegungs-
gleichungen (12.1). Auch ist H = W die totale Energie des Teilchens,
eine Invariante der Bewegung (im nicht relativistischen Limes ist H,, =
p?/2m + qp + const). Durch Umgruppieren der Terme und Quadrieren er-
halten wir

(W = qp)* = (cP — qA)? = (mc?)?

und mit der Definition

p* = (B/e,p) = (W —ap)/c. P = (/) A). (12.15)

—pap® = m2ci (12.16)

—

Mit dem 4-er Potential (¢, A) definiert (12.15) den kanonisch konjugierten
4-er Impuls P* = (W/e, P) mit W/c = totale Energie/c als 0-Komponente.

Beachte, dass L nicht eichinvariant ist,

o — 80,:90_%615)(7
A - E’:ff—l—&x,
=L — L=L+X@x+i Vy), (12.17)
CT

d.h., L’ ist gleich L bis auf eine totale Ableitung welche die Bewegungsglei-
chungen invariant lésst.
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Anstelle von (12.11) und (12.14) lassen sich auch manifest kovariante Aus-
driicke fir L und H finden

Ly = —-mc®/y=—(me/y)V/-UsU*,
So = /dT’yL

— —mc/\/—gaﬂdfvadxﬂ

dz® dzb

- e “9eB g ds ds

Diese Form mit dem Kurvenparameter s relaxiert die Nebenbedingung (11.90).
Der allgemeine Lagrangian fiir ein Teilchen im Feld ist dann gegeben durch

L= —(mc\/asxaasxa - (q/c)@sxaAo‘) (12.18)
mit cOstau = /—0;2%0sx4 und s = der Bogenlange. Die Euler-Lagrange-

Gleichungen
d oL oL
s (a[ ]) " Bz 0

OsT o, O0xq

mit (12.18) ergeben die korrekten Bewegungsgleichungen

dzx

>z q
=290 AP — 9P A =8 12.19
dr? c( ) dr ( )
Mit dem konjugierten 4er Impuls
oL dx® ¢
P = = =AY 12.20
0[0sxq] " * c ( )
lasst sich der Hamiltonian
1 dx®
H = - (—Pa— L)
2 dr +
1 2
- (Pa — gAa) (P‘“ - gAa) _me (12.21)
2m c c 2

definieren. Obwohl H die richtigen Bewegungsgleichungen erzeugt, ergeben
sich Probleme:

1. H ist nach Konstruktion ein Lorentzskalar, somit ist H keine Energie.

2. Mit 0,240,2% = —c? und (12.20) findet man fiir H|4a—q sofort, dass
H =0 ist.

Die iibliche physikalische Interpretation von H als Energie wird damit hinfallig.
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12.2 Elektrodynamik

Wiederum suchen wir eine Lagrange- Dichte L, so dass die Maxwellgleichun-
gen als Euler-Lagrange-Gleichungen der Wirkung

A= /d%ﬁ(Aa,aﬂAa) (12.22)

folgen. Da die Maxwellgleichungen linear in den ‘Geschwindigkeiten’ 9 A®
und den Quellen j¢ sind, kénnen wir leicht die richtigen Invarianten erraten:
Fa/gFo‘ﬁ, Fagfo‘ﬂ, Ja A%, Faﬁ}"o‘ﬂ ist ein Pseudoskalar und fallt weg. Man
findet leicht, dass die Dichte

1 1
= —— F3F"% 4+ =, A" 12.2
L o Fast™ + (12.23)

1 1
— o AT §T AP )\AV_ VA)\ 704'51401
6 Pwilve (O 97A)(0 0"A%) + ~1ag]

die korrekten inhomogenen Maxwellgleichungen erzeugt,

oc 1

O
oL 1
gAe — o

4
iaﬂFga = _?ﬂ—ja-

Die homogenen Maxwellgleichungen sind durch die Definition von F®? iiber
die Potentiale A%, F¥ = 9*AB — 9P A* automatisch befriedigt. Beachte,
dass die inhomogenen Maxwellgleichung 0° F, Ba = —4mja/c automatisch den
Erhaltungssatz 0%j, = 0 liefert, denn

a; S gagbp,
0%ja 471'86 Ba =0,

da Fi 3 antisymmetrisch, aber 0°9% symmetrisch in «a, 3 ist.

12.3 Procagleichungen

Wire das Photon massiv, so miissten wir zu (12.23) den Masseterm (u?/87) Aq A%
hinzu addieren. Der Parameter p hat die Dimension einer inversen Lénge
und entspricht der Comptonwellenlange des Photons,

h m—0
= — —> .

1
w Mphoton * €
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Die Euler-Lagrange-Gleichungen der Proca-Lagrange-Funktion

1 af /“L2 o 1. «
Lproca = _1677TFQ/8F - 877TAOCA + E]aA ,
47 .
O Fpe — * Ay = ——J (12.24)

erzeugt eine massive Elektrodynamik, wo alle Felder auf der Skala 1/p ab-

geschirmt werden,

4
COAg + 2 A, = %ja. (12.25)

Im statischen Limes einer ruhenden Ladung findet man

—Ap+pPp = 4mq,
e Hr
= ¢—; (12.26)

r

statt des langreichweitigen Coulombpotentiales finden wir dann ein kurz-
reichweitiges Yukawa Potential wie es fiir die Kernkréfte (Photon — Pio-
nen/Mesonen) typisch ist.



Kapitel 13

Dynamik relativistischer
Teilchen im Feld

13.1 Homogenes, statisches Magnetfeld

Die Bewegungsgleichungen (12.1) im homogenen statischen Feld reduzieren
sich zu . iE
P_49. 3
oy _ 1 —— —=0. 13.1
it T (13.1)

Da die Energie konstant bleibt, sind u2 und ~ konstant. Die Anderung von
4 ist immer orthogonal zu @ und é, so dass u erhalten bleibt und sich
das Teilchen auf einer Kreisbahn in der Ebene senkrecht zu B bewegt. Wir
konnen (13.1) umschreiben zu

o, = 0,
O, = U, Xdg, (13.2)
. ¢B  qcB
wB = yme ~E

wp ist die Zyklotronfrequenz und entspricht der Umlauffrequenz (in Radian)
des Teilchens in der Ebene senkrecht zu B. Mit (vgl. Abb. 13.1)

1_[(75) Re ﬁll g3 +wprp (51 — 152) e_int, (13.3)

7(t) Re 7o + 1_[” t&s +irg (8] — i€s) e_wBt,

erhalten wir eine Bahn in der Form einer Helix mit Radius g und Steigung
Y = arctan(u” J/wprp). Der Bahnradius rp héngt vom Magnetfeld B und
der Geschwindigkeit u  ab,

cmyu | U
= —_—— 134
"B qB WBR ( )

285
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Abb. 13.1: Helikale Bewegung eines
B Elektrons im statischen homogenen
Magnetfeld: Lage von B, €1, €5, €53.

Fiir ¢ < 0 (z.B. ein Elektron) ergibt sich eine rechtshéndige Spirale, vgl.
Abb. 13.1.

13.2 Orthogonale elektrische und magnetische Fel-
der

Die Energie ist nicht mehr erhalten, da dFE/dt = qu - E # 0 ist. Wir trans-
formieren in ein neues Koordinatensystem; dann gilt

dp’

= g(E'+a' x B/'/c) (13.5)

mit Feldern E’, B’ transformiert gemiss (11.111). Fiir |E | < |B| wiihlen
wir eine Transformation mit
. ExB v
=0=—, -<1 13.6
F=250 2 (13.6)

ol

Die transformierten Felder sind rein magnetisch,
B -
By' = (13.7)

B2_E2_.

=\ "5 B < B,

—

B, =

2w &L

wobei sich || und L auf die Richtung von 3 beziehen. Im (#/,7’)-System
spiralisiert das Teilchen in Richtung B’ || B. Transformieren wir ins System
(t,7) zuriick, so kommt ein Driftterm

— & =4 =
i= kB (13.8)

hinzu, vgl. Abb. 13.2. Man kann dieses Resultat leicht verstehen, indem man
die durch das E-Feld gestorte Symmetrie studiert, welche die Abwérts- und
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— A
E
+Igl

—lql

A
"y

B

Abb. 13.2: Tllustration des Drifts eines Elektrons im E , B-Feld: Eine positive
Ladung wird in +F-Richtung beschleunigt, in —FE-Richtung verzogert, ein
negativ geladenes Teilchen genau entgegengesetzt.

Aufwiirtsbewegung || E fiir ein positiv geladenses Teilchen verzogert respek-
tive beschleunigt. Entsprechend zieht sich die Bahn zusammen (Verzoge-
rung) oder expandiert (Beschleunigung).

Fiir den Fall |B| < |E| transformieren wir mit
-~ ExB
T B

auf ein System mit rein elektrischen Feldern,

7
c

B =

E) = (13.9)
E?-B?.
=\ ——5E<E.

=
E, = o2

2 S22

Die Bahn in (¢, 7’) ist dann von hyperbolischer Form mit stetig zunehmen-
der Geschwindigkeit, was dazu fiihrt, dass sich das Teilchen dem Lichtkegel
anschmiegt.

Eine interessante Anwendung ist der Wiensche Geschwindigkeits-Filter. Fir
ein Teilchen mit Geschwindigkeit!

it = cE x B/B? (13.10)

heben sich elektrische und magnetische Krafte gerade auf. Die Blenden By,
By selektionieren dann gerade diejenigen Teilchen, welche eine Geschwindig-
keit u = cE/B aufweisen.

Hat schliesslich E eine Komponente parallel zu ]§7 lasst sich die Bahn des
Teilchens nicht mehr so einfach finden: Das Skalarprodukt F - B ist eine

'y = ¢E/B, i orthogonal auf E, B
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©BLE
Abb. 13.3: Wiensches Geschwindigkeitsfilter: Fiir Teilchen mit der passen-
den Geschwindigkeit heben sich die Krafte von £ und B | FE gegenseitig

auf. Diese Teilchen fliegen auf einer geraden Bahn durch die Blenden By und
Bs. Alle anderen werden abgelenkt und fliegen an der Blende Bs vorbei.

Invariante’? und lisst sich nicht wegtransformieren; die Bewegung in der
Présenz beider Felder muss dann genauer studiert werden.

2Wie auch E? — B2.



Kapitel 14

Strahlung relativistischer
Teilchen

Wir betrachten ein geladenes relativistisches Teilchen auf der Weltlinie r(7) =
(ct(7),7 (7)) und mit der Geschwindigkeit v(7) = dr/dr = (yc,yV). Das
Teilchen erzeugt an der Stelle z € M* ein 4er Potential A%(x), welches sich
aus der Losung der Wellengleichung (5.37) ergibt,

Aoy = 1 / a2/ Dy(z — ') (). (14.1)

C

Der 4er-Strom hat die Form
j4(2') = qc/drv(7)54(a¢’ —r(1)), (14.2)

mit 04 (2’ — 7(7)) = d(c(t' — t(1)))d3(F" — 7 (7)). Die retardierte Greensche
Funktion D, (z—x') findet man wie {iblich durch Fouriertransformation (sie-
he Abschnitt 5.3),

d*k 4T o e d*k 4m (7
— " thax® _ i(k-F—wt)
D () / 21)* kako © / @r)t k2 — w22 €
d(zo — |7]) _ @(ct)(s(Ct - 7“).

7] r

— O(z0) (14.3)

Beachte im Vergleich mit (5.46), dass wir hier 6*(z) = 6(ct)63(7) = (1/¢)d(¢)
§3(7) betrachten, daher der Faktor 1/c. Wir kénnen (14.3) kovariant schrei-
ben, indem wir bemerken, dass

S(z-z) = (7% =2t (14.4)

= d((r—-ct)(r+ct))

1
5[5(7" —ct) + 0(r + ct)].
289
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Somit konnen wir die retardierte Greensche Funktion schreiben als
D, (x) =20 (xg)d(x - x).

Wobei der O(xzg)-Faktor wegen der Restriktion der §-Funktion invariant ist.
Zusammenfassend erhalten wir das 4er-Potential A* in der Form

d (e
A%(x) = 2q/d7';7_@(330 —ro(r)é([z — (7)) (14.5)
Das Resultat (14.5) driickt aus, dass das Signal bei  am Ort r(7y) entsteht
mit (z — r(19)) - (x — r(79)) = 0, das heisst, x liegt auf dem Lichtkegel von

r(70) (vgl. Abb. 14.1),

(cty — ct(10))? = (7 — 7 (70))% (14.6)

r(t)

A Zelit Abb. 14.1: Das elektromagnetische
Signal am Ort z wird durch einen
Quellterm am Ort (7)) erzeugt, wo-
bei r(7y9) ein Punkt der Teilchen-
trajektorie ist und z auf dessen
r (T 0) Vorwiértslichtkegel liegt.
/ Raum
Mit der Regel
Oz — x;)
14.7
=2 o] (4D
(z; die Nullstellen von f) und
Lo =) = 2l — (e

konnen wir die Integration iiber 7 in (14.5) ausfiithren und erhalten mit der
Bestimmungsgleichung fiir 7 in der Form ¢(m9) = t, — |7 — 7(7)|/c

qO, 1%

A = e — s

(14.8)

T=T0
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In nichtkovarianter Form konnen wir das Resultat mit Hilfe von

Orra(x —1r)* = —cy(cty —ct) 40 (Fp — )
—_——— ——
R Rt

= —cyR+~YRv-1

= —’ch(l — M)
c

= —ycR(1—p-1) (14.9)
(i = Richtung, R = Distanz Quelle-Beobachter, die Konsistenz zwischen

R = ¢(ty — t) und 7, — ¥ = Rii wird durch (14.6) garantiert) umschreiben
auf

L q
Qb(t:pa’l"x) — R(l—ﬁﬁ) ret’

o ]

Alty, 7)) = — 2 14.10
(te,72) RO F70) he ( )

Die Potentiale (14.10) lassen sich im Limes f — 0 mit (5.34) und (5.46)
herleiten. Der Index |, soll uns daran erinnern, dass wir den Ausdruck zur
Zeit t(19) = t» — R(79)/c evaluieren'. Die Potentiale (14.8), (14.10) sind die
Liénard- Wiechert Potentiale.

Im n#chsten Schritt berechnen wir die zu den Potentialen (14.10) gehdrigen
elektromagnetischen Felder. Statt von (14.8) starten wir von (14.5) und be-
rechnen die in F*% auftretenden Ableitungen 0% A”. Die Ableitung 0% wirkt
auf die Funktionen © und §. 9°O liefert eine §-Funktion d(ct, — ct); einge-
setzt in die §-Funktion erhalten wir §([z —7]?) = §(R?). Wir wiithlen z nicht
auf der Weltlinie und entsprechend konnen wir diesen Term ignorieren. Der
verbleibende Term hat die Form

9" AP = 2q/dT 8,770 (0 — ro(7))0%([z — r(7)]?). (14.11)
Mit
O°(f) = OfO8(f) =0f (0-F)0,6(f)
e o =)

und partieller Integration erhalten wir

z — 7)o rP
0 = —2q [ar 2 [W]em —ro(r)a(fz —r(n)]P). (14.12)

"Worgehen: wihle & = (cts, 7 ), zeichne den Riickwirtskegel von = aus, der Durchsto-
sspunkt der Weltlinie 7(7) mit dem Riickwértskegel definiert 7o, 7, R.
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Der Ausdruck (14.12) entspricht der Form (14.5) mit 0.r® ersetzt durch

Oy[...]. Analog zur Herleitung von (14.8) erhalten wir fiir F*# das Resultat
Orrp (x —1)P dr Orrp (x —1)P r—ro ‘

Um die Felder E und B in nichtkovarianter Form zu finden, bendtigen wir
die Relationen

(x—7)* = (R,Rn),
dr® = (ev,evf),
Orre (x —1) = —ycR(1—[3-7), (14.14)

87'3 = 87't 8t/§: 75;
Oy = (1-p%7%2(F 0.6) =~"3-B,

2 = ('3 B, B+ ey BB 5)),

877[877“0{ (x — r)a] = 2+ (x—7)a 837“‘3‘,
und erhalten die Felder

UMY . 5 M 1.2, SE 1511
’72(1 - B : TL)SRZ ret ¢ (1 - ﬁ n)SR ret
Strahlung
Blty, 7)) = [t X Elret. (14.15)

Beachte, wie die Felder in Komponenten o B/R? (Geschwindigkeitsterm)

und o 3 /R (Beschleunigungsterm) zerfallen. Der Beschleunigungsterm be-
schreibt ein typisches Strahlungsfeld mit 77, E, B paarweise orthogonal und
E, B proportional zu 1/R. Nur dieser Term ist fiir die Energieabstrahlung
verantwortlich. Fiir eine gleichférmig bewegte Ladung E = const. fallt der
zweite Term weg und der erste reduziert sich auf das Resultat (11.102). In
der Folge studieren wir die abgestrahlte Leistung beschleunigter Teilchen,
erst im nichtrelativistischen Limes und dann fiir den allgemeinen relativis-
tischen Fall. Wir konzentrieren uns hauptsachlich auf lineare und zirkulare
Bewegungen.

14.1 Strahlung nichtrelativistischer beschleunigter
Teilchen

Im Limes § < 1 reduziert sich der Strahlungsanteil von (14.15) auf

B = Z[W] . (14.16)

ret
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Die abgestrahlte Leistung ergibt sich via Poynting-Vektor zu (vgl. Abb. 14.2)

S=SExB=S|By? 7, (14.17)
s A7
dP c -
— = —|RE/|* 14.1
dQ 47r|R s (14.18)
q2
= 31')2sin219.
e

Die Integration iiber den Raumwinkel ergibt fiir die gesammte abgestrahlte

n Abb. 14.2: Winkelabhingigkeit der
v N von einem beschleunigten nichtrela-
tivistischen Teilchen abgestrahlten
Leistung

Leistung das Resultat

2

pP= ;%@2 (Larmor). (14.19)

14.2 Strahlung relativistischer beschleunigter Teil-
chen

Wir verallgemeinern das Resultat (14.19), indem wir bemerken, dass P eine
Lorentzinvariante sein muss.? Die Verallgemeinerung von

_2q2CMtW>
C3m2A3 \dt  dt

ist der invariante Ausdruck

2 (e
¢ dpa dp” (14.20)

m2¢3 dr dr’

2
3

Mit p® = (E/ec,p) = (yme,ymt') erhalten wir aus (14.20) das (Liénard)
Resultat in nicht kovarianter Form

2 IR

_2¢q 7o A2
P= L0 (3 (Fx 57 (14.21)

2Diese Aussage ist nicht trivial; sie folgt aus der Transformationseigenschaft des
Energie-Impuls-Tensors.
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Mit der dusseren Kraft (vergleiche zum Beispiel (12.1))

~ dp N oL o
F =2 = yme| 3+ %3 - )7 (14.22)

sehen wir, dass die Strahlungsverluste bei gegebener Kraft F fiir leichte
Teilchen am grossten sind.

Im folgenden werten wir die Ausdriicke (14.20) und (14.21) fur die Falle des
Linear- und Kreisbeschleunigers aus. In der Analyse von (14.20) erweist sich
folgende Umformung als niitzlich

() - () e

wobei wir benutzt haben, dass (es ist 0,y = (073/02)&?})

I

mv?dy  mryvdv d’y 1 1dE
m?dy  myvdv ( L)-14

S _ 1
dr ¢ dr c dr “dr cdr’

=1
Fiir den Linearbeschleuniger ist (9,p)% = (0;p)? und daher ist

dnd 1 ()

14.24
dr dr dr ( )

Andererseits ist fiir den Kreisbeschleuninger der radiale Anteil an der Be-
schleunigung viel grésser als der Azimutale, (0,7)? ~ y?w?p? > (0,E)?/c® =
$%(0;p)? und damit is
dpa dp® _ dp\2
dr dr (dT) '
Die Berechnung von 0.p fiir den Linearbeschleuniger ergibt mit (14.22)

(0,p)% = (0-P)% = 2(0p)? = 7*F? und mit (3- §)5 = 825 ist

(0;p)? = v®m20%. (14.26)

(14.25)

Damit erhalten wir die abgestrahlte Leistung
P =_—=~"0% Linearb. (14.27)

in Ubereinstimmung mit (14.21) und 3 x 5 0. Fiir den Kreisbeschleuniger

ist 0,p = v0p’ ~ m~y?0 (benutze (14.22) mit 3 - ﬂ 0) und die abgestrahlte
Leistung ist

pPa 2L A2 Kreisb. 14.98
3 57"
C

wiederum in Ubereinstimmung mit (14.21) und [---] = 52(1 — §2) = §2/+2.
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Die abgestrahlte Leistung des Linearbeschleunigers ist klein: die Beschleu-
nigung v ist durch die zugefithrte Energie bestimmt und mit F' = 9, F lasst
sich (14.27) umschreiben zu

2 q2 dEN2 .
=523 (%) ; Linearb. (14.29)

die relativen Verluste ergeben sich zu

P 3-12 ¢*> 1 dE
dE/dt 3 me2 me? dx

(14.30)

Fiir ein Elektron mit m = me, ¢ = e ist e?/mc? = 2.82 fm der klassische
Elektronradius, mec? ~ 0.5 MeV, und ein typisches Beschleunigungsfeld
misst 0, F ~ 10 MeV /m, woraus sich eine kleine Verlustrate ergibt. Anders
fiir den Kreisbeschleuniger, wo die Beschleunigung © in radialer Richtung
dominiert, ¥ ~ pw mit den Bahnradius p. Die abgestrahlte Leistung lasst
sich dann in der Form

g qpc V'8, Kreisb. (14.31)

schreiben. Die Verluste pro Zyklus sind gegeben durch (fiir relativistische
Elektronen ist § ~ 1)

4
53 t mwﬁi\]}])' (14.32)

2 ir
T P[MeV] = 6E = — q
w

Fiir ein modernes Synchrotron mit £ ~ 3 GeV, p ~ 100 m findet man

Verluste im 102 keV Bereich.

Schliesslich schreiben wir fiir den Vergleich zwischen Linear- und Kreisbe-
schleunigern die abgestrahlte Leistung bei gegebener Kraft F' = 0;p),

2 ¢ dp N2

Pyreis = gcng 72(%) R (1433)
2 dp’

Plinear = 303(17712 (dZt)> '

Beachte, dass die Kraft im Linearbeschleuniger longitudinal ist, im Kreisbe-
schleuniger aber viel grosser und transversal.

14.2.1 Winkelverteilung der Strahlung

Das Resultat (14.15) gibt fiir die Radialkomponente der Strahlung

S

i~ ) ]
(1-G-ay

2
1S i ]res = L [R2 ] . (14.34)

4re




296 KAPITEL 14. STRAHLUNG RELATIVISTISCHER TEILCHEN

Die dominante relativistische Korrektur ist der Faktor (1 — 3 -7 )3 im Nen-
ner (von der Transformation des Laborsystems ins Teilchensystem, siehe
(11.102)). Dieser Faktor fithrt auf eine Vorwértsausrichtung der Strahlung
(grosste Korrektur fiir 3- 7 &~ 1). Wir betrachten die durch das Teilchen im
Zeitintervall t € [T7, T5] emittierte Strahlung (t=Teilchenzeit)

T2+R(T2)/c N T N dt
o dts [5 - e = / it§.7 e (14.35)
T1+R(T1)/C Ty dt

Eine verniinftige Grosse ist dann die in der Teilchenzeit abgestrahlte Leis-
tung (S -7 ) dt,/dt,

dP(t)
ds)

dty
Ry dt

—

= R*(S. =R*S - #)1—(G-7). (14.36)
Wir nehmen an, dass das Teilchen nur kurze Zeit beschleunigt werde, so

dass ﬁ, ﬁ ~ const. Weiter sei der Beobachtungspunkt weit entfernt, so dass
i, R & const. Dann gibt uns (14.36) die Winkelverteilung der Strahlung in
der Form

P 2 | x [(7i — F) x 3]
P ¢ ix |(@=5) x 5] (14.37)
ds2 4dme (1—17-F)5
2 52 in2 9
- 4v.Sh (14.38)

4me3 (1 — Beosd)d

(mit 3 I 3 im Linear-Beschleuniger). Der Vergleich mit (14.18) zeigt, dass
die Strahlung mit 8 — 1 zunehmend nach vorne gerichtet und verstérkt
wird, vgl. Abb. 14.3. Mit Ypax ~ 1/2y fir S~ 1 und 1 — Scos? ~ (1 +
v292)/2+? finden wir

ap
ds?

B q2,l')2 s (

)
T4 T ()P

(14.39)
A1

Die Integration iiber den Raumwinkel ergibt

e Aﬂ\
N Vo

Abb. 14.3: Winkelabhéngigkeit der von einem beschleunigten relativisti-
schen Teilchen abgestrahlten Leistung.

2%
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2¢° .
P= 557%2, (14.40)

in Ubereinstimmung mit (14.21). Fir den Kreisbeschleuniger mit 5 L ﬁ
erhalten wir aus (14.37) das Resultat

dP 7 02 [ _ sin? ¥ cos? ¢

dig = 47703 (1 — /BCOS'ﬂ)B 72(1 _ /QCOS’L9)2 (1441)

mit der Geometrie wie in Abb. 14.4 skizziert. Wiederum resultiert ein Vorwarts-

V4
~ i Abb. 14.4: Geometrie des Kreis-
B beschleunigers mit kartesischen und
v sphéarischen Koordinaten
57 Y
X
peak,
dpP ¢>0? 4~5 472192 cos?

—_— 1-— 14.42
dQ  4med (14 ~2092)3 (1+ (y9)2)2]’ ( )

und die totale abgestrahlte Leistung ist (vergleiche mit (14.28))

2 q2 .
P= §§74v2. (14.43)

14.2.2 Synchrotronstrahlung

Ein relativistisches Teilchen auf einer Kreisbahn strahlt ein enges Lichtbiindel
in Vorwartsrichtung ab. Dem Beobachter erscheinen diese Pulse wie Licht-
blitze eines Leuchtturms, vgl. Abb. 14.5. Diese Lichtblitze haben die Periode
Lo/c =Ty = 2mp/v und eine Dauer L/c = T'. indexSynchrotron Die Lénge L
findet man durch folgende Uberlegungen: Die Apertur des Strahls 69 ~ 1 /7
ergibt die Illuminationszeit At = 277y/60 = p/yv. Wahrend dieser Zeit
legt die Front des Pulses die Strecke D = cAt = p/yf zuriick, wihrend
das Teilchen sich um die Strecke d = vAt = p/v vorwirts bewegt. Die
Pulslinge im Raum ist demnach L = D —d = (p/y)(1/8 — 1) =~ p/2+3
oder T = L/c = p/2¢y? in der Zeit. Fiir den Beobachter ergibt diese kurze
Pulsdauer ein breites Frequenzspektrum w ~ 1/T ~ (¢/p)y? =~ woy?. Das
Spektrum ist um einen Faktor 43 breiter als die Fundamentalfrequenz wy.
Ein Synchotron erzeugt also Strahlung in einem breiten Frequenzbereich,
von Vakuum-UV iiber weiche Rontgenstrahlen bis in den Bereich harter
Rontgenstrahlen (VUV ~ 10 — 100eV, weiche Roéntgen ~ 0.1 — 3keV, harte
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Abb. 14.5: Strahlungsmuster
von Elektronen in einem Kreis-
beschleuniger  (Synchrotron).
Der  Beobachter registriert
Lichtblitze mit breitem Fre-
quenzspektrum Aw ~ 3wy,
wp die Fundamentalfrequenz.
Siehe Text fiir die Bedeutung
der Langen L und Lg.

Abb. 14.6: Zur Apertur der Syn-
chrotronstrahlung: Im Winkelseg-
ment §9 wird Licht in Richtung des
Beobachters ausgesendet.

oV

Rontgen ~ 3 — 100keV). Mit A = ch/E = 1.24 - 10*A/E[eV] ergeben sich
im harten Réntgenbereich Wellenlingen im Sub-Angstrom-Bereich, welche
sich herrvorragend fiir die Untersuchung von Festkérpern und molekularen
Strukturen eignen. Uberall auf der Welt werden heute moderne Synchro-
tronanlagen gebaut. Auch die Schweiz realisierte eine Lichquelle (SLS) am
Paul-Scherrer-Institut in Villigen (2001), siehe Abbn. 14.7, 14.8 und 14.9.
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Abb. 14.7: Strahllinien an der
‘Swiss Light Source’ (SLS) am
Paul Scherrer Institut. Ausse-
rer Ring: Speicherring, innerer
Ring: Booster, Fortsatz beim
Strahl 12S: LINAC (vgl. Fig.
14.8).

Il Operating

Under construction =] Undulator

[] Planned ®  Bending magnet

10 m

Abb. 14.8: Layout mit LINAC (Linear Accelerator), Boosterring und Spei-
cherring der SLS am Paul Scherrer Institut.
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NN\ Abb. 14.9: Strahltunnel mit
N S Si - . .
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NN

N soster T der SLS am Paul Scherrer In-
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