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Vorbemerkung

Eine fundamentale Theorie der Teilchenphysik soll:

o relativistisch kovariant sein. Dies schliesst Fernwirkungsgesetze weitgehend aus und
bevorzugt das Nahwirkungsprinzip;

e quantenmechanisch sein;

o wechselwirkende Teilchen beschreiben.

Die Quantenfeldtheorie (QFT) kann diese Forderungen erfiillen. In der Tat geniigt eine
Feldtheorie (auch eine klassische, wie die Elektrodynamik), deren Bewegungsgleichungen
durch partielle (hyperbolische) Feldgleichungen gegeben sind, dem Nahwirkungsprinzip:
Dies ist der Grund, Felder als fundamentaler als Teilchen zu betrachten, obschon letztere
der Beobachtung direkter zuginglich sind. Die Quantenmechanik (QM) sorgt dafiir, dass
die Zusténde einer freien QFT (mehrere) freie Teilchen beschreiben. Auch wechselwirkende
QFT’s kénnen eine Teilcheninterpretation zulassen. Damit zwingend verbunden ist die
Erzeugung und Vernichtung von Teilchen.

Dies ist — kurz zusammengefasst — die Rechtfertigung der QFT. In dieser Vorlesung in
erster Linie die Quantenelektrodynamik (QED) behandelt werden.

Einheiten

Elektrodynamik mit rationalen Einheiten (47 im Coulomb-Gesetz, nicht in den Maxwell-
Gleichungen)
— 62 ~ 1
“ 7 dmhe 137

Ausser in den Kap. 1 und 2 ist
h=c=1.



1 Relativistische Quantenmechanik

1.1 Vorbemerkungen zum Minkowski-Raum

Koordinaten eines Ereignisses (“kontravariant”)

Metrik
vy =a'gy = guaty’ = ¢" vy,
ng(é _013)=g“”, (dag™=g),
T, = gur’ = (ct,—7) (“kovariante” Koordinaten).
Lorentz-Transformation
2 =Ar+a bzw. " = AN Y + ot

mit
ATgA =g, a€eR.

Die A bilden die homogene Lorentz-Gruppe, die in 4 Zusammenhangskomponenten zerfallt.
FEine ist die Untergruppe

Ly ={A[A%>1, det A= +1}

der eigentlichen, orthochronen Lorentz-Transformationen; die restlichen entstehen durch
Multiplikation (von links oder rechts) mit Raum- oder Zeitspiegelung

11 0 -110
r=(5r5) (5
oder mit PT'= —1. Im Folgenden werden wir
(A,a) € L}, xR*

als die Transformationen zwischen Inertialsystemen betrachten. Unter der Zusammenset-
zung

(A1, a1)(Ag, a9) = (A2, a1 + Ayay), (1.1)
(A,a)™' = (A1, —A"a)

bilden sie eine Gruppe (Poincaré-Gruppe). Eine Schar von Lorentz-Transformationen

o= ANz +a(N), (A €eR)
(A(0), a(0)) = (1,0)



definiert eine infinitesimale Lorentz-Transformation

, d
= J(A(A)x + a()\))|)\:0 = ex+ T,
d.h. J da®
- a
SMV = ﬁAuy()\)})\ZO’ T = ﬁ|>\:0 . (12)
Kurz: p
(87 T) = a(Av a)‘)\zo (13)

sind die Elemente der Lie-Algebra der Poincaré-Gruppe. Hier ist 7/ € R beliebig, aber
5,u,1/+511u - 07 (14)
denn aus ATgA = g folgt ge +cTg = 0. Wie bei jeder Lie-Algebra sind Linearkombinatio-

nen

d
a1(e1, 1) + aa(es, T2) = a(/\h%) : (A27a2)|A:0

mit \; = a; A und Lie-Klammer

g 0
[(e1,7), (e2:72)] i= =g (An, @) (Mg, a2) (A1) ™ (e 0) 7
g 0 _
= a—/\la—)\Q(Ah%)(Az,az)(Al;al) 1‘/\1:)\2:0

wieder Elemente der Lie-Algebra. Hier lautet die Vertauschungsrelation
(g1, 71), (g2, 72)] = ([e1,€2), €172 — €271) - (1.5)
Beweis: folgt aus
(A1, a1) (Mg, a0)(Ay,a1) ™t = (A ASATY ar + Ayay — Ay AsAT ay) .

Wir entwickeln (e, 7) nach Generatoren

1
= §€#VM‘“’, T="71,P°
mit M* + M = 0; z.B.
0 100 1
01 -1 0 0 0 o | 0
M= 0O 000 ’ = 0
0 000 0

(kovariante Komponenten). Genauer: € = (g,0),7 = (0, 7). Dann lautet (1.5)
[M*, MP] = (¢"" M" — (= v)) = (p < 0),

[M™, P7] = g"" P' — (n < v), (1.6)
[P7, PP = 0.



Beweis. Die letzte Gleichung ist evident. Nun die mittlere: Aus [(g,0), (0,7)] = (0,e7)
folgt

1
§€NVTU[M’“’, P = (et")P* = €,759"° P*

1 vo
- §€uu7—o‘(g Pt — (N e V))7
wobei €, 7, bis auf (1.4) beliebig sind und ¢, auf beiden Seiten Ausdriicke multipliziert,
die antisymmetrisch in pv sind. Schliesslich zur ersten Gleichung: Aus [(£,0), (£,0)] =
([, €],0) folgt

1 1
=~ e[ MM, MP| = 5[5, EagM? .

4
Die rechte Seite schreibt sich mit Hilfe von
e, €]% =€ —€%<%8,  [e,€lap = cavg”Eps — Eacg™M e s

als

Lo vp \[Ho TN [PV — L vp \[Ho ap v

§€pu<€po<g —4g ) - Zlguugpa((g —4g ) - (:u — V))

1 ~ v g
= 1wl (g7 M — (p = v)) = (p = 0)).

Daraus folgt die Behauptung. O

Die 10 Generatoren erzeugen die Symmetrien der Minkowski-Raumzeit, und zwar (i =
1,2,3)

Jt= M " (Drehungen mit Achse 1)
K' = My (Boosts in Richtung 7)

P’ (réumliche Translationen)
P° (zeitliche Translationen).

Hier wurden die infinitesimalen Lorentz-Transformation wie in (1.2) mit gemischten In-
dizes geschrieben: ¢ = ¢#,M," /2.

1.2 Was ist ein Teilchen?

Ein freies, elementares Teilchen hat bloss kinematische Freiheitsgrade, d.h. solche, die allei-
ne aus seiner Relation zum Bezugssystem resultieren. Dieser Vorstellung entsprechend po-
stulierte Wigner (1939): Der Hilbertraum H eines Teilchens trégt eine irreduzible Darstel-
lung U = U(A, a) der Poincaré-Gruppe. Bedeutung: passive Transformation der Zustédnde
bei Wechsel des Bezugssystems. Die Darstellung ist projektiv, da ein Zustand einen Vektor
in ‘H bis auf die Phase bestimmt, und unitér (vgl. Satz von Wigner; die antiunitiare Al-
ternative ist bei einer kontinuierlichen Symmetriegruppe ausgeschlossen). Die Darstellung
U(A, a) induziert iiber (1.3) eine solche der infinitesimalen Lorentz-Transformationen. Fiir
deren Erzeugenden schreiben wir

1

U(P") = ",
: (1.7)
UM™) = 2 M.



damit die Komponenten P* (4er-Impuls), M* (Drehimpuls) selbstadjungierte Operato-
ren sind.

Die Raum-Zeit-Translationen sind
U(l,a) = enFua”

und erfiillen: 5 _
i
%U (1,a) = 5

Die Schrodinger-Gleichung entspricht dem Spezialfall p = 0:

P,U(1,a).

0
ih-u(t) = H(t)

fiir 1 (t) = U(1, (—ct, 0))tbo, (0o € H), und H = ¢PP.
Aus (1,a) - (A,0) = (A,0) - (1,A"a) folgt

i

en P (A, 0) = U(A, 0)er A 0" — (A, 0)er AP
also transformiert P, als 4er-Vektor:
U(A,0)*P,U(A,0) =A,P,. (1.8)

Da die Operatoren U(1,a) miteinander kommutieren, kénnen die Komponenten P* ge-
meinsam diagonalisiert werden:

Pry) = pHl) (1.9)
wobei der Eigenvektor |¢)) evtl. verallgemeinert (d.h. nicht normierbar) ist. Mit ) sind
nach (1.8) auch U(A,0)y) Eigenvektoren, und zwar mit Eigenwerte p* = A*,p”. Die-
se bilden fiir die gegebene Darstellung eine Lorentz-invariante Teilmenge des R*. We-
gen der Irreduzibilitdt ist sie minimal, d.h. nicht die Vereinigung zwei solcher Mengen,
und damit gleich der Bahn V = {Ap | A € L} eines Punktes p € R* unter Lorentz-
Transformationen. Davon gibt es sechs Typen:

() Vi={plp=m>p" >0}, (m>0)
(i) V, =-V}

(i) Vo"={plp*=0,p">0}

(iv) Vo =-V'
(
(

v)  V,={plp’=-p"}, (p>0)
vi) Vg = {0}

(1) entspricht der klassischen Vorstellung eines massiven, relativistischen Teilchens:

E

p“:(z’p)
_ da:“:( me mu ) (U:d—f)
dr V1—v2/c2 \JT—0v2[c2 dt



und damit

PP =pupt =mi, P’ >0.

(iii) gehort zu einem masselosen Teilchen.

(vi) passt zur trivialen Darstellung (1-dimensional), was dem Vakuum entspricht (danebst
gibt es eine unendlich dimensionale Darstellung; sie ist unphysikalisch, vgl. Bemerkung
weiter unten).

(v) beschreibt Tachyonen: |U| > ¢ fur ¥ = OF/0p. Dieser Fall ist unphysikalisch.

(ii, iv) passen ebenfalls zu einem Teilchen der Masse m > 0, stehen aber wegen £ = cp® <
0 im Widerspruch zur Konvention dz°/dr > 0 fiir die Eigenzeit 7.

Bemerkungen. 1) Die Bahnen tragen ein Lorentz-invariantes Mass, du(Ap) = du(p),
das bis auf ein Vielfaches eindeutig ist. In den Féllen (i, iii) ist es

du(p) = 6(p* — m*)0(p°)d'p

1
= —d&p mit p’=p2+m2. (1.10)

2p°
Beachte: d*p , p? und 0(p°) sind invariant. Letzterer Ausdruck folgt aus

S((°)? — (72 +m?) = = (6(° — VI +md) + 0G0 + VA mD).  (L11)

2|p°|
(verwende 6(f(z)) = >, |f/(x;)|'0(x — x;) mit Summe iiber f(z;) = 0).
2) Es bezeichne H,, (p € R*) den Raum der (evtl. uneigentlichen) Eigenvektoren [¢) in
(1.9). Dort wurde bemerkt, dass U(A,0) eine Abbildung U(A) : H, — H,, induziert. H,
ist der Hilbertraum der inneren Freiheitsgrade, d.h. nach Elimination der Translations-
freiheitsgrade. In physikalisch sinnvollen Féllen ist H, endlich dimensional, vgl. (vi). Der

Hilbertraum H ist dennoch unendlich dimensional, falls die Bahn V' 3 p aus unendlich
vielen Punkten besteht, vgl. (i, iii).

Die Masse m > 0 in (i, iii) geniigt nicht, um die Darstellung, und somit das Teilchen,
eindeutig zu charakterisieren. Zu diesem Zweck verwenden wir die Methode der kleinen
Gruppe. Dies ist die Untergruppe H, der Lorentz-Transformationen, die p € R* fest
lassen:

Hy={AeLL | Ap=p}.
Man iiberlegt sich:
e H, und H,, sind isomorph fiir A € Ll.

e Die irreduziblen Darstellungen U (/}J a) mit Bahn V' > p stehen in bijektiver Beziehung
zu den irreduziblen Darstellungen U(A) : H, — H,, von H,,. (Vorbehalt: Fiir projektive
Darstellungen ist die Beziehung nur injektiv).

Es geniigt also, die irreduziblen Darstellungen von H,, fiir ein p € V" zu finden.

m > 0. Fiir p = (m,0) ist H, = SO(3). Die projektiven Darstellungen sind (s. QM) durch
den Spin j gekennzeichnet:

1.3
D, ) =0,=,1,=,... 1.12
J (.] 0727 72a ) ( )



mit dimD; = 25 + 1.

m = 0. Sei p=(p°,0,0,p°), (p°® > 0). Lorentz-Transformationen, die p fest lassen, sind

10 0 1
. O wp —W2 0 o : _
A<w) - 0 Wy wy 0 ) (U) = Wy + 1ws, "lUl - 1) )
10 0 1
2 2
148 4 g, I
10—t .
AO=| o o | (t =t +ita) (1.13)
I 2
o tl tQ 1— 5

und allgemein A(w,t) = A(t)A(w). Die Gruppenmultiplikation ist
A, YA (w, t) = (w'w, t' +w't),
was H,, als isomorph zur Gruppe der Bewegungen der (komplexen) Ebene
Aw,t) 1 z— wz+1t, (z =z +1y)

erweist (Euklidische Gruppe). Dabei stehen w € U(1) fiir die Drehungen und ¢ € C fiir
die Translationen. Beachte die strukturelle Ahnlichkeit der Euklidischen zur Poincaré-
Gruppe (1.1): Beide sind halbdirekte Produkte einer Gruppe (U(1), bzw. L. ) mit einer
abelschen Gruppe (C, bzw. R*). Zur Bestimmung der irreduziblen Darstellungen von
H,, kann man sich also ein zweites Mal der Methode der kleinen Gruppe bedienen.
Schreibt man U(A(1,t)) =: ¢lE1+5212) s erfiillt die Erzeugende 2 = =) + iS5
U(A(w, 0))* 20U (A(w,0)) = wE,

vgl. (1.8), und ihre (verallgemeinerten) Eigenwerte ¢ € C bilden eine minimale in-
variante Menge bzgl. Drehungen & — w¢&, (Jw| = 1). Davon gibt es zwei Typen: (a)
{¢] €| = R}, (R > 0) und (b) {0}. Die Bahn (a) ist unendlich und H, demzufolge
unendlich dimensional und unphysikalisch, s. obige Bemerkung. Da die Bahn (b) nur
aus £ = 0 besteht, ist die “zweite” kleine Gruppe U(1) 3 A(w) und ihre Darstellungen
bestimmen die von H,, geméss U(A(w,t)) = ﬁ(A(w)) Da U(1) abelsch ist, sind die ir-
reduziblen Darstellungen 1-dimensional; die projektiven, unitéiren sind U(A(w)) = w?,
(s € R). Nicht alle iibertragen sich von H, auf L! (s. obiger Vorbehalt), sondern nur
die mit Helizitat 7

S€ 3. (1.14)
Dies ist plausibel, weil A(w = e¥) eine Drehung um die 3-Achse und Winkel ¢ ist,
die wie alle Elemente aus SO(3) héchstens 2-wertig dargestellt wird: ¢*™ = 41, d.h.
(1.14).

Bemerkung. Ein besseres Argument griindet darauf, dass projektive Darstellungen der
Lorentz-, bzw. Poincaré-Gruppe echte Darstellungen ihrer Uberlagerungsgruppen
SL(2,C), bzw. SL(2,C) x R?* sind (dazu und fiir das Folgende, s. Kap. 4). Damit entfillt
obiger Vorbehalt. Die kleine Gruppe von p ist nun, als Untergruppe von SL(2,C),

H,={A€ SL(2,C) | A(A)p = p} = {A € SL(2,C) | ApA* = p}.



m > 0. Fiir p= (m,0) ist p = m1 und H, = SU(2), was (1.12) bestiitigt.

0
m = 0. Fiir p= (p°,0,0,p°%) ist p = (25 8) und

Hp:{A:<(Z_) Zt) |t,z € C,|z| =1},

z

wobei A(A) = A(w,t) mit w = 2%, Im Fall (b) ist die “zweite” kleine Gruppe wieder
die Untergruppe = U(1) von H,, bestehend aus den Elementen mit ¢ = 0. Sie hat echte
Darstellungen 2", (n € Z). Es entsprechen ihnen die projektiven Darstellungen w® mit
s=mn/2.

Zusammenfassend: Die kinetischen Freiheitsgrade eines Teilchens sind gekennzeichnet
durch Masse m > 0 und Spin/Helizitdt. Diese beiden Begriffe werden vereinheitlicht
durch den Pauli-Lubanski-Vektor
1 v\ PO
WN = _§€MVPUP M s
wobei €,,,, total antisymmetrisch ist mit €103 = 1. Es gilt P,W# = 0 und aus den
Vertauschungsrelationen (1.6) folgt

[PM7 WU] =0,
(M™ W] = —ih(g"W* — (4 < v).

Die zweite Beziehung, oder die Definition selbst, besagt, dass W*# wie ein Vektor unter
LL transformiert (Pseudovektor bzgl. Raumspiegelung). Die erste, dass W# die Faser
'H,, bewahrt. Darin ist P” gleich dem Eigenwert p”, also W* eine infinitesimale Lorentz-
Transformation, die der kleinen Gruppe entspricht. In 1 + 3-Notation ist

Wl=P.J, W=PJ+PAK.

m > 0. Fir p = (m, 6) ist W = m(0, f) Die Erzeugende der kleinen Gruppe, J, ist der
(rdumliche) Drehimpuls. Da p'= 0 im Ruhesystem des Teilchens, kommt dem Spin J
die Bedeutung des Eigendrehimpulses zu.

m = 0. Fiir p = (p®,0,0,p%) ist W = p°(J3, J* — K2, J?> + K, J?). Die Erzeugenden von
(1.13)

0

-1

1

=K'+J?, Ey=K-J

—1 =

oo~ o
==
coc oo
oo

sind in (b) durch & = & = 0 dargestellt, sodass W# = J3p*. Im Unterschied zu
massiven Fall, ist T || p und die Helizitéit J3 gibt die Proportionalitiit an.

Schliesst man die Raumspiegelung mit ein, so bleibt D, invariant (m > 0); fir m = 0
bleiben die Darstellungen +s nur zusammen invariant.



Bemerkung. Beachte, dass der Teilchenbegriff zwar einen Impuls- aber nicht zwingend
einen Ortsoperator (— scharfe Ortsangabe, Punktteilchen) beinhaltet. Diese Schlussfol-
gerung wird durch folgende heuristische Uberlegung gestiitzt (Landau, Peierls 1931). Aus
der Unschérferelation

h
Ag > 2
xNAp
mit

(Bp)? = (57) — () < (7%) < (7%) +m?E = (z)

folgt
he
Ar 2 —.
225
Fiir ein Teilchen der Geschwindigkeit < ¢ (bzw. Energie E < mc?) bedeutet dies

h
Nx 2 —
me

(= Compton-Wellenliinge = 3.8 - 10~"%m fiir ein Elektron); bei hoheren Energien, FE >
mec?, konnen Teilchen erzeugt werden, sodass die “Lage des Teilchens” ihren Sinn verliert.

1.3 Die Klein-Gordon-Gleichung
Zusténde freier Teilchen mit festem 4er-Impuls sind nach de Broglie
b(z) = ol (FE—wt) _ ikt

mit k* = (2, k) und

Das Dispersionsgesetz

folgt aus
P’ = /P2 +m?. (1.15)

Die Gruppengeschwindigkeit

dv dE dp® I
> = 5 =6 =C4 =
dk dpdp P

=1

ist die klassische Geschwindigkeit. Allgemeine Zustédnde sind Superpositionen

wle) = ) [ dpoP)o — ) D)o (1.16)

_ dSp -~ _jpz
= (2nh) o [ LG



wobei p° durch (1.15) gegeben ist. Hier ist J(ﬁ) = J(po, p) eine Funktion auf der positi-
ven Massenschale V7. Gl. (1.16) beschreibt alle Losungen “positiver Energie” der Klein-

Gordon Gleichung

m2c?

(D+ = )10(%) —0. (1.17)

(Die allgemeine Losung ist (1.16) ohne den Faktor #(p°): notwendig dafiir, dass e~ ?*/%
eine Losung ist, ist p? = m2c?, nicht aber p° > 0.)

Der Zustand 9 (z) ist durch die Anfangswerte 1(0, &) seiner Wellenfunktion

bestimmt:
¥(0.3) & 5 = (2, 7)
P
mit F = Fouriertransformation. Dementsprechend erfiillen die Losungen eine Differenti-
algleichung 1. Ordnung in t:

D(F) (L16)
9

h oy
oY g 1.18
wobei H im Impulsraum als Multiplikationsoperator wirkt:
H : (p) — /72 + m2)(p) . (1.19)
Im Ortsraum ist aber H kein Differentialoperator, da die Energie c\/p? 4+ m?c? kein
Polynom in p ist.
Lorentzinvarianz

Unter der Lorentz-Transformation @’ = Az + a soll ¢/(z') = () gelten (Skalarfeld), d.h.

V(2) = (A (@ —a)). (1.20)
Wegen p- A~z —a) = Ap- (z — a) und du(Ap) = du(p) findet man

() = (2mh) / dp(p)P(A ) e

wobei wir statt p die Variable Ap als Integrationsvariable gesetzt haben. Insbesondere ist
" wieder eine Lésung positiver Energie, d.h. von der Form (1.16). Das Transformations-
gesetz fiir 1(p) ist

U(A,a) : ¥(p) — €T (A 'p). (1.21)
Damit kann man ein Lorentz-invariantes Skalarprodukt angeben:

(ee) = [ due)P)3)
- [ 5T, (122)

Dies definiert den Hilbertraum des Systems,
H={v|{¥,v) <oo}

9



und macht U(A,a) zu einer unitdren Darstellung der Poincaré-Gruppe. Die 10
Erzeugenden dieser Darstellung sind die (4-dim. erweiterten) Impuls- und Drehimpuls-
operatoren.

Impuls. Die Impulsoperatoren (1.7) sind

h 0
PH = T%U(l,aﬂ -0
Aus (1.20), bzw. (1.21) folgt dann
O
PM w(.ﬂj) [ a— lh@,

Insbesondere ist H = ¢Py der Hamiltonoperator (Erzeugende der Zeittranslationen).

Drehimpuls. Die Drehimpulsoperatoren sind gegeben durch

1 hd
§€MVMM = TaU(A, 0)|>\:0,
M, +M,, =0

fir e = dA/d/\|/\:0. Aus (1.20, 1.21) findet man
h 0 0
Muu : ¢(x) — T(mu% - %%)?ﬂ?
~ h 0 0\~
Y(p) — T(p“a_p” —Pua—p#)lﬁ-

Die Raumkomponenten (u, v = 1,2, 3) sind die gewohnlichen Operatoren des Bahndreh-
impulses. Sie verschwinden fiir p = (m, 0). Es folgt, dass das Teilchen Spin 0 hat, s. (1.12).

Es folgt:

(i) Die P*, M*" erfillen bis auf die Ersetzung (1.7) die Vertauschungsrelationen (1.6).
Insbesondere ist

[H7PM]:07 (M:074>
[H, My, =0, (i,k=1,2,3).

Dies sind Erhaltungssitze fir P,, M.

(ii) Die Erwartungswerte von P,, M), transformieren sich unter Lorentz-Transformationen
wie die entsprechenden klassischen Grossen, vgl. (1.6).

Obschon man so in natiirlicher Weise die Quantenmechanik eines freien relativistischen
Teilchens konstruieren kann, bestehen Unterschiede zur nichtrelativistischen Theorie, die
zuerst als Méngel empfunden wurden:

(a) H ist kein Differentialoperator — die Schrodingergleichung (1.18) also keine partielle
Differentialgleichung.

10



(b) Wir schreiben das Skalarprodukt (1.22) in der Z-Darstellung. Aus (1.16) folgt

H _ i
0x0  2h

also ist nach der Parsevalschen Gleichung

(2mh) %/ / Ppi(ple (1.23)

— 9 i [ dPp= i
| e =55 [ 55 0050 = 5500,

oder, symmetrisch geschrieben,

L, - 0p O
(1, ) = / &’z m(w@ - @@0) (1.24)
x0=ct
(ist unabhéngig von t). Insbesondere ist
0l = ) = [ daia(o) (1.25)
zV=ct
mit jo der 0-Komponente eines 4er-Stroms
O o
Jp = thw - @lﬁ) ) (1.26)

der divergenzfrei ist: - _
0" j = ih(p () — (O)yp) =0
wegen (1.17).

Soweit besteht Ubereinstimmung zur nichtrelativistischen Schrodinger-Gleichung, fiir wel-
che Wahrscheinlichkeitsdichte und -Stromdichte

p(x) =[¥(2),
oo L
) = 5= (90 — ()
ebenfalls die Kontinuitédtsgleichung erfiillen:

%—i—divfzo.

Bloss: o
0 o . v
J () = Re(2ihy 59(2))
ist nicht positiv definit! Dies verbietet es, j°(x°, Z) als Wahrscheinlichkeitsdichte bezgl. ¥

aufzufassen.

Beweis: Fiir 2 = 0 ist nach (1.23)

2171% — (2rh) %2 / E*pP(p),

0(0) = (20h) 2 / .



Da 1 und (2p°)~! linear unabhingige Funktionen von p'sind, ist es moglich, ein reelles "
so zu wéhlen, dass die beiden Integrale verschiedene Vorzeichen haben. 0]

Angesichts der Bemerkung von Landau und Peierls brauchten (a,b) nicht als Méngel
aufgefasst zu werden: Zu (a): (1.19) ist nicht lokal in Z auf der Langenskala i/mc. Zu (b):
auf derselben Skala ist j° nicht positiv definit. Die Dirac-Gleichung (s. néchsten Abschnitt)
behebt allerdings diese vermeintlichen Méangel.

Manchmal werden nebst Losungen v, (z) positiver Energie auch solche, ¢_(x), nega-
tiver Energie zugelassen und einem Antiteilchen zugeordnet. Stabilitdt verlangt, dass
die moglichen Energien nach unten beschriankt sind. So sind (etwas unnatiirlich?) die
Losungen der Energien —FE < 0 als Anti-Teilchen der Energie +FE > 0 aufzufassen.
Werden Zustande ¢(x) = ¢4 (x) + ¢»_(x) durch ihre Anfangsbedingungen dargestellt, so
reicht (0, #) nicht aus, wohl aber 1. (0, ). Aquivalent dazu ist die Angabe von (0, 7)
und 9p1(0, Z). Im Unterschied zur Zeitentwicklung von ., vgl. (1.18, 1.19), ist die von
(1, 0p1p) durch die Klein-Gordon-Gl. gegeben. Da es sich um eine partielle Differential-
gleichung handelt, 16st dies zwar Mangel (a), aber nicht (b). Als Skalarprodukte bieten
sich das positiv definite (1,1, ) + (¢_,%_) an mit denselben Eigenschaften wie oben,
oder das nun davon verschiedene

-0 np
oo =i [ Exipl - ).

z9=0
Da (0, %) und 0y (0, Z) unabhéngig voneinander gewéhlt werden konnen, ist letzteres
nicht positiv definit. Es eignet sich deshalb nicht zur quantenmechanischen Wahrschein-
lichkeits-Interpretation. Hingegen legt (¢, v¢) = (1,1 ) — (¥_,1_) nahe, dass Teilchen
und Antiteilchen entgegengesetzt gleiche Ladungen haben, sowie die Interpretation von

(1,1) als Erwartungswert der Ladung (und des Integranden als Dichte). In der QFT
werden Antiteilchen iiberzeugender auftreten.

Die Kopplung an ein &usseren elektromagnetischen Feld kann durch “minimale Kopp-

lung”, ihd,, ~~ ihd, — eA,, beschrieben werden:

((ihd),, — ZAM)(mau - SA“) —m?)Y =0,

-,

wobei A* = (¢, A) das 4er-Potential ist. Der Strom

O €400+ d(—ih

ort ¢

0 e

ju = 6(7;(1h @ - EAM)QZ) (1.27)

erfiillt zwar 0"j, = 0, aber er lisst keine quantenmechanische Wahrscheinlichkeits-Inter-
pretation zu, nicht einmal mehr fiir Losungen positiver Energie (im Fall, wo A, zeitun-
abhéngig ist, also Energie eine “gute Quantenzahl” ist); stattdessen die eines elektrischen
Stroms eines klassischen Felds, s. Kap. 3.

1.4 Die Dirac Gleichung

Dirac (1926) suchte statt (1.18) eine partielle Differentialgl. 1. Ordnung in ¢ und 7, welche
die Klein-Gordon Gleichung (1.17) zur Folge hat (Analogie: Maxwell-Gleichungen —
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Wellengleichung). Fiir ein freies Teilchen der Masse m ist sein Ansatz:

(Y'py —me)p(x) =0 (1.28)
mit p,, = ih9,. Dabei ist ¢ : R* — C" eine n-komponentige Wellenfunktion (Dirac-Spinor)
und die v* sind komplexe n x n Matrizen. Wegen

('Py + me)(¥'pu — me) = "Y' pupy — (me)?
folgt aus (1.28) die Klein-Gordon Gl. (p* — m?c?)y = 0, falls

() = Aty =20 (1.29)
dh. (792 = —=(v")? =1, (i = 1,2,3) und y#y" = —y"y* fiir pu # v.

Satz. Die Antivertauschungsrelationen (1.29) (Dirac-Algebra) besitzen bis auf Aquivalenz
genau eine irreduzible Darstellung. Thre Dimension ist n = 4 (ohne Beweis).

Insbesondere sind je zwei 4-dimensionale Darstellungen v* und v* dquivalent:
= S7Iyrs (1.30)

wobei S (4 x4 Matrix) bis auf einen komplexen Faktor bestimmt ist. In allen Darstellungen
ist try* = 0. Dies folgt aus (7*)* = ¢"¥, ¥*y"+* = —g"’v*, (1 # v) und Spurbildung.

Eine Darstellung ist die Standard-Darstellung

0 __ ]. 0 k 0 O .

Matrixelemente sind 2x2-Blocke und o4, 09,03 die Pauli-Matrizen. Spéater werden wir
weiteren Darstellungen (chirale, Majorana) begegnen. Thnen gemeinsam ist

N—— AR — R (k=1,2,3), (1.32)
und das wollen wir fortan annehmen (in (1.30) sind noch unitéare S zugelassen).
Losungen mit festem 4er-Impuls sind

P(@) = ue P (ueCh,

falls
(p —mcju=0, (1.33)

wobel p := p,7". Wegen pQ = p*1 und trp = 0 sind die Eigenwerte von p entgegengesetzt
gleich und je 2-fach entartet. Also erfordert (1.33), dass

peVr oder peV. . (1.34)
Der 2-dim. Raum der u weist auf einen weiteren Freiheitsgrad des Dirac-Teilchens hin
(Spin 1/2).

Die Dirac-Gleichung lisst sich durch Multiplikation mit 7° als Schrédinger-Gleichung
auffassen
o

ihs = Hy (1.35)
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mit
H =ca - p+ Bmc?, ﬁ:—ihﬁ,
a; =7, B=4". (1.36)
Diese Matrizen erfiillen
ap =p*=1, arf+ Bap =0, arog + agoy, = 0 (k#1)

und sind wegen (1.32) hermitesch. Also ist H = H* auf dem Hilbertraum H = L?(R3 C*)
mit dem Skalarprodukt

Woo) = [ Eru(a)ot). (137
Hier sind ¢ (z), p(z) aufgefasst als Spaltenvektoren und ¢*(z) als der zu 1(z) hermitesch
konjugierte Zeilenvektor. Wegen H = H* ist ||¢||? erhalten und zudem — im Unter-

schied zu (1.25) — das Integral iiber eine positive Dichte, die als Wahrscheinlichkeitsdich-
te interpretiert werden kann. Diese ist zudem die Komponente j°(z) = ¢*(x)¢(x) einer
4er-Stromdichte

() = Y(a)y"P(z),
wobei
U(x) = ¢ (2)y°
ein Zeilenvektor ist (Dirac-konjugierter Spinor). Er erfiillt

D(2) (i D,, + me) = 0 (1.38)
(5: Ableitung nach links) und der Strom somit die Kontinuitatsgleichung
a,uju = EV“@M + EW“@M@/J =0.

Gl. (1.38) selbst folgt durch hermitesche Konjugation von (1.28), d.h.: ¢*(z)(iRy**0,, +
mc) = 0, Multiplikation von rechts mit 4% und v**7° = 7%9# vgl. (1.32, 1.29). Die beiden
(vermeintlichen) Méngel der Klein-Gordon Gleichung sind bei der Dirac-Gleichung be-
seitigt: H ist ein Differentialoperator und es gibt eine positive Wahrscheinlichkeitsdichte.
Der Preis dafiir ist, dass die Energie nicht mehr nach unten beschréankt ist. In der Tat ist
das Spektrum von H

o(H) = (—o0, —mc*] U [mc?, o0). (1.39)

Die zeitunabhéngige Schrodingergleichung Hyp = Ep, zusammen mit dem Ansatz o(Z) =
ue/" ist niamlich dasselbe wie (1.35) fiir (¢, #) = p(&)e E¥/" was seinerseits dasselbe
ist wie (1.33) fiir £ = cp°. Aus (1.34) folgt E = +cv/p? + m2c? und damit (1.39).

Dirac (1930) ordnet den Losungen der Energie —F < 0 ein Antiteilchen der Energie
+F > 0 zu. Im Unterschied zum Fall der Klein-Gordon-Gleichung liefert er dafiir eine
Uberlegung im Rahmen einer qualitativen Vielteilchentheorie und auf der Grundlage des
Pauli-Prinzips (sie ist damit nur fiir Fermionen giiltig). Es ist nicht die abschliessende Sicht
der Dinge (— QFT), hat aber Anwendungen auch in der Festkorpertheorie (Elektronen
in Metallen und Halbleitern, Fermigas). Die Grundidee ist: Alle Zusténde negativer Ener-
gie sind bereits (einmal) besetzt im Vielteilchengrundzustand (Dirac-See). Dass geladene
Teilchen dabei keine Repulsion erfahren, liegt an der Isotropie. Konsequenzen:
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— Die Zusténde positiver Energie sind stabil, denn sie konnen wegen des Pauli-Prinzips
nicht in einen (schon besetzten) Zustand negativer Energie iibergehen. Eine Losung
der Energie —F < 0 ist als Loch im Dirac-See zu verstehen. Das Fehlen eines Teilchens
dieser Energie ist eine Anregung der Energie +F > 0.

— Schaffen oder Fiillen eines Lochs entspricht der Erzeugung, bzw. Vernichtung eines
Teilchen-Antiteilchen Paars. Die umgesetzte Energie ist nach (1.39) > 2mc?.

Kurz darauf (1932) wurde das Antiteilchen des Elektrons (Positron) entdeckt.

Lorentz-Kovarianz werden wir erst im Kap. 4 ausfiihrlich besprechen. Schon jetzt sei
erwahnt, dass die Erzeugenden der infinitesimalen Lorentz-Transformationen dargestellt
sind als

P, =1ih0,,

M,, = —ik(z,0, — x,0,) — hop, (1.40)
mit o, = i[%, 7). Insbesondere sind die Erzeugenden der Drehungen (i = 1,2, 3)
J'= M1 = ih(2i410i00 — Tis20i1) + hoii1ive
und speziell in der Standard-Darstellung (1.31)

- L h
J /\p+§(

+ 5.

Il
81
o Qu

). =

QL ©

Il
i

Der Spinanteil S erfiillt
2
S2=%~3:ﬁ28(8+1)

fir s = 1/2: Die Dirac-Gleichung beschreibt ein Teilchen vom Spin 1/2.

Ein Teilchen im &usseren elektromagnetischen Feld kann durch minimale Kopplung be-
schrieben werden:

((pu = S A) —me)i(a) = 0. (1.41)

Die Gleichung ist forminvariant unter Eichtransformationen
A, — A, +0ux, P — e iX/ey)

Der Hamiltonoperator
e -
H=cd- (p—-A)+ Bmc* +ep
c

ist weiterhin selbstadjungiert, H = H*, bzgl. des Skalarprodukts (1.37).

1.5 Der nicht-relativistische Grenzfall

In der Standard-Darstellung (1.31) ist, s. (1.36),

0 o 1 0
v (o) o=(5 )
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Sie ist besonders geeignet fiir die Diskussion des nicht-relativistischen Limes, da 3 diagonal

ist. Nach Abzug der Ruheenergie mc? ist

H—m02:( ep co-T )

G- T ep—2mc?

A

alo Q|

7=

Wir zerlegen 1 in “obere” und “untere” Komponenten (Bispinoren)

@/J:(u), u,v € C?
v

und diskutieren Zustdnde mit kleiner nicht-relativistischer Energie
I(H — me*)y|| < me*|[].

Die untere Gleichung in

(H—chW:( epu + ¢ - T )

cd - Tu + (ep — 2mc*)v

liefert
e - 7u + (e — 2me®)o|| < mcP(J|ull® + [[0*])"/2.

Falls auch ep < mc? kann sie approximativ gelést werden:

o7

v =

= U .
2me

(1.42)

(1.43)

(1.44)

Die Zustdnde nicht-relativistischer Energie sind also durch die obere Komponente u
beschreibbar. Durch Einsetzen von (1.44) in die obere Gl. (1.43) findet man den Hamil-

tonoperator H — mc? in dieser reduzierten Beschreibung:

_(d-7)?

2m

+ep.

Wegen

- -,

(G-a@)G-b)=(a-b)l+i(@AD) -G
ist
(G- -7) G 7)) =T +i(RAT).
Da die Operatoren 7; nicht kommutieren, ist @ A 7 # 0, z.B.:

—

(7?/\71')1 — T9Tlg — T3Ty — [7'['2,71'3]
e e
= ——[p2,A3] - _[AQapfS]
c c
,eh 6143 8A2 eh
— (== =Y 5B
' c (8952 (93:3) ' c !
mit B = rot A. So findet man:
> e 2 .
HO—(p C)+eg0——e d-B
2m c

(1.45)



Der nicht-relativistische Limes der Dirac-Theorie liefert genau die Pauli-Theorie des Elek-
trons mit Spin. Der letzte Term ist

—g-—S8-B  mit S=-¢ (1.46)

| >

und g = 2. Die Dirac-Theorie (mit minimaler Kopplung) liefert das richtige magnetische
Moment des Elektrons.

1.6 Relativistische Korrekturen

Formal ergibt sich die Pauli-Theorie aus (1.42) im Limes ¢ — oo bei festem 7 (7 hat
in diesem Limes die Bedeutung von mu). Der Faktor e/c in ¥ = p — (e/c)A bleibt also

fest. Wir suchen im Rahmen der Stérungsrechnung eine Zuordnung I(¢) : L*(R?, C?) —
L*(R3,C*) und einen effektiven Hamiltonoperator Heg(t) auf L?(R3, C?), sodass

U(t7 O)I(O) = [(t)Ueff(tv 0) )
wobei U, bzw. U.g, durch H — mc?, bzw. H.g erzeugt werden. Gleichbedeutend ist
(H —mc*)I = T Hy +ihI . (1.47)

Zu beachten ist, dass mit I(t), Hez(t) auch TA, A~ Hyg A—ihA~' A eine Losung von (1.47)
ist, wobei A = A(t) beliebig ist. Fiir Hos und I(t) setzen wir Potenzreihen an. Wegen der
Faktoren ¢ ausserhalb der Diagonalen in (1.42), und ¢? darin, kénnen die Reihen angesetzt
werden als

Heg=H+c¢2H + ...

Iuo:< up + ¢ 2ug + ... )7

c_lvo +c 30+ ...

wobei vy, uy, vy, . .. linear in ug sind, iibrigens in Ubereinstimmung mit (1.44): vy = (& -
7)ug/2m. Dieser Ansatz bleibt von derselben Form fiir A(t) = 1+ ¢ 24, +c¢ %A+ ..,
womit iiber uy, us (nicht aber vy, vy, .. .) verfiigt werden kann. Wir nutzen dies, damit /()
eine Isometrie ist (und somit Heg selbstadjungiert). Wegen

11(t)uol* = [Juoll* + ¢ *([Jvoll® + (o, ur) + (u1,uo)) + ..

kann dies erreicht werden fiir
1

*
Vo =: [OUO s Uy ‘= —§[Ojou0 s v = Il’U/o .

Wir berechnen
S5 o —2
o ovp ep co-T =S 15l + ...
(H mc)]_(cﬁ-ﬁ egp—QmCQ)(c_1[0+c_3fl+... ’
THo — H°+ c2(H' = LI HO) + ...
off ¢ IGH + ¢ 3(IgH + LHO) 4 ... )

L (0= S (L) + .
ml = ik .2 \oro
' ' (c1[0+c311+...
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und setzen in (1.47) ein. Beim Koeffizientenvergleich liefert der untere (bzw. obere) Bi-

spinor die ungeraden (bzw. geraden) Potenzen von ¢~'.

et o-7—2mly=0

& e+ (¢-7)ly=H",

d.h. o .
Io = ‘;J 1, H'= (02'72) +ep,
was (1.44, 1.45) reproduziert
¢ Leply — %ﬁfg —2mI, = IyH® + ik,
2o %I@ +G L =H - ;IQHO - %‘(1010 +Iody) .
Ip-2m

Elimination von I; aus diesen Gleichungen liefert

= ;012 + Ip(eply — %IQ IoH® — ihly) + %I@HO + %(Iojo -
= Lyeply — %(Holg + I2H%) + %[I’O, Io)
= —(587'”7?4 — ;Z[a-ﬁ,aﬁ]
unter Verwendung von
el — e, To} = 1l e, ol = 5old 7,6+ ¥,
Pio, 1) = e 75- )

und von E = —V — ¢ '9A/dt. Der letzte Kommutator in (1.48) ist

G-7,6-E|=7E — EX+id(RNE —EAT).
————
—ih div E
Resultat: Der gestorte Pauli-Operator lautet mitsamt Ruheenergie

(-7)* (@-7)!

2 0, —2771 ~vyp 2
mc”+ H" +c “H Zmc” + o 8 +ep
eh® | o
ey div E
eh = -

Diskussion:

IoIy)

(1.48)

(a) Fiir A =0 ist (7 - @)2 = p? und die ersten 3 Terme sind die Entwicklung der relativi-

stischen kinetischen Energie cy/m?2c? + p?2 bis zur Ordnung ¢~2.
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(b) Es ist div E = p die erzeugende Ladungsdichte des dusseren E-Felds. Fiir ein Elektron
der Ladung e im Feld eines Kerns der Ladung —Ze lautet (b):

Z22
UTEY

Dieser Term heisst Kontaktwechselwirkung. Er stért nur s-Zusténde, da die anderen
in # = 0 verschwinden.

Sm2c?

(c) Wegen #AE = —E AR +ih rot E ist im statischen Fall (rot E = 0) die Klammer gleich
2E A 7.

Fiir ein Elektron im Zentralpotential ep(r) ist

und (c) ist die Spin-Bahn Kopplung: Mit S = ha' /2, L = 7 A jist der Beitrag

e ldy- =
-——LL-S.
2m2c2 r dr

Er fithrt zu einer Aufspaltung der Niveaus zu einem festen .
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2 Nicht-Relativistische QED

2.1 Die Maxwell-Gleichungen

Die homogenen Maxwell-Gleichungen

108

v , rot £v + C ot
sind dquivalent zur Darstellung
B =10t A E=-Vop—-—— 2.1
R c Ot (2.1)

der elektromagnetischen (e.m.) Felder E(Z,t), B(Z,t) durch e.m. Potentiale ¢(Z,t),

—

A(Z,t). Diese sind nur bis auf Eichtransformationen bestimmt:
10x

- _|,_ -,
7 LY

mit x(Z,¢) beliebig. Im Wesentlichen eindeutig werden ¢, A durch Forderung einer Eich-
bedingung. Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen

A— A-Vy (2.2)

- - 10 v
v P o cot ¢
lauten 19 /18
¥ .7
_ - z== Al = 2.
c ot (c@t+dw ) P (2:3)
o _, 18@ o 7

(O = ¢282/0t2 — A). Wegen der Eichfreiheit (2.2) sind die Losungen ¢(Z, t), A(Z, t) nicht
eindeutig bestimmt durch ihre Anfangswerte bei ¢ = 0 und die ihrer zeitlichen Ablei-
tungen. Im Einklang damit ist, dass (2.3) keine Bewegungsgleichung ist (die zeitlichen
Ableitungen von ¢ kommen nicht vor, bzw. heben sich weg), sondern bloss eine Neben-
bedingung, die wegen (2.4) erfiillt ist, sobald sie es bei t = 0 ist. Bei Coulomb-Eichung

divA =0, (2.5)
die wir fortan voraussetzen, bleiben noch Eichtransformationen (2.2) mit
Ax =0 (2.6)
zuldssig, und (2.3, 2.4) lauten
5 = (10p v
Np =— OA+V|(-——= | =-. 2.7
o=—p, ¥ (Cm) ! 2.7

Die allgemeine Losung der ersten Gleichung ist
. 1 p(¥;t)
Tt) = —(A'p)(Et) = — | PPy
(@) =~ = g [y B
plus einer beliebigen Losung der homogenen Gleichung Ay = 0. Letztere entféllt durch
Verwendung der residuellen Eichfreiheit (2.6). Die Losung der Bewegungsgleichung ist
nun eindeutig durch Al—y, A/0t|;—¢ bestimmt.
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2.2 Das freie e.m. Feld als Hamiltonsches System
In diesem und im néchsten Abschnitt sei
p=0, 7=0,

und somit ¢ = 0. Die zweite Gleichung (2.7), d.h.

1924 -
———=NA
2 ot ’
lautet wegen
10A -
-——=-F 2.8
c ot (28)
auch =
10F -
_ZZ 2 NA 2.
c Ot (29)
Gleichungen (2.8, 2.9) erweisen sich als kanonische Bewegungsgleichungen
_ OH ) OH

0}

= = {H,¢" = ={H
=5 {H,q"},  Pa 9 {H,pa}

st
= {(/Y(:E), —B(%))pers | div A = div E = o} . (2.10)

Die Funktionalableitung iibernimmt die Rolle einer partiellen Ableitung. Im einfache-
ren Fall eines Funktionals F[p], das von einem skalaren Feld ¢ = ¢(Z), (¥ € R?) abhéngt,
ist sie definiert durch

[t S lell@) = 5Pl + Al

wobei 1 eine beliebige glatte Testfunktion mit kompaktem Trager ist. Im Fall des elek-
tromagnetischen Felds kann die analoge Definition

5F . - d . B}
dPx ——[A, —F]-0(&) = —F[A+ \J,—FE 2.11
[ e S A 0@ = o 2.1)

nicht einfach tibernommen werden, denn (/T + AU, —E) € I' nur, falls dive' = 0. Solche
Felder sind von der Form ¢ = rotw (w beliebig) und die linke Seite in (2.11) gleich
[d*x rot(6F /8 A) -1, sodass die rechte nur rot(§ F /6 A) bestimmt. Beachte allerdings, dass
ein allgemeines Vektorfeld «(Z) mit kompaktem Tréger durch rot « und div @ eindeutig
bestimmt ist: Sie bestimmen némlich A@ = V div @ — rotrot @ und damit

dr 17— 7]

Damit ist die Definition (2.11) (mit div# = 0) durch

u(7) =

div =0

SA(Z)
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vervollstandigt. Zum Beispiel ist fiir div v = 0, bzw. allgemein

CSAE) ) 5A, (T e
[ 22 aw) —u@, ) =6 - a0a i - ),
J

denn »7._, 0;(0;5— 0:0;A™") = 0. Analog ist §F/SE(Z) definiert. Die Poisson-Klammer
fiir Funktionen F[A, —E] auf I ist

s (OF 0G OF G
{F,G’}:c/da:(ég(j) SE(X) OE(7) 5/?(@)

Insbesondere ist

{F.AZ)} =—-c—=—, {FE@)}=c— (2.12)

und
— {/E(E) ~ﬁ(f)d3x,/A(f) 'ﬁ(f)dg':c} = c/ﬁ(:l_:') - O(F)dx (2.13)
fiir divii = 0 oder dive = 0 (vgl. {pa, ¢°} = 6,7), bzw.
—{Ei(2), A;(9)} = c(6yj — 0,0,071)8(T — §) ; (2.14)

ferner
{E:(Z), E()} =0,  {4(),A4;H)}=0. (2.15)

Die Hamiltonfunktion ist die Energie

1 — g 1 — - —

H=3 / &3 (E(:E)2 + B(f)2> =3 / &3 (E(f)2 ~A@) - AA(f)) , (2.16)
wobei der Term mit B = rot A partiell integriert wurde unter Verwendung von div(ff A
rot A) = (rot A)?> — A-rot rot A und rot rot = V div —A. Die kanonischen Bewegungsglei-
chungen sind

OA .

- = U AD)} = —cE(7), (2.17)
OE S o
i {H, E(m)} = —cNA(T), (2.18)

wie angekiindigt. Im Hinblick auf die Quantisierung ist es niitzlich, die Nebenbedingungen
in (2.10) aufzulésen. Dazu verwenden wir die rdumliche Fourierdarstellung der Felder

(= k- ik
AT, t) = C/an@t)ek ,

mit

q(—Fk,t) = J(E’ t) (2.19)



(Reellitat) und
k-qk,t)=0 (2.20)

(div A = 0), und analog fiir p(k,t). Ferner ist

o/ = d3k -7 7 iEf
B(I’,t) =C Wlk/\q(k,t)e

Nach der Parseval-Identitéit lautet die Poisson-Klammer (2.13):

{ / (k) - @(k)d’k, / q(k) -ﬁ(E)d?’k:} = / a(k) - o(k)dk (2.21)
(k- =0 oder k-7 =0) und die Hamiltonfunktion (2.16)
H = % / &k (|(k)[* + (ck)?|q(k) ). (2.22)

Das e.m. Feld erweist sich als Kollektion ungekoppelter harmonischer Oszillatoren (H, =
(p? + w?q*?))/2 der Frequenz w(k k) = c|k|. Zwar sind die Moden k und —k wegen (2.19)
nicht unabhingig, aber die Integrale [ d’k in (2.21, 2.22) lassen sich umschreiben zu
Jiiso 4%k iiber (unabhéingige) Re /Im p(k)/G(k). Die numerischen Faktoren 1, bzw. 1/2 in

(2.21, 2.22) bleiben unveréndert, falls man die Modendichten auch anpasst: d*k = 2d°k.
Beide Nebenbedingungen (2.19, 2.20) werden aufgelost durch

L (elEn-12 L B
i) = ('% (B:E)an() + By (F)
B 22
k) = =5 E(Ryar () — S (~Fyan(-h)) .

wobei {k/|k|,£1(K), & (k)} ein orthonormales Dreibein in R? oder C3 ist. Hier sind ay (k) €
C, (k; € R?, A = 1,2), unabhingige Koordinaten des Feldes. Nun ist

1/2
Z/ 2)3/2 (2|k’|> (5}\(%) (E) ke g(];)a/\(];)e_igf) (2.24)

A=1,2

und aus (2.21, 2.15) folgt

{ax(k),ax (K)} = i6nd(k — k), (2.25)

{a? (k),a?,(K)} =0,  (# =, nichts), (2.26)

H = Ak c|k||ax(k (2.27)
>/

Die Bewegungsgleichungen sind
ax(k,t) = —iclklax(k,t),  ax(k,t) = ic|klax(k,t).

23



Fiir den spéteren Bedarf driicken wir noch den aus der Elektrodynamik (ED) bekannten

-

Feldimpuls durch ay(k) aus:

=y /dSk Elax(k)|?. (2.28)

2.3 Kanonische Quantisierung

Quantisierung eines klassischen Hamiltonschen Systems (Phasenraum I', Hamiltonfunk-
tion h) bedeutet formal zunéchst eine lineare Zuordnung

a— A

zwischen Funktionen a auf I' und Elementen A € A (“Observablen”) einer *-Algebra A,
mit der Eigenschaft

ar— A", (2.29)
ferner mit
Pa — Py, q* — Q°, hw— H
sodass )
{Pad”) = 0.7 = 21Pa Q7] = 6" (2:30)

fiir eine Wahl kanonischer Koordinaten (pq,¢”) (Bemerkung: (2.30) ist nicht vertriglich
ist mit kanonischen Transformationen, ausser linearer). Die Zuordnung ist nicht multipli-
kativ, da ab = ba, aber in der Regel AB # BA (Ordnungsprobleme). Die Bewegungsglei-
chungen im Heisenberg-Bild sind dann

dA i

o = Al (2.31)

In einem weitergehenden Sinn bedeutet Quantisierung die Konstruktion einer (irredu-
ziblen) Darstellung von A, d.h. eines Hilbertraums . und Operatoren A : 5 — J¢.
Fiir (i/1)[pa, 2°] = 0.7, (o, f = 1, ..., f) ist diese Darstellung bis auf Isomorphie eindeutig
(Satz von v. Neumann), und gegeben durch die Schrodinger Darstellung

H = AR d'z),

Bo 2.32
XPoap(x) = 2P(z), Py:o(z) — — v : (2.82)
iz

Im Fall unendlich vieler Freiheitsgrade, f = oo, gilt dies nicht! Ohne uns aber darum zu
kiimmern, quantisieren wir das e.m. Feld anhand von (2.21) oder, da (2.23) linear ist, von

(2.25, 2.26): Dann entspricht (2.30)

lax(k), ay (K)] = S d(k — k')
¥ (K),a?, (k)] =0, (# = *, nichts)

(2.33)



(ohne Verwendung grosser Buchstaben). Wir haben dabei iiblichen Konventionen folgend
den Faktor h~! vor den Kommutatoren unterschlagen. Deshalb sind die rechten Seiten von
(2.24, 2.27, 2.28) mit A'/2, bzw. h zu multiplizieren. Die kanonischen Vertauschungs-
relationen (2.33) werden auf dem Fockraum .# realisiert; dies ist der Hilbertraum mit
dem ausgezeichneten Zustand |0)

ax(F)0) =0, (VK \), (2.34)

und der aufgespannt wird durch die Zusténde

1 f) = Z /013/@1 By fryonn (ki oo Kn)as, (k1) - - @ (,)]0) (2.35)

-----

mit n = 1,2,.... Die Wellenfunktion f,\l..-An(El, - En) kann oEdA als symmetrisch bezii-
glich Permutationen der Argumente (k;, A;) angenommen werden. Das Normquadrat des
Zustandes ist dann

Falfa) = Z /d3 @ s, (R o B 2.

-----

Der Hamiltonoperator ist, vgl. (2.27),

H= Z/d?’khc\k\% ax(k) (2.36)

A=1,2

wobei wir a (k) links von ay(k) gesetzt haben. Gegeniiber der in der QMI iiblichen Wahl

thé * * * 1
(2 + w2(4")?) = “o* (@400 + 1002) = hsa(afaa + 5)

DN | —

entspricht dies der Subtraktion der Nullpunktsenergie

- Z/d3khc\k| 00 - 1. (2.37)

)\12

Dieses Ordnungsproblem ist unbedeutend, da es in (2.31) herausféllt. Der Impulsoperator
ist, vgl. (2.28),

P=>" / Pk hkas (k)ax(k). (2.38)

A=1,2

So wie H die zeitliche Entwicklung erzeugt, s. (2.31), so erzeugt P die rdumlichen Trans-
lationen:

P

-a

P A(@)e

— AT —a), (2.39)
was man in der Version (i/h)[P;, A(f)] —(0; )( 7)

anhand von (2.24, 2.38) verifiziert.
Interpretation der Zustiande: Es gilt

H|0)=0,  Pl0)=0,
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bzw. e~ H/R|0) = |0), e=iF@/7|0) = |0). Der zeitlich und raumlich invariante Zustand |0)
wird als Vakuum gedeutet. Die Zusténde (2.35) mit n = 1,

Z/di”m k) |k, A) (2.40)

sind Superpositionen der uneigentlichen (d.h. nicht normierbaren) Zustédnde
|k A) = ax(k)]0). (2.41)

Fiir diese gilt B o o o
H|k,\) = hclk| |k, \), Plk,\) = hk|k,\) :

Sie haben die Energie-Impulsbezichung E(p) = c|p] eines relativistischen Teilchens der
Masse 0: (2.40, 2.41) werden als 1-Teilchen- (oder 1-Photon-) Zusténde interpretiert.
Dementsprechend (2.35) als n-Teilchenzusténde.

Zum Schluss betrachten wir die Ortswellenfunktion eines 1-Teilchenzustandes
AE) = (2m) 72 / kR f (),

normiert, sodass

> [ Elh@r - [ ERB@E = )

Der Zustand |k, \) entspricht fy (k') = S\ 0(K' — k) und fy (%) = (27r)*3/25A,\/eiE'f. Insbe-
sondere besitzt er die riumliche Wahrscheinlichkeitsdichte (27)~3 und die

Stromdichte = (27) *c. (2.42)

(Dasselbe folgt aus (1.26), wenn man denselben Zustand durch seine relativistisch normier-
te Wellenfunktion vy () = h~%/2-(2hk°)Y/2 f\ (k') darstellt, d.h. ¢y () = (2hk°)~1/2(27)73/2
5}\)\,e—ikzx_>

2.4 Nicht-Relativistische QED

Wir wollen Wechselwirkungen zwischen N nicht-relativistischen Elektronen (Spin 0, Mas-
se m, Ladung e) und dem (relativistischen) Strahlungsfeld beschreiben. Die klassische
Hamiltonfunktion dieses Systems ist

N
1 " _,
H= —(7— *) /d3 (Br(@?+ B@?). (243
; om \P v + Z 47T|xz _ xj| 7(7)” + B(7) (2.43)
Kanonische Phasenkoordinaten sind die Lagen &; und Impulse p; der Elektronen

(pi-a,@-by=0dya-b, (i,j=1,..,N),
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sowie (A(Z), —Ep(Z ))xeRs die (2.10, 2.14) geniigen. A ist das Vektorpotential in der
Coulomb-Eichung und Ep ist der transversale Anteil (div Ep = 0) des elektrischen Feldes.
Die Ladungs- und Stromdichten sind

N
=ed 8@—1;), AD)=e) 07— 7);
i=1 )

das e.m. Feld ist . o .
B=rotA, E=FEr+Ep, (2.44)
wobei
Ep(7) = —Ve(& r) = — =N
der longitudinale Anteil des elektrischen Feldes ist. Die kanonischen Bewegungsgleichun-
gen des Systems sind die gekoppelten Newton- und Maxwell-Gleichungen in der Coulomb-
Eichung. In der Tat: die Gleichungen fiir die ¢*’s sind

dz; 1 e -
Ll 3} = — (- SA@)) = 6,

(2.45)
( {H A } - _CET( )
(vgl. (2.12)), sodass (2.45) mit (2 1) iibereinstimmt. Die fiir die p,’s lauten
dp; e o 5 Tz
i b= z:: (VAN (E) — eVe(T;),
0 - L e
o Er(@) = {H,Ep(7)} = —cAA(T) - - Z Zvd{Al ), Er(Z)} (2.46)

i=1 [=1
= —cNA(F —ezw +€Z b, - VIVATS(T - &)

(vgl. (2.14, 2.16)). Man kann sie besser darstellen unter Verwendung folgender Konsequenz
von (2.45):

EA(%) = —cEp(T;) + > va(BA) (7)),

dt
g N I e
also
L dyp N o . N L
- _ 5 S — 5 A-L5(7 — 7).
v@t ZZ(UZ V)V47T|f—fi| eizl(vZ V)V (Z— 7))
Damit folgen aus (2.46) die Newtonschen Bewegungsgleichungen
d _ e ’ - . o - e
&mvi = E; (UZI(VAI)(SEZ) — vll((?lA)(:cl)) +e (—VQD(.T@) + ET(.’EZ)>

C
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und die Maxwell-Gleichungen (2.7)

10p e al v
OA+V ([ ==X __§ To(T — 1) = =
(c 6?15) (e vlé(x xl) c

Die Quantisierung des Systems erfolgt wie im vorigen Abschnitt: geméss (2.32) fir die
Elektronen, wobei nach dem Pauli-Prinzip L?(R3*") = @, L?(R?) durch den Unterraum
ALY, L*(R?) der antisymmetrischen Zustinde zu ersetzen ist; und gemiss (2.33, 2.34, 2.35)
fiir das e.m. Feld. Der Hilbertraum ist

N
H=F o [\L'R.

i=1

2.5 Storungsrechnung und Thomson-Streuung

Strahlungsvorgénge kénnen berechnet werden im Rahmen der Stérungsrechnung in der
Kopplungskonstanten e? oder der dimensionslosen Kopplungskonstanten
e? 1

. ~ 1.
= e 137 S

Dazu verwenden wir die Aufspaltung
H=Hy+ H;

von (2.43) fiir N = 1 in einen ungestorten Teil

)
p « —. —
Ho= o~ + > /d3k hic|k|at (k)ax(k)
A=1,2
und eine Storung
Hi =~ (4@ 747 A(@) +5 = A
T ome v PP * ome

[ J/

e

2A(Z)-P wegen div A=0

Wir behandeln die Streuung cines Photons mit Impuls hk (Zustand |k, ), s. (2.41))
an einem ruhenden Elektron, d.h. mit Zustand [¢) = [d’qw(9)|7), (5]) = ¢¢)) und
Wellenfunktion v (¢) im Limes

WD — (7). (2.47)
Der Anfangszustand ist somit |k, A; 1) = |k, \) @ [). Wir betrachten Ubergiinge

B, A9y — KN §) (2.48)

zwischen Eigenzustédnden von Hj, die durch H; vermittelt werden. Wir berechnen die
entsprechenden Ubergangsamplituden in Ordnung e? und unter der Annahme



(genauer: in 1. Ordnung in ). Grundsétzlich kann dazu

——A@) - p (2.49)
in 2. Ordnung Stérungsrechnung oder
A(z)*

in 1. Ordnung beitragen. Da p'|¢)) — 0 wegen (2.47), entfillt aber der Beitrag von (2.49).
Das relevante Matrix-Element fiir (2.48) ist

2mc?

2

2mc?

M= (KN @' A@)? ke, X ),

wobei

e he d*k, By B S o
A7 2 — / — — ey (k k iky-T + = (k * —ikq1-%
(ﬁ) (277)3;)\2 (2|k:1|)1/2 (2|/€2|)1/2 (&1( 1)CL,\1< 1)6 8,\1( 1)a>\1( 1)e )

' <5A2(E2)a/\2(g )e ik & +€,\2(E2)CL§2<E2)6_1]€2'£> )
Dieser Ausdruck ist divergent: Der Beitrag des Kommutators in

ax, (k1)ay, (k) = ai, (ka)ax, (k1) + [ax, (K1), aiz(%)l

'

—

Ox; g 0 (k1 —F2)

—

zu A(T)? ist

was aber wie in (2.37) ignoriert werden darf. Danach ist

Z/ d*k; d*ky
2mc2 27?3 (2[k1 )12 (2| |)1/2

B (k1) - S (Ba) (7, Nl (1) ax, (o) IR, A) (@15 07| + (1 2)]

Sxp20(k2—k)[0)

2 = 1.
- - 2 hcs' (k) -2 —(»k) P(q"+ K = k)
2me?(2m)* (2|kY[)1/2(2|k|)1/2
und ) . .
1/ ¢ (he)? By (k') - &x(F) |2 L
M2=—( ) - — (g + K = k). 2.50
M= 1) e e F BE (2.50)
(2.47):=8(q"+K' —Fk)

Nun zur Erinnerung Fermis Goldene Regel: Die Ubergangsrate

2
T S(Ey — B[ My (2.51)

Prei=
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ist iiber alle Endzustédnde |f) zu summieren, die im Experiment nicht aufgelost werden.
Der Streuquerschnitt do ergibt sich dann durch Division durch die einfallende Stromdich-
te.

Wir summieren zunschst bloss iiber die Photonenimpulse ¥ = |K|¢”, die in einem be-
stimmten Raumwinkelelement ¢ "€ dQ liegen, sowie iiber alle Elektronenzustiande ¢”. Mit
d*k’ = |K'|?d|K'|dQ2 und (2.50) ist

do 1/ e\ 1
O 2. . 2he-
dQ 4 (mc2) (2m)3 e

. L BT B S )P
-/d|k"| . |k;’|25<hc(|k/| — [k]) + o ) ' ||| ’

e

=:f(IF'))

wobei ¢/ = k — |K'|é’ wegen der 6-Funktion in (2.50). Die Nullstelle |K’| von f liegt bei
(schreibe k = |k|€)

. - . 2
k' h - 2 hlk !
L (k—|k;’|€/> PR Ly e L P
|| 2melk| 2me k|
=(e—€")2+0(B)
h|E| = 2
=1 - Mg e 2.5
mc< e-e"+ 05 (2.52)

und es gilt dort

d h - -
L he. (1 LN Y ES) -5')
———

2me

Unter Verwendung von
0(f(x)) = If'(zo)| " 0 (z — mo)
fir f(xo) = 0 (einzige Nullstelle) findet man

— 2
do e2 \*[|K| - -
— = 20 1Ev (KD - ank)|? 2.53
10 <4ﬂmc2) (‘k‘ & (K') - Ex(k)| (2.53)

wobei |K'|/|k| durch (2.52) gegeben ist. Hier ist

62

~928.10" B em

o =
drmc?

der sogenannte klassische Elektronenradius.
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i) Ist der Strahl der einfallenden Photonen unpolarisiert, so muss man iiber A mitteln:
Nach Pythagoras ist

also )
do 1, ’];'/| 7 2
o=sri =) (1= lan@) ). 2.54
- Qro(lk‘ (1-lew(®)-e] (2.54)
ii) Misst man hingegen die Polarisation des gestreuten Photons (K, X') nicht, so ist iiber

N zu summieren: ,
do i T o
= (%) (1—|5A(k:)-e’|2> (2.55)

iii) Treffen die Voraussetzungen von (i) und (ii) zu, so ist

— 2
do 1 k' .
————
1+cos? 0

wobei § = <(€,¢"), (0 < 6 < ) der Streuwinkel ist.

Fiir 3 < 1ist |K|/|k] = 1 in 0. Ordnung. Mit dQ = 27 sin#dé findet man den totalen

Wirkungsquerschnitt

8
o = grg — 6.65- 107 cm® (2.57)

(Thomsonsche Streuformel). Das Integral {iber (2.56) kann auch in 1. Ordnung in
berechnet werden:

mc

o = 07 (1 _ 2 o<ﬁ2)> | (2.58)

31



3 Klassische Feldtheorie

3.1 Erinnerungen an die klassische Mechanik

Ein klassisches, mechanisches System mit Lagekoordinaten (¢',...,q/) = ¢ € R/ ist
durch seine Lagrangefunktion L(q',... ¢/, ¢",...,¢") wie folgt bestimmt: Definiere die
Wirkung

einer Kurve ¢(t) (t; <t < t5). Die mechanischen Bahnen sind bestimmt durch das Hamil-
tonsche Variationsprinzip:

05[] =0

bei Variationen mit festen Endpunkten (q(t;),t;)i=1.2. Aquivalent dazu sind die Euler-
Lagrange Bewegungsgleichungen

d oL oL
R ————— =1.... 1
Gop o 0 =l )) (3:1)
Hier heissen die
S N TR (3.2
pa_aq-a Q7Q7 o = AR N

kanonische Impulse. Allgemein betriagt die Variation der Wirkung fiir eine Variations-
schar ¢(t,\), (tM(\) <t < t® (X)) um eine mechanische Bahn ¢(t) = ¢(¢,0) bei nicht
notwendigerweise festen Endpunkten

(2) (2)
55 = {p.0a) + LAY | = (p.80) = ((p.0) = L) . (33)

wobei dq(t) = (9q(t,\)/ON)| =0 die Variation der Bahn und

d

Ag = —aq

tD), X ’ AW = —
(), ) A=0 dA

die der Endpunkte sind, und (a,b) = 32/ a,b®.

Symmetrien bedingen Erhaltungsgréssen: Wir betrachten einen Fluss ¢ auf dem erwei-
terten Konfigurationsraum R/ x R > (g, t):

(q,t) — ¥M(a,t) = (#*(a, 1), 7(q, 1)) (3.4)
mit erzeugendem Vektorfeld

A
% =0 = (v(q, 1), 5(q,1)) .

Eine Kurve ¢(t), (t) <t < t®), wird abgebildet nach der Kurve ¢*(t) gemiss

¢ (T(a(t),1)) = 6™ (a(1),t)
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q R/

(fiir kleine \ ist das Bild von (g(t),t) unter ¢* auch ein Graph: (¢*(¢),t)), mit Endpunkten
oMgtD),t "), M), 1Y), (i=1,2),

deren Variation ' ' 4 ' ‘ '
Aq(’) — v(q(t(z)),t(l)), At — s(q(t(l)),t(z))

betrigt. Der Fluss 1* heisst eine kontinuierliche Symmetrie der Wirkung, falls
Slg"] = Sla) + [F(g, VI (3.5)

fiir eine Funktion F' und beliebige Kurven ¢(-). Grund dafiir ist, dass falls ¢(-) ein stati-
onérer Punkt der Wirkung ist (d.h. eine mechanische Bahn), ¢*(-) auch einer ist, denn

3S[¢*) = 651d]

fiir Variationen (mit festen Endpunkten) von ¢(-), bzw. ¢*(+), die sich unter 1* entspre-
chen. Betrachtet man hingegen ¢(¢, \) = ¢*(¢) als Variationsschar, so folgt einerseits nach
(3.3)

6S = (p,v) — ({p,q) — L)s

andererseits nach (3.5)
(2

(1)

mit 0F(q) = dF (g, \)/dA o Erhalten ist somit
—0

0S8 =0F

(p,v) = ((p,d) — L)s — 6F (3.6)

(Satz von Noether). Spezialfille sind:

1) Eine Symmetrie ©*(q) der Lagrange-Funktion:

L (q*(t),¢*(t)) = L (q(t),q(t)) (3.7)

mit ¢*(t) = p*(q(t)). Dies entspricht (3.4, 3.5) mit 7*(¢q,¢) =t (also s = 0) und F = 0.
Erhalten ist (p,v(q)).
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2) Die Energieerhaltung. Es gilt (3.5) fiir o* = id, 7*(t) =t — A\ (also v = 0, s = —1)
und F' = 0. Es folgt, dass (p, ) — L erhalten ist.

Die Hamilton-Funktion ist definiert als Legendre-Transformierte von L in den Variablen
e’

q:
H(g,p) = (p,q) — L(q,q), (3.8)

wobei ¢* = ¢*(g,p) durch Auflésung der Gleichungen (3.2) bestimmt ist. Diese gelingt,
zumindest lokal, falls die Matrix
2L\’
(m) (39)
4°9¢" /) o 51

regulér ist. Die Bewegungsgleichungen sind

e

0H , oOH
¢ =

= o= ——— 1
opa’ dq* (3.10)

und die Abbildung ¢' : (¢,p) — (q(t),p(t)), die den Anfangsbedingungen (g, p) die Losung
(q(t), p(t)) zuweist, ist der durch H erzeugte kanonische Fluss. Allgemeiner ist die zeitliche
Entwicklung einer Funktion G(q,p) langs einer mechanischen Bahn

d
aG(cbt(q,p)) ={H,G}g(4p) > (3.11)
wobel ;
OF 0G oF 04
{F,G} = ; ((9pa ¢ 8pa) — —{F.G} (3.12)

die Poisson-Klammer ist. Insbesondere ist {H,q*} = 0H/0pa, {H,po} = —0H/0q%, vgl.
(3.10).

Symmetrien und Erhaltungsgrossen bedingen sich nun gegenseitig: Wegen (3.12) ist das
Verschwinden von (3.11) (lies: G ist erhalten) dquivalent zu

%H(‘PA(q,p)) =0

wobei WA der durch G erzeugte kanonische Fluss ist. (lies: ¥* ist eine Symmetrie der
Hamilton-Funktion)

Im Beispiel (3.7) einer Symmetrie der Lagrange-Funktion erzeugt die Erhaltungsgrosse
G(q,p) = (p,v(q)) die Symmetrie der Hamilton-Funktion ¥*(q,p) =: (¢*, p*) mit

d¢* oG A
aza—pA:U(q ),

d.h. es gilt ebenfalls ¢* = ©*(q).
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3.2 Klassische Felder

Ein klassisches Feld ordnet jedem Raumzeitpunkt, (¢,7) € R?, einen Wert ¢ = (¢%)aer
im Feldraum zu: z. B. R, C, ein Vektorraum V oder eine Mannigfaltigkeit M. Klassische
Feldtheorie ist klassische Mechanik unendlich vieler Freiheitsgrade. Die Analogie ist

q*(t) — (. 7), (3.13)
wobel entweder
t— (t,7) ==, a— «
oder
t—t, a— (7, )

Die erste Sichtweise ist im Lagrangeschen Zugang natiirlich und zum Beispiel fiir die Frage
der Lorentz-Invarianz niitzlich; die zweite im Hamiltonschen, bzw. fiir die kanonische
Quantisierung.

Die Lagrange-Funktion sei lokal:

Lip. o] = / B £ (¢°(, 7)., (06°)( 7)) |

wobei L(p%, 0¢®) die Lagrange-Dichte ist und dp* = (0yp?, ..., d3¢"). Die Wirkung
eines Feldes iiber G' C R? ist damit

Slp] = /d4x£(gp’\,8g0)‘) (3.14)
G

und das Hamiltonsche Variationsprinzip lautet
05 =0 (3.15)

fiir Variationen 0p®(t,Z) iiber festem G, die auf dG verschwinden. Ist £ ein Lorentz-
invariantes Skalar, d.h.

L), 0'¢ (2') = L(p(x), 0p(x))

bei Lorentz-Transformationen x +— 2, p(z) — ¢'(2'), so ist S invariant (denn d*z’ = d*z):
damit ist (3.15) relativistisch form-invariant.

Mittels partieller Integration in

S = / d%( OL 500(x) + 8(5—5 5@90&)(@)

D™ .P%)
G Opudp™
oL oL oL
= do—-éo‘x—/d4x8 — % (x 3.16
l e 0 [ (g ) @10

(Summe iiber a € I, = 0,...,3 inbegriffen) findet man aus (3.15) die Euler-Lagrange

Gleichungen

oL oL
5]~ 5 =" (o € 1). (3.17)
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Dies sind nun partielle statt gewthnliche Differentialgleichungen, vgl. (3.1). Wiederum
heissen die or

e = W(%a@ (3.18)

kanonische Impulse.

Bei Variationen der Wirkung um eine mechanische Bahn, bei welcher sowohl das Gebiet
GG wie auch die Felder auf 0G variieren diirfen, ist

55&:L/}kw(£5vﬂ4-wua5¢a), (3.19)
oG

wobei dv* die Variation von 0G ist. Dies folgt aus der entsprechenden Ergénzung von

(3.16).
Beispiele:
a) Es sei ¢ ein reelles Skalarfeld mit Lagrange-Dichte

1
£ = 50,00"0 = V(g). (3.20)

Dann ist 7 = 0% und die Euler-Lagrange Gleichung lautet
Op + V'(p) =0
(0 =09,0"). Fiir V(p) = im?¢? ist dies die Klein-Gordon Gleichung

(B +m?*)p =0, (3.21)

vgl. (1.17). Das entsprechende L ist (bis auf ein Vielfaches) die allgemeinste Lorentz-
skalare Lagrange-Dichte, die quadratisch in diesem Feld ¢ ist. Man kann auch ein
N-komponentiges Feld ¢ = (¢;)Y., betrachten,

P N
L= 3 (Z ity —m?® Z <p?> , (3.22)
i=1 i=1

was fiir N = 2 auch als komplexes Feld ¢ = &\/;’” geschrieben werden kann:
L= 0,000 —m*pp. (3.23)

Es ist dquivalent, (¢1,¢2) oder (v, ) als Feldkomponenten zu betrachten: mit

_Q_L<£l_FQJ ji_L<£l+}2>
dp V2 \0p1  0Opy) 05 2 \0p1  Opy
ist ™ = a(gf@) = Otp, ™ = 6(‘3—“5@ = 0" und die Euler-Lagrange Gleichungen sind

(3.21) und ihr komplex konjugiertes.

36



b) Die Lagrange-Dichte des e.m. Feldes, das an die vorgegebene 4er-Stromdichte j*(x)
gekoppelt ist, lautet

1
L(A0A, ) = -1 waFP — o, A (3.24)

wobel Fog = 0,43 — 03A, der e.m. Feldtensor ist. Sie weicht von der Form (3.14) ab,
da L iiber j explizit von x abhéngt. Es ist

Ty = % =-F, (3.25)
und or
94T —Jv (3.26)
Die Euler-Lagrange Gleichungen sind die Maxwell-Gleichungen
—F," 4, =0. (3.27)
Insbesondere folgt als notwendige Bedingung die Kontinuitatsgleichung
77, =0. (3.28)

3.3 Symmetrien und Erhaltungsgrossen

Sei WA[¢] ein Fluss wirkend auf die Feldkonfigurationen (p(x)),ere (wir lassen den Index
a weg). Er soll lokal sein: Es gibt einen Fluss ¢, auf R*, sodass W*[p](tyx) nur von ¢(z)
abhéngt. Dies fiihrt auf die Form

Up](z) = Ta(p(t-sz)), (3.29)
wo T ein Fluss auf dem Feldraum ist. Bezeichnen wir mit

AT, diy

V=o' T Do

(3.30)

die entsprechenden Vektorfelder auf dem Feldraum, bzw. auf R*, so ist die Variation von
¢ = UA¢] (Lie-Ableitung)

(0)(x) = (Vo) () — v"Opp(x) . (3.31)
Wir nennen dann ¥U* eine Symmetrie der Wirkung, falls
Suie) [WIel] = Salil + [ do, P (o(a), ) (3.32)
oG
fiir eine Funktion F*(p, \) auf dem Feldraum. Die Begriindung ist wie in (3.5): Ist ¢ eine

Losung, so auch U*[yp]. Vergleich der Variation von (3.32) mit (3.19) ergibt

/doﬂ (Lot 4+ 70" — 6FH) =0,
oG
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wobei 0 F* = OF (¢, \)/O\|a=0; da G beliebig ist, folgt die Kontinuitédtsgleichung (Satz
von Noether)

Ou(Lv" + 700" — 6F") = 0. (3.33)
—
J" ist der Noether-Strom. Erhalten, d.h. unabhéngig von ¢, ist die Ladung
Q- / &P IOt 7). (3.34)
Wir schreiben J# anhand von (3.31) noch um als
JH =1t (Vip)* — (7"a0,p" — L&) 0" — OF", (3.35)
::\72“”

vgl. (3.6). T*, ist der kanonische Energie-Impuls-Tensor.

Bemerkungen

1) Im Allgemeinen ist J* kein Lorentz-Vektor. Sein Transformationsverhalten hingt von
den Eigenschaften von ¥* ab.

2) Die Ersetzung
JH s JH 4 Oy fM (3.36)

mit f)‘“ = — f”’\ verletzt weder (3.33) (0 3)\7)‘“ = 0) noch andert sie den Wert von
o
(3.34): Der Zusatzterm ist

3
/dgwékfm = Z/d?’xaifio =0
=1

nach Gauss, sofern die Randterme im Unendlichen verschwinden. Beides gilt auch fiir

die Ersetzung
THY s THY 4 Oy (3.37)

mit fM* = — f#* und v” konstant.

3) Eine Symmetrie der Lagrange-Dichte liegt vor, falls

LV ], 00 [¢])

= L, 00) + 0.F"(p, ) (3.38)

the T
mit £ volumenerhaltend. Dann gilt (3.32). Die Symmetrien in den folgenden Beispielen

sind von dieser Form, und zwar oft mit F' = 0.

Spezialfille: 1) Innere Symmetrien. Diese entsprechen ¢, = id, also v = 0. Der
Noether Strom ist
Jt =7t (V) —oFH. (3.39)
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Beispiele: (Fortsetzungen)

a) Die Lagrange-Dichte (3.23) des komplexen Skalarfeldes ist invariant, vgl. (3.38), unter
globalen Eichtransformationen

o - 5 gt
Dies entspricht Vi = —ip in (3.30). Der Strom ist
JE =1i(@dtp — pd"P). (3.40)
Analoges gilt bei ,,minimaler* Kopplung des Feldes ¢ an ein dusseres e.m. Feld

L= (10" — eA") P (0, — eA,) ¢ — m*Py

mit Impulsen
= (0" —ieA")p, T = (0" +ied")p (3.41)

und Euler-Lagrange Gleichungen
— (10" — eA") (10, — eA,) p + m*p =0 (3.42)
(& komplex konjugiertes). Der Strom aus der globalen Eichtransformation ¢ — e ¢y
- JH = e (p(i0* — eA")p + ¢ (—i0" — eA*) ) , (3.43)
vgl. (1.27).
b) Die lokale Eichtransformation
Ay — A, + A0ux, (3.44)

mit x = x(z) beliebig, lassen zwar die Lagrange-Dichte (3.24) nicht invariant, aber,
falls der dussere Strom (3.28) erfiillt, gilt (3.38) mit Divergenzterm —A\(0,x)j" =
-0, (xj"), d.h. F* = —xj*. Zusammen mit (V' A), = 0, ist (3.33)

JH = —F*0,x + xJ" (3.45)
und
OpJ! = — F10,0ax — (F" ,, — j%) OaX (3.46)
————

=0

unter Verwendung von (3.28). Der Noethersche Satz, 0, J* = 0, ist dquivalent zu (3.27).
a) & b) minimal gekoppelt. Die Lagrange-Dichte ist

E = ['(Aa @, @7 8A7 8907 a@)

1
= LRF 4 (i - AT (0, - eA) o - miBe (347
mit Impulsen (3.25, 3.41) sowie
oL .
gAr — v
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wobei j, nun durch (3.43) gegeben ist. Die Bewegungsgleichungen sind die gekoppelten
Feldgleichungen (3.27, 3.42). Die Lagrange-Dichte (3.47) ist invariant unter lokalen
Eichtransformationen

Ay — Ay + X0, ¢— pe x| P — pe

ex
denn fiir die kovariante Ableitung i, — eA, gilt
(10, — e(Ay + 0ux)) ™ N = e7X(10, — eA,)p.
Der Noether-Strom ist (3.45) und, vgl. (3.46),
" = = (F" = J%) Oax + " ,x-

Zusammenfassend: aus Noether fiir globale Eichtransformationen (y = konst) folgt
g* . = 0; fiir lokale dariiber hinaus F* , = j°.

2) Raumazeitliche Translationen

U [pl(z) = p(z — Aa)
mit a € R? (o weggelassen). Hier ist V = 0, der Noether-Strom (3.33) also

Jt=-=T",a"
und es folgt
™ , =0.
Erhalten ist der Impuls
. / & T (¢, 7) (3.48)

Beispiele:
a) Fiir das reelle Skalarfeld (3.20) ist
T, = 00, — (50,6070 — V(g))",, (3.49)
insbesondere

T = Z[(0op)* + (Ve)?] + V(p), T = —0ypdip.

1
2
b) Fiir das e.m. Feld mit j = 0 ist der kanonische Energie-Impuls-Tensor
™, =—-F",0,A% — Lo",,
d.h. )
T = —Fr 0V A% — I wa g . (3.50)

Er ist weder symmetrisch noch eichinvariant, im Unterschied zu dem aus der ED be-
kannten Energie-Impuls-Tensor (Thy = F*, F7%—(1/4)F,3F?*g""). Diesbeziiglich fehlt
ihm der Term

Fr,0° A" = F'0,A” = 0,(F"AY), (3.51)
wobei die letzte Gleichung die Maxwell-Gleichung 0, F*? = 0 voraussetzt. Nach (3.37)

bleibt der Unterschied ohne Konsequenzen. Insbesondere liefert (3.50) dieselben, aus
der ED bekannten Erhaltungsgrossen (2.16, 2.28).
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3) Lorentz-Transformationen. Die infinitesimale Version der Lorentz-Transformation

(tx) = AF,x" ist
vt = et v

mit €, +¢&,, =0, s. (1.4). Die Transformation eines Feldes,

' (2') = (Tap)(A™'2'),

(3.52)

ist bestimmt durch eine Darstellung 7y der (eigentlichen, orthochronen) Lorentz-Gruppe
auf dem Feldraum. Ist dieser ein Vektorraum, so ist T, eine lineare Abbildung, ebenso

seine Erzeugende V', die selbst linear in ¢ ist:

1
V= 56,\,,5)"’

mit linearen Abbildungen S**, S + S°* = 0.
Beispiele:
a) Fiir das Skalarfeld ist T =id, also S = 0.

b) Fiir das e.m. Feld, wo
Al(a') = (AA)(A ™M),

ist auch V = ¢, bzw.

(SAP)“ _ g)\M(SPV _ gpu5>\y

Aus (3.35, 3.52, 3.53) folgt der Noether-Strom

1
= S0,

(wobei #* = —@#°*) mit Drehimpulstensor

e,u)\l/ — ,ﬂ_ua (S/\VQO) «a + \.QZATMV o

x”T“’\J

——
=: S
Spin — Tensor

Er erfiillt
9;0\1/7“ =0

und erhalten sind

LY = / d*z 0° (t, 7).
Bemerkungen:

1) Unberiihrt bleiben (3.56, 3.57) unter einer Ersetzung
HMAV ~ H,u)\u + 8Ufau>\u

mit foRN = — froN el (3.36).
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2) Der kanonische Energie-Impuls-Tensor ist im Allgemeinen nicht symmetrisch, vgl.
(3.50). Allgemein kann ein symmetrischer Energie-Impuls-Tensor geméss (3.37) wie
folgt konstruiert werden (Belinfante-Tensor):

TH = TH + Oy f ™ (3.59)
mit
Apv Apv (12 VRN . LpAv
Y = S (SM 4 S SR = — f

—=_ SHuAv

Wegen ¥ — fAr = SM folgt aus (3.56) und T , = 0

1
2

0 = 8Mfu>\u o auful/)\ + l,/\TuVW + T)\V o :L‘VTMA,M o TV/\
= Ty - Ty,

d.h. Ty ist lings mechanischen Bahnen symmetrisch. Der Unterschied zwischen 9#*

und
HAV | Arppr vpA

ist
SM)\V + x)\(_ao_fauu) . xl/(_ao_fau)\) — ag(xufau)\) . aa(x)\fa/u/) +f;u/A . fu/\u + Su)u:
=0

sodass nach (3.58) auch 0% zuliissig ist.

Die Bedeutung von (3.57) ist nebst der Erhaltung der rdumlichen Drehimpulskomponen-
ten Lt = L1 i2 (; = 1,2, 3) auch die des Trigheitsgesetz fiir den Schwerpunkt X° der
Energiedichte T3

LY =t / 4’z Ty — / Pz 2Ty,

J/ N J/

g

pi ::)}:‘Po

dh. X' = Lo - LT

b) Fiir das e.m. Feld findet man aus (3.54) f** = F**A”. Damit ist aber der Zusatzterm
in (3.59) identisch mit (3.51).

Zum Schluss und im Hinblick auf die kanonische Quantisierung fiihren wir noch die Ha-
miltonsche Behandlung ein: Unter der Analogie (3.13) wird aus (3.8)

Hip.n) = [ E2 (@), 96"(3) ma(2)
mit Hamiltondichte
H(p, Vo, 1) = map® — L(p, 5,V = 7%, 3.60
(o, Vo, m) = 10 (9090890)( ) (3.60)
©

wobei die ¢p* = Jyp® durch Auflésung von

B oL
To = Toa = ————

9 (%)
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zu bestimmen sind. Die Poisson-Klammer fiir Funktionen F[p, 7] aus dem Phasenraum

ist
3, oF  0G 0F oG
{F,G} = /d (5%(33’) Sp(Z) S (T) 57ra(i’))

und insbesondere gilt

{7ma(@), ¢ (N} = 0°8(7 — 7) ,
{ma(@), ms(#)} = 0 = {£*(2), 9" (7)}-

Die zu den Euler-Lagrange Gleichungen dquivalenten kanonischen Bewegungsgleichungen
sind

(3.61)

o (t, @) = {H, " (t,2)} , To(t,Z) = {H, 7o (t,7)} . (3.62)

Beispiele:

a) reelles Skalarfeld (3.20). Mit 7 = ¢ ist

1 -
H=n— L= 5(7r2 + (Vo)? + V(go))
b) Fiir das freie e.m. Feld ist, s. (3.24),
1 1 -, —,
_ Focﬁ:_EQ_BQ
L=—7Fu 5 )

mit
Ty = Toy = _FOV - aqu - 8OAV .

In diesen Gleichungen hebt sich Ay weg und kann somit nicht durch 7, bestimmt

werden; ebenso ist mo(Z) = 0 und kann nicht als dynamische Grosse dienen. (Die
Bedingung (3.9) fiir den Ubergang zur Hamiltonfunktion ist hier verletzt.) Dass
I 0
O 9(a0A0) T

ist auch Ausdruck der Eichinvarianz des kinetischen Terms in £: Unter A¥ — A”—\0"x
mit y = x(t) ist 0°A° — 9° A% — Ay mit festen restlichen 9*A”. (Die Folgerung gilt also
auch, falls ein nicht eichinvarianter Massenterm oc A,A* zu £ addiert wird.) Wé&hlt
man die Coulomb-Eichung A° = 0, div A= 0, so verbleiben die Impulse

m = F% = Ak = —F | (k=1,2,3)
(ebenso mit div7 = 0) im Einklang mit (2.10). Die Hamiltondichte ist

-5 1 = _
H =—FE-A— :§(E2+B2).

Fiir Betrachtungen, die die relativistische Kovarianz hervorheben, ist folgende, nicht ei-
chinvariante Lagrange-Dichte zwecksméssiger:

1
L= - oé,gFaﬁ—%(a&Aa)2 (3.63)

_ _%(aa A (0 A%) + %(aﬁAa)(aaAﬂ) _ g(aaAa)(aﬁAﬂ) | (3.64)
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Die kanonischen Impulse sind

oL .
Ty = W = _F,uu - )\guuaaA )

die Euler-Lagrange Gleichungen also

—F " — A, (0,A%) =0,

d.h.
OA” — (1 — XN)0"(0,A%) = 0. (3.65)
Insbesondere folgt ALJ (0, A”) = 0: Fiir A # 0 gilt die (lorentz-invariante) Lorentz-Eichung

8,A” =0, (3.66)

sobald 9, A" |—o= 0, 9p(9, A") |i=o= 0 gilt (letztere Bedingung lautet AA°+0°(9;A?) |i—o=
0 nach Elimination von 93 A mittels (3.65)). Man nennt deshalb —(\/2) (9,A4%)” in (3.63)
einen eichfixierenden Term, obschon dies spéter in der quantenmechanischen Behand-
lung nicht so einfach zu bewerkstelligen sein wird. Gilt (3.66), so ist (3.65) dquivalent zu
den Maxwell-Gleichungen. Beachte, dass 7, = 7, = —Fp, — Aoy (0 A%), d.h.

—,

7T0:—>\(gb+diVA), Wk:Ak,

was fiir A # 0 nach (gb,/f) auflosbar ist und eine Hamiltonsche Formulierung erlaubt.
Wir besprechen bloss den Fall A\ = 1 (Feynman Eichung) nither: wegen 95(9*A° —

g°P9,A?) = 0 sind die beiden letzten Terme in (3.64) gleich der Divergenz
1 (0% (0%
503[4a(0 AP — g*P9,A)] . (3.67)
Damit ist die Lagrange-Dichte dquivalent zu (Fermi)
1
L= —E(aaAﬁ)(aaAﬁ) (3.68)

(der Term (3.67) liefert einen Randterm zur Wirkung, der keinen Beitrag zu ihrer Va-
riation liefert): dies entspricht der Lagrange-Dichte eines masselosen Skalarfeldes fiir jede
Komponente A?, (3 = 0,...,3), bis auf das uniibliche Vorzeichen fiir # = 0. Allerdings
ist die Eichbedingung d,A” = 0 noch aufzuerlegen.

Gelegentlich werden wir zu (3.68) noch einen Massenterm hinzugiigen,

1 2
£ = =5 (0aA5) (0" A%) + %AaAa (3.69)

allerdings in der Absicht, am Schluss ;1 — 0 zu nehmen.
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4 Die Dirac Gleichung

4.1 Die quantenmechanische Lorentz-Gruppe

Aus der QM bekannt ist die quantenmechanische Drehgruppe SU(2), die die Drehgruppe
SO(3) tuberlagert:
SU(2)/{£1} = SO(3).

Zugrunde liegt der Homomorphismus R : SU(2) — SO(3), U — R(U), wobei R(U)
definiert ist durch
U@ -a)Ur=(RU)X) & (Z € R?) (4.1)

mit & = (01, 09, 03) (Pauli-Matrizen). Die quantenmechanische Lorentz-Gruppe ist
SL(2,C) = {A komplexe 2 x 2 Matrix | det A = 1}

und enthélt SU(2) als Untergruppe. Ihre einfachsten Darstellungen (nebst der trivialen)
sind 2-dimensional:

i) A— A, (i) A—AD,

— . 4 (4.2)
(iii) A— A, (iv) A (A")7.

Die entsprechenden Darstellungsraume C? werden mit V,, V°, V,, V* bezeichnet. Thre Vek-
toren — Bispinoren genannt — werden wie folgt bezeichnet:

~1

V()Bu:(ul) ; Vogﬂ:<7ig)
(%) u
Vi ° ~ ,?71

Ve D u = ;o Viou=| ., |.
Uy v

Thr Transformationsverhalten ist

i) o =Au: ul, = Ay up
(i) a' =" u:  a'™ = A%
- — 8 (4.3)
(i) o' = Av: v, = Ag vﬁ-.
(iv) o/'=(A4")""5: =A%’
Fiir u € Vo und © € V° (und analog fiir v € V,, ¥ € V*) ist u,u® invariant:
ulu'™ = (Au)” (AT)_l U=u'U=u,u”, dh. A YA = 0% (4.4)

Die Darstellungen (i) und (ii), bzw. (iii) und (iv), sind dquivalent. Dies folgt aus der fiir
beliebige, reguliare 2 x 2 Matrizen geltende Beziehung

(det A) (AT)fl = cAeT, (4.5)

(0 1Ty
e=\_1 ¢ )="¢
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Bezeichnung: € = (%), e

= (£4p). Damit ist
e Vy— VW, u® = e*Pug. (4.6)
und (4.5) lautet fiir A € SL(2,C)

Aag = EO"YA,Y(S&“(W .

Bemerkung: (i) und (iii) sind infiquivalent, da tr A # tr A fiir allgemeine A € SL(2,C).
Schrankt man sie jedoch auf SU(2) ein, so sind sie (bzw. (i) und (iv)) ebenfalls dquivalent:
A= (A")"L

Die Darstellungen auf Vo ® V, 3 = (Z,4) und V* @ V° 3 & = (2%”) sind

MA): G5 AJASE 5 A 7 AFAY (4.7)
A(A): 299 5 A% AP dh. @ (A7) 1A (4.8)

Sie sind vertraglich mit £ = 2%, bzw. £ = 2* und ferner zueinander dquivalent iiber
Transposition und (4.6):

g=calel (4.9)

o

Dabei ist & = 2* genau dann, falls 2* = Z. Eine Basis fiir Vo ® V, ist {0,} = (00 =
1701a02703):

o 42 2t —ia?

T =T 0, = 2l pig? 20— g3 ;
d.h.

A ) .
LTag =270, 04

mit £* = 7 genau dann, falls z# € R. Unter (4.9) entspricht dieser Basis aufgrund von
(4.5)
6-/‘« = (a'zﬁ) = 80‘587‘ = (det O-“)O-;Il = (PU)H7 (410)

wobei P : R* — RY, (P€)y = &, (P§); = —¢&; die Raumspiegelung ist. Wir bemerken
0,0, + 0,0, =2¢,,1 (4.11)
und
tr (6,00) = 29w, (4.12)
sodass
xﬂ = 5 tr (&H‘IZ‘) 9
wobei, wie iiblich, z, = g, x".

Es gilt
detz = z,2".

Die Darstellung (4.7), ' = Az A*, erfiillt det Z’ = det & und definiert somit eine Lorentz-
Transformation A(A) € L1

A(A): R* = R*, z 2’ = A(A)x,
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kurz
A(x"o,) A" = (A(A)x)“au (4.13)
oder

A(A)"

v

1
= 5 tr(6" Ao, A7)

Man zeigt, dass jedes A € L von der Form A(A) ist und dass A(A) = 1 nur fiir A = +1.
Damit ist

Ll = SL(2,C)/{+1}.

Da 7 = z#0, und & = z"6, sich unter (4.9) entsprechen, definiert auch (4.8) dieselbe
Darstellung (4.13). Zusammen mit & = (Pxz)"o, folgt PA(A)x = A(A*!)Px, d.h.

PA(A)P =A (A1), (4.14)

Bemerkungen:

1) Fir U € SU(2), also U = U*!, gilt
Aoo(U) =1 5 AOZ(U> :Al()(U) =0.
Somit zerfallt
AU = 1 0
-\ O0|R(U) )’
wobei R(U) € SO(3) durch (4.1) gegeben ist.

2) Die infinitesimale Version von (4.13) ist
1 A o
a= 55,“,5"” mit SY =o;/2, STV =—ig;/2, (j=1,2,3); (4.15)

dabei ist a = dA(N)/d\|x=o (mit A(0) = 1) eine infinitesimale quantenmechanische
Lorentz-Transformation, und e = dA(A(A))/dA|x=o. Dies folgt aus (4.13) iiber ao, +
o,a* = ¢et,0, (s. Ubungen).

4.2 Die Weyl Gleichungen

Als Lagrangedichte fiir ein masseloses Spin % -Feld bietet sich an
1 R
L, = 5@*0# drp

= 3 (P60 05 — 0" P16 05) (4.16)

*

mit ¢ = (Pa)az12, ©*° = PL. Aus der Stellung der Indizes geht hervor, dass £ ein
Lorentz-Skalar unter L ist, oder ausfithrlicher: Aus ¢'(z) = Ap(x), (2 = A(A)z), d.h.
pp(z) = AVppl ('), folgt

I IR
Ba(2)00 0 0s(x) = B/ (") A 460" A7 50"l (a)

= 7' (¢)50 (A (A)9) ¢ (2') .
=
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(Der Faktor i in (4.16) stellt sicher, dass £y, reell ist). Die kanonischen Impulse sind

RERICTEN
oL i .
B _— — 5 A8
T 9 (0rgs) 270
ferner
oL oL 1

= iAdﬁau dad— )
Dpg 20 By T 20 Y%

woraus sich die Euler-Lagrange Gleichung ergibt
i6070" 05 = 0. (4.17)

Sie beschreibt ein masseloses Feld, denn ihre Losungen erfiillen die Klein-Gordon Glei-
chung (3.21) mit m = 0 wegen, vgl. (4.11),

0%,0,60°0" = 6,67 ,0,0" = 6,°0.
Die Lagrange-Dichte besitzt die globale Eichsymmetrie
s — e g, 7Y — N5 (4.18)
mit Noether-Strom _
Ju=Pa0 gﬂSOB-
Die infinitesimale Variation des Feldes unter Lorentz-Transformationen ist nach (3.31,
3.53)

v 1 v
69004 - _5MV$ all(poé + aaﬁwﬁ - §€M ((‘Tﬂa” B xl’al‘ + S“V)SD)OC’

der Drehimpulsoperator also
M,, = —i(x,0, — x,0,) — 1S (4.19)

bei Konvention (1.7). Insbesondere ist nach (4.15) der Spin —iS;,,"** = 0;/2. Die Glei-
chung (4.17) mit p* = 10" besagt p'- dp = —pp. Somit sind Impuls p und Spin /2
entgegengesetzt gerichtet, d.h. das Feld, bzw. das Teilchen ist linkshéndig.

Analoges lisst sich sagen iiber die Lagrange-Dichte

1 —
Lr = §X*Uua“X (4.20)
NET P VAV B RS
= 5(X"0030"x" = 0%, 05X")

mit y = (Xd)dzl b X' = X1 und iiber die entsprechende Feldgleichung
iauyaﬁa“x’g =0. (4.21)

Die Gleichungen (4.17, 4.21) sind die Weyl-Gleichungen (1929). Sie sind nicht spiege-
lungsinvariant: Es gibt keine Transformation S derart, dass sie invariant sind unter ¢ — ¢’
mit ¢'(z') = Sp(x), ' = Pz, (vgl. Ubungen).
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4.3 Die Dirac Gleichung

Ein Feld, das die Spiegelungssymmetrie besitzt, ergibt sich wie folgt

U= ( ig ) (Dirac-Spinor) (4.22)
1
L=L+Li= 5\11’)/“ 0,V (4.23)
mit B
U= U0,

5
Aus dem Vergleich mit (4.16, 4.20) muss gelten %y = ( 00

0 o+
-
=0 5 )

v = ( 1 0 ) 0 0 ) ( : )

Bemerkung: Die Matrizen (4.24) sind die chirale Darstellung der Dirac-Algebra (1.29)

Ou ): Dies ist durch
o

d.h.

{97} = 2¢". (4.25)

Aus (4.3) ergibt sich das Transformationsverhalten des Dirac-Feldes (4.22) unter Lorentz-
Transformationen aus Ll:

mit p
0
S(A) = ( 0 (A*)_l ) . (4.26)
Die Raumspiegelung P ist nun durch Vertauschung der beiden Bispinoren ¢ und x gegeben
U (2') = 7°U(x) (2 = Px). (4.27)
Es gilt
VS(AN" = S((A)7T), (4.28)

was in Analogie zu (4.14) steht. Zusammen stellen sie sicher, dass S zu einer (zweideutigen)
Darstellung von L' = Ll U PLL wird: zerlegt man A € PLL als A = PAy = Ay P mit
A = A(4) € L1, s0 ist 7°S(A;) = S(A3)7°, da (bis auf das Vorzeichen) Ay = (A})~".

Aus (4.28) folgt zudem U (/) = U(z)S(A™Y).

Die Lagrangedichte (4.23) kann durch einen Massenterm ergénzt werden:
1— _
L= 5\117“ 0, ¥ —muv. (4.29)
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Die Lorentzinvarianz von £ folgt aus der von Ly, Lg und von, s. (4.4),
VT = "X+ X'P = PeX* + X *¢as (4.30)
Anders gesagt: Die Invarianz unter Ll des kinetischen Terms folgt aus der Zusammenle-
gung von (4.13) fir 6 und o*
S (A 2,4 S(A) ! = (A(A)z),~"y*, (4.31)
die des Massenterms aus (4.28). Deswegen lautet (4.31) auch

S(A)zy"S(A) T = (A(A)z), " (4.32)

Die Invarianz von (4.29) unter der Raumspiegelung (4.27) mit P : ¥ — A0, U — ¥"
folgt aus, s. (4.25),

Y (@,9") 7" = (Pr),y".
Die Ableitungen von £ (mit ¥, ¥ als unabhingige Gréssen) sind

_ oL i oL i
e T I A A L e 39
o

die Euler-Lagrange Gleichungen
(iv"0, —m)¥ =0, (4.34)

T(iv" D, +m) =0 (4.35)
sind die Dirac-Gleichung (1.28). In Bispinoren ausgedriickt lautet sie, vgl. (4.17, 4.21),
i, 0" p5 = mx*,

(4.36)

iamaﬁa“xﬁ = M, -

Die globale Eichsymmetrie (4.18) liegt fiir (4.29) mit m # 0 nur vor, falls ¢ und x gleich
transformieren: ' B B
U — e A, U — M, (4.37)

Der Noether Strom ist
JH = UyhU,

Es sei noch bemerkt, dass in £ ein weiterer (chiraler) Massenterm moglich ist:

—imUy° U = im (Bax* — X“¢a) (4.38)

s (1 0
’y_<0_1 )

bzw. (ohne Bezug auf die Darstellung) v° = iy%y!9243. Er ist invariant unter (4.37) und
LL, nicht aber unter der Raumspiegelung. Dies folgt aus

S(AYS(A) T =7, A" =0,

mit

3
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Infinitesimale Lorentz-Transformationen sind

| T
S(a/)|)\:0 = 55‘:””5“” mit SIJ' — Z[’y“,’y ]

Aus (4.26, 4.15) folgt ja S¥ = (1/2)(F 2 ), S7H1+2 = —(i/2)( UOJ_), was sich wie

0 —oj
behauptet zusammenfassen lasst. Tnsbesondere folgt mit (4.19) der Drehimpulsoperator
(1.40).

Schliesslich kann das Dirac-Feld minimal an ein e.m. Feld gekoppelt werden:
L =Uy"id, — eA,)V — mUW (4.39)

(dabei wurde gegeniiber (4.29) noch eine Divergenz, (i/2)9,(¥y*¥), hinzugenommen).
Das Feld ¥ wird nach Quantisierung geladene Teilchen beschreiben.

4.4 Die Majorana Bedingung
Um aus dem komplexen Dirac-Feld ein reelles zu erhalten, und damit neutrale Teilchen zu

beschreiben, ist eine Bedingung zu stellen (vgl. ¢ = @ beim komplexen Skalarfeld (3.23)),
die mit Lorentz-Transformationen vertriglich ist. Diese ist

x* =g, (4.40)
(also auch ¢, = e,5Y"), bzw.
© .o ¥
=i - 4.41
< X ) ! < X ) )
oder .
U =iy 00, (4.42)

Sie ist nicht invariant unter Eichtransformationen (4.37), dafiir aber unter chiralen
Eichtransformationen

o — € Mpa, XY — e (4.43)

d.h.
U — M5,

Die Dirac Gleichung (4.34) wird zu einer Gleichung fiir einen Bispinor,
169901 05 = me¥g,, (4.44)
und die Lagrange-Dichte (4.29) ldsst sich durch ¢, ausdriicken:

1 —

= —%go* elole ?“gp =-Lg,
——
(4.10): 6,

sowie, s. (4.30), _
U0 =35Tep+ ¢l
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Da e antisymmetrisch ist, folgt £ = 0. Der Ausweg ist, ¢, und XB als Grassmann Variablen
aufzufassen:
Yapp = —0pPa,  PaX’ = —X"0a, XX = XX (4.46)

Die Ableitung 0/0p, eines Produkts solcher Variablen ist zu berechnen, indem zuerst
Faktoren ¢, anhand von (4.46) unmittelbar rechts der Ableitung geschrieben werden. So
ergibt sich statt (4.45) Lr = —LE = +L, also

T~ 7 m 7T
L= —goTau 0 *o+ 5} (gp Ep— ego) , (4.47)
(der Massenterm heisst Majorana Masse). Unabhéngige Variation nach ¢, @ ergibt (4.44)

als Fuler-Lagrange Gleichung.

Die Interpretation der Felder als Grassmann Variablen ist auch mit den vorigen beiden Ab-
schnitten kompatibel und steht in Verbindung damit, s. spéter, dass die Dirac Gleichung
fermionisch zu quantisieren sein wird. Insbesondere lésst sich das Dirac-Feld ¥ als Kombi-
nation zweier unabhingiger Majorana-Felder UM U auffassen: ¥ = \/Ai (TW +iw®),

Schliesslich ist die Majorana-Darstellung der Dirac-Algebra (4.25) zu erwéhnen:

0 __ 0 02 1 103 0

T Vo, 0 ) T T 0 ey )
2 (0 —oy 3 ( —iopr 0
T ( o 0 ) T 0 - )

Sie ist rein imaginér, sodass die Dirac-Gleichung (4.34) reelle Koeffizienten hat. Im Falle
der Majorana-Bedingung (4.42), d.h. ¥ = i7>U* wird ¥ reell.
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5 Kanonische Quantisierung freier Felder

5.1 Der Fock-Raum

Sei # ein Hilbertraum (physikalisch: 1-Teilchen Hilbertraum). Auf ®"5¢ operiert die
Gruppe S, der Permutationen o von {1,...,n} durch

P w1®-~-®wnHwa—1(1)®---®wa’—1(n)

(Teilchen permutieren nach o, Zustéinde nach o~'; es gilt P, P, = P,,). Die Teilriume
AL = () € @"H [P = 5(0)))

i(o) = { ! im £ Fall

sgn o

bestehend aus symmetrischen (4), bzw. antisymmetrischen (—) Zustidnden sind die Hil-
bertriume fiir n Bosonen, bzw. n Fermionen. Dabei ist #(®) = C mit dem einzigen
Zustand [0) ((0]0) = 1): dem Vakuum.

Der Fockraum
Ty = @2 AL (5.1)

enthélt Zustdnde mit beliebiger aber endlicher Teilchenzahl. Der Teilchenzahloperator
N: 7% — F ist
N =nap fiir o € S,

Sei A: H# — A ein Operator. Auf .Z, definiere
T(A), dT'(A) : 2" — 2

TA)=A®..®A

n mal

(A=) 19.. 919 A ol®..®L
i=1

i—te Stelle

Beispiele: N =dI'(1); (d/dt)[(e™)| =idI'(A), also

t=0

F(eitA) _ eitdF(A). (52)

Fiir f €  ist der Vernichtungsoperator a(f) : @ — Q" ' definiert durch

a(f)(e1®...@pn) = Vn(f,01)p2®@ ... @ pn
a(f)|0y = 0. (5.3)

Er bildet 4™ nach " ab, also

Cl(f) . 9} — yi. (54)
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Der Erzeugungsoperator a*(f) := a(f)* ist der Adjungierte von (5.4). Er bildet 2"
nach 7™ ab gemiss

a*(f)y = % kz:(il)k_lf’m(f ®Y), (5.5)

wobei ' = (k,1,2,...,k—1). Beweis: Die rechte Seite, ¥, liegt in %”i(”) P = 6(0)15
denn (W;(lk) ocom)(1) =1, also (Pr,, PyPr, )(f @) = §(0)(d1)® D=1 £ & 4),

Die Behauptung (5.5) lautet (a(f)p,¥) = (9,7), (¢ € F1): Fir ¢ € ™ (ansonsten
verschwinden beide Seiten) ist

n

(a(f)e.¥) = Vnle, f @) = % ( Pne Pr(fo0)=(09).
= =(Il\)’l:1@0
Bemerkungen:
1) a(f) ist antilinear, a*(f) linear in f.
2) Na(f)=a(f)(N —1), d.h.
[N, a(H)] = —a(f), [N, a* (/)] = a*(f) (5.6)

3) Sei U : S — ¢ unitéar. Dann ist

a(Uf) =T@)a(HTU)", a*(Uf) =TU)a" (/)" (5.7)
Der (Anti-) Kommutator ist

[A,B]l. = ABF BA = { {[ﬁ’ g]} im + Fall.

Es gelten die Vertauschungsrelationen
[a(f), a(g)l= = [a"(f), a*(9)]= = 0,
[a(f),a"(9)]+ = (f,9)- (5.8)
Beweis: (nur (5.8)). Fiir p = 91 ® ... ® ¢, 1 € @' gilt

ﬁ?(f})g(lzzg(j(%zi) } =([,p1)2®.. QY ®J® ... Yp_1,

Vn—1" Tk

also sind die linken Seiten auch fiir ¢ € j‘@é”_l) gleich. Damit ist

a(f)a*(g)p = % > al)Pals @)

D ED ()P (g @)

I
-~
s
<

H-

5=
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Normalgeordnete Produkte: Ay, ..., A, seien Vernichtungs- oder Erzeugungsoperato-
ren. Thr normalgeordnetes Produkt ist definiert durch

PAL A =0(0)Asq) - Asy, (5.9)

wobei o eine Permutation der Indizes ist, derart, dass auf der rechten Seite alle Vernich-
tungsoperatoren rechts von den Erzeugungsoperatoren liegen. Durch Multilinea-
ritdt ist : Ay ... A, : auch definiert fiir A;’s die Linearkombinationen von Vernichtungs-
und Erzeugungsoperatoren sind.

Offenbar gilt

2AU(1)...AU(n) : :5(0) AlAn N (510)
Fiir n > 0 gilt nach (5.3)
0] : Ay ... A, :|0) =0. (5.11)
Mit Hilfe von
AB = +BA+ [A, B4 (5.12)

kann man Vernichtungsoperatoren nach rechts bringen. Dabei gilt wegen (5.8)

[a(f), a*(g)]+ = (Ol[a(f), a”(9)]:|0) = (Ola(f)a"(g)[0) (5.13)

(der Ausdruck rechts heisst Kontraktion von a(f),a*(g)). So entsteht die Entwicklung
eines Produkts nach normalgeordneten Produkten:

Lemma (Wick)

P

A A= Y (H 0|A”Akl|0> Ay AL AL (514)
Pi(in<ki)...(ip<kp) 1=1

wobei die Summe iiber alle Paarungen P aus p = 0,...,[n/2] Paare von Indizes aus

{1,...,n} lauft und op eine Permutation ist, die die kontrahierten Paare zusammenbringt,

d.h. op(k;) = op(i;) + 1, die Reihenfolge der restlichen Indizes aber fest lisst. (* bedeutet
Auslassung).

Beweis: Wegen der Multilinearitit beider Seiten geniigt es anzunehmen, jedes A; sei
entweder ein Vernichtungs- oder Erzeugunsoperator; ferner geniigt es, die Summe iiber
Paarungen zu erstrecken, wo jedes A;, ein Vernichtungs- und jedes Ay, ein Erzeugungs-
operator ist, denn die anderen Kontraktionen verschwinden. Verschiebt man die Vernich-
tungsoperatoren nach rechts, so entstehen nach (5.12, 5.13) lauter Terme, die durch diese
Paarungen gekennzeichnet werden kénnen. 0]

Fiir die Vakuumerwartungswerte folgt mit (5.11)

<0|A1 PN A2n+1|0> - 0,

(0|A; ... Agy|0) = > ap) [ J(0A; A 0) . (5.15)
=1

P:(i1<k’1)...(in<k2 )
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Das Lemma besitzt noch einige Varianten, zu deren Beweis folgende Fassung von (5.14)
niitzlich ist:

A . A,
p ~ A
Pi(i1<kr)...(ip<kp) =1 Stelle o p (i)

Hier ist op eine Permutation wie in (5.14) mit dem Unterschied, dass sich die Reihenfolge
der nicht gepaarten Indizes verdndern darf. Dies folgt aus (5.10) und aus folgendem: fiir
eine Permutation o, die bestimmte benachbarte Paare verschiebt aber nicht bricht, &ndert
sich sgn ¢ nicht, wenn die Indizes solcher Paare nicht beriicksichtigt werden. Es gilt

CA A A AL =

/

Z (ﬁ O‘AzlAklm ) . AzlAkpAn ty (517)
=1

Pi(i1 <k1)...(ip<kp)
wobei in ' nur {iber Paarungen zu summieren ist, wo kein Paar (i, < k;) aus dem selben
normalgeordneten Produkt stammt. Insbesondere ist

/

(O] - Ay Ap s Ay oo Agy £ |0) = > ap) [ J(014;, Ak J0).  (5.18)
=1

Pi(i1<k1)...(in<kn)
Beweis: Schreibe : A;... A :und : Agyq... A, : in normalgeordneter Reihenfolge (5.9):
CAL A Ak Ay i =0(0)(Asq) - Aoe) (Aot - - Aon)) (5.19)

wobei ¢ die Zusammenlegung der entsprechenden Permutationen von {1,...,k} und {k+

.,n} ist. Wende dann (5.16) auf B ... B, mit B; = A,(; an; Kontraktionen zwischen
B’s aus dem selben Faktor in (5.19) verschwinden wegen (5.11). Unter der Normalordnung
n (5.16) stehen

BO,PI() = AO’OO'I;I(i) - A(O’pOO'_l)_l(’i)7 (520)
d.h. 0,007! bringt die A-Paare zusammen. Zusammen mit dem § aus (5.19) ist 4(c)d(op)
=§(opoo™). d
Sei nun unter Operatoren Ay, As, ... eine gewisse Reihenfolge vorgegeben (nicht notwen-
digerweise die natiirliche 1,2, ...; dies wird in der Form der Zeitordnung in der Storungs-
theorie vorkommen). Sei

T(A1 c. An) = (5(0‘)/40(1) “o e Ag(n), (521)

wobei o die Permutation ist, welche die Faktoren ihrer Reihenfolge nach ordnet. Dann ist

T(A . A)= Y 6(ap)<H<O|TA,-ZAkl|O>> CA A Ay A

Pi(in<ka)...(ip<kp) 1=1
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(0|T(A; ... A,)]0) = > ﬁ (0|T A;, Ay, |0) . (5.23)

P:(i1<k’1)...(in<k‘ )

Beweis: Wende (5.16) auf By ... B, mit B; = A,y an. Fiir die kontrahierten Paare gilt
B;, By, = T'B; By, = T' Ag(i))As(k,), da die B’s nach Konstruktion geordnet sind. Der Rest
folgt wieder aus (5.20). O

Schliesslich kénnen Faktoren unter dem 7-Produkt selbst normalgeordnete Produkte sein:

T(G:A . A s Ay Ay ) =

/

p
3 (H 0|TA”A,W|0) A Ay Ay (5.24)
=1

Pi(ir<k)...(ip<kp)

/

(O Ay.. Ag:: Apey ... Agy 2)|0) = > ap) [ JOOITA; Akl0),  (5.25)
=1

P:(i1<k1)...(in<kn)

wobei Y wie in (5.17) ist. Die Verallgemeinerung davon und von (5.17, 5.18) auf mehr
als zwei normalgeordnete Faktoren ist offensichtlich.

5.2 Das reelle Skalarfeld

Das klassische, reelle Skalarfeld ist beschrieben durch die kanonischen Koordinaten (),

(%), s. (3.61),
{m(2), p(9)} = (7 - ),

- _ . (5.26)
{o(0), ()} = 0 =A{=(Z),7(9)} ,
mit Hamiltonfunktion
Hlg.w) = [ da2#(6(@), Fo(@),7(@).
] (5.27)
H =51+ (Vo) +m??),
oder, allgemeiner, Feldimpuls P* = [ A3z TOm
PP=H, P=- /d?’m(f)ﬁgp(f) . (5.28)
Die Feldgleichung (3.21)
(O+m?) p(t, 7) = (5.29)

hat spezielle Losungen ¢(z) = e %, (pr = p,at), mit p> = m? und allgemeine, reelle
Losung
plo) = (2 [ dips (47 - m) Alp)e
mit A(—p) = A(p). Wegen (1.11) ist auch
— —3/2 d3 —i(pPt—p-T) —p-T)
p(t.) = 2) 0 [ S alpe 7+ G007 ), (5.30)

57



wobei p° = \/p? +m?2 und a(p) = A(p°, p). Hier ist d*p/2p" das Lorentz-invariante Mass
(1.10) auf der Massenschale

Vi ={p e RYp*=m? p” >0} . (5.31)
Wegen ¢(t, %) = 0 [0m(F) = (¢, &) ist
(4, T) = —i(2m)? / d; (a(p)e "7 _ g (5.32)
Die kanonische Quantisierung (2.30) ersetzt (5.26) durch
[p(Z), T(¥)] = i6(Z — ), (5.33)
[p(2), ¢(¥)] = 0 = [7(Z), 7 ()] - (5.34)

Die Dynamik ist dann durch
ot F) =i [H ot D), #(t,7) =i [H,x(t, ) (5.35)

bestimmt. Beachte, dass sowohl (5.33, 5.34) wie auch (5.27) sich auf eine feste Zeit —
ein nicht Lorentz-invarianter Begriff — beziehen. Trotzdem wird die resultierende Theorie
Lorentz kovariant sein, d.h. das skalare Transformationsverhalten des quantisierten Fel-
des ¢(x) ist vertraglich mit (5.35). Um (5.33, 5.34) auf einem Hilbertraum darzustellen,
verwenden wir, wie auf S. 22, die rdumliche Fouriertransformation der Felder:

o) = 202 [ SR alp) +e T () (5.36)
(@) = =i2m) ¥ [ L) - o ()

Wir haben hier, vgl. (2.23), zwei reelle Felder ¢, 7 durch eine komplexe Fourier-
transformierte q(ﬁj, dafiir ohne Reellitdtsbedingung, ausgedriickt. Diese wurde ferner so
normiert, dass Ubereinstimmung mit (5.30, 5.32) bei ¢ = 0 vorliegt.

Die kanonischen Vertauschungsrelationen (5.33, 5.34) lauten nun
[a(p), a*(p")] = 20°0(5 — B") ,
[a*(p), a*(p")] =0, (4= =, nichts).
So folgt daraus in der Tat

(5.37)

—a/—o

eip z —ip’-&

L @), (7] - e [a* (7)., o))

:éem*/&M&ﬁﬂ+€Wﬁ%=M@—ﬂ

(@), 7] = i(2m)~?

ebenso (5.34).

Hamiltonoperator und Feldimpuls sind quadratisch in ¢(Z), 7(Z), bzw. a(p), a*(p). Wir
legen die Ordnung fest, wie bereits in Kap. 2, durch Normalordung (5.9), und zwar boso-
nische, im Einklang mit (5.37). Man findet

= [SPpe@ap. P [ 25w, (5.39)
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In der Tat: Die Fouriertransformierten von , ¢, ﬁap sind der Reihe nach

=5 @) = @ (7). 5 (@) + (), o @)+ ().
Aus Parseval und

H(a*(p) £ a(=p)) - (a(p) £ a*(=p)) :=
a*(P)a(p) + a*(—p)a(=p) + (a(=pa(p) + a*(P)a* (=) (5.39)

folgt
H :% /dS.iE w3 (x) + (ﬁg@(fb’))Q + mPp(7)” :
1 d3p 0\2 | =2 2Y /% *
- / it ()2 + 72+ m?) (@ (Pa(@) + a* (~Pa(~5)
(L") + 7+ m?) (a(~Pa(p) +a"(Pa" (~5)]

=0
und daraus die Behauptung. Analog fiir P.

Die Bewegungsgleichungen lauten

a(p) = ilH, a(p)] = ~ipa(p).
a*(ﬁ) = i[H7 a*(@] = ipoa*(ﬁ) )
d.h. . .
a(p,t) = e a(p),  a*(pt) = ar(p). (5.40)
Die Losung (7, t) von
Opp(x) = i[H, p(x)] (5.41)
ergibt sich durch Einsetzen von (5.40) in (5.36) und ist identisch mit (5.30). Dies war
zu erwarten, da der klassische Propagator fiir ¢, 7 (oder a, @) eine lineare kanonische

transformation ist (harmonische Oszillatoren), vgl. Bemerkung nach (2.30). Die Beziehung
(5.41) gilt entsprechend fiir raumzeitliche Richtungen:

Oup(x) =1[P,, p(x)]. (5.42)
P, erweist sich als Erzeugende der Translationen.

Bemerkung: Hétte man in (5.39) die fermionische Normalordnung verwendet, so hétte
dies auf P* = 0 gefithrt. Die Ausdriicke (5.38), die dann in Abweichung zur kanonischen
Quantisierung stehen, liefern aber (5.42), selbst wenn in (5.37) Kommutatoren durch
Antikommutatoren ersezt werden. Dies folgt aus der ersten der beiden Identitédten

[AB, C] = A{B, C} —{A, C}B,

[AB, C] = A[B, C] +[A, C] B. (5.43)

Die kanonischen Vertauschungsrelationen (5.37) konnen auf einem Fockraum .# darge-
stellt werden, der aufgespannt wird durch die (uneigentlichen) Zusténde

[Prs s o) = a”(P1) - a™(Pn)]0), (5.44)
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(n =0,1,2,...). Der Zustand mit n = 0, |0), erfiillt P,|0) = 0 und ist somit invariant
unter raumzeitlichen Translationen, ef»®*|0) = |0) (Vakuum). Die Zustinde mit n =
L, |p) = a*(p)|0), erfiillen

Prp) = p"(p)
mit p® = 1/p? + m?: Dies ist die Energie-Impuls Beziehung eines relativistischen Teilchens
der Masse m; entsprechend werden (5.44) als n-Teilchenzustéinde gedeutet.

Die P* kommutieren, haben gemeinsame Eigenvektoren (5.44) und somit das kombinierte
Spektrum

o(P*) = {Zn:p(")|p(i) eV, n=0,1,2,.. } (5.45)
= {(;}_U {p e RYp’ > 0; p* = m® oder p* > 4m*} (5.46)
4 P
%@_v///////
0 iz

Das Spektrum (5.45) bildet niéimlich eine Lorentz-invariante Menge: Falls (M, 0) € o(P*),
so auch Vi, C o(P"). Gleichung (5.46) folgt also daraus, dass fiir n > 2

> p0 > nm > 2m,
=1

wobei die linke Seite fiir n = 2, ptM) = (p°,p) , p@ = (p°, —p) jeden Wert 2p° = 21/p2 + m?
> 2m auch annimmt. Insbesondere gibt es keine Zusténde negativer Energie (Stabilitét):
H > 0, was bereits aus (5.38) folgt. Beachte den Unterschied zur “erst-quantisierten”
Klein-Gordon Gleichung (1.17), wo dieselbe Eigenschaft erst durch explizite Einschréink-
ung der zugelassenen Losungen erzielt wurde.

Die 2-Punkt-Funktion (0|¢(x)p(y)|0) berechnet sich mit (5.30) zu

— d3p d3p/ —ipx .ip’ *
Olparello) = (0 [ 20 20 """ lalp)a w10}
2p°0(p—p')
= 1Ay (z —vy), (5.47)
wobei i, die L'-invariante Distribution
: — d3p —ipz
1A+(Z) = (271') 3/2—poe P (548)
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ist. Ist 2 raumartig, d.h. 22 < 0, so ist —2 = Az bei passender Lorentz-Transformation A;
also
ANy (—2z) = D4 (2), (22 <0). (5.49)

Der Kommutator [p(x), p(y)] ist wegen (5.37) ein Vielfaches der 1, und zwar

[o(x), o(y)] = (Olfe(z), ©(y)]|0)
=i(Ai(z—y) = Di(y—2)) =iD(z —y). (5.50)
Insbesondere gilt
[o(x),0y)] =0,  ((x—y)?*<0): (5.51)
die Observablen ¢(x), ¢(y) vertauschen in raumartig getrennten Ereignissen x, y. Physi-

kalisch vertauschen die entsprechenden Messungen (Kausalitét).

In der Storungsrechnung werden wir der zeitgeordneten Greensche Funktion (Feyn-
man-Propagator) begegnen

iAp(r—y) = (OTe(x)e(y)[0)
= 0(2" — y°){0lp(2)e()|0) + 0(y° — 2°)(Olp(y)(2)[0)  (5.52)
d.h.

Ap(2) = 0(z") A (2) + 0(=2") A (—2). (5.53)
Hier ist 6(z°) nicht L'-invariant, und zwar wenn z raumartig ist. In diesem Fall ist aber,
s. (5.49), Ap(z) = AL(2), so dass Ap doch invariant ist (und zwar beziiglich L). Die

Fourierdarstellung ist
Ap(2) / e (5.54)

— e . .
" (2m)4 p?2 — m? +1i0

Beweis: Die Pole des Integranden liegen bei (p°)? = p% + m? — i0, d.h. bei p’ =

+(+/p? +m? —i0). Das Integral ist

i U | 1 1050
I = /d3 elPZ . — /d 0 o ip’z :
err) TP Tam ) T Z (2 m2)

c
wobei C' der Pfad in der Figur ist. Bei 20 > 0 fillt @o)
der Integrand fiir Imp® — —oo exponentionell ab, —\/P?+m?
sodass C' ohne Fehler zu einer (negativ orientier- —7 ¢ > CL

ten) Contour im Unendlichen der unteren Halbebe- ‘ VP?+m?
ne geschlossen werden kann. Der Residuenbetrag von

P’ = /D% + m? ist

—1 d3p —i(p920—5.3
I = (27T)3/2—])()e (p L4 ):A+(Z)

Bei 20 < 0 ist analog I = A, (—2). O

Zum Schluss geben wir noch eine Konstruktion des Fockraumes .7, s. (5.44), im Sinne von
(5.1). Sei #Z der Hilbertraum der Losungen, f(x), positiver Energie der Klein-Gordon
Gleichung (O +m?)f =0, d.h.

f(x) = (2m) "2 / dpu () F(p)e "

Vim
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wobei f(p) fur p € V,,, s. (5.31), definiert ist. Das positiv definite Skalarprodukt (1.22,
1.24) ist
: —— 0 of
(19)= [T =1 [ @@ - how)  6559)

Vi, 20=t

(unabhéngig von t). Auf dem Fockraum .%., s. (5.1), sind dann a(f),a*(f) definiert,
s. (5.3, 5.5). Operatoren a(p), a*(p) (p € V,,) werden eingefiihrt als Distributionen durch
(vgl. dazu, dass a(f) antilinear, bzw. a*(f) linear in f ist, Bemerkung 1 auf S. 54)

alf) = / W FPam),  a(f) = / du (0)F (P (p) (5.56)

Die Vertauschungsrelationen (5.8) implizieren dann (5.37), wobei p = (\/p? + m?2, p)
durch p € R? ersetzt wurde: Denn einerseits ist

a(f).a*(g)] = / au (D) () FD)9(v) - [alp), a* (@)

andererseits gleich

(f.9) = / du (p)du () F(p)a(p) - 20°6 (5 — p") -

Der Feldoperator (5.30),

o) = (2m) 2 / a1 (p) (e a(p) + ™0’ () | (5.57)

ist eine operatorwertige Losung der Klein-Gordon Gleichung ((0+m?)y = 0. Die Lorentz-
Kovarianz der Theorie ist nun manifest: Auf dem 1-Teilchenraum 7# wirkt eine Poincaré-
Transformation (A, a), d.h. 2’ = Az + a, durch

(UA,a)f) (@) = f(A™' (" — a))

bzw.

(U(A,a) f)(p') = 7 (AP
was U(A,a) : A — F als unitar ausweist, s. (5.55). Auf .%, sind die Transformationen
durch I'(U(A, a)) dargestellt. Aus (5.7), d.h. T'(U)a*(f)I'(U)* = a*(U f), folgt die besagte
Kovarianz

L(U(A, a)e(x)L(U(A, a))" = o(Ax + a) (5.58)
(verwende, formal, (5.56) mit f,(p) = (2m)~%/2eP7).

Bemerkung: Bei obiger Fockraum-Quantisierung des Feldes ¢(x) werden die kanonischen
Vertauschungsrelationen (5.33) nicht vorausgesetzt. Sie sind vielmehr Konsequenz der
Wahl der Zustédnde mit positiver Energie und bosonischer Statistik .7, . Héitte man die
fermionische .#_ gewihlt, so wire (5.47) immer noch richtig, aber [p(x), ¢(y)] kein
Vielfaches der 1 mehr (dafiir aber {¢(x), ¢(y)}):

p(x)p(y) — (y)e(x)
= p(x)p(y) : +{0lp(z)p(y)]0)— : p(y)e(x) : —(0lp(y)e(x)[0)
=2:p(@)p(y) : HA(r —y).

[o(), o(y)]
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Nur der zweite Term verschwindet fiir (x — y)? < 0. So ist zum Beispiel nach (5.18)

(01 p(@)p(y) - ) = (0la(@) = p(x)p(y) : a*(P)]0)
{0la(P)()]0) (0 (y)a™(P)|0) — (z = y)

(2m) 7% (ePe T — (2 > y)) = 2i(27) sin(p(x — y))

wegen (0|a(p)p(x)|0) = (27)~3/2eP*. Auch der Antikommutator

{o(@), py)} = i(Ay(z—y)+ A (y— 7))

(5.59)

verschwindet nicht fiir (z—y)? < 0. Dies zeigt, dass die Kausalitét des freien Skalarfeldes

nur bosonisch zu gewihrleisten ist.

5.3 Das komplexe Skalarfeld

Wir betrachten zwei reelle Skalarfelder ¢;(x) = ¢ (x), (i = 1,2), wie in (5.30), die mitein-
ander vertauschen (realisiert auf .#, @ Z#, als ¢i(z) = ¢1(2) ®1, po(r) = 1@ pa(x)). Sie
konnen, wie bereits im klassischen Fall, s. S. 36, zu einem komplexen Fall zusammengefasst

werden:
o@) = @) +ipa(a)
= (271-)—3/2/% (e—ip:ca(ﬁ')_’_eipmb*(ﬁ'))
mit

a(p) = % (a1 (P) +ia2(p)),  b(p) = % (a1 (P) —ia2(p)) ,

deren Vertauschungsrelationen lauten
la(p), (7)) = 2p"0 (F = p") = [b(P), b"(5")]

(restliche, insbesondere zwischen a’s und b’s, = 0). Denn z.B. ist

), o (7)] = 5 laa(F) + ioa(), a3(5") — ia3(5")] = 5(1 +1) - 257 -

2

), 5 (5")) = 5 los () + 1a2(9), 3(5") + 10 (7)) = 51— 1) 2787 -

2

Die Erzeugenden der Translationen sind
a4 d3p % * *
Pt = 207 (ai(p)ai(p) + a3(p)az(p))
&’p o .
= [ 507 (a*(p)a(p) + b"(P)b(D)) -

(5.60)

(5.61)

(5.62)

P,

7).

Die globale Eichsymmetrie (1) — e *p(z) fiihrt klassisch auf die erhaltene Ladung

@—g/@x@mww%w—@@ww@»

20=t
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die, als normalgeordneter Ladungsoperator aufgefasst, lautet

Q- / o (@) — b (7)) .

In der Hamiltonschen (s. Spezialfille des Satzes von Noether) und in der Quantenmechanik
ist @ die Erzeugende der Symmetrie:

ei’\ng(a:)e_i)‘Q — e_iAgp(x). (563)

Beachte dazu, dass
Q, a* ()] =a"(p), (@, b"(P)] = —b"(P), (5.64)
woraus [@, p(z)] = —¢(x) und (5.63) folgen. Aus (5.64) resultiert die Bedeutung von

a*(p), b*(p) als Erzeugunsoperator eines Teilchens der Ladung +1, bzw. des Antiteil-
chens der Ladung —1. Beide Teilchensorten tragen positiv zur Energie H = P° bei.

Die Greenschen Funktionen sind

(Olp(z)e" (¥)|0) = (O™ () (y)]0) = 1A (z —y),
* (5.65)
[o(@), " (y)] = [¢"(2), p(y)] = 1D(z —y),
(01T e(x)e"(9)[0) = (O[T (x)e(y)|0) = 1AFr(x —y)
(und = 0 fiir “pe” oder “p*¢*”).
5.4 Das Dirac-Feld
Das klassische Dirac-Feld ¥ mit Lagrange-Dichte (4.29)
1 — . = ALY
L= 5(\1/(17 dp—m)¥ —V(iy" 9, +m)l) (5.66)
erfiillt die Euler-Lagrange Gleichung
(iv"0, —m) ¥ =0. (5.67)
Die Impulse sind
oL i oL i—
A O Iomy. gt — — A
T 20 T T o) 2
der Energie-Impuls-Tensor (3.35)
™ = 7t (0"¥) + (8”@) ™ — LgM
_ T g
der Feldimpuls also
PY = / BrTm = % / d3x$’yo<5> U — </ A3z E)go”, (5.68)

20=0 20=0
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und P° kann auch geschrieben werden als

P - [ @Po(- T v 1 mTw 5.69
= 5V 0+ m (5.69)
20=0

mit Summe iiber i = 1,2,3. Alle P* héingen damit nicht von 9%, 9y ¥ ab, d.h. sie sind
bestimmt durch die Felder ¥(2° = 0,%), ¥(2° = 0,%). Die Impulse 7°, #° bestimmen
oW, 0o nicht: der Ubergang zur Hamiltonschen Beschreibung ist (zumindest in der
tiblichen Form (3.8)) nicht mdoglich.

Spezielle Losungen der Dirac-Gleichung (5.67) sind
U(x) = ue ", (u € C), (5.70)
falls
(p —m)u =0, (5.71)
wobei p = p, 7" (Summenkonvention). Wegen (4.25) und
P = pup " = %pﬂpy {+*, 7} =p"1

erfordert (5.71), dass p?> = m?: p € V,,, oder —p € V,,,. Im zweiten Fall schreiben wir statt
(5.70) .
U(z) = ve?”

mit p € V,,, und
(p+m)v=0. (5.72)
Die Eigenrdume p = +£m sind je 2-dimensional, da trp = p,try* = 0. Wir wollen

die , Polarisationsvektoren* u(®(p), v (p), (a = 1,2; p € V,,,) geeignet normieren: Fiir
p = (m,0) lauten (5.71, 5.72)

(7" -1 u=0, ("*+1)v=0. (5.73)

Da 7 = 4% kénnen die Eigenvektoren orthogonal (beziiglich des Standard-Skalarprodukt
auf C*) gewihlt werden:

0@ (i, )u® (m, §) = 2m°® = v (m, G)o'® (m, 0),
) (m, ﬁ)v(’@)(m, 6) =0 = U*(&)(m, 6)u(ﬂ)(m, 6),

(der Faktor 2m ist Konvention). Sie bilden dann auch eine Basis der beiden Eigenrdume:

Z u'@(m,0) ® u*®(m,0) = 2m 5

a=1,2

0

o o 1—
>~ 0 (m, 0) @ v (m, 0) = 2m - —

a=1,2

Diese Beziehungen entsprechen wegen (5.73) auch dem Fall p = (m, 0) von

a (p)u'? (p) = 2ms*? @ ()0 (p) = —2ms*”?
) (p)@(p) =0= v(“)(p)u(ﬁ)(p)
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Zu(“)(p) @u(p) = p+m,
Zv (p)=p—m.

All diese Bezichungen sind nun Lorentz-invariant im folgenden Sinne: Sei A(A)p = p'.
Dann folgt aus (s. (4.32))

(5.75)

S(A)(p —m) = (p —m)S(A),

dass u(@(p') := S(A)u¥(p)
¥ — mp ) = 0

erfiillt (desgleichen fiir v(*)) mit z.B.
ad ()P (p') =T (p) °S(A)° S(A)uP (p) = 2mé*”
S(A1),'s. (4.28)
oder
- ) o T W) = S(A)p+m)S(A) = +m.

Somit vererben sich (5.74, 5.75) von p = (m,0) auf alle p € V,,. Ebenfalls gilt dann

u @ (p)u® (p) = 2p°6°7 = v* @ (p)o' P (p) , (5.76)

@ (p)o?(p) = 0 = v (B (p) = 0, (5.77)

wobei p = (p°, —p); denn mit u?(p) = (p/m)u'? (p), @ (p) = T (p)(p/m) ist der linke
Ausdruck (5.76) gleich, s. (4.25),

Analog folgt (5.77) aus py° = 7%p.
Die allgemeine klassische Losung von (5.67) lautet somit

U(x) = (2m)*% / p)u'™ (p)e ™" + do(p)v'™ (p)e™) (5.78)

a=1,2

mit p = (p°, p), p° = /P? + m? und beliebigen Amplituden b, (p), d.(p) € C.

Quantenmechanisch soll das Feld ¥(x) operatorwertig sein. Da 7(z) = 7°(z) keine Pha-
senkoordinaten sind, s. S. 65, ist die kanonische Quantisierung nicht wie in (5.33, 5.34)
moglich. Wir méchten aber trotzdem die Dirac-Gleichung (i9*0, — m)¥(z) = 0 als Hei-
senbergsche Bewegungsgleichung

O0U(t,7) = i[H, U(t, )] (5.79)
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erhalten, wobei der Hamiltonoperator H und die Vertauschungsrelationen noch zu be-
stimmen sind.

Das Feld zur Zeit t =0

U(t=0, 1) DY / @ () + di, (p)o' ) (p)e PF)  (5.80)

a=1,2

und die b,(p), da(p), (p € Vi), bestimmen sich gegenseitig. Wir fassen letztere als Ope-
ratoren auf und driicken P”, s. (5.68, 5.69) durch sie aus, vorderhand ohne Festlegung der
verwendeten Normalordung:

=2 /dp Y i ba(P)ba(p) — da(p)da(p) - - (5.81)

a=1,2

Rechnung: In (5.68) fallen, wie in (5.69) bemerkt, 9 ¥, 9y¥ heraus. Wir kénnen also P”
berechnen, indem wir W (¢, Z) durch (5.78) definieren (mit d, — d*): Obschon es (5.67)
erfiillt, meinen wir damit (noch) nicht die quantenmechanische Entwicklung (5.79). Damit
wird, s. (5.66), £ = 0, also

P = 3 /de U (z) 0V Y(x) - . (5.82)

Die rédumlichen Fouriertransformierten von W, 90"W¥|,—, sind

> g5 (u0H0) + E PG
(5.83)

S L b0 () — F 5B () |
2p

B

wobei p = (p°, —p). Wende die Parseval-Tdentitéiit auf (5.82) an. Wegen des Minuszeichens
>

in 0" werden die reinen Terme (b, (p)bs(p), —da(p)ds(p)) mit 1+ 1 = 2 multipliziert,
die Summe ) ; liefert einen Faktor dags-2p°, s. (5.76). (Deshalb die Wahl der Normierung
2m in (5.74).) Die gemischten Terme werden mit (5.77) multipliziert. O

Wir withlen H = P°. Als Vertauschungsrelationen bieten sich die kanonischen Antiver-
tauschungsrelationen an

{0a(p), b3(P)} = 2p°8(p = {du(p), d5(p)} (5.84)

(restliche Antikommutatoren = 0) oder die analogen Kommutationsrelationen. Beachte,
dass nur im fermionischen Fall die Energie

Z / d*p 03 (p)ba(p) — da(p)dy (p) - (5.85)

a12

nach unten beschrinkt ist, und damit einen stabilen Grundzustand (Vakuum) besitzt.
Da wir noch auf der Suche des geeigneten H sind, korrigieren wir dies im bosonischen
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Fall durch die Ersetzung — : d,(p)di(p) : = —d’(p)da(p) — +d%(p)da(p). So erhalten wir
in beiden Féllen

pr= Z/ S 7 () + i (0)a(r).

In beiden Féllen gilt auch

(b2 (P)ba(p), bs(P)] = —2p"0(p'— P")dasbs(p)
aufgrund der Identitéten (5.43). Es folgt

[P", ba(p)] = =p"ba(p),  [P", do(p)] = p"d;(p). (5.86)
Insbesondere ist mit (5.80)
i[PLU(t=0,2)] =0,¥(t=0,2)

(i =1,2,3) und die Bewegungsgleichung (5.79) lautet

Oiba(p) = —ip’ba(p),  Oudy(p) = ip"d5(p),

d.h.
ba(p,t) = e P o(p),  di(p,t) = ""du(p),

was (5.78) (mit dn(p) — d*(p)) auch zur quantenmechanischen Zeitentwicklung macht.
Somit gilt
(iv"0, —m)¥(x) =0

fiir das quantenmechanische Feld ¥ (z). Entsprechend ist
_ «—
U(z)(iy" 0, +m)=0
fiir das Dirac-konjugierte Feld

U(a) = (2m)7" Z/ b (p) ) ()™ + da(p)T (p)e ")

a=1,2

Eine 2-Punkt-Funktion ist

O @)T, ()0} = (2)* [ SREE e " S O
~ - 2p°0(p — P")0as
(5.75) = (p+ )
fir p’ =p, a =7
= (2m) [ SR m)y = (1, myil(e—y)  (580)

mit iA, wie in (5.48). Die restlichen 2-Punkt-Funktionen sind

(0[i(2)¥;(y)[0) = (id, — m);iidi(z —y), (5.88)
(019(2)W;(y)[0) = 0 = (0[i(2)W;(y)[0) .
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Im fermionischen Fall folgt
{Wi2), T(y)} = (01 {Ti(x), ¥;(y)} |0)
= (i, + m)iis(x —y) + (id, — m)iA i (y — o)
= (il + M)A —y) (5.89)

wegen O, f(y — x) = —0,f(y — x) und (5.50). Insbesondere folgt

{W;(2),¥;(y)} =0 fiir (z —y)? < 0.

Diese Form der Kausalitét ist ebenfalls physikalisch sinnvoll, sind doch ¥(z) und ¥(y)
selbst keine Observablen (s. die Eichtransformationen (5.94) unten), sondern nur gerade
(eichinvariante) Produkte von ihnen, wie z.B. (5.93): Solche kommutieren bei raumartiger
Separation x — y wegen (5.43).

Bemerkung: Hétte man ¥ bosonisch quantisiert, so wire {W;(z), ¥;(y)} kein Vielfaches
der 1, und es wiirde fiir (x — y)? < 0 auch nicht verschwinden. Ebenso wiirde

[Wi(2), Wi (y)] = (i@, +m)iji(Ay(z —y) + Ay (y — ) (5.90)
dort nicht verschwinden.

Also: die Kausalitéit kann beim Dirac-Feld nur fermionisch gewéhrleistet werden.

Die Verallgemeinerung davon und der Bemerkung auf S. 62 ist das Spin-Statistik-
Theorem: Die Forderungen nach Kausalitit und Stabilitéit bedingen bosonische (bzw.
fermionische) Statistik fiir Felder mit ganzzahligem (bzw. halbzahligem) Spin (Pauli 1940
fiir freie Felder, Jost 1957 fiir allgemeine Felder).

Das zeitgeordnete Produkt
Ti(2)T;(y) = 0(2" — y°) Ti(2)T;(y) — O(y" — 2°)T;(y) Vi()

liefert den Feynman-Propagator

iSp(r —y)iy = (O[TWi(x)W;(y)[0),
iSp(z) = 0(2°)(d, + m)iA (2) +0(—2°)(id, + m)iA, (—z)
= (i@, + m)iAp(2) (5.91)

(die Ableitung von (42°) liefert keinen Beitrag: 6(2°) - (A, (2) — Ay (—2)) = 0 wegen
(5.49)). Ebenso ist

(01TWi(2);(y)0) = —iSp(z — y)y
(0]7i(2) T (y)[0) = 0 = (O] TW;(x)¥;(y)[0) .

Die Fourierdarstellung, vgl. (5.54), ist

d'p  p+m o
- ~ipz, 92
Sr(2) / (2m)t p?2 — m? + i0° (5.92)

Die Stromdichte
() = U (x)y" ¥ (z) : (5.93)
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liefert die Ladung

Q= / d*z U (2)U(z) 1,
die auch quantenmechanisch erhalten ist, [, H| = 0, wie ersichtlich aus

Q=% / LD e ()balp) + dalp)di (p) :
-y / 5 0 0)a0) ~  ()da()

Die Rechnung dazu ist wie jene um (5.83).

Wie in (5.63) folgt _ _ .
el)\Q\I]CU)e*l)\Q — efl)‘\lj<x) (594)

aus
(@, 05(0)] = o (p),  [Q,de(p)] = —di(p).

Damit erzeugt b (p) ein Teilchen der Ladung +1 (Elektron), d}(p) ein Antiteilchen der

Ladung —1 (Positron).

5.5 Das elektromagnetische Feld (kovariante Quantisierung)
Ausgangspunkt ist die Lagrange-Dichte (3.68)
3
1
L= —5(0,A,) (0" A") = ((a A% (@ A%) = 3 (0,4 (0" AY) )
=1
mit Euler-Lagrange Gleichung

OA” =0 : (5.95)

Diese ist dquivalent zu den Maxwell-Gleichungen nur auf Feldern, die den Anfangsbedin-
gungen
0y A” =0 = 0, 0o (0,A”) |t=0 =0 (5.96)

geniigen und damit stets die Lorentz-Eichung 0, A”(x) = 0 erfiillen. Selbst dann bestimmt
das Feld F'* das Potential A" nur bis auf residuelle Eichtransformationen

Al — AF 4 Oty (5.97)

mit
Ly =0. (5.98)
Der Energie-Impuls-Tensor
T, = —0"Ap 0,A% — Ls",
liefert den Feldimpuls
P = / BT = - / A’z (0°Ag0” A + L£g™)
20=0
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und insbesondere )
PO =~ / P2 (9 Apdo AP + (VAp)(VA?)) .

Die kanonischen Impulse

oL
T = g oAy
und insbesondere 7, = 7, = —0yA, liefern dann
1 - —
H=P"= -3 /d?’x(mﬁ + (VAg)(VAY)),

Pl=— / d*r 0 A°.
Beachte, dass H indefinit ist.
Spezielle klassische Losungen zu (5.95) sind

A7) = g, 0Tk

mit k% = 0, k° > 0, d.h. k € V;. Die Polarisationsvektoren 8/(})(]{?), A=0,...

reell gewahlt mit Orthogonalitdtsbedingung

gik)g(k’)u — P

Die Vollsténdigkeitsrelation gyyve®) @ e® =1, d.h.

gA,\'éT(X)“&(,A) = o,

(5.99)

(5.100)

,3) werden

(5.101)

(5.102)

folgt dann aus der Zerlegung eines beliebigen Vektors = x,e®): e® . g = 2, ¢™'. Die
Polarisationen koénnen néher festgelegt werden durch Auszeichnung eines (zeitartigen)
Vektors n mit n? = 1 (zum Beispiel ist n = (1,0,0,0) die Zeitrichtung im betreffenden

Bezugssystem): Dann erfiillen

eD%k) = n,
(k)2 = —1mitn-e9k)=0,k-cD%k)=0, (i=1,2),
oy = k=(k-nn

k-n

(5.103)

die Normierung (5.101) (verwende (k — (k- n)n)?> = —(k-n)?, da k* = 0). Ferner gilt

k
(k) +e®(k) = P
Im Beispiel ist
Ok = (1,0)
eO(k) = (0,9(k)) mit (FD)%(k) =1 und
0k = 0 (i=1,2), 5<3>(/<;)—%.

(5.104)



Wir nennen £ skalare; e, ¢ transversale; e® longitudinale Polarisation. Nicht physi-
kalisch sind £, £®): Sie stellen den Preis der Kovarianz dar. Die allgemeine reelle Losung
von (5.95) lautet somit

Aux) = (2m)7P2Y %59)(1@) (ax(k)e ™ +ay(k)e™*™) (5.105)
A=0

= Aj(x)+ Af(x)
mit k = (|k|, k) € Vo und belicbigen Amplituden a,(k) € C. Wegen Ay (z) = —m,(2) ist

mu(z) =i(2m) ) % eM (k) (ax(k)e ™ — @y (k)e™) . (5.106)

Wir quantisieren das Feld kanonisch (Gupta 1950, Bleuler 1950), vorderhand ohne Beriick-
sichtigung der Eichbedingung. Die Vertauschungsrelationen zu fester Zeit sind, vgl. (5.33,
5.34)

[A*(Z), m,(§)] = 16",0(Z — 7)),
d.h.

[A,(Z), (V)] = 19,,6(Z — ), (5.107)
sowie

[AH(Z), A”(9)] = 0 = [mu(Z), m, ()] - (5.108)

Anhand der raumlichen Fouriertransformierten (5.105, 5.106) der Felder A,,, m, zur Zeit

*

t = 0 tibertrdgt man diese auf die Operatoren ay(k), ax(k)*:

ax(k), ab (K] = =2k gand(k — k"),
[af (k), a},(k")] =0, (# = *, nichts)

—

(5.109)

(beachte das uniibliche Vorzeichen fiir A = X' = 0). So folgt zum Beispiel daraus und aus
(5.102)

4D mD] = i) 3 [ S e e ).

(T [an (k). a3 ()] — 7T fa5 (k). ax (K)])
i

_ 5(2@_3 . / Bk (FED 4 ¢ FEDY = ig6(7 — ).

Fiir den Feldimpuls findet man aus (5.99, 5.100) nach bosonischer Normalordnung

P /%0 k“(Za (k)ao(k)>. (5.110)

Aus
O A*(z) =1 [H, A*(z)]
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folgt, wie in fritheren Féllen, dass (5.105) (mit @y(k) — a}(k)) auch die Bewegung des
quantenmechanischen Feldes ist. Auch fiir die raumlichen Indizes gilt 0" A* =i [PY, A*(z)],
d.h. P erzeugt die raumzeitlichen Translationen.

Die Operatoren ay(k), a}(k) seien auf einem Fockraum .# mit Vakuum |0) ((0|0) = 1),
dargestellt
ax(k)|0) =0 (alle A, k € Vp).

Normierbare 1-Teilchenzustidnde sind

- [ Sk

mit

un =3 f U \C] (s (K) Qloa K105 (K10
—k)

=—2k0g, \/6(k

- /2k0<23: ~1h)F)

Es gibt Zusténde |f) # 0 mit (f|f) = 0 oder gar < 0 (Geister)! Das Skalarprodukt (-|-)
ist indefinit. Dies widerspricht der Interpretation der Quantenmechanik, wonach

el
EBID

die Wahrscheinlichkeit ist, den Zustand [¢) in |¢) vorzufinden: Diese Interpretation ist
nicht mehr méglich, wenn der Nenner < 0 ist.

Der Grund fiir das indefinite Skalarprodukt ist, dass die Eichbedingung (5.96) noch nicht
beriicksichtigt wurde. Wir suchen einen Unterraum s C %, auf dem

e die Eichbedingung 0, A" = 0 realisiert ist;
e das Skalarprodukt positiv definit ist.
Der naheliegende Versuch, %, 3 1 durch
0, A" (x)|y) =0 (alle x)

zu definieren, scheitert, und zwar schon fiir = (0, Z): mit 9,A#(0,7) = —7° +30_, 9, A’
wiirde folgen, s. (5.107, 5.108),

0 = (¥][0,4"(0,2), A0, )] [¢) = = (| [mo(Z), Au ()] |4)
= igo,0(7 — )<¢|¢>

Stattdessen sei .Z C . definiert durch 1 € .Z, falls (s. (5.105))

0, A () = 0 (5.111)
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Dann gilt die Eichbedingung im Sinne der Erwartungswerte:
(Y10, A" () |V} = (|0, A™ (2)ih) + (0, AT (@)Y|1h) = 0.
Wegen (5.103, 5.104) und k? = 0 ist

O, AT (x) = —i(2m) 73/ / % k- e®(k)(as(k) — ag(k))e .

Die Bedingung (5.111), die wie (5.96) bloss fiir z° = 0 zu fordern ist, bedeutet
(a3(k) — ap(k))|)y =0 (allek € V). (5.112)

Wichtig ist: Fiir alle ¢ € F gilt
(¥[v) =0, (5.113)

d.h. das Skalarprodukt ist positiv-semidefinit auf 7.
Beweis: Der Operator auf .#

! d3k * *
N = [ S (@R)a) = ai(baa(h)

hat Spektrum n = 0,1,2,.... Fir N'|¢;) = nf|¢;), (i =1,2), ist

IR AR A0
<¢1|N |¢2> - { n/2<¢1w}2> ’
also
(Prftpe) =0 fiir nf # nj . (5.114)

—~

Wegen (az(k) —ao(k))N' = (N’ +1)(as(k) — ap(k)) lidsst N’ den Unterraum .# invariant.
Es gentigt somit, (5.113) fir N'|¢) = n'|¢) zu zeigen: Mit (5.112) ist

n'([Y) = (Y[ N'[¢p) =0

d.h. (¢|¢)) = 0 ausser fiir n’ = 0; fiir letztere Zusténde,

n

) = [ ar(B)I0),  (r=1,2)

r=1
(und Linearkombinationen), ist die Behauptung evident. O

Wir halten noch fest: Wegen
ag(k)as(k) — ag(k)ao(k) = (az(k) — ag(k)) ao(k) + a5(k)(as(k) — ao(k))
gilt fiir Zusténde |p) € Z mit n’ > 0

wleh = Nl) = [ 55 (@) - aik) an(ble) (5.115)

d.h. sie liegen im Bild der Operatoren aj(k) — ag(k).
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Die Zusténde |¢) € F mit (p|p) = 0 sind Ausdruck der residuellen Eichfreiheit (5.97):
Ist

W) = 1Y) + ), (5.116)
so ist (¢'|¢)) = (¢|¢)) und
(WA (@)[¢") = (W[A"(@)[¢) + 0"x(2). (5.117)
mit (5.98).
Beweis: Wir bemerken zunéchst, dass

[A*(2), az (k) = ag(k)] =

= (2%)—3/2 / (217/,{:0/ [€M(3)(k/>a3(k/> 4+ 5“(0)“{:/)@0(/{/),@;(1{2) _ CLS(k)} o—ike

. k*o.
= (2#)*3/2 (8“(3)(k‘) + <€“(0)(/€))elkz = (27r)*3/2—k elfe
n

Man darf oEdA (5.115) annehmen. Der Unterschied der Erwartungswerte in (5.117) ist
([A"(2)]@) + (p[A(2)[) + (p|A"(2)]@).
Der letzte Term verschwindet, da
(ol A" () (az(k) — ag(k)) ao(F)|@) = (¢l [A*(2), az(k) — ag(k)] ao(F)|#)
= (2m) Yo lag(R)lg) = 0
wegen (5.112, 5.114). Die ersten beiden sind analog gleich

(2m)3/2 / d*k kH
n 20k - n

efikw<w‘a0(k>|gp> + komplex Konjugiertes = 0" x(x)

mit

i(2 —3/2 d3]{} ikx
x(z) = i(2m) / © (¢]ao(k)|e) + komplex Konjugiertes ,

n' 2k°k - n
was (5.98) erfiillt. O

Zusténde 1, ¢’ € .F wie in (5.116) sind demnach zu identifizieren:
ﬁphys = {6/\/ ~,

wobel ¢ ~ ', falls (¢ —1)'[1p —4)') = 0. Das Skalarprodukt auf %,y ist unabhéngig vom
Repriisentanten und positiv definit: Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf .7

(Wl < (@le)/*{ple)? (5.118)
ist (1 + @1]1e + o) = (U1]1he) fiir (wi|p:;) =0, (i = 1,2). Ein ausgezeichneter Reprasen-

tant jeder Klasse ist der mit N’[¢)) = 0. Allerdings héngt er von der Wahl (5.103) der
Polarisationen und insbesondere vom Vektor n ab.
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Observablen ¢ = 0* : F — %, die Z invariant lassen, heissen eichinvariant. Wegen
(5.118) ist Ol¢) ~ 0 fur |¢p) ~ 0, das heisst & operiert auf .Z,s. Beispiele sind das
elektromagnetische Feld,

Fu () = 0,4, (1) — 9,A,()

i(2m) 3/22/ 2k0 ke —k, 5 )(a,\(k)e’i’“ —af\(k)e“”)

e F/z:/(x) - i(27T)73/2 / (;]{;IZ (k —k, € )[( (k) _ ao(k))e*ikfli _ (a;(k) - a3<k))e1k;p] :

da kué?,(,?’) - k’,,g,(f’) = —(kug,(jo) — kyago)) wegen (5.104) (hier ist F)}, der Beitrag der trans-
versalen Polarisationen A = 1,2), sowie der Feldimpuls (5.110)

Pa=PE 4 [ Sk (@50 = aj(h)as(h) + aj(h) as () — aall)]

Die Geister tragen nicht zu den Erwartungswerten (¢|F,, (z)|v), (¢|P,|v) bei. Insbeson-
dere ist H = P positiv auf Zpys.

Die 2-Punkt-Funktion ist, s. (5.102),

(0] A% () A" (y)[0) =

= (om0 [ Sy S O (1) Ol (R ()10)

2k0 270
AN 2R (5.119)

= _gﬂ”iA+<x - y) )

also
[A¥(2), A" (y)] = —g""iA(z —y). (5.120)

Der Feynman Propagator ist

OIT A (2) A% (y)[0) = —g""1Ap(z —y) . (5.121)
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6 Wechselwirkende Felder

6.1 Einfiihrung

Wechselwirkende Felder erhélt man, zumindest klassisch, durch Abédnderung der Lagran-
ge-Dichte eines freien Feldes. Beispiele sind:

a) imip? — V(p) = smip* + Ap* beim reellen Skalarfeld (3.20) (Selbstwechselwirkung),
b) die minimale Kopplung eines komplexen Skalarfeldes (3.47) an das e.m. Feld, oder
c) des Dirac Feldes, s. (3.68, 4.39), wo

C- —%(@A,,)(a“A”) b Ty (10, — AT — mT (6.1)
mit Nebenbedingung 0, A* = 0 (QED).

Die Konstruktion eines Hilbertraums 57, auf welchem die Euler-Lagrange-Gleichung
im Operatorsinne als Heisenbergsche Bewegungsgleichung realisiert ist, ist nun &usserst
schwierig und kann insbesondere nicht durch kanonische (oder Fockraum) Quantisierung
realisiert werden. Stattdessen formulieren wir allgemeine Eigenschaften einer QFT. Der
Einfachheit halber behandeln wir bis auf Weiteres den Fall eines reellen Skalarfeldes.

1) Der Zustandsraum ist ein Hilbertraum .7, der eine unitidre Darstellung U(A,a) der
Poincaré-Gruppe (z +— Az+amit A € LL, a € RY) triigt und einen einzigen invarianten
Zustand |Q) (Vakuum) enthélt:

U(A, a)|Q) = Q). (6.2)

2) Das (kombinierte) Spektrum o(P*) der Erzeugenden P* der Translationen U(1,a) =
el’ra" liegt im (vollen) Vorwiirtslichtkegel (vgl. (5.46)):

o(P*)CV = {p e RYp” >0, p'p, > O} ) (6.3)
Insbesondere ist P*|Q) = 0 und H = PV ist nach unten beschrinkt (Stabilitét).

3) Das Feld p(z) = ¢(x)* ist ein Operator auf 5. Genauer trifft dies zu auf raumzeitlich
ausgeschmierte Felder

o) = [ d@1fa). (6.4
(f: Testfunktion auf R*).
4) Kovarianz, vgl. (5.58):

U, a)p(x)U(A,a)" = p(Ax + a). (6.5)

5) Kausalitét:
[o(x),0(y)] =0 fiir (z —y)* <0.
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Eine allgemeinere und zugleich prézisere Fassung dieser Forderungen sind die Wightman
Axiome. Sie implizieren den Spin-Statistik Zusammenhang und die PCT-Symmetrie.
Hier soll bloss gezeigt werden, wie sie die Struktur der 2-Punkt-Funktion

A (z—y) = (Qe(z)e(y)[2)

festlegen: Sie ist eine Superposition derjenigen freier Felder. Wir nehmen dabei an
(Q]p(x)|2) = 0 (ansonsten betrachte $(z) = ¢(x) — (Qp(x)|)). Sei M? := PP, (Mas-
senoperator).

Satz (Killen, Lehmann).

o0

o) = [ dp(?)ids (i) (6.6
0
fiir ein positives Mass dp mit
suppdp C o(M?) C [0, 0) (6.7)

und (vgl. (5.48))
_ &y
2y/p% + m?

—ipx

i (aim?) = (2m)

Beweis: Sei dE(p) das Spektralmass fiir P*, d.h. P* = [|, p*dE(p). Dann ist wegen (6.2,
6.5)

iA4(2) = (Qe(@)(0)]Q) = (Qp(0)e™p(0)|Q) = /e_im\(leO(O)dEv(p)@(U)|Q>J :
4 =:du(p)
dp(p) ist ein positives Mass mit suppdu C o(P*) C V und du(Ap)

Lorentz-invarianten Masse auf V' sind, vgl. (1.10), du(p; m?), (m? >
sowie deren Superpositionen. Also

du(p). Die einzigen
0), und 6 (p)d’p,

o0

du(p) = po6™ (p)d*p + (27)~° / dp(m?)dsu(p; m?)

0

mit (6.7) und
po = n({0}) = (Qp(0) E({0})(0)|2) = (24 (0)[2)*

wegen der Eindeutigkeit des Vakuums, E({0}) = |Q2)(Q|. Der letzte Erwartungswert ver-
schwindet und es folgt (6.6). O

6.2 Die LSZ-Asymptotenbedingung

Eine Teilcheninterpretation der wechselwirkenden QFT ist moglich, vgl. Abschnitt 1.2,
falls das Spektrum o (P*) eine isolierte Massenschale V;,, enthélt. Genauer nehmen wir an:
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allfillige gebundene Einteilchenzusténde

Einteilchenzustande

> -

0 P

(6.8)

6) 0 und m? > 0 sind isolierte Eigenwerte von M? = P*P,. Auf dem Eigenraum .7,
zu M?* = m? ist die Darstellung U(A, a) der Poincaré-Gruppe eine (irreduzible) Spin 0
Darstellung.

Damit ist die Darstellung U(A, a) auf .77, dquivalent zu derjenigen auf den 1-Teilchenzu-
stdnden des freien, reellen Skalarfelds. Verwendet man verallgemeinerte Zustande |p), (p €

Vi),
Ptlp) =p/lp),  (plp’) =20"0(5 =), (6.9)
so sind 1-Teilchenzusténde |f) € 77, (vgl. Abschnitt 1.2) dargestellt als

= [ Shiw (6.10)

. 3
mit (/1) = [ 1/ (D)
Ferner lautet die Kéllen-Lehmann Darstellung (6.6)

iA,(z) = Z - i (x;m?) +/dﬁ(m'2)iA+(x,m’2) (6.11)

mit Z > 0 und m? ¢ suppdp; dies durch Abspaltung des Beitrags des isolierten Punkts
m? € supp dp:
dp(m') = Z6(m* — m?)dm* + dp(m’?).

Aus dem Beweis halten wir noch fest

Q@) E{p"p. = m*De(y)|Q) = Z - 104 (z — y;m?) (6.12)

und nehmen noch an
Z >0,

d.h. {o(2)|Q2)|z € R*} stehe nicht orthogonal auf den 1-Teilchenzustéinden.

Mehrteilchenzusténde sind wegen der Wechselwirkung nicht direkt identifizierbar. Die
Grundidee der Streutheorie ist aber, dass vor und nach langen Zeiten ein physikalisches
System (bei Temperatur 0 und Dichte 0) sich wie eines wechselwirkungsfreier Teilchen
verhélt. In der QFT werden diese freie Teilchen durch ein freies Feld beschrieben. Die
Asymptotenbedingung von Lehmann, Symanzik und Zimmermann postuliert, in einem
noch zu prézisierenden Sinn, dass

@(t,f) — 21/230111(1575)7 Sp(t7f) — Zl/2g00ut<t,[f), (613)

t——o00 t——+o0
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WO

o) = 2 [ SEL (anlp)e ™ 4 a (p)e™)

(as = in, out; w(p) = \/p? + m?) freie Felder der Masse m sind, die kanonisch normiert
sind:

[aas(p), a2 ()] = 20RO (F 5", [aks(p), aks(p)] = 0.
Auf den Faktor Z'/2 wird spiter eingegangen. Eine prizisere Fassung von (6.13) ist

/d?’l‘gp(t T) 80 f(t,z) —— Z'2. '/d%gpas(t,f)?g)f(t,f) (6.14)

t—+oo

fiir Losungen positiver Energie
d3p

flz) = (27)_3/2/m

der freien Klein-Gordon-Gleichung (3.21) der Masse m. Hier bedeutet “w” schwache Kon-
vergenz, d.h. im Sinne der Matrixelemente zwischen beliebigen Zustdnden (| und |t)q).
Fiir eine ebene Welle f(p) = 2w(p)6® (5 — @), f(x) = (27)~3/2e7%* lautet sie

f(p)e™e (6.15)

ZY2az (q) . (6.16)

t—too

(27r)3/21/d3x o(t, f)@HOe’iqx

Die rechte Seite von (6.14) ist wegen

/ 0 ot 7) 50 (1 7) — /d F)as(p) = a(f)

ein von ¢t unabhingiger Erzeugungsoperator. Seine Bedeutung folgt aus (6.14): Ersetzt
man ¢ durch t+s, also (¢, Z) durch e*# (¢, )e *H und f(t,¥) durch f(t+s,7) =: f,(t, T),
so folgt wegen Z # 0, dass a’,(f) = e*7a’ (f)e*7 d.h.

e_itHa:s(f> - a;s(ft)e_itH’

wobei f;(x) die um die Zeit ¢ evolvierte Losung f(x) der Klein-Gordon Gleichung ist.
Damit erzeugt a,(f) ein Teilchen, das sich asymptotisch frei verhilt. Insbesondere ist
e ax (NIQ) = ai(f)|Q), also a’,(f)|Q) ein freier 1-Teilchen Zustand, der mit (6.9)
iiberelnstlmmen muss:

) = az(H)I),

bzw. |p) = a’,(p)|Q). Die Zusténde

D1 Pn)as = an(p1) - aly(pn)|2) (6.17)

zeichnen sich hingegen durch n nur asymptotisch freie Teilchen aus.

Wir beweisen die Asymptotenbedingung (6.14) nicht. Sie kann aber aus den ,, Axiomen*
1 — 6 hergeleitet werden. Dies ist der Inhalt der Haag-Ruelle-Streutheorie, wobei eine
bestimmte Form von (6.14), die berticksichtigt, dass die bloss rdumliche Ausschmierung
von @(x) im Allgemeinen nicht wohldefiniert ist, vgl. (6.4), von Hepp bewiesen wurde.
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Hier zeigen wir bloss, dass die Z’s in (6.11, 6.13) gleich sind und nennen dazu letzteres

7. Verwendet man . ﬂ
B({pn, =) = [ 2Ll 6l (6.18)

in (6.12), sowie z = (¥, t), y = (¥, 1), so ist die rechte Seite unabhéngig von ¢ und die linke
strebt fiir t — +00 gegen

- d®p _
Z/—Qasxppas O =Z-iA (v —y;m?),
20(p) S Has(T)PHPlas (1)1 +(& —y;m”)
da |p) = |p)as. Also Z = Z. Befriedigender wiire es, (6.14) statt (6.13) zu verwenden. Sei
©(f;t) dessen linke Seite. Dann ist

(Qo(f;t)*lg) = Z'2(f, g),

oder (Qp(f:t)*|p) = ZY%f(p), denn einerseits gilt dies im Limes ¢ — £oco und anderer-
seits ist die linke Seite unabhingig von ¢: Dies trifft wegen (6.2, 6.5) zu auf (Q|o(f;t)*
w(g;t + $)|2), also auch auf den Limes s — oo, d.h. auf (Qo(f;t)*ai(9)|Q2) =
(Qlo(f;t)*|g). Damit folgt mit (6.18) und (5.55)

U0 B (0 =} 00100 = 7+ [ S22 00) = 21 [ 2 F)Bgto)
Nach (6.12) ist dies auch gleich -
_ 7. / Bard®yin, (z — y:m2) 8 F(z) Do g(y) =
— —;Z_ / dPrd®y (9,0il g (z — y;mQ))T(x)b_(;g(y) =Z-i / & F(w) Dy g(x)
. s

wegen (9/02°) A (2:m?) |00 = —20@)(Z). Also Z = Z.

2

Bemerkung: Falls ¢(z) und 7(y) = dop(y) zur Zeit 2° = y° den kanonischen Vertau-
schungsrelationen (5.34) geniigen, so ist [~ dp(m?) = 1 und insbesondere Z < 1. Beweis:

Aus (6.6) folgt

(Q[p(x), o(W)]I) = /dp(mQ)i(A+(x —yim?) = Ay (y —xm?)).

Ableitung 9y, bei 2° = y liefert die Behauptung nach Kiirzung von i6(Z — /). Wir werden
spéter sehen, dass die Voraussetzung fiir wechselwirkende Felder unzutreffend sein kann.

6.3 Die LSZ-Reduktionsformeln

Die LSZ-Reduktionsformeln erlauben es, Streuamplituden zwischen in- und out-Zu-
standen (6.17) durch zeitgeordnete Vakuumserwartungswerte von ¢ auszudriicken
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(Greensfunktionen). Damit werden die Streuamplituden der Storungsrechnung (s. Kap. 7)

zugénglich.

Satz. Seien p;,q; € V,, mit
pi # 4 (6.19)

fiir alle 7, . Fiir die Streuamplituden gilt dann

0ut<p1 .. pk|Q1 s Qn>in -
k

()" [t e o

i=1 j=1

(@ [Tew) [Teio) (620

(d%j e (H, +m?)) -

=

Bemerkungen:

1) Falls p; = g; fiir ein Paar 4,5, so kommt ein Term oc §®)(p; — ¢;) hinzu, der einen
Prozess beschreibt, in welchem ein Teilchen mit diesem Impuls an der Streuung nicht

teilnimmt.

2) Es bezeichne
G- ypn) = /d4$1 dla, e_iz’zlpi'm%mT@(%) (@) [€2) (6.21)
die Greensfunktion im Impulsraum, sodass (6.20) lautet

out(pl .- pk"q1 .- -qn>in -

=1

(27)3/2 “

Obschon p} = ¢7 = m?, verschwindet der Ausdruck in der Regel nicht, da G(—py, ..., )
Pole auf der Massenschale hat. Bis auf konstante Faktoren ist die Streuamplitude das

Residuum dieses Pols in n + k& Variablen.

3) Aus (6.22) folgt auch die ,crossing“-Symmetrie: Die Streuamplitude bleibt sich
gleich, falls man ein in-Teilchen mit Impuls ¢; € V,, formal ersetzt durch ein out-
Teilchen mit unphysikalischem Impuls —¢; € —V,, und insbesondere mit negativer

Energie.

4) Ersetzt man y; — y; +a, ; — x; +a, (a € R?*, beliebig) unter dem Integral (6.20), so
entfillt a aus der Greensfunktion wegen (6.2, 6.5). Also ist

(1-— elmipim2; %)) . (rechte Seite) = 0, (6.23)

d.h. aus der rechten Seite lédsst sich eine den 4er-Impuls erhaltende Distribution
g (Zf:l Di — Z?:l qj) abspalten.

5) Offensichtlich ist ou(Ap1, ..., Apk|Agi ... Adn)in = owt(P1, - DklG1 - - Gn)in-
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Beweis: Wir beweisen eine Rekursionsformel fiir eine etwas allgemeinere Grosse als (6.20),
und zwar

0ut<p1 o pk|T90<Zl) cee ¢(Zl>|q1 R Qn>in

iZ_1/2 —iq1z

- / d*z 0797 (O, + 1) e (pr - pelT0(21) - - 0(2)0(@) |2 - gu)in (6.24)
iz 4, Aip1y 2

= @ | dve (O +m?) out(p2- - pelToW)p(21) - ()1 - - gu)in  (6.25)

Die linke Seite ist ndmlich wegen (6.16) gleich

out (D1 - - P Tp(z1) - .. o(2)ain(@1)|G2 - - - Gn)in

3 _iZ_l/Q 3 —iq1:(;<—>
= tllznoo W d’ze O out(P1---pe|Te(z1) ... p(z)p(z)|g2 - - Gn)in (6.26)
0=t
; _iZ_l/Q 3 —iq1x<—>
= lim () d’z e 0y oue(p1 - - - prlTp(21) .. p(2)p(2)|g2 - - - Gn)in
0=t

iz 4 —iqay”

+(27r)3/2 /d 2 0o{e™ " Oy oue(p1 - - - Pe|T0(21) - .. 0(2) ()] - - . Gnhin } - (6.27)

Dabei konnte in (6.26) ¢(z) unter die Zeitordnung 7" genommen werden, da fiir t — —oo
dies die fritheste Zeit ist. Im ersten Term in (6.27) ist sie hingegen die spéteste. Dieser ist
nach (6.16) also gleich

out(P1 - - Prlaguy (@) (Tp(21) - - o(20)lg2 - - Gn)in = 0
unter der Voraussetzung (6.19): a . (¢1) wirkt nach links als aou(q1). Der zweite Term in
(6.27) ist wegen (J + m?)e” 9% = ( gleich

i e 4 —iq1x 92 2\ . —iq1x
o [ e (e — [ ) e ()

also gleich (6.24) dank partieller Integration in #. Dabei entstehen keine Randterme, denn
das Argument ist grundsitzlich nicht fiir (27)~%/2e714% sondern fiir Wellenpakete (6.15)
zu fithren: Diese verschwinden fiir |#] — oo (nicht fiir 2° — 400). Der Beweis von (6.25)
ist analog und (6.20) folgt durch wiederholte Anwendung von (6.24, 6.25). O

Ohne Beweis fiithren wir die Reduktionsformel fiir das Dirac- und, weiter unten, fiir das
e.m. Feld auf. Ausgehend von der LSZ-Asymptoten-Bedingung

‘I;(ta f) T ZQI/Q\IIaS(tJ f)

(der Index 2 ist hier iiblich) findet man fiir p € V,,

Z;1/2 . S .

i —ipx a) %

W tilgcnoo (27T)3/2 / dCre® \If($)7 U( <p) - bas,a(p)7
0=t

~1/2
w— lim L Pz e P (p)y O (z) = d7, (p) -
t—+o00 (27’(’)3/2 as,a

0=t
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Zustéande |(p1a101), ... (Pnnon))as (i € Vi, = 1,2, 0; = £) n asymptotisch freier
Elektronen (o; = +) oder Positronen (0; = —) bekommt man, indem man auf |2) (mit
dem Index i = n beginnend) wirkt mit b}, . (pi) (0; = +), bzw. mit d, . (p;) (o: = —).
Die ldngliche Reduktionsformel fiir

out{(Pra1o), .. (prarow) (1 B171), - - - (@nBnTn))in (6.28)

bekommt man wie folgt:

e Schreibe fiir jedes in-Teilchen (¢;5;7;), beginnend mit ¢ = n und von rechts, einen
Faktor

_iZ2_1/2 P — @) e,
amr | S @) (10 —muP e, (mi= 1),
iz, . - (6.29)
TEE / dlz e 0T () (G o —m)U(a) . (ri= ),
e Analog fiir die out-Teilchen, beginnend mit j = k und von links:
iz, -
(271')3/_2 /d yjelpjyjﬂ(aj)<pj)(i ayj — m)\I/(yJ) , (0—1. — _|_) ,
7712 _ - _ (6.30)
PEE / d'y; U(y;) (=i d,, —m)pol ) (p)e™s (o= —),

e Bilde den Vakuumserwartungswert des 7-Produkts der Feldoperatoren und integriere
iiber d*z;, d4yj.

Bemerkungen:

1) Der Vergleich von (6.29+, 6.30F) zeigt, dass sie sich entsprechen unter der Vertau-
schung u'?(q)e 19" «» —v(®(g)et9®  Entsprechend resultiert die crossing-Symmetrie.

2) Wegen der Eichtransformation (5.94) des wechselwirkenden Feldes ¥ (z) bleibt der Va-
kuumserwartungswert unverindert unter Multiplikation mit e (@ut=an) wobei gou =
t(r; = +) — #(r; = —) die Ladung im out— Zustand ist. Also ist die Streuamplitude
(6.28) nicht trivial, nur falls gou = Gin.

Fiir das e.m. Feld ist die Angelegenheit delikater. Man sollte den Photonen eine Masse
p > 0 geben, s. (3.69), um eine isolierte Massenschale zu erhalten, und erst anschliessend
p — 0 nehmen. Das Resultat ist aber dhnlich zum skalaren Fall (6.20). Es bezeichnen
a’.(k), (k € Vg, 1 = 1,2) die Erzeugungsoperatoren asymptotisch freier Photonen mit

transversaler Polarisation, s. (5.103), und [(k1,41), - - s (Kn, in))as = Qg iy (K1) -+ - @l (Kn)|$2).

Die Reduktionsformel verlangt fiir jedes Photon (k,i) einen Faktor 7

—iZy" |
(4+ : out; — : in), sowie den Vakuumserwartungswert des T-Produktes der Feldoperato-

ren. Im Fall der QED, s. (6.1), wo die Streuzusténde sowohl Elektronen / Positronen wie
Photonen enthalten, sind die Ausdriicke (6.29, 6.30, 6.31) zu kombinieren. So lautet z.B.
die Streuamplitude eines Elektrons und eines Photons (Compton—Streuung)
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Pi, & Py,

iy Eq k‘f,Ef

out {f |7)s 2 = /d‘Tleldxdege pimsthiz—praa—hyz2)

6

()8 gy — m)0 Dy (QUT (22)e (f)(kf) A(z2)
T(a)e D (k) - A(20)[) (18 o, — m)u(py). (6.32)

6.4 S—Matrix und Streuquerschnitte

Die S-Matrix ordnet n-Teilchen-Zustédnden mit bestimmten Impulsen fiir ¢ — —oo die
Zusténde zu, die dieselben Impulse bei t — 400 aufweisen, geméss

out{q1 -+ Q] =tn (@1 - ]S,

(dh. g1 @rlouwt = S*|q1---qr)in). S ist eine Isometrie und ist lorentz-invariant:
U(A,a)*SU(A,a) = S, vgl. Bemerkung 5 auf S. 82. Die Ubergangsamplituden sind

out{q1 - - Q|P1 -« - Pr)in = Q1 - @|S|P1- - Pn)in
- out<q1 cee Qk’ (S*)_l ’Pl .- 'pn>out .

Verwendet man wie iiblich nur die in—Zusténde (sozusagen ein Wechselwirkungs— statt ein
Heisenbergbild), so ist S auch die Abbildung, die diesen den Zustand nach der Streuung
zuordnet.

Die Teilcheninterpretation (6.17) des Feldes ist erst vollstandig, falls die Zusténde |p; . . . pp)as
den ganzen Zustandsraum aufspannen (sowohl fiir as = in wie as = out); dann ist S unitér:
S = §*~1 Dies ist z.B. nicht der Fall, bzw. erst nach Anpassungen, falls mehrere isolierte
Massenschalen im Spektrum (6.8) vorhanden sind.

Von der S—Matrix spaltet man einen Beitrag 1 ab, der Abwesenheit von Streuung (triviale
Streuung) entspricht,
S=1+iT;

ferner sind Matrixelemente von 7" nach (6.23) von der Form

3
(P el Tlqu - - - (2m)*s® (ZP - Z ) @m) 2™ T (py, e, ) -
j=1
(6.33)
Fiir n = 2 konnen keine weiteren é—Funktionen abgespalten werden, im Unterschied zu
n > 3, wo T Beitrdage enthélt, die z.B. die nichttriviale Streuung zwischen Teilchen 1 und
2, separat von den restlichen, beschreiben.
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q1

Y41
P2
qz Pn
Aus [T(p1,- .., 0k q1,q2)|* kann der differentielle Streuquerschnitt fiir den Prozess in

der Abbildung gewonnen werden.

Wir gehen dazu von einem Wellenpaket

d’q} &g}
i) = [ S Gt D) o)l

aus, und zwar im Limes, wo es nahezu eben ist:

Der Endzustand ist (f| = out(p1 - .- pk|. Dann ist im Limes

d*q, d*q, 3
(fli) = / 2 2 (@) - @) 6Py =g =) - 2m) T pii o)

—i(2m) / d' Fo (@) Fa@) P T (s i 1, )

mit Py = Z ", p; und unter Verwendung von (6.15) und von (27)*6®(p) = [ d*ze'P*. Bei
der Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit |(f|i)|? tritt folgendes Integral auf

/d4xd4yf1($)f1(y)f2( ) fa(y) €7 ")

%/d4md4y’f1 x—l—y ‘ ‘fg x—|—y ‘ i(Pr—q1—q2)(z—y)

“/ d'x | fi(0)Plfe(x) - 20) 6O (Pr — 01— ),

denn im Limes (6.34) gilt

:L'—i—y

fi@) fily) = |£i(=;

‘ elti(y—2)
)

solange |y" —2*| < L = Ausdehnung der Welle. Das Integral [ d*zelPr—n-a)z (> = z—y),
ergibt dann genauer eine um L~ ausgeschmierte §Y-Funktion, was im Limes L — oo
unwesentlich ist, denn das Ergebnis wird — wie Fermis Goldene Regel (2.51) — nur nach
Summation iiber Endzustdnde (und somit itber Py) zu verwenden sein. Also ist

’<f|i>‘2=(27f)_3k/d4$‘f1 ‘ | fo(x } (2m)*5t (Pf—ch—Q2)}T(P1w~,pk;CJ1,CJ2)’2-
(6.35)
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Fiir eine ebene Welle f(x) = (27)~3/2¢79% ist die Stromdichte 1f(x)<8—;f(x) = 2q,-(2m)7%;
fiir ein Wellenpaket wie oben gelten lokal dieselben Verhéltnisse:

i7(2) 0 f(2) = 2g, - | F(2)]"

Wir stellen uns den Streuprozess im Ruhesystem von Teilchen 2 (Target) vor (¢ =
(mg,”O)). Der Wirkungsquerschnitt do fiir Streuung nach (7, ..., pk) € dpy ... d%p; ist
die Ubergangswahrscheinlichkeit (6.35) bezogen auf

e Stromdichte 1 des einfallenden Strahls (statt 2|q||f1(z)]?)
e 1 Teilchen im Target (statt [ d’z - 2ma|fa(z)]?)
o Zeit 1 (statt [ da?)

und summiert iiber p; € d*p;. Dabei ist zu bemerken, dass wegen (6.9)

d*p
[ 5
JISTAN
der Projektor auf 1-Teilchenzustdnde mit p'e A ist. Also
(27T)—3k

4[(q1 - g2)? — mim3

209 2p)
(6.36)

wobei wir den Nenner 2|q| - 2ms noch Lorentz—invariant umgeschrieben haben: Der all-
gemeine Ausdruck

do = = 2m)* W (Pr — g1 — )| T(p1, - - Prs @1, @2) |

(q1 - q2)° —mim3 = ())°% + G (D) —2000T - @+ (61 - B)° — T (6.37)

—.

(verwende ¢ - g2 = ¢¥¢5 — ¢ - @, m? = (¢¥)? — ¢?) vereinfacht sich fiir ¢ = (mo,0) zu
q¢ - m3. Beachte, dass damit do Lorentz—invariant ist.
Wir behandeln ausfiihrlicher den Fall der 2-Teilchenstreuung (k = 2). Das Teilchen 2
werde nicht beobachtet, das Teilchen 1 soll in Richtung €’ € d) austreten beziiglich des
Schwerpunktssystems

@1 +¢=0. (6.38)
Zu integrieren ist (6.36) iiber alle f,, sowie iiber |py| in d®p; = |py[?d|py| - dQ. Dabei ist,
s. (6.37),

(a1 42)* = mimj = ((@1)° + (02)* + 2000) & = () + 4)°7

also

do (2m)~2 7 1 1 2
= 5= | AR P 5 550 () 00 — @) — &) [T (0 pos an, 0)|
a4 (ad +a) lal J 200 20 (P! +15— ) — @) | |

(6.39)
wobei Py = —|p1|€’ wegen (6.38) und der Impulserhaltung 6 (py + > — ¢ — @) in (6.36).
Da 9p°/0|p] = |p]/p° und |ps| = |p1], gilt fiir die Nullstelle des Arguments der §-Funktion
in (6.39)

oY +1p3) ol |pa| Olps L (1 1 )
(P! +1p5) [Pl ||||:‘p1| F+_° IPALit:
1

ol B S olp] 0 s
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Man findet damit

do 1 |71 ] 2
0 s gy gl O (640

Den totalen Wirkungsquerschnitt erhélt man als oy = f g2 g—ng. Falls die auslaufenden
Teilchen identisch sind, ist dieses Resultat durch 2 zu dividieren, da die Streuungen in die
Richtungen €’ und —¢é” denselben Prozess beschreiben. Wenn die Streuung elastisch ist,

d.h. die Massen unverdndert bleiben, dann ist |py| = |1

Die Berechnung des Wirkungsquerschnitts im Ruhesystem des Targets (Laborsystem,
@2 = (my, 0)) verliuft dhnlich: Die Integration iiber p, liefert p, = ¢, — py, der Nenner vor
dem Integral (6.39) ist, wie bemerkt, 4|} |mo und |p2|0|pa|/0|p1| = —p2 - €’. Das Resultat
ist

do 1 |91

AQ  64n|Gi|ma  |pi|p3 — p3ps - €

T 1. p2s a1, a2)|* (6.41)

Ist my; = 0, so ist der zweite Nenner p; - po. Ist die Streuung zudem elastisch, so ist er
auch gleich q; - g2 = |q1|mo.
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7 Storungstheorie und Feynman-Diagramme

7.1 Die Gell-Mann—Low-Reihe

Wie wir anhand der LSZ-Reduktionsformel (6.20) gesehen haben, kann die Berechnung
der Streuamplituden auf die der zeitgeordneten Greenschen Funktionen zuriickgefiihrt
werden, im Fall eines reellen Skalarfeldes ¢(z) also auf

G(w1, 29, ..., mn) = (QT[p(21)p(22) - . . p(20)][€2),
wobel
Tlp(z1)p(@2) ... o(zn)] = @i ) (i) - - - p(4,)

fir 29 > ... > af . Diese sollen perturbativ berechnet werden; das Vorgehen ist heuri-
stisch. Die Lagrange-Dichte sei

L(p,0¢) = Lo(p, 00) + L (p)

mit freier Lagrange Dichte £y = (9p)?/2 — m2p?/2 und Wechselwirkung Ly (), die
einfachheitshalber nicht von d¢ abhéngen soll. Dann ist H = Hy + Hy = f B A+
Ay - mit I = (12 4+ (V)2 + midp?)/2 und Ay = —Lw (0(0, ).
Beispiel: Ly (p) = —A¢*/4!. Dann ist
A s "

HWZE d°z :p(0,7)" ;. (7.1)
Seien |0), |2) die Grundzusténde von Hy, H:

mlo) =0,  HY) = Bl) (72)

(mit F = 0 wegen (6.2)). Es gilt
T
: 1 —i(H—E)s
s— lim T dse = |Q)(Q]

T—o00
0

(starker Grenzwert; folgt aus limp ., T! fOT dse 'O=F)s = §,, punktweise in \). Wir
wollen aber das Zeitmittel unterdriicken und gehen im Folgenden von

s— lim e IH=E —10)(Q| (7.3)

t—+oo

aus, obschon nur der schwache Grenzwert gilt, vgl. Satz von Riemann-Lebesgue. Falls

(o) # 0, (7.4)
so gilt
el(H—E)t|0>
0= tm =0
0 efi(HfE)tA ei(HfE')s 0
(QIAIQ) = lim {0l 5 0) (7.5)
% |(2]0)|
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fiir jeden Operator A. Durch Betrachtung von A =1 folgt

0 iHot —thA iHs —iHgs O
(QAQ) = Tim (O A e T0)
—00 <0|€.1H0tele(tfs)eleos‘O>

§——00

(7.6)

Wir beniitzen nun das Wechselwirkungsbild
U(t, s) = eifotemifl(t=s)g=iffos,

Der Propagator erfiillt die Differentialgleichung
o,
i—Ul(t,s) = Hy(t)U(t, s)
ot
mit . .

HW(t) — elHotHW eleot.
Die Entwicklung von U(t, s) nach Potenzen von Hy ist die Dyson-Reihe

t

Ut s) :i%/.../dtl...dtnT(HW(tn)...HW(tl)) :Texp<—i/d7HW(7)>.

Wir gehen davon aus, dass zur Zeit t = 0 die wechselwirkenden Felder ¢(x), 7(z) mit den
freien iibereinstimmen

©(0,7) = (0, 7), 7(0,Z) = m(0, Z). (7.7)
Zu beliebigen Zeiten t stehen das freie
g00<t, f) — eiHotQDO(O, J—;‘)e*iHot

und das wechselwirkende Feld

zueinander geméss

o(t,Z) = U(0,t)po(t, Z)U(t,0),
wobei

H(t) = /d% A (oot 7)) :

Wir erhalten so aus (7.6) die Gell-Mann—Low Formel

G(z1,.. . 20) = QT ((t1, 71) - - - p(tn, T0))|Q)
o OIU teo(t B U (i ) - Uty )P0t B)U 11, 5)10)
Joo (0]U(t, 5)[0)
OIT [@o(1) - - - o(an) exp (=i [Z, dt Hw(t))]|0)
(0T exp(—i [Z_dt Hy (t))|0)
(OIT [o(x1) - . po(an) exp(—i [ d'y : Ay (o(y)) :)]10)

= O|T exp(—i [ d'y : Hv(po(y)) :)]0) . (7.8)
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Bemerkung: Durch Einfiihrung der erzeugenden Funktion der Greensfunktionen

2] = Z%/d4x1...d4xnj(x1)...j(:vn)G(xl,...,:cn) (7.9)

— (@Texp(i [ dajie)o@)io),

d.h.

o O 0 :
G(ry,...,x,) =1 i) 37w Z[5)

kann man (7.8) fiir alle n zusammenfassen zu

(01T exp(i f d*z (j(x)po(x)— : Hv(po(2)) 2))]0)
(0T exp(—i [ d*z : Sy (po(2)) :)|0) '

Gleichung (7.8) bildet die Grundlage der kovarianten Storungsrechnung: Sie driickt G
durch Erwartungswerte freier Felder aus und dies auf manifest Lorentz kovariante Weise,
da Sy = — Ly ein Lorentz-Skalar ist. Die Entwicklung des Zéhlers in (7.8) nach Potenzen
von Sy ist

)

Jj=0

Z)j] =

Z%/d‘lw o dhy, OIT [o(1) - - polwn) = Hv(o(yr)) : - = v (@o(yp)) :]10)
=0 (7.10)

mit Termen, die nach dem Wickschen Lemma (5.25) berechnet werden kénnen (s. ndchster

Abschnitt).

In einer weniger heuristischen Behandlung erweist sich die Annahme (7.4) als unzutref-
fend:
(Q[0) =0.

Dafiir gibt es zweierlei Griinde:

1) Divergenzen aus unendlichem Volumen: In der Entwicklung des Nenners (7.8), d.h.
(7.10) mit n = 0, verschwindet der Term p = 1, da (0| : 74y (¢o(y)) : |0) = 0; der Term
p = 2 ist divergent

/ Aty d (0T = v (o)) <2 Ao (o) - [0) = / dtyrdlys fyn — ) = 00

(7.11)
Dies liegt daran, dass (7.7) nicht haltbar ist, wie wir nun zeigen. Die freien Felder
©0(0, Z) bilden eine irreduzible Darstellung (auf dem Fockraum (5.44)) der kanonischen
Vertauschungsrelationen (5.33, 5.34). Die Translationen @ € R?® wirken geméss

U(@)po(0,Z)U(@)" = ¢o(0,Z+ @), U(@)m(0,2)U(@)" = mo(0, 7+ a),  (7.12)

sodass ¢o(0,7 + @), mo(0,F + @) auch eine solche Darstellung liefern. Wegen der Ir-
reduzibilitdt und des Schurschen Lemmas ist U(@) durch (7.12) eindeutig bestimmt.
Insbesondere ist U(d@) wegen (7.7) auch die Translation fiir ¢(0, ) geméss (6.5). Da
der invariante Zustand fiir U(@) eindeutig ist, folgt (bis auf die Phase)

) =10),
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was z.B. fiir (7.1) offensichtlich nicht zutrifft. Falls ¢ (0, Z), 7 (0, Z) eine Darstellung von
(5.33, 5.34) ist und |Q2) translationsinvariant, so ist sie zu (0, Z), m(0, Z) indquivalent
(,Haagsches Theorem*): (€2|0) = 0. Dies kann behoben werden durch die Ersetzung

Hy — / & F(T) : A (000, 7)) - (7.13)

mit z.B. f € Z(R?). Da [Q2) nun nicht translationsinvariant ist, ist (7.4) moglich.
Gleichung (7.2) gilt nun mit £ # 0.

2) Ultraviolett—Divergenzen. Sei s + 1 (statt 4) die Dimension der Raum-Zeit. Nur
in 1 + 1 Dimensionen ist (7.13) ein wohldefinierter Operator: So ist

[ das@ s o007 10) = (2m) %AZPZ /H S 00

mit Normquadrat
/ H d iy ) 2 7d("1’sp
pl™

was nur fiir (n — 1)s < n, d.h. fir s =1 endhch ist. Fiir s > 2 wird dies endlich erst
nach Gliattung des Feldes (Ultraviolett—Cutoff)

5(0.7) = / ay 9(7 — 7)(0, 7).

Erst im Anschluss an (7.8), so modifiziert, sind die Grenzwerte

i) f(Z¥) —1 (unendliches Wechselwirkungsvolumen)

ii) g(7) — 6O(2) (ultraviolett Limes)

zu nehmen; i) wird einfach sein, s. S. 95, ii) wird erst nach Renormierung der Wechsel-
wirkung und des Feldes moglich sein.

7.2 Feynman-Diagramme fiir die ¢*-Theorie

Die Storung sei die des Beispiels (7.1). Der Term p-ter Ordnung in (7.10) ist

]%!(_4—1!)\)1)/d4y1...d4yp(0|T[g00(x1)...gpo(xn) L obun) ey 10 (7.14)

Die Paarungen, die das Wicksche Lemma (5.25) dafiir liefert, konnen graphisch dargestellt
werden: Ausgehend von

wo(x;) — ————— “jusserer Vertex”
X

@g(yz‘) — >-€ “innerer Vertex” (Ordnung 4) (7.15)

entspricht einer Kontraktion eine nicht orientierte Linie
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(0|To(2:)po0(z;)|0)  — 2 e———e 2 “Propagatorlinie”

Eine Paarung, d.h. ein Kontraktionsschema, liefert somit einen Graphen (Feynman—
Diagramm), bei welchem alle Valenzen der Vertizes durch Linien verbunden werden;
keine Linie darf dabei einen Vertex mit sich selbst verbinden.

Beispiel: n = 2, p = 2. Die moglichen Diagramme sind

Y1 Y2
e 1 Qyz ° o Y2 ( ) 1 =
*r— 0
x

1 X2

D1 D2 D3
Den Ausdruck (7.14) berechnet man durch folgende Feynman—Regeln 1-6 (Ortsraum-

regeln).

1. Man zeichne alle (topologisch) verschiedenen Diagramme mit nummerierten dusseren
Vertizes x1, ..., x, und inneren Vertizes yi, ..., y,.

2. Jeder innere Vertex liefert einen Faktor —i\.

3. Jede Linie zwischen z; und z; gibt einen Faktor
(0T o (2)¢0(25)]0) = iAF(z; — 25).
4. Integriere iiber die inneren Vertizes, [d'y;...d"y,.

Die Valenzen eines Vertex y;, d.h. die Faktoren in ¢o(y;)* = ©o(y;)e0(yi)eo(y;)eo(y;),
wurden nicht nummeriert, wie eigentlich erforderlich, sodass ein Diagramm fiir mehrere,
m, Paarungen stehen kann. Die Linien von y; konnen auf 4! Weisen permutiert werden,
ohne das Diagramm zu dndern. (Deshalb steht A statt A/4! in Regel 2). Nicht alle Permu-
tationen liefern aber verschiedene Paarungen: Wenn zwei Linien von y; zum selben Vertex
y; fithren, so werden die Faktoren 1/4! der beiden Vertizes nur teilweise kompensiert. Das

Gewicht eines Diagramms ist also
1\” 1

wobei der Symmetriefaktor S die Ordnung der Gruppe der Permutationen der (inneren)
Linien ist, die das Diagramm nicht dndern. Beispiel: Fiir D; ist

1\? 1\2 11
- — | = . . . | = — = =
(4!> " <4!) NN

T12Yr T22Y2 Y17Y2

Fiir D3 ist m = 4! und S = 4!.
5. Dividiere durch S und durch p!.
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6. Summiere iiber alle Diagramme.
Bemerkungen:

1. Es gibt keine Diagramme mit n ungerade, also G(x1,...,x9.1) = 0.

2. Nach Integration geméss Regel 4 liefern Diagramme mit vertauschten inneren Vertizes
Y1, ..., Y, denselben Beitrag (Beispiel Dy, D). Nicht alle p! Permutationen liefern aber
verschiedene Diagramme (Beispiel D3). Man koénnte also den Begriff verschiedener
Diagramme in Regel 1 abédndern:

1’. Nur die dusseren Vertizes sind durch Nummern unterscheidbar; die der inneren
dienen bloss fiir die Regeln 3 und 4.

Das Gewicht eines solchen Diagramms (inklusive 1/p! aus Regel 5) ist

1 /1Y 1
p! (Z> e =g (7.17)

Hier ist m, die Anzahl Moglichkeiten, die dusseren Vertizes mit beliebigen zu verbinden,
und my die (anschliessende) Anzahl Moglichkeiten, die inneren unter sich; der Sym-
metriefaktor S’ ist die Ordnung der Gruppe der Permutationen der (inneren) Vertizes,
die im Sinne von Regel 1 das Diagramm nicht éndern. Beispiel: D = Dy: m; = 8 - 4,
mo = 3!, 5" =1, D3: my =1, my = 4!, S’ = 2. So ist Regel 5 zu ersetzen:

5’. Dividiere durch S - S".

Der Nenner in (7.8) hat eine Entwicklung nach Diagrammen mit n = 0, d.h. solche ohne
dussere Linien (= Linien zu einem &usseren Vertex). Man nennt sie Vakuumdiagram-
me, denn der Nenner ist gleich [(Q]0)[?, vgl. (7.5). (Dabei entspricht p = 0 dem leeren
Diagramm, mit Beitrag 1). Wir untersuchen ihre Rolle im Fall einer allgemeinen Stérung

c Ay (e(T)) -

Die Diagramme des Zihlers (7.14) sind von zwei Sorten: Diejenigen, die Vakuumdiagram-
me als Zusammenhangskomponenten enthalten (z.B. D), und die (verkettete Diagram-
me), die keine enthalten (z.B. Dy, D,). Alle Diagramme mit p inneren Vertizes y1, ..., y,
bekommt man durch Wahl von

(i) k Vertizes unter ihnen (k =0,...,p): (?) Méglichkeiten;

(ii) eines beliebigen verketteten Diagramms mit diesen Vertizes und eines Vakuumdia-
gramms mit den restlichen p — k. Dabei sind Beitridge der beiden Diagramme multipli-
kativ.

Der Zahler in (7.8) ist somit

i (=) /d4y1 : ..d4yp i

|
= P k=0

k
AOT[: A (polyrrn) : -+ Hv(o(yp)) :][0), (7.18)

(p) O [p0(a1) .. . o(n) - A (polun)) - : Hor(oln)) 2] 100
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wo (0|T7...]|0)o dadurch definiert ist, dass bei der Berechnung von (0|77...]|0) nur die
Beitrdage der verketteten Diagramme behalten werden. Nun beniitzen wir

1 1
p=0 k=0 k=0 7=0

In (7.18) faktorisieren dann die beiden Summen und die iiber j entspricht dem Nenner.
Also

G(C(]l, ,ZEn) =
Z%/d“%...d4yk<0‘T[900(x1)--'900(%) s Ay (po(yr) « -+ A (o(ye)) 1] 0)o-
k=0 (7.19)
Bemerkungen:

1. Wir hétten eigentlich f(7;) aus (7.13) mitschleppen miissen. Der Limes f — 1, der fiir
Vakuumdiagramme gefihrlich ist, s. (7.11), kann nun nach ihrer Elimination vollzogen
werden, mit (7.19) als Resultat. Das Integral ist bei y; — oo konvergent wegen des
Abfalls von iAp(y; — x;) und der Verkettung.

2. Wir definieren zusammenhéngende (oder trunkierte) Greensfunktionen G.(z1, ...,
x,): Sei & eine Partition von I = {1,...,m}, dh. & = {[;,...,1,} eine Zerlegung
I =, I, in nicht leere disjunkte Teilmengen (& = {I} ist die triviale Partition).

Durch
Glor..zn) = Y ] Gezitier,) (7.20)
P={l.} «
ist G.(z1, ..., x,) rekursiv definiert:
Gc(xlv cee wrn) = G<xla Z HG {Qf ZEIQ . (721)
P={I.}
$(2)>2

Durch eine zu (i, ii) auf S. 94 dhnliche Uberlegung (Zerlegen eines Diagramms nach
Zusammenhangskomponenten) folgt aus (7.21), dass G.(z1, ..., x,) durch Summe (vgl.
Regel 6) iiber alle zusammenhingende Diagramme gegeben ist.

Fiir die erzeugende Funktion (7.9) bedeutet (7.20), dass

I P e , , m
Zj] = Z %(Z i /d4x1 dhm (). () Gel, - - ,xk)>
m=0 """ k=0 "
=: %l (7.22)

wobei der Faktor 1/m! beriicksichtigt, dass Permutationen der m Teilmengen einer
Partition keine neue liefert. Anders gesagt: Z.[j] = log Z]j] ist die erzeugende Funkti-
on der zusammenhéngenden Greensfunktionen (Kettengraphentheorem, linked cluster
theorem).
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Fiir die Bediirfnisse der Streutheorie, s. (6.22), ist es besser, die Fouriertransformierte
(6.21)

G(p1y- -, pn) = /d4:p1 diz, e IR Gy ) (7.23)

der Greensfunktion diagrammatisch darzustellen. Dazu setzen wir rechts die Entwicklung
(7.19) ein und schreiben (5.54), d.h.

4 .
iAp(z — 2j) = 'k : e Hhzi=2) (7.24)
Pl (2m)4 k2 — m? +i0 '

fiir jede Propagatorlinie der auftretenden Diagramme. Danach kénnen die Integrationen
tiber i) xy,..., 2, in (7.23) und ii) y1,...,yx in (7.19) ausgefithrt werden:

i) Die dussere Linie des Vertex x; verbindet diesen entweder mit einem inneren Vertex
y; oder mit einem anderen dusseren Vertex z; (kurzgeschlossene Linie). Im ersten Fall
liefert der x;—abhéngige Teil der Integration

4 . .
/d4$i eipixi/ (d k 1 efik:(a:i*yj) _ 1 efipiyj’ (725)

2m)4 k2 — m? 410 p? —m2+i0

im zweiten liefert die Integration iiber x; und z;

: : d*k i ;
4, 14, —ipizi —ipjx; _lk(mi_xj)
/dw’d%e Te /(27r)4k:2—m2+ioe
i
= 7y 20wt R).

ii) Jede der 4 Linien von y; bringt iiber (7.24) eine y;—Abhiingigkeit der Form e 9t"¥i (g, =
41,1 =1,...,4). Dabei ist o, = +1 fiir dussere Linien, s. (7.25), und sonst von der
(unwesentlichen) Wahl einer Orientierung der Linie abhéngig. Die y;—Integration ergibt

4
/d4yi emiXl otk (27?)4(5(4) (Z Uzkl) :
=1

Man erhilt so fir (7.23) die Feynman-Regeln (Impulsraumregeln):

1. Man zeichne alle (topologisch) verschiedenen verketteten Diagramme mit n numme-
rierten dusseren Vertizes mit Impulsen pq,...,p,. Die inneren Linien werden bloss
nummeriert und orientiert (Impulse &y, ..., k,,) fiir die folgenden Regeln.

2. Die i—te dussere Linie liefert einen Faktor i(p? —m?+i0)~!, (ausser sie ist kurzgeschlos-
sen; dann i(p? — m? +i0)~1(27m)*0W (p; + p;)).

3. Die [-te innere Linie i(kf —m? +i0)~".
4. Jeder Vertex —i\ - (2m)*6™ (3, o7k;), wobei die Summe iiber seine Linien liuft.

5. Integriere iiber die inneren Impulse: [ (‘1247’“)14 e ‘(i; 7’:;2
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6. Dividiere durch S - .5".

7. Summiere iiber alle Diagramme.

Allgemein kann dem Argument einer J—Funktion aus Regel 4 eine beliebige Linearkom-
bination der restlichen hinzugefiigt werden, ohne das Resultat zu &ndern. Summiert man
alle Argumente, so kann insbesondere ein Faktor

(2m)*o (i pi> (7.26)

abgespaltet werden, vgl. (6.23).
Beispiel: D = D,. Der Beitrag ist
k1

P P2

ks

2 . 4 4 4 3 .
1 . 1 d kl d kg d kg 1
—i)\)? - ). S—
S-S’( iA) (11 P2 —m? —10) /(2@4 (2m)4 (2m)4 q} k? —m2+10>
- (2m)86W (1 — k1 — kg — k3)0W (pa + k1 + ky + ks) =

e 45(4) i 2

B 3!< A7 (@) 70 (o) (p{ —m?2 +10>

/ d*ky d*ks i i i

(2m)4 (2m)4 k2 —m2 +10 k2 — m2 +1i0 (py — ky — k)2 — m2 + 10

(Das Integral ist bei kq, ko — oo divergent).
Die Entwicklung der Streuamplitude

out(pla s e 7pk’q17 s 7Qn>in (727)

bekommt man nach (6.22) aus der fiir G(—py, ..., =Pk, @1, - - -  ¢n), Wobei die Faktoren p? —
m?, ¢; —m? die dusseren Linien im wesentlichen kompensieren (amputierte Diagramme).
Regel 2 ist abzuéndern in

2’. Jede #ussere Linie liefert einen Faktor (27)~3/2Z-1/2,

Die dusseren Impulse liegen auf der Massenschale. Deshalb tragen Diagramme mit kurz-
geschlossenen Linien nicht bei.

7.3 Feynman—Diagramme fiir die QED

Die Lagrange—Dichte (6.1) der QED kann zerlegt werden in einen freien Teil
1 — _
Ly = 5(8MAV)(8”A”) + Uy* 10, ¥ — mUV¥
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(mit 0,A* = 0) und eine Wechselwirkung
ﬁW = —66’}/“14#\1/.

Die Stérung des freien Hamiltonoperators (d.h. der Summe von (5.82) (v = 0) und (5.99))
von der Form

Hy =e / dPr () A, (2)y" ¥ (z) -,
20=0
wobei wir die Storung, wie bereits den freien Teil, normalgeordnet haben. Die Greens-
funktionen sind

G(:Ula s >$n;wn+l> s Toni Yty - - 7yp)
= <Q}T (Wo (1) oo W (20) Wy (Tpg1) - Wi, (T2n) Apy (11) -+ - Ay (yp)] }Q>, (7.28)
wobei wir links die Komponenten a, b =1,...,4 von ¥(x;), ¥(x,.;) und = 0,...,3 von
A(y,) unterdriickt haben, man fasse sie auf als in x4, ..., y, inbegriffen. (Nur Greensfunk-

tionen mit ¥’s und W’s in gleicher Anzahl verschwinden nicht, vgl. S. 84.)

Fiir (7.28) gilt eine zu (7.19) &hnliche Entwicklung, wobei wir den Index 0 fiir freie Felder
nun weglassen. Die Diagramme setzen sich zusammen aus

A,(y) — Y, [ e~~~

Uy () — ob—>— dussere Vertizes
x?

Vo(z) -

innerer Vertex

kontrahiert durch

(0|T'A,,(2)AL(2)]0) ——  Ziy s [l e~~~ 2y V Photonlinie
(0T, (2)Wy(z;)]0) — 2,0 e—a—e Zzj, ] Fermionlinie

Kontraktionen W und W ¥ verschwinden, s. S. 69, (ebenso WA, WA), was bedeutet, dass
nur Fermionlinien vorkommen, die mit der Orientierung der Valenzen kompatibel sind.
Das Wicksche Lemma fiir Fermionen liefert fiir jede Paarung ein Vorzeichen, das sich wie
folgt aus dem entsprechenden Diagramm bestimmt. Fermionlinien folgen aufeinander mit
gleicher Orientierung. Dabei bilden sie entweder (i) eine Schleife (der Lénge [), oder (ii)
eine offene Linie, die einen einlaufenden Vertex W(x,, ;) iiber Vertizes 2y, . .., z; schliesslich
mit einem auslaufenden Vertex W(x;) verbindet.

(i) Man kann Paare @(ﬁ )W (z;) untereinander vertauschen (gerade Permutation), sodass
die Kontraktionen YW ldngs der Schleife nach dem Schema

E(zl)\ll@(zl,l)\lf(zl,l) . .E(ZQ)@@(Zl)‘P(Zl)
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erfolgt: die Permutation dafiir hat sgno = —1, da W(z1) an 2 + 1 weiteren W’s oder
U’s vorbei nach vorne geschoben wird.

(ii) Seij = o(7) die durch alle offenen Linien definierte Permutation o € S,,. Das gesuchte
Vorzeichen ist die Paritit (—1)""~/2sgn o der Permutation aus Sa,

(1,....2n) — (L,n+0(1),2,n+0(2),...,n,n+ o(n)) (7.29)

Sind néamlich die dusseren Fermionvertizes in (7.28) so umgeordnet, dann erfolgt die
Paarung in der offenen Linie

U(z)V (X0 Y (2) U (21) oo U(20)W(22)W(21) ¥ (21)

! ]

[

iiber eine gerade Permutation.

Die Symmetriefaktoren sind S = 1, da alle Valenzen eines Vertex verschieden sind. Fiir
verkettete Diagramme ist auch S’ = 1, denn jeder innerer Vertex hat iiber seine Verbin-
dungen zu den dusseren eine nicht vertauschbare Rolle.

Die Feynman—Regeln fiir die analog zu (7.23) definierte Fouriertransformierte
G(P1s-- s PriPrtts - P2ni 1, - - Gp) (7.30)

von (7.28) (mit a;, b;, i; inbegriffen) lauten

1. Man zeichne alle (topologisch) verschiedenen verketteten Diagramme mit numme-
rierten n auslaufenden und n einlaufenden Fermionlinien (Impulse pi,...,p,, bzw.
P+, - - -5 Don), sowie p Photonlinien (g1, ..., ¢,). Impulse sind stets einlaufend gezéhlt.

2. Faktoren sind gegeben durch

k —i
k 1(% + m)ab
B a — —ie(7")oa - (27)*6(q) (inklusive Z ) (7.32)

a,b,p
wo ¢ die Summe der im Vertex einlaufenden Impulse ist.

d*k;

3. Integriere iiber alle inneren Impulse: [ ], @i

4. Multipliziere mit —1 fiir jede Fermionschleife und mit der Paritéit von (7.29).

5. Summiere iiber alle Diagramme.
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Bemerkung: (Furry Lemma, ohne Beweis). Zwei Diagramme, die sich bloss in der Ord-
nung einer Fermion—Schleife ungerader Liange unterscheiden (sie sind topologisch ver-
schieden), haben entgegengesetzt gleiche Beitrige. Also kann Regel 5 modifiziert werden:
,-.. unter Auslassung solcher Diagramme.“

N / N /
N / N /
N\ / N /
N N
-—— — (% -—— —
s, s
4 \ 4 \
4 \ 4 \
4 \ 4 \

Streuamplituden bekommt man durch Amputation der dusseren Linien, s. (7.27). Deren
Beitriige, s. Regel 2, sind dann zu ersetzen durch (s. (6.31, 6.29, 6.30))

2.
—i (—iZ?)_l/Q) 2\ _v —3/2 r,—1/2
@W‘E — Er mprE CR)E =@Mz e
—q (g +m)a  (—iZ; '?)

‘ - —1/2

a v q2 —m2+1i0 ) (27‘()3/2 ((ﬁ - m)u)b = (271-) 3/222 / Uy
Qv — 0L (7.33)

v——p — (075,

v —»—a@ — = 2m) ¥z P,

fiir in-Fermionen (Impuls ¢), bzw. out (p).

Beim reduzierten Matrixelement i7(py,...,pr;q1,---,¢,) in (6.33) entfallen alle Fak-
toren (27)7%/2, sowie ein Faktor (27)*0™ (325 p; — >t 14;), s (7.26).

7.4 Compton—Streuung

Das reduzierte Matrixelement fiir die Compton—Streuung, s. S. 84, ist durch die Summe
aller verketteten Diagramme der folgenden Form gegeben:
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ky e ki, e

ps,ud
pi; ul?
Wir berechnen nur die niedrigste Ordnung in e. Dies sind die Baumdiagramme (Dia-
gramme ohne Schleifen jeglicher Art), die proportional zu Z, ' Z; 'e? sind.

kel ki, e® kg, e ki, e®

pf7u(f) :\_\_;_ii i, ul® pf,u(f) ::pﬁ i, u®

(a) (b)
Diese Néherung soll auch fiir Zs, Z3 gelten, d.h. wir ersetzen sie durch ihren Wert Z5 =
Zs =1 fiir e = 0. Die Integration iiber p liefert bloss (a) p = p; + ks, (b) p = p; — ky; z.B.
liefert der linke Vertex in (a) (—ie)ﬂéf) (Wﬂ)bae,(f) = (—ie) (@ ¢y, . Also ist

A+ fAm AP — K +m .
T (o e ks) = i(=ie)a) YRR OROY C DV, (734
wobei wir Nenner der Fermionlinie ausgewertet haben, z.B. fiir (a): (p;+k;)>—m? = 2p; - k;
wegen p? = m?, k? = 0. Da dies > 0 ist, kann +i0 weggelassen werden. Die Beitréige von
(a) und (b) gehen auseinander hervor durch

(ki £0) s (—ky,2V); (7.35)
was die crossing-Symmetrie, s. Bemerkung 3 auf S. 82 und (6.31), von 7' zum Ausdruck
bringt: (ks eW; ki, e®) ~ (@5 ki, e®, —kyp, eW) ~ (—ky, e®; kg, eW).

In Abschnitt 2.5 wurde der Limes |k;|/m — 0 (Thomson-Streuung) bereits diskutiert. Wie
dort, berechnen wir den Streuquerschnitt ohne Beobachtung von py, vgl. (6.41); ebenso
fiir den Spin u(); das in-Elektron sei unpolarisiert. Also ist dort statt |7'|? einzusetzen,

5. (2.56),

2 2
1 1 _ a 2
5 2 TP =g¢" > [@7 ) Mu ()| =
a,B=1 a,B=1
1 2
3¢ D (@D () Mu () (@ (p) M (py))
a,B=1
mit
M= g0t kit 40 g T Frt e
2p; - k; —2p; - ky ’
_ P+ Kk +m p.—kp+m
T = AOara0 — P TR T gy T R ™ )
! d 2p; - k; Fre —2p; - ky 7



(wegen ~09#*~0 = ~4#). Mit (5.75) ist dies

- Z T = e Lo ((p, +m)M(p, +m)M) .

a,Bl

Diese (bis zu 8 y-Matrizen umfassende) Spur ist zwar Lorentz-invariant, aber die Berech-
nung vereinfacht sich (ein bisschen) im Laborsystem p; = (m, 0). Deswegen gilt nebst den
allgemeinen Beziehungen

£02 _ 2= 1 O —g =Dy

(Transversalitit) auch ’
i) =0 = e

Wegen {¢, b} = 2a - b gibt dies die Umformung

M = §U0) 40 (?igf: _km) NpOye #, ;pféfk; m) ,
—_(}7),;"‘5{71'_7”) (i) (? kf m) i
M = W;{ ¢ W¢(f)¢(

und, zusammen mit (p, F m)(p, £ m) = p; —m?* =0,

- Z IT|? = 6_ [ﬂ +m)<¢(f)¢(i)ki . ¢(i)¢(f)%f)(},5i_|_m)<k’¢(f)¢ ¥ ?f )¢ >]

aﬁl 8 pi -k Pz"k’f pi - ki pi - kf

6 Sa(l Sbb Sab + Sba
=— + +
8 <(p@ k)2 (pi-kp)? o (i Ka)(pi e kf))

Die weitere Rechnung ist eine Anwendung (an den unterklammerten Stellen) der bereits
verwendeten Identitit gilﬁ = — lﬁgi + 2a - b. Nur die fiir S, sei vorgestellt:

Saa = tr((p + m)E P FOR(p, + mkig V4 D)) = e (p £ V¢ lip if O8)
denn f;mp; = mfe = mk2 = 0 und g D¢ D mg gD — cD2:02 i — 0. Weiter ist
Sua = 2ki - p; tr(pﬁ”%#”))

:2ki'p( - ki tr(?ﬁ )+tr(pfk ))
= 8k; - i (2( (f)'ki)(pf'g( ) + (s - ki)
2(c(f

i g
= 8ki - pi(2(e )'ki)Z"_pi'kf)a

wobei zuletzt die Impulserhaltung p;—k; = p;—ky, die ps-k; = p;-ky und e - (pr—k;) = 0
impliziert, benutzt wurde. Den Term Sy, erhdlt man daraus durch (7.35). Das Resultat
fiir Sab = Sba ist

S = 8| (s - pi) (g - pi) (209 - £)? = 1) + (ky - 9) ki pi = (ki - 9) ks i), (7.30)
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zusammen also

2
1 pi'kf pi ki ) 2
- |T|2:e4< + +4(e) . ® —2).
2a,ﬁ:1 pi- ki piky ( )

Verwendet man noch p; - k = mk® = m|k| bei der Einsetzung in (6.41), so findet man den
differentiellen Streuquerschnitt (Klein, Nishina 1929)

do _ T_%\’ffP(kal K|

— Do lA (1%, H+45<f>-5<i>2—2), 7.37
dQ A2 NME| k] ( ) 750

wobei rg = €?/(4wm) der klassische Elektronradius ist. Hier ist |Ef| durch |k;| und den
Streuwinkel cos @ = € - €; bestimmt iiber die 4er Impulserhaltung k; — k; = p; — py: Das

Quadrat ist —k; - ky = m? — p; - py, wobei k; - ky = |l%||lgf|(1 —cos ) und p; - py = mp} =
m(m — |ks| + |ki]), also
k|

k| = = :
1+ (|ki|/m)(1 — cos )

(7.38)

Im Grenzfall Photonen niedriger Energie, 8 = |k;|/m — 0, wird (7.37) zu

1

do - 2| f|2 S(f)  =())2 2
dQ_TOU&P (5 £ )+O(ﬁ),

was mit (2.53) (bis auf O (3?)) iibereinstimmt.

Bei unpolarisiert einfallenden Photonen und nicht beobachteter Polarisation der gestreu-
ten wird (7.37) zu

do %%m0%||m -
— =4 = + —— —sin 0). 7.39
dQ 2 k52 Mk |kl 1)

Integration iiber {2 = (0, ¢) anhand von (7.38) liefert einen komplizierten Ausdruck fiir
den totalen Streuquerschnitt oyo. Es gilt aber, vgl. (2.58),

o [1-26+0(8) (5 —0)
%(logZﬁ—i— 3+ O(logﬁ)> , (B —00).

ar

7.5 Kopplung an dussere Felder

Es ist angebracht, dussere Quelle des e.m. Feldes klassisch zu beschreiben, wie z.B. einen
Magneten oder auch einen Atomkern. Man zerlegt das Feld

Alor (1) = Al(x) + A"(x) (7.40)

in ein von j* erzeugendes klassisches Feld, A#, und ein quantisiertes, A*. In der Hamil-
tondichte entsteht die zusétzliche Wechselwirkung/Vertex/Faktor (Ortsraum)

A ()

eV(x) A (2)¥(x) — b 4 — —ied.(2)pa - (7.41)
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Man kann aber auch direkt die Quellen j#(z) iiber die Hamiltondichte j, A%, s. (3.24) ans
Feld koppeln

Jo(2)A%(z)  — ? — ().

Der Vertex
Vertex (7.3

1) entsteht daraus in Verbindung mit dem Photonpropagator und dem

(7.4
2
[ 01w (<) 180y =)+ (16) (), = A,

wobei A?(z) = — [ d'y j°(y)Ar(y—2) die Losung (in der Lorentz-Eichung) der Maxwell-
Gleichung zu vorgegebenen Quellen j” und ,,Feynman-Randbedingungen® ist (s. Ubun-
gen).

Sei nun H = Hy + Hy,, wobei Hy, die Wechselwirkung zu einem rdumlich lokalisierten
und zeitlich konstanten dusseren Feld ist und Hy auch schon ,innere” Wechselwirkungen
enthalten darf. Seien [€),|2) die Grundzustinde, Hy|2) = 0, H|Q2) = FE|Q), wobei
im Allgemeinen die Grundzustandsenergie F # 0 ist, da im Unterschied zu (7.2) die
Lorentzinvarianz durch Hy, gebrochen ist. Umgekehrt ist hier (€4|2) # 0 verniinftig. Es
ist

N ()
E=i)_ dty ... dt, 6(ty) - (Q|THy (t) ... Hy (t,)|Q0)e (7.42)
mit Hy (t) = ef0! Hy,e7Hot Herleitung: Nach (7.3) ist [(Q0]Q)]? = limy_o0 (Qo|e 7 H =5 Q),
d.h.

1 . 1
iF+ tlim n log<§20]e_lHt\Qo> = thm N log ‘(QO|Q>’2 =0.

Der Logarithmus von

t/2
(le100) = (@[T exp (i / Hy (7)) )
—t/2
N
:p; ! !2 dty ... diy{Q0|THw (1) - . Hiw (,)|20) (7.43)

ist, s. (7.22), durch die zusammenhéngenden Diagramme in der Entwicklung von (7.43)
gegeben: (...) = (...)e. Da (Q|THy (t1) ... Hw (t,)|Q0). zeittranslationsinvariant ist und
abfallt fir t; —¢; — o0, (i = 2,...,p), betragt sein Integral asymptotisch fiir t — oo

t/2

t / dty ... dt, (| THw(ty = 0)Hw (t2) . .. Hw(t,)]|Q0)e
—t/2

Anwendung: Die Coulomb-Energie

E=— (7.44)



zweier gleicher klassischer Ladungen definiert ihre Stirke e. In der QED entspricht sie
der Grundzustandsenergie des Feldes in Anwesenheit einer statischen Ladungsverteilung

(20, &) = (p(Z),0). Mit
) = [ @rja@)a*() = [ @p@ ).
o) = [ koo = [ atkspme,

1 -

) 0 2 — d4k, L —ikx

@@ = 5 [ ol
wird

E—li (_l)pi/dko } (K, p(k:)) Gelkry ... k) (7.45)
- 1 3 (3 C 9 P .

1 p! 2w i1 ’ k=..=k9=0

mit

Gullr, . k) = / Ay ... A, e Sk () TA () .. A%(2,)[ )

Nach Furrys Lemma liuft die Summe (7.45) nur iiber p gerade. Mit G (k1, ko) =: (27)%0(ky
+ky)G.(K*) lautet die Nidherung p = 2

i

E:%(ZW)3/d3k|p( PGk (7.46)

wobei p(—k) = p(k) benutzt wurde. Die Diagramme fiir Go(ky, k2) sind

1% k
0 + 0 0 +...,
1% k

0

sodass in fiihrender Ordnung G.(k?) = —ig”°/(k? + i0) und

(—i)* 3 lP(R)I” D 11 [ s g p(@)p(d)
E:T( )/d T §-E/dxdym.

Insbesondere ist fiir p = p; + py die gegenseitige Wechselwirkung

_/d3d3plf ()
|7 — 9]

im Einklang mit (7.44). (Dieses Resultat ist einfach und exakt, falls kein Fermionfeld ¥
vorhanden ist; mit (7.45) werden wir Korrekturen berechnen).
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8 Renormierung

8.1 Die 2-Punkts-Funktion in der ¢*~Theorie

In Gleichung (6.11) ist die allgemeine Struktur der Funktion iA, () = (Q|p(x)(0)|£2) in
einer wechselwirkenden QFT mit isolierter Massenschale m? gegeben. Sie iibertrigt sich
auf iAp(z) = (QUT(@)e(0)|2) = 0 (2) + 0(—a®)ils, ()

G(z) =ilp(x) = ZiAp(z;m?) + /dﬁ(m’Q)iAF(x; m’?), (8.1)

wobei iAg(z;m'?) sich auf ein freies Skalarfeld der Masse m'® bezieht, und dann auf die
Fouriertransformierte

iz

Glp) = — 2

Q p? —m?+ 10

i
+ [ dpm?) e = al0?). (52
Hier ist m? ¢ suppp C o(M? = PrP,) (isolierte
Massenschale). Aus der Existenz asymptotisch frei- @
er n—Teilchenzustéande (6.17) folgt dass, wie in einer ’

freien QFT, [(2m)?, 00) C o(M?). Es ist also nahe-

liegend (falls keine gebundene Zusténde existieren, s. m

(6.8)), dass g(p?) analytisch ist in p* € C ausser ei-

nem Pol bei p*> = m? und einem Schnitt [4m?, o).

Dabei ist der Unterschied der einseitigen Grenzwerte

g9(p* +10) — g(p* —10) = 275/ (p*) (8.3)
(verwende (t+i0)~" — (¢t —i0)~! = —2ird(¢)). Umgekehrt ldsst sich eine auf diesem Gebiet
analytische Funktion g(p?) (unter gewissen Voraussetzungen fiir p*> — oo) gemiiss (8.2)
darstellen.

Die Stérungsrechnung reproduziert diese analytische Struktur, wie wir anhand der ¢3-
Theorie nun zeigen

1 m2 A .
L = 5(9up)(0"0) = 7(’@2 —5903, (8.4)
: X P

wobei mg und m aus (8.2) verschieden sein diirfen. Die Greensfunktion
Gp.p) = / dada’ e QI T () o)1)

_ / dady e =" @) (Q| T (1) (0)Q)

= @2m)*W(p+p)e(p?)

ist durch die Diagramme, vgl. die Regeln auf S. 96,



gegeben. Fiir g(p?) bedeutet dies in Ordnung \?

1 i 1

2\ _ i mE)) ———— 8.6
mit (in? .
—iA d*k i i
IAZYL (p2 m2) = / . 8.7
WEmo) =5 | iRm0 Gk —mien D)
wobei der Faktor 1/2 von S =2, §" = 1 kommt. In dieser Ordnung ist (8.6) gleich
: -1
2 1 2 22(p27m(2))
S S T A R\ Vi
9(r") p2—m3+10< P2 —m2 +1i0
- 1 (8.8)

PP —md = N2 md)

Die Entwicklung der geometrischen Reihe (1 — ¢)~! zeigt, dass sich (8.8) von (8.7) unter-
scheidet um die Diagramme

n=2

n

die einen Teil aller Diagramme O(\?) in (8.5) ausmachen. Bloss: Das Integral (8.7) der
Selbstenergie \?Y, ist logarithmisch divergent, da der Grad in & des Nenners gleich
der Dimension 4 der Integration ist. Die Differenz der Integrale fiir verschiedene Werte
des dusseren Impulses p ist aber konvergent:

1 1
» 2 2\ 1 /d4k _
2P mo) =355 [ ((k2 —mg +i0)((p — k)2 —mg +10) (k2 —mf + 10>2>

1
+ /d4k’ (k2 _ mQ + 10)2:| = Zl(p27m(2)) + E”(mg) (89>
0

das erste Integral ist konvergent (s. auch unten), das zweite ist divergent, aber unabhéngig
2
von p.

Feynman-Diagramme konnen vorerst endlich gemacht werden durch eine Regularisie-
rung, z.B. nach Pauli—Villars: In der einfachsten Version, die hier ausreicht, ersetzt man
die Propagatoren im Diagramm geméss

i i i B Si(M? —m3)
k2 —m2+i0 k> —m3+i0 k2—M?2+i0 (k* —m3 +10)(k? — M? +i0)
{Hm M? — oo bei k? fest
=O((k*)™?) k* — oo bei M? fest.

Der Cutoff M? ist der Parameter, der das Abschneiden (bei k? ~ M?) des Propagators
beschreibt. Bei ¥ ist diese Ersetzung fiir M? — oo unwesentlich, da es bereits konvergent
ist; hingegen ist nun

" __ 1 (M2_m2>2/d4k 1
32! 0 (k2 —m3 +10)2(k* — M? +10)?
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erst im Limes M? — oo divergent.

¥ (p?, m?) kann aus 9% /0p* = 93, /0p? und
Y(p*=0,mg) =0 (8.10)
bestimmt werden. Wegen (9/9p")2s = 2p,(9/0p*) %5 ist

ox’ _ pt oY —i /d4k p(p — k)

op  2p2 aph 32mip? ((p— k)2 —m2 +10)2(k2 — m2 +10) °

Unter Verwendung der Feynman-Parametrisierung (s. Ubungen)

1

1 -3

5 :2/dx‘x(Ax+B(1—x)) ,
0

der Umformung

((p— k)* —=mg +10)x + (K* — mg +i0)(1 — z)
= (p* — 2pk)x + k* —m +10 = (k — pr)* + p*(z — 2*) —mJ +i0 (8.11)

und der Substitution & — pr — k ist

1
P (p —
327T4p28 Qi/dx -x/d4k: 5 p- = (k+pr))
) (mj
1

o —p*x(l —x) — k2 —10)3

=2 [do-a(l—2) [ d% - 12
P / v I)/ (m3 — p?2x(l — ) — k2 —i0)3’ (8.12)
0

da k im Zghler einen ungeraden Integranden liefert. Die Integration {iber £ € R in
d*k = dk°d*k kann durch eine iiber £° =: ik* € iR (Wick-Rotation) ersetzt werden,
sofern

K :=mj—p’z(1 —x) >0,

da die Contour (kein Beitrag von den Bogen bei co) die

beiden Pole £[K + k2 —i0]/2 nicht umliuft. Das innere

Integral (8.12) wird so zu einem Euklidischen Integral .
(mit d =4, a = 3) der Form

1 _ QF(Oé B %l> %—a
/d%m =¥ WK (8.13)

(k= (k, k%), k* = % (k%)?), wobei

[(z) = / dte 't (8.14)



Es gilt I'(z + 1) = 2I'(2) und I'(1) = 1. Damit ist (8.12) gleich

1 1

2,2 z(l —x) _ 99 0 2 _ .2
—7p /dmmg—p%(l—x) =7p a2 dz log(mg — p“z(1 — z))
0 0

und zusammen mit (8.10) folgt

2 2

_ 1 —
/dx log (0 pﬂi( x)). (8.15)
0

¥ (m?) kann dhnlich ausgerechnet werden:

M
X' (mg; M?) = — log e + konvergent. (8.16)

1672

Wichtig ist vor allem, dass es fiir M — oo divergiert. Diese Tatsache kann auf verschiedene,
aber dquivalente Weisen ausgelegt werden:

1.

»Unrenomierte® Stérungsrechnung. Das Teilchen ohne Selbstwechselwirkung ist
eine Fiktion (wie etwa das Elektron ohne Wechselwirkung zum e.m. Feld). Uber seine
nicht beobachtbare ,,nackte” Masse m? kann die Theorie verfiigen. Beobachtbar
und (in dieser Auslegung) vorgegeben ist die physikalische Masse m? des freien,
selbstwirkenden Teilchens, s. (6.9), die sich als Pol in (8.2), bzw. (8.8) manifestiert:

p? —m0 M3 (p?, mo){ P = 0. (8.17)
Die nackte Masse mg = mo(A, M2) = m” (M2) +m{? (M?)A% + ... ist so zu wiihlen,
dass

ma(\, M) + N2y (p®, ma(A\, M); M?) —— m? + N2 5 (p?)

M—oo

einen endlichen Grenzwert hat (fiir ein p?, und damit fiir alle); dies legt die renor-
mierte Selbstenergie Y(p?) nur bis auf eine additive Konstante fest. Letztere ist
nach (8.17) so festzulegen, dass

ER( %) =0. (8.18)

Fiir mZ(\, M?) = m? + A\? konst + log £ 4+ O(X) ist, vgl. (8.15, 8.16),

162

dz log(m? — p*x(1 — x)) + konst

%
—_
'\qw
O\H

! /dx log<m2 —pjx(l — :c)) , (8.19)

wobei zuletzt (8.18) erfiillt wurde. Die Greensfunktion

i

2= i = VeE )

g(p*) =
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hat in der Tat die analytische Struktur der Figur (8.3): einen Pol bei p* = m? mit
Residuum i7,

d 1 A z(1—x)
Z*lz 2 2_)\221% 2 -1 —/d
dp? (= m (7)) D2em? T | YT
0
27/ (3/3)

sowie einen Schnitt fiir p? € [4m?, 00): p? liegt auf dem Schnitt des log in (8.19), falls
m? —p*z(1—x) < 0 fiir ein z € [0, 1], wobei x = 1/2 dem Maximum, 1/4, von z(1 —z)
entspricht.

. »Renormierte* Storungsrechnung. Die Zerlegung (8.4) von L in Lo und Ly ist
nicht zwingend. Sei m2 = m?% + dm? mit festem Massenparameter m% und Gegen-
term dm? = \?(dm?),, sodass L = Ly + Ly mit

1 m%% 2 A 3 % 2\ 2
£0=§(au90)(3“¢)—7<ﬂ ; sz—gso —?(57” )20” .

In der Stérungsrechnung, die auf (8.15, 8.16) fithrt, ist my durch mpg zu ersetzen. Ferner
kommt ein weiterer innerer Vertex, vgl. (7.15), der Ordnung 2

Ay) — —HK— —  —iX}(m?), (8.20)
hinzu, und damit ein Diagramm ——>&—— der Ordnung A\* zu (8.7). So wird
p—

g(p?) = i(p? — m} — N25a(p?, mp; M?)) ™
mit _

So(p?, mp; M?) = So(p?, mp; M?) + (6m?)(M?)
wo Y vorher ¥, hiess. Nun soll (dm?)9(M?) so gewiihlt werden, dass

22(p27 m?%? MZ) _]\Z»: E2R<p27 m%%)

endlich ist (fiir ein p?, und damit fiir

alle), was I nur bis auf eine additi- Ef(pZ,m%){ i
ve Konstante spezifiziert. Diese Freiheit ~ S NPt mp )
kann durch einen weiteren Parameter
u? parametrisiert werden, z.B. den Re-
normierungspunkt: N p?

S5 mplu®) =0 fiir p® = 7. (8.21)
Also ist, s. (8.15),

1

1 m% — p*x(l — x)

25 0% M) = 35 /dx log<m£ (i I>) . (8.22)
0
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Die physikalische Masse m? ist dann (bei festem \) bestimmt durch m%, u? als Losung

von
i+ NS (m?, m| %) = (8.23)

Umgekehrt liefern verschiedene Werte von (m%, 2) dieselbe vorgegebene Masse m?
falls sie (8.23) erfiillen. Dann ist auch

i
p* —mi — NN (p?, mi|p?)

g(p*) =
B i
p? —m? 4+ N2(S5(m2, m3 | u?) — SE(p?, m%|p?))

unabhiingig von p?, da die Differenz der Xy es ist. Durch die 2 Parameter (m%, u?)
wird also nur eine 1-dimensionale Schar von QFTs parametrisiert. Aquivalente Punkte
(m%, 1) bilden eine Kurve m% = m%(u?). Transformationen, die Punkte in dquivalente
abbilden, bilden die Renormierungsgruppe, aber keine Gruppe im mathematischen
Sinne. Aus der Differenz von (8.23) fiir p? = p3 und p? = p? folgt

» )~ pda(l—a)

() = (o) + 3oy [ do lop TEELIETI o), (24
0

wobei unter dem Logarithmus m%(u3) = m%(u?) + O(A?) benutzt wurde. Man sagt

fiir (8.24): m%(pu3) entsteht aus m%(u?) durch eine endliche Renormierung. Die

infinitesimale Version davon, und damit die Differentialgleichung fiir m%(x*) (Renor-

mierungsgruppengleichung), ist

1
2 2

dl 2 d 2

dlogp?  m% du? 327r2 (1 — )

0

Gleichung (8.21) bedeutet, dass
2 i a2 2
N ————— f ~
9(p°) i ir p~ ~ p°,
weshalb m%(u?) laufende Masse bei der Energieskala p heisst.

Natiirlich kann man m% = m? wihlen. Das entsprechende p? folgt aus (8.23), d.h.
N m? m?u®) =0, (8.26)

also p? = m?, und aus (8.22) wird (8.19). Alternativ zu (8.21) kann man die additive
Konstante in X% auch wie folgt einbeziehen:

1
2 2
_ 1—
/dx log (2P f( x)) (8.27)
0

S5 (p?, mp| i) ’

(minimale Subtraktion; hier hat y? eine andere Bedeutung als in (8.21)). Durch
Ableitung von (8.23) bei festem m? folgt nun statt (8.25)

dlogmy 1 ( A )2' (8.28)

dlogp? 3272 \mp
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8.2 Dimensionelle Regularisierung

Statt das divergente Integral ig(pQ, m%), s. (8.7), durch einen Cutoff M zu regularisieren,
kann man verwenden, dass

1 /ddk 1

32t (k2 —m% +10)((p — k)? — m% + 10)

Sy (p?, m%; d)

in d = 1, 2,3 Dimensionen konvergent ist. Durch die Feynman-Parametrisierung

ﬁ = /d:f; (Az + B(1 — 1))

folgt, s. (8.11),

1
3274, = i [dx [ d%
e 1/ x/ (m% — p?x(1 — z) — k? —10)?
0

nach Wick—Rotation und (8.13) mit o = 2. Die Divergenz bei d = 4 widerspiegelt sich
darin, dass ['(z) bei z = 0 einen Pol hat. Das Integral (8.14) ist nur fiir Re z > 0 absolut
konvergent, hat aber eine analytische Fortsetzung auf ganz z € C bis auf einfache Pole
bei z =0,—1,—-2,.... Die Gleichung

Fz+1) TI'(z+2)

[lz) = z - z(z+1)

gestattet namlich, den Definitionsbereich sukzessive auf Rez > —n (n = 1,2,...) zu
erweitern. Fiir z — 0 ist nach Taylor

2T(2)a® = T'(z+1)e*lose
1+ (C()loga +I'(1))z + O(z?).
Damit ist fir d — 4 und a™! = 7(m% — p*x(1 —z)), 2 =2 — ¢
1

~ 1 2
S = g (g * T + [ st a1~ ).
0

Der Gegenterm (8.20) hebt die Divergenz weg, ldsst aber eine unbestimmte additive Kon-
stante zuriick. Diese kann wie in (8.22) oder (8.27) dargestellt werden. Ohne tiefer auf
die Aquivalenz zur Pauli-Villars Regularisierung einzugehen, soll fortan diese praktische
Berechnungsmethode verwendet werden.
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8.3 Ein—Schleifen-Renormierung der QED

Wir untersuchen hier die (renormierte) Storungsrechnung ausgewéhlter Greensfunktionen
der QED eine Ordnung iiber die fithrende hinaus. Wir nennen e und m (statt mg) die Pa-
rameter, die in den Feynman-Regeln, s. S. 99 vorkommen. Eine physikalische Bedeutung
erlangen sie durch Festlegung endlicher Konstanten, die durch die Renormierung nicht
bestimmt sind, vgl. z.B. (8.21). Die dazu erforderlichen Gegenterme werden wir erst im
Nachhinein in Verbindung mit den nackten Gréssen bringen.

1. Fermionpropagator in Ordnung e?
Guulp'sp) = [ s’ dle 0/ 00 QT ! T, ()]
= (2m)* W (p + P)Gra(p) - (8.29)
2. Photonpropagator in Ordnung e?
Gl ) = [ dlydty e W79 QT A, )4, ()]
= 2m)* W (k + k)G, (k) . (8.30)
3. Vertex in Ordnung e?
GLipb) = [ d dladtye T QT ) T(0) 4 () |9)
= (2m)' 6N +p+ k)G (—1.p) . (8:31)

Gewisse Diagramme werden nicht nur fiir innere Impulse k* — oo divergieren, sondern
auch fiir £ — 0 problematisch sein. Dies kann behoben werden, indem man dem Photon
eine Masse \? erteilt, s. (3.69). Damit wird, s. (7.31),

NN
ILL v -

e K2 — a2 1 q09m

1) Fermionpropagator. Diagramme:

— k
S sk S +O(eh)
pP— < 0p P —p—k p

Die Summe der Diagramme der Form

— - —<—£j—<—+—<—£j—<—tj—:j—<—+... (8.32)

liefert, vgl. (8.8) und (p 4+ m)(p*> —m? +1i0)~" = (p —m +i0)~",
G(p) () +

i i
_p—m+m+p—m+m
i

:p—m—eQE(p)+iO

(8.33)
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mit Selbstenergie

. 9 ETIRY: 'k (—i)gw " i(p—k+m) v
—leB(y) = () / QT k2 — X2 +i0! (p—k)2—m2+i0

(8.34)

Dieses Integral ist logarithmisch divergent fiir k& — oo, denn die fithrende lineare Divergenz
i d*k Jt - k~* hat einen ungeraden Integranden. Es kann durch dimensionelle Regularisie-
rung berechnet werden iiber

/d4kk2 - ; +i0 (p — k:;i:;fn“rio - —a’f / 77— 0 oe((p — B = m410).
Das Resultat ist: Fiir d — 4 ist
S(p) = <W1—4> ARy - (m FBOY))m+Od—4)  (339)
mit
A@p?) = 871T2 /1da; (1) 1og<9””2 il G x):; i U x)p2> , (8.36)

0
1

1 zm? + (1 — 2)\? — 2(1 — z)p?
B(p?) = o) /d:r; 10g< e )
0

(8.37)

fiir bestimmte Konstanten pa, po. (Fiir A = 0 entsteht bei = 0 eine bloss logarithmische
Singularitit, sodass A(p*), B(p®) endlich bleiben). Die Divergenzen in ¥(p) bei d — 4
kénnten kompensiert werden, falls der Stérterm in der Lagrange-Dichte Gegenterme der
Form

innerer Vertex Faktor

AN (x )1(3‘1’(@ } h —a>Ka— a — iAgpba—l-iAom(sba (8.38)

—ANomV (z)V(z)

enthielte, was wir spiter begriinden werden. Fiir Ay, Ay = O(e?) wiire nidmlich jede
Schleife in (8.32) zu ersetzen geméss

i

622(p) — eZZ(p) — (Dgp + Agm),

d.h.

und bei passend gewihlter Divergenz von Ay, Ay bei d — 4,
ro= 1 ony,  m= 1 o), (8.30)

gilt



wobei pig, o in (8.36, 8.37) nun unbestimmte Konstanten von As; Ag in sich aufgenommen
haben. Diese konnen durch zwei zusétzliche Bedingungen festgelegt werden: Will man z.B.,
dass

(i) m? = physikalische Masse (der 1-Teilchenzustinde),

so muss gelten, vgl. (8.2),

1
= 2 4 regulér,

p—m—eEg(p) p-—m

A(m?) = B(m?) (8.40)
erfordert. Ferner findet man
2= Lp—m— e,
P e
= 1 P[A(?) + 2m(A (m?) — B(m?)]
mit

/ z(1 — 2?)

2( A2 ooy L
m(A(m)—B(m))—R/dxx2+(1_x)()\/m)2.

(Fiir A — 0 divergiert das Integral; der Limes ist spater zu nehmen, soweit moglich). Also
kann man Z, festlegen, z.B.

(i) Zy=1,

durch Wahl von ps; danach erfiillt man (8.40), also (i), durch Wahl von pug. Fiir spater
halten wir fest, dass (i,ii)

Yr(p) =O0@p—m),  (p—m) (8.41)
bedeutet.
2) Photonpropagator. Diagramme:

Wieder summieren wir die Diagramme der Form

—lg —lg
G) = et e e (k)

—i

(k2 — X2)g~1 + €2I15(k?) + 10

e — +
2
k2 /\ +10 (8.43)
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mit Vakuumpolarisation

M -y / dp . (7# ip+m) , i(p—Fk+m) )

(2m)* p? —m? + 0! (p—k)?—m?+i0

(das Minuszeichen rechts kommt von der Fermionschleife, s. Regel (4), auf S. 99). Fiir
grosse p verhélt sich das Integral wie f d*p - p~2, das somit quadratisch divergent ist.
Dimensionelle Regularisierung liefert fiir d — 4
1 1
T (K2) = (bR — K2g™) - (5= + TI(k?) + O(d — 1)) A4
() = ( 9 (57— +TI02) + O — 1) (344
mit
1
1
(k) = 53 /dxx(l — ) log<
0

m? — (1 — x)k2> |

8.45
13 (8.45)

wobei der Limes A — 0 genommen wurde und p3 eine bestimmte Konstante ist. Der Term
k*k” ist unwesentlich in (8.44), da G"(k?) stets mit dusseren oder inneren Strome (z.B.
j*(x) = eV (z)y*¥(xr)) kontrahiert ist, die erhalten sind: k#j,(k) = 0. Die Divergenz fiir
d — 4 in (8.44) konnte behoben werden durch einen Gegenterm

innerer Vertex Faktor
1
—§A3(60A5)(00‘A5) — oA~ A~ v — —iAgk2g" . (8.46)

da dieser —iAzk*g" zu —ie*I14" (k?) beitriigt. Damit wird bei passender Wahl der Diver-
genz von Az

—ig
G(k*) =
(+) k? — k2e?Ilr(k?) +i0 "
wobei j3 in (8.45) zu einer unbestimmten Konstanten geworden ist. Da ITz(k?) bei k? = 0
reguliir ist, bleibt der Pol von G(k?), und somit die physikalische Masse des Photons, bei
k? = 0:

G(k*) = _k;gfgiO + regulér
mit Z; ' = 1 — e*I1z(0). Durch Wahl von p3 erreicht man
(iii) Z3=1,
also
1 -
x(k%) = 2%2 /dxw(l — ) 10g<m2 _ 567532_ x)k2> ~ {%ﬁii%) ’ E:z : (i)o’o) .
i (8.47)

Eine physikalische Bedeutung von (iii) entnimmt man aus dem Vergleich mit dem Cou-
lomb-Gesetz. Aus (7.46),
- 1
_iGOO(_k_2) = = -
F2(1— elln(—h2)

und (8.47) sieht man:
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(i

) Das Coulomb-Gesetz E = e?/4nr gilt, falls ak?/m? < 1, (a = €*/4w), d.h. fiir
Abstinde k7! ~ r > Ja/m ~ 51072 m. In diesem Sinn ist e die physikalische
Ladung (bzw. Zé/ ?¢ bei anderer Wahl als (iii)). Thre Stiirke kann gedeutet werden als
Resultat des Austauches virtueller Photonen, entweder direkt zwischen den nackten La-
dungen (erstes Diagramm in (8.42) und Gegenterme) oder indirekt iiber die Erzeugung
virtueller Elektron-Positron-Paare (Vakuumpolarisation; restliche Diagramme). Letz-
tere schirmen die nackten Ladungen bis auf den physikalischen Wert ab, in Analogie zu
einem Dielektrikum. Beachte, dass TIz(k?) einen Schnitt aufweist, der bei k% = (2m)?
beginnt; dies entspricht der Energie 2m, bei der die Paare reell werden.

(ii) Als Verallgemeinerung von (iii) kann die Konstante in (8.47) festgelegt werden durch

Hp(k?|u?) = 0 fiir k? = —p? Die Bedeutung von e? = e*(p?) ist dann die einer
laufenden Kopplung, die die Stirke bei Abstéinden r ~ |k|™' =~ pu~! misst. Die
Beziehung zur physikalischen Ladung e?(0) folgt daraus, dass

90,2
202G (k2] 12) = —ige*(p?)
e (:LL )G( |:LL ) k‘2(1 - 62(M2>HR(I€2|N2>>
unabhiingig von p? ist. Verwendet man dies fiir k2 = —p?, so folgt
e?(0) _ e?(0)

€ (M ) = 1— 62(O>HR<_M2’0) - 1— 62(0) : 121ﬂ.2 log(ﬂg/mQ) 7

wobei letzterer Ausdruck fiir 2 > m? gilt. Die laufende Kopplung nimmt mit wachsen-
dem g, d.h. mit kiirzeren Absténden, zu (Interpretation: die Abschirmung der nackten
Ladung hat bei r < /a/m den asymptotischen Wert (r — oo) noch nicht erreicht).
Sie divergiert sogar bei p 2 me¢ (0/67° — me2e/37 (x5 m . 102 fiir o' = 137) (Landau
Pol). Dies zeigt, dass die QED selbst fiir kleine a bei sehr kleinen Absténden nicht
mehr storungsrechnerisch behandelt werden kann (anders die QCD, wo die laufende
Kopplung abnimmt: “asymptotische Freiheit”).

3) Vertex. Diagramme:

b

Ju

/ iz iz
A’C\:p_p + + +
Y a b a b a
1 K©
+ + +O(e%).
b a b a

Dies kann zusammengefasst werden zu (bis auf O(e?))

G (0 p) = G* ()Gl () (—ieAyy (1, p)) Glara ()

mit Vertexbeitragen m

!

ieA;;a(p',p):)j\ + P
p

b a

p—k 4 (9(65) = —ie((v“)ba + 62Fga(p/,p) + .. ) ,

ook e (8.48)



(—ie) - e*T*(p', p)
iy Ak —igas s i@ —k+m) o ip—k+m) |
(-ie* [ : -

2T 2 — A2 +i0 | (P — k)2 —m?+i0 (p— k)2 —m2+i0

(8.49)

Dieses Integral ist logarithmisch divergent, und der divergente Teil ist oc +*, denn er
stammt, was den Zidhler angeht, von

VoV Fy® = —2fy"f = 2k>4* — kM|

(vgl. Umformung in (7.36)); der Beitrag des letzten Terms ist oc [ d*k k#k"y, - (k)73 o
"7y, = ~*. Dies erklirt (bis auf den Faktor vor ), dass

1
Wp) = gm0
)

TR, p) (8.50)

wobei A = 0 gesetzt wurde und T'%(p/, p
Gegenterm der Form

endlich ist. Die Divergenz wird durch einen

innerer Vertex Faktor
1
—e/\UAD — )‘ — ieA1 (7" )ba (8.51)
b a
kompensiert. Dies bedingt, dass
A :6—2L+O(1), (d—4);
8r2d— 4

dieselbe Divergenz also wie auch schon A, in (8.39) aufwies. Wir wihlen die endliche
Konstante in A1, so dass
(IV) Al == AQ, (852)

d.h. auch im endlichen Teil. Die Bedeutung dieser Wahl wird aus folgenden Identitéten
klarer (und, spéter, aus der Eichinvarianz der QED). Fiir den inversen Fermionpropagator
(8.33)

G7Hp) = —i(p —m — e*X(p))
gilt, zunéchst ohne Beriicksichtigung der Gegenterme (8.38) und deshalb bloss formal,
G7Hp) = G () = —i(p — ) — 1 (3(g) — S(p)
mit (verwende A~!' — B~ = A~1(B - A)B™)

—ie*(X(¢) — 2(p))

_(_16)2/ d*k —i V( i B i )
- 2m) k2 — A2 410 d—F-m+i0 p—f-m+i0 T

. 1 1
Y —F—m+i0 (p—4) P—F—m+i0

Also ist, s. (8.48, 8.49),
(G p) —GHD) = (0u — @) [V + € T(q,p)] = (D — @) N (¢, p)
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(Ward—Takahashi Identitét) und insbesondere im Limes ¢ — p

0y
Op+

(Ward—Identitit), wobei auch (8.51) nicht beriicksichtigt wurde. Nimmt man die Ge-
genterme hinzu, so dndern sich die beiden Seiten in (8.53)-¢? um

0
_a_p“(A2¢) = —AQ’}/M, bzw. — Al’yu :

=I"(p,p) (8.53)

Die Identitaten bleiben dank (8.52) bewahrt.

Damit ist die Renormierung von (8.29-8.31) erfolgt. Wie gelangt man aber zu den Ge-
gentermen (8.38, 8.46, 8.50)? Dazu gehen wir von der Lagrange—Dichte (6.1) aus,

1 Tt 7]
£ = 50 A0 (@A) + T (0, — o) o) ~ maio) Voo

wobei wir die darin vorkommenden Parameter ey, my und Felder A, QJ(O),W(O) als nackt
auffassen, s. S. 109. Fasst man —eqW )v*A(0), ¥ (o) als Storterm auf, so miissen die nackten
Grossen wie auf S. 109 divergent gewéhlt werden, um endliche physikalische Resultate zu
erzielen. Stattdessen fithrt man renormierte Parameter und Felder ein,

1/2 1/2
Ay = 2A, g = 2,0,
mo =: ZoZy'm, ey =: Z;1/2e. (8.54)

Dann ist ]
L= —§Z3(8HA,,)(6“A”) + Zs -Efy“(iaﬂ — eA#)\II — Zom@\ll ,

also L = Ly + Ly mit
1 — _
Ly=— 5(8MAV)(8“A”) + U410, ¥ — mUu¥ (8.55)
Ly =—eWy"'A, ¥
1 — _
— §A3<8MA,,)(8MAV) + \I!(Agw“au — Aom)\l’ - BAQ\II’}/MAN\IJ s (856)

wobei Z; =: 1+ A; (i = 0,2,3): Ly besteht aus der Wechselwirkung —eW~# A, W, sowie
aus den Gegentermen (8.38, 8.46, 8.50) mit A; = As.

Man hétte zunéchst auch eine unabhéngige Renormierung fiir
o = 2175 75 e (8.57)

vorsehen konnen. Im letzten Term (8.56) ware dann Ay durch Ay = Z; — 1 zu ersetzen.
Nun wire auch

A . (8.58)
Bei einer Eichtransformation

AN

0 — A’(lo) + 0" xo, bzw. AF — AF 4 OFy (8.59)
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Uy — e X0 bzw. ¥ — e XU (8.60)

folgt einerseits aus (8.58, 8.59) eqxo = (Z1/Z2)eyx, andererseits erfordert (8.60) und die
Eichsymmetrie, dass e™'X = R(e™°X0) wobei R : U(1) — U(1) ein Isomorphismus ist.
Die einzigen sind aber R(z) = z oder z, also ex = egxo (bis aufs Vorzeichen) und somit

insbesondere wird (8.57) zu (8.54).

Die konkrete Bedeutung der Renormierung fiir die Stérungsrechnung soll am Beispiel der
Compton-Streuung, s. S. 100, illustriert werden. Bis Ordung e* tragen 20 Diagramme
(ohne Gegenterme) zur Amplitude bei:

(a) (b)

2) Durch Ersetzungen in (a)

——— ~ << - 3
A~~~ s ’V\OW 2
_4_5_4_ ~ «—2:‘-%?—4~ 2
Dasselbe in (b) 7
3)

SN 2
Bl

Die Beitrége 2), zusammen mit den Gegentermen, sind dadurch beriicksichtigt, dass man
neu die Diagramme 1) berechnet mit renormierten Propagatoren und Vertizes (8.29-8.31)

1 —1G,u

p—m—e2Zp(p) +107  k2(1 — e2Mg(k2)) +1i0’ —ie(y" + €T (', p)) -

Im Vergleich zu vorher, s. (7.34), liefert dies zusitzliche Beitriige O(e*). Die Diagramme
3) sind endlich (s. unten), und ebenfalls O(e'); die letzten beiden kompensieren sich
gegenseitig nach Furrys Lemma, s. S. 100.

An diesem Beispiel sicht man auch, dass die getroffene Wahl (iii) der endlichen additiven
Konstanten fiir das Resultat unwesentlich ist (anders fiir (iv)):
(i), bzw. Ay. Falls nicht mehr verlangt wird, dass der Parameter mpg in (8.54) mit der
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physikalischen Masse m iibereinstimmt, so soll die Singularitéit des renormierten Fermion-
propagators immer noch bei p = m liegen. Somit kompensiert sein Nenner den Faktor
p —m aus LSZ.

(ii, iii) bzw. Ay, As. Bei anderer Wahl wire Z; ' = 1 — AF # 1 (i = 2,3). Fiir jede
Fermion— bzw. Photonlinie kommt ein Faktor Z,, bzw. Z3 hinzu, der zu je Zil/ ? auf ihre
beiden Vertizes verteilt werden kann. Ist einer davon ein dusserer Vertex, so wird dadurch
der Faktor Zi_l/ ? aus (7.33) kompensiert.

(iv) bzw. 2. Fiir jeden inneren Vertex kommt ein Faktor Z; ' := 1 — AF hinzu.
Insgesamt ist jeder Faktor e der inneren Vertizes zu ersetzen durch

27t 232 2,7) e

Hier ist aber Z;./ ?e die physikalische Ladung (wie auf S. 116 definiert). Also erfahrt das
Resultat keine Anderung, falls (8.61), d.h. die Ward-Identitét, gilt.

8.4 Renormierung in héherer Ordnung

Das Renormierungsprogramm der QED, s. (8.55, 8.56), in beliebiger Ordnung lautet:
Gesucht sind formale Potenzreihen in e¢? (oder v = €?/47)

mit Koeffizienten ¢;,,(A) die von einem Regulator A, z.B. A = M — oo (Pauli-Villars)
oder A = d — 4 (dimensionelle Regularisierung) abhéngen. Die Koeffizienten ¢&; ,,(A) sind
sukzessive so zu bestimmen, dass in jeder festen Ordnung o™ jede Greensfunktion

lim G(pi, ki; e,m, €,(A))

existiert und endlich ist. (Wir unterdriicken hier die ,technische* Photonmasse A\? > 0).
Die §i(A) sind dadurch nicht eindeutig bestimmt, und entsprechend die Bedeutung von
e, m noch nicht an physikalische Grossen gekniipft. Zwei Sétze (e,m, fl) stellen dieselbe
QED dar, falls sie durch eine endliche Renormierung verbunden sind.

Die Umsetzung des Renormierungsprogramms soll anhand einer allgemeinen QFT mit
bosonischen Spin 0 oder 1 Feldern (Propagatoren ~ k2 im Ultravioletten) und/oder fer-
mionischen Spin 1/2 Feldern (Propagatoren ~ ') diskutiert werden, wobei einfachheits-
halber die Wechselwirkung keine Ableitungen enthalten soll. Divergenzen kénnen anhand
1-Teilchen-irreduzibler Diagramme untersucht werden; diese bleiben beim Entfernen
einer beliebigen Linie zusammenhéngend.

Beispiel: QED

nicht 1-Teilchen irreduzibel 1-Teilchen irreduzibel
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Fiir ein Diagramm G sei

V = # innerer Vertizes
np = # innerer bosonischer Linien
mp = # #Ausserer bosonischer Linien (8.62)
np, mp . dasselbe fiir die fermionischen Linien
L = # unabhéngiger Schleifen, d.h. mit frei
wéhlbaren Schleifenimpulse (ky, ..., ky) =: k

Beispiel: ©*. Das Diagramm in der Gestalt eines Tetraeders hat
L=3.

Bei der Ersetzung k ~~ Ak ergeben sich fiir A — oo folgende Faktoren:

— — O\Y
AN — O( )\_2)
d*k; — O\,
die folgende Definition motivieren: Der oberflichliche Divergenzgrad eines Diagramms
G ist
w(G@) :==4L —2ng —np.
Bemerkung. w(G) < 0 ist eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir Kon-

vergenz (ohne Regularisierung) des k—Integrals fiir G. Das Diagramm kann néamlich trotz-
dem divergente Teildiagramme enthalten.

Unter den Zahlen (8.62) liegen Beziechungen vor:

1.
L:nB+nF—(V—1),

da jeder Vertex eine 6-Funktion liefert, die die Anzahl Impulse np + np um je 1
verringert. (Ausnahme: 6 (X einlaufende Impulse), was abgespalten wird, s. (7.26).)
Somit ist

w(G)—4=2ng+3np—4V.

2. Fiihrt man die ,Dimension* des Vertex ein,
3
w := # B—Valenzen + 5 # F—Valenzen ,

(vorausgesetzt, es gibt nur eine Sorte Vertizes), so ist

3
V.-w=2ng+mp+ =(2ng +mp)

2
=2nB+3nF+mB+§mF7
also 3
wG) —4=V(w—-4) —mp — gmF (8.63)

der oberflachliche Divergenzgrad ist ausgedriickt durch die Ordnung V' der Storungs-
rechnung und die Greensfunktion (mpg, mpg), zu welcher das Diagramm G beitrigt.
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Beispiel: ¢?®. Hier ist w = 3, also
wG) =4-V —mp,

und damit gibt es nur endlich viele oberflichlich divergente Diagramme. Diese sind

e mp=2V<2

C Die Divergenz dieses Diagramms wurde durch den Gegenterm (8.20)

kompensiert.
e mp=1V<3
@ @ Das erste Diagramm kommt wegen der Normalordung nicht vor;
’ das zweite erfordert einen Gegenterm:
_)\/90 RN —_

Beide Gegenterme erhélt man durch Umschreiben der Lagrange—Dichte (in nackten Grossen

ausgedriickt)
L = 1 0 o+ _en2. 2 >‘_3 3 _ No -
= 5(0u0)(0"0) = mip” — 51" = N

Gegeniiber (8.4) ,erzeugt® die Renormierung eine zusétzliche Kopplung —X .
Beispiel: QED. Hier ist w = 1+ (3/2) - 2 =4, also

w(G):4—ng—mB ;

es gibt co—viele oberflachlich divergente Diagramme (da w(G) mit V' nicht abnimmt), aber
nur endlich viele oberflachlich divergente Greensfunktionen. Diese sind:

e mp=0,mp=2wG) =1
Nach Regularisierung erweisen sich diese Diagramme als nur logarithmisch

z divergent, s. (8.34).

e mp=1mp=2w(G)=0

—o—

e mp=2mp=0 wG)=2
Diagramme erweisen sich nach Regularisierung als bloss logarithmisch di-

Z vergent, s. (8.43, 8.44).

e mp=3,mp=0 wG)=1

,\/vé\,\ Jedes Diagramm enthélt mindestens eine fermionische Schleife ungerader
Lénge: Sie kompensieren sich nach Furrys Lemma, s. S. 100.

e mp=4,mp=0:w(G)=0

Diese Diagramme erweisen sich als konvergent.
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Nur die ersten drei Greensfunktionen, d.h. (8.29-8.31), weisen oberflachliche Divergenzen
auf, die kompensiert werden miissen. In Ordnung O(e?) geschah dies durch Gegenter-
me (8.38, 8.46, 8.50) mit divergenten Koeffizienten A; derselben Ordnung. In héherer
Ordnung kommen weitere oberflachlich divergente Diagramme hinzu, z.B.

=l

zur Selbstenergie in O(e?). Es ist plausibel (wenn auch nicht evident, s. unten), dass
diese durch (ebenfalls divergente) Beitrage hoherer Ordnung zu den A;’s der selben
Gegenterme (8.38, 8.46, 8.50) endlich gemacht werden kénnen.

Diese Schlussfolgerungen kénnen anhand von (8.63) verallgemeinert werden:

e w < 4: Superrenormierbare QFT. w(G) nimmt mit der Ordnung V' der Stérungs-
theorie ab; es gibt nur endlich viele oberfldchlich divergente Diagramme, die nach
endlich vielen Gegentermen mit Divergenzen in endlich vielen Ordnungen verlangen.

e w = 4: Renormierbare QFT. Erforderlich sind endlich viele Gegenterme mit Diver-
genzen in allen Ordnungen der Stérungsrechnung.

e w > 4: Nicht renormierbare QFT. Erforderlich sind oo viele Gegenterme (mit Di-
vergenzen in allen Ordnungen). Im Unterschied zu w < 4 enthélt die Lagrange—Dichte
(samt Gegenterme) oo viele Parameter, womit die QFT keine fundamentale, physi-
kalische Interpretation zulésst. Solche Theorien konnen aber als effektive Feldtheorien
auftreten, deren Giiltigkeit auf Energien beschrankt ist, die viel kleiner als einen festen,
d.h. nicht divergierenden, Cutoff sind.

Soweit haben Gegenterme bloss oberflachliche Konvergenz gewéhrleistet. Es gilt aber (oh-
ne Beweis):

Satz (Weinberg) Ist ein Diagramm G samt allen seiner Teildiagramme (= Teilmenge von
Schleifen) oberflichlich konvergent, so ist G konvergent.

Die Anwendung des Satzes auf ein Diagramm geschieht zusammen mit seinen Gegendia-
grammen: Diagramme, die aus der Ersetzung eines oder mehreren divergenten Teildia-
gramme durch ihre Gegenterme entstehen.

Beispiel: ©*
+ (8.64)

Da —O— + —¢— konvergent ist, und die Diagramme (8.64) oberflachlich konvergent
sind, ist (8.64) insgesamt konvergent. Analoges gilt fiir andere superrenormierbare QFT’s.
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Beispiel: QED. Das oberflichlich divergente Diagramm
k K’

(8.65)

weist eine iiberlappende Divergenz auf, die die Divergenz der Teildiagramme

L D

iibertrifft, d.h.
SO O R G o (8.67)

ist immer noch divergent. Grund dafiir ist, dass das linke Diagramm in (8.66) die Diver-
genz fiir k — oo bei festem, oder zumindest beschrinktem, dusseren Impuls &” wiedergibt;
rechts dasselbe, mit k, k' vertauscht. Das Integrationsgebiet fiir das Diagramm in (8.65)
erstreckt sich aber auch iiber Bereiche wo k, k' — oo, gleich rasch. Es erweist sich, dass
die Divergenz von (8.67) durch den Gegenterm ~~~ (in Ordnung e*) kompensiert wird.
Die allgemeine, hierarchische Renormierungsvorschrift eines Diagramms und seiner Teil-
diagramme wurde durch Bogoliubov, Parasiuk, Hepp und Zimmermann gegeben.

8.5 Das anomale magnetische Moment des Elektrons

Als Anwendung der Renormierung berechnen wir den gyromagnetischen Faktor ¢ fiir das

magnetische Moment
e —
n=—-.-qg-8S 8.68
" 2m g ( )

des Elektrons, wobei S der Spin ist. Die 1-Teilchen Dirac-Theorie, s. (1.46), liefert g = 2.
Dieses Resultat erhilt man aus dem nicht-relativistischen Limes der Dirac Gleichung
oder, allgemeiner, indem man bei der Kopplung an ein dusseres e.m. Feld Matrixelemente

zwischen Elektron- und Positronzustidnden vernachléssigt. In der Tat, fiir ein statisches
dusseres e.m. Feld A¥(z) = (0, A.(7)) ist die Storung

Hy, = e/d?’xﬁ(o,f)Ac(:z)qf(o,f).
Thre Matrixelemente zwischen den 1-Elektronzustanden

[P, a) = b,(p)|0) (a=1,2%peVn) (8.69)

sind
(g, 8| Hwlp, o) = (2m) e / e u? (q) Ao(7)ul® (p)e! 7D (8.70)

(verwende (0| (z)b%(p)[0) = (27)~32u®(p)e ). Anders gesagt: Beschreibt man die
Zusténde (8.69) durch ihre Wellenfunktion

(2m) 73 2u O (p)ePT (8.71)
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so ist Hy = e (7). Die Gordon-Identitit lautet

1

7 )y u (p) = =—u? (q)[(q + p)* + 10" (g — p)uJu'(q) (8.72)
2m

mit 0" = 1[y",~4"]; insbesondere erfiillt S* =
Spins, [S™! Si2] = iS5, Somit ist

e (q) A(#)u ) p) = o

$0"t1F2 die Vertauschungsrelationen des

T(q)[(q + )" Acp(Z) + 10" (¢ — p)uAcp(B)]u'™ (p) . (8.73)

Im untersuchten statischen Fall ist der Beitrag des ersten Terms zu (8.70) gleich dem
Matrixelement zwischen Zustanden (8.71) des Operators

(&

o (7 A+ @) P) @1 = 5 (1) A + A ) @1, (874)

2m

wobei 1,5 = d4p und, s. (8.72),

LT (p)yul (p)
@ (p)u(@(p)

die Stromdichte im Zustand (8.71) ist. Wegen des Faktors 1 ist der Spin nicht an dieser
Storung beteiligt. (Im nichtrelativistischen Limes entspricht (8.74) dem Term O(e) der ki-
netischen Energie (2m) " (5—eA.(Z))?). Der zweite Term liefert Wegen —i(q—p)e (@ P)T =
Oze~ @)% ynd partieller Integration, sowie OAcy — 0, A, = den Operator

P
) = et

uw

" F (&) = —— 28 - B

& m - B 8.75
4dm 2m ( )

(da Fii1i02 = —B;), was g = 2 beweist.

Nun sollen die Korrekturen zum effektiven Hamiltonoperator Hy,, d.h. (8.74)4(8.75),
berechnet werden, die durch die quantenmechanischen Fluktuationen A*(z) um A#(Z)
verursacht werden. Statt (8.70) sind die Diagramme

A AN

(mit amputierten dusseren Linien) zu berechnen, vgl. (7.40). Nach Renormierung liefern
(d,e) bloss Korrekturen zu (a), die auf der Massenschale V,,, 5 ¢, p verschwinden, s. (8.41).
Nicht so fiir (b), da k = ¢ — p nicht auf der Massenschale des Photons liegt. Der gesamte
Beitrag (mit ¢° = p°) der Diagramme (a-c) ist, der Reihe nach,

Mja(q,p) = et ()7 Ay (k)u*) (p) (8.76)
+ e (q)y"u (p) - (—ie* g (k%)) Agu(K)
+ea® (q) (€T (g, p))u' (p) A, (k)
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wobei, vgl. (8.43, 8.44)

. —ig
—ie?TI, (k%) - 0 eI R(k?)

benutzt wurde. Wir untersuchen (8.76) im Limes, wo A#(Z) langsam verédnderlich ist
(auf der Skala m™!), sodass bloss das Verhalten fiir k& — 0 ziihlt. Dann ist der zweite
Term (8.76) O(k?), s. (8.47), was fiir die Berechnung von g unwesentlich ist. Eine lingere
Rechnung liefert fiir den dritten Term

e (q) (R (k)" = Fa(k?) - 5%;oﬂ”ky)z4cu<ﬁ)u“”(p) (8.77)

mit [(0) = 0, wobei die Renormierungsbedingung (8.52) eingeht; und

1 z
am? 2(1—2)
B(k*) = - dz [ d
() m / - / xZQmQ—x(z—x)kQ ’
0 0

unabhéngig von der Renormierung, s. (8.50). Insbesondere ist F5(0) = —a/(27). Der erste
Term (8.76) reproduziert (8.73). Vergleich mit (8.77) zeigt

g=2(1-F0) =2+ % (8.78)
(Schwinger, 1949). Stellt man g dar als g = 2(1 + a), so ist experimentell (Gabrielse)
oxp = 1'159'652'180, 85(76) - 102

(in Klammern die experimentelle Unsicherheit). Beriicksichtigt man, iiber (8.78) hinaus,
auch 7 Diagramme in O(a?), 72 in O(a?) und 891 in O(a?), so resultiert (Cvitanovic,
Kinoshita)

1

o = == — 0,328/478'965 (=) + 1,181'241 (=) — 1,914'4(2) "

27 s 7T T
Aus dem Vergleich ey, = ag, ergibt sich die beste Bestimmung der Feinstrukturkonstan-
ten:

a~' = 137,035'999'710(96) . (8.79)

Sie stimmt mit grosser Genauigkeit mit der besten Messung {iberein, die unabhéngig von
g ist:
o~ =137,035'998'78(91) (8.80)

(Oszillationen von Rb-Atomen in optischen Fallen), aber auch mit dem Quanten-Hall-
Effekt. Die Ubereinstimmung zwischen (8.79, 8.80) macht die QED zur prizisesten phy-
sikalischen Theorie!
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